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Resumo

MENDES, Diogo Braga. Estimacao bayesiana em Modelos dicotomicos de Resposta ao
Item sob o framework Modelos Mistos. 2012. Dissertagao (Mestrado em Matemadtica e

Estatistica), PPGME, UFPA, Belém, Pard, Brasil.

Neste trabalho discutimos a andlise bayesiana de Modelos dicotomicos de Resposta ao
Item sob o framework de Modelos Mistos. Alguns métodos de estimacgao baseado em si-
mulagoes de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) sao propostos com a introducao
de um modelo de regressao na variavel latente e a partir de um esquema de dados aumen-
tados obteve-se distribuicoes condicionais completas com formas analiticas conhecidas dos
parametros de interesse. Estudos de simulacao foram realizados indicando que a metodo-
logia proposta conduz a estimativas mais fidedignas dos coeficientes de regressao quando
comparados com a estimacao realizada em duas etapas, ou seja, um modelo de regressao
(bayesiano) aplicado aos escores obtidos por um programa tradicional da Teoria da Res-
posta ao Item (Bilog-MG), além disso constatou-se que o Erro Quadratico Médio (EQM)
dos estimadores do traco latente reduz se variaveis adequadamente correlacionadas sao in-
cluidas no modelo de regressao para modelagem do traco latente. Por fim, uma aplicacao a
um banco de dados real, utilizando um dos modelos estudados indicou que a metodologia
pode ser empregada com facilidade para a estimacao conjunta dos parametros do Modelo
de Resposta ao Item e dos coeficientes de regressao.

Palavras-chave: Inferéncia Bayesiana, Teoria da resposta ao item.



Abstract

MENDES , Diogo Braga. Bayesian estimation in Item Response dichotomous Models
on framework Mixed Models. 2012. Dissertation (Master Science in Mathematics and

Statistics), PPGME, UFPA, Belém, Pard, Brazil.

In this work we discuss the the Bayesian analysis of models for dichotomous item res-
ponse under the framework of Mixed Models. Some estimation methods based on Monte
Carlo of Markov Chain (MCMC) simulations are proposed with the introduction of a re-
gression model in the latent variable and from a data augmentation scheme was possible
to obtain full conditional distributions with known analytical forms of the parameters
of interest. Simulation studies were performed indicating that the proposed methodology
leads to more reliable estimates of the regression coefficients when compared with the
estimation performed in two stages, for example, a regression model (Bayesian) applied
to the scores obtained by a traditional program of the Theory of Item Response (Bilog-
MG), Furthermore, it was found that the mean squared error (MSE) of estimators of the
latent trait reduce when properly correlated variables are included in the regression model
for modeling of the latent trait. Finally, an application to a real database, using one of
the models studied indicated that the methodology can be used easily to estimate the
parameters of item response model and of the regression coefficients.

Keywords: Bayesian inference, [tem response models, Mixed models.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos Gerais

Em diversas dreas do conhecimento ha necessidade de medir caracteristicas que nao sao
diretamente observaveis, como por exemplo, nivel de ansiedade, inteligéncia, personali-
dade, cognicao ou impulsividade que sao caracteristicas implicitas do ser humano. Essas
caracteristicas sao chamadas de tracos latentes e medi-las exige instrumentos adequados
como testes de habilidade (provas de conhecimento) ou testes para tragos nao cognitivos
como medida de atitudes e niveis de depressao. Em ambos as questoes ou itens devem
expressar algum aspecto do processo latente de interesse, veja Skrondal e Rabe-Hesketh
(2004) para diversas aplicagoes com varidveis latentes em ciéncias sociais.

Entre as diversas metodologias disponiveis para analisar variaveis latentes, a Teoria da
Resposta ao Item (TRI) (Hambleton e Swaminathan, 1985) também chamada Teoria dos
Tracos Latentes, desenvolveu-se inicialmente para suprir deficiéncias na Teoria Classica de
Medidas (Lord e Novick, 1968) sendo um conjunto de modelos matematicos, que tém por
objetivo estimar estas caracteristicas com base nas respostas obtidas de um instrumento
de avaliacao adequado (testes, questionarios etc.). Esta teoria permite a modelagem destes
construtos com uma fungao (Curva Caracteristica do Item, CCI) que descreve o compor-
tamento probabilistico da resposta de um sujeito submetido a um teste, relacionando o
nivel do traco latente e parametros (caracteristicas) dos itens.

Segundo Baker (1992), muitos autores ajudaram na construgao da teoria de resposta ao
item (TRI), em especial dois desses autores, para os quais é importante citar seus nomes e
respectivos trabalhos, Lord e Rasch. O trabalho de Lord (1952) ganhou forga nos anos 50
com a aplicagao em testes educacionais. Lord iniciou o desenvolvimento formal da teoria, e

também contribuiu para o desenvolvimento de programas para computadores necessarios
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para por a teoria em pratica, o que levou posteriormente a redigir um livro cléssico junto
com M. Novick (1968). O matemético dinamarqués Rasch (1960) reforcou os estudos da

TRI criando o modelo de 1 parametro.

Os modelos da TRI propostos na literatura dependem basicamente da natureza dos
itens, isto é, se eles sao dicotomicos (corrigidos como certo ou errado) ou nao dicotémicos
(itens de resposta livre ou itens de multipla escolha avaliados de forma graduada), da quan-
tidade de tragos latentes ou habilidades que estao sendo medidas (uma ou mais de uma)
e do nimero de populagdes envolvidas (uma ou mais de uma). Todavia, atualmente, mo-
delos mais complexos tém sido desenvolvidos e estes consideram nao sé as caracteristicas
citadas como também a forma funcional da CCI adotada, estudos longitudinais, etc. Neste
trabalho serao considerados apenas aqueles que tratam os itens de forma dicotomica, que
avaliam apenas um trago latente (os chamados modelos unidimensionais) e em uma tnica
populagao. Além disso, supoem-se que as respostas oriundas de individuos diferentes sao
independentes e que os itens sao respondidos de forma independente por cada individuo,

fixada sua habilidade (suposigao conhecida como Independéncia Local).

Apoés a estimacao dos parametros dos itens e dos tracos latentes varias metodologias
tém sido empregadas para analise das estimativas destes parametros e especialmente dos
tragos latentes. Por exemplo, Pereira (2004) com o objetivo de criar alternativas ao Critério
Brasil ou Critério de Classificacdo Econdémica Brasil (CCEB) utilizou modelos da TRI de
resposta gradual para construir indicadores da condi¢ao socioecondmica. A partir das
estimativas dos tragos latentes, o autor ajustou um modelo classico de regressao linear
tendo como variavel dependente os escores do Critério Brasil e a variavel independente os
escores da TRI, concluindo que os escores produzidos pelo critério Brasil e os escores da

TRI estavam altamente correlacionados.

Soares e Mendonga (2003) construiram um modelo de regressao hierdrquico para os
dados do SIMAVE/2000, onde a populagao foi composta pelos alunos da 4* série que
participaram da avaliagao de matematica e portugués. Os autores concluiram que, entre
outros, o desempenho escolar (medido pelos escores obtidos nestas disciplinas via TRI)
sofre um impacto positivo de variaveis que medem o nivel de escore socioeconémico, os
anos de estudo da mae, e um impacto negativo de varidveis que medem a defasagem

escolar e anos de abandono da escola.

MENDES, Diogo Braga PPGME/UFPA
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Outro trabalho que utiliza os escores estimados pela TRI é o de Jesus e Laros (2004),
que construiram um modelo explicativo do desempenho académico de alunos da 8* série,
na disciplina de portugues, através de um modelo regressao multinivel, para contemplar
a estrutura hierdrquica dos dados do Sistema de Avaliagdo da Educacao Basica (SAEB)
do ano de 2001. Os autores concluiram que os fatores mais determinantes no desempe-
nho escolar nesta disciplina foram o nivel socioeconomico médio da escola e o nivel de

escolaridade médio dos pais.

Silva et al. (2010) calcularam escores relacionados a alguns fatores determinantes da
proficiéncia média em portugués e matematica que foram estimadas pela Teoria da Res-
posta ao Item. Estes fatores foram construidos utilizando o Modelo de Resposta ao Item
Gradual de Samejima (1969), a partir de respostas aos questiondrios contextuais (apli-
cado pelo INEMEC) por alunos da 4* série do ensino fundamental de escolas piblicas
municipais em Belém no estado do Para, seus professores e diretores das escolas. Em um
segundo momento, uma anélise de agrupamentos foi aplicada para definir possiveis grupos

homogéneos de escolas para os fatores considerados.

Pelos trabalhos supracitados é comum a analise posterior dos tracos latentes estimados
pelos modelos da TRI. Um ponto importante é o fato de que a variavel latente utilizada é
nao observavel, ou seja, a incerteza decorrente do seu processo de estimagao nao ¢é incorpo-
rada nessas andlises uma vez que as estimativas dos tragos latentes sao consideradas como
verdadeiras. Neste trabalho sera desenvolvido um método sob a perspectiva bayesiana com
a estimacao conjunta dos escores latentes e dos coeficientes de regressao para modelos
dicotémicos da TRI e, desta forma, expressar um Modelo de Resposta ao Item (MRI)
sob formas conhecidas de modelagens bem fundamentadas na literatura cientifica, espe-
cificamente uma estrutura de modelos mistos, pode facilitar sua aplicacao em situagoes

diversas.

Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira

MENDES, Diogo Braga PPGME/UFPA
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral

e O objetivo geral deste trabalho é desenvolver métodos de estimagao bayesiana para
os parametros de alguns modelos de resposta ao item, introduzindo modelos de
regressao na variavel latente de interesse, considerando uma abordagem de modelos
mistos.

1.2.2 Objetivos especificos

e Introduzir os Modelos Lineares Generalizados Mistos (MLGM) e os aspectos inferen-

ciais para estimagao dos parametros de interesse via Teoria da Resposta ao Item.
e Apresentar estudos de simulacao que validem o processo de estimacao proposto.

e Aplicar a metodologia em um banco de dados reais.

1.3 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacao encontra-se dividida em 5 capitulos, a saber:

Capitulo 1: Refere-se a introducao do trabalho, onde sao abordados os aspectos gerais,

importancia do trabalho, objetivo geral e especificos, bem como a estrutura do trabalho.

Capitulo 2: Apresenta uma revisao sob modelo probito-normal na Teoria da Resposta
ao Item, com e sem modelos de regressao latente univariados, bem como sua estimacao

bayesiana via MCMC com esquema de dados aumentado.
Capitulo 3: Realizacao de estudos de simulacao.
Capitulo 4: Aplicacao a dados reais.

Capitulo 5: Consideragoes finais e propostas para trabalhos futuros;

MENDES, Diogo Braga PPGME/UFPA



Capitulo 2

TRI sob um enfoque de Modelos Mistos

2.1 Introducao

Os primeiros modelos da TRI surgiram por volta da década de 50, e eram modelos que
consideravam que um unico constructo, de um tnico grupo, estava sendo mensurado por
um teste com itens corrigidos de forma dicotomica. Estes modelos foram primeiramente
desenvolvidos baseados na distribuicao acumulada da normal e, depois, foram descritos
para uma forma matemaética mais conveniente, a logistica, pois sua funcao de distribuicao
acumulada é uma funcao explicita dos parametros do MRI.

Desde entao, varios Modelos de Resposta ao Item foram propostos para contemplar
situagoes cada vez mais complexas que vao além da estimacao dos parametros dos itens
e tracos latentes. Desta forma, construir um modelo adequado para cada situacao seria o
ideal. Entretanto visualizar o MRI como membro de classes mais gerais de modelos pode
trazer beneficios como, por exemplo, a familia dos modelos de Rasch que pertencem a
classe dos Modelos Lineares Generalizados Mistos (MLGM), veja, por exemplo, (McCul-
loch & Searle, 2001), o que possibilita a utilizacdo de métodos de estimacao, medidas de
diagnostico e pacotes estatisticos existentes para a sua aplicacao.

Em muitas situagoes praticas o interesse nao reside apenas no nivel individual do trago
latente, mas sim em relacionar as respostas de um teste aplicado a outras variaveis
(caracteristicas) dos individuos examinados ou mesmo com as caracteristicas dos itens.
Por exemplo, poderiamos estar interessados em quantificar a relacao entre o nivel socio-
economico de alunos de uma rede de ensino e o desempenho médio em determinada area

do conhecimento.
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2.2 Modelos dicotomicos da TRI como Modelos Mistos

Dados dicotomicos, ou seja, do tipo certo ou errado, concordo ou discordo etc. sao fre-
quentes em diversas areas do conhecimento, e podem ser vistos com variaveis observaveis
a partir do truncamento de variaveis latentes. Neste caso, modelos com um parametro
por item podem ser aplicados, este parametro foi nomeado dificuldade do item, indicando
o nivel trago latente para qual o sujeito tem alta probabilidade de responder como espe-
rado ao item. Rasch (1960) desenvolveu esse modelo considerando uma CCI logistica e
extensoes desse modelo considerando outras caracteristicas dos itens como discriminacao
(Birnbaum, 1957) e acerto casual foram desenvolvidas, este ultimo muito utilizado em
avaliacoes educacionais.

O modelo dicotomico da TRI com o parametro de acerto casual pode ser definido da

seguinte forma:

Y;il0;, G ~ Bernoulli(Pj;), (2.1)

onde Yj; sao valores correspondentes as respostas dicotomicas do individuo j no item
i, assumindo o valor 1 para indicar o acerto e 0 caso contrario, Pj é uma fungao dos
parametros 6; e ¢!, em que ¢ = (a;, b;, ¢;), onde a;, b; e ¢; sdo os parametros de discrimi-
nacao, dificuldade e acerto casual do item respectivamente, e 6; é o valor correspondente
da variavel latente, associada ao individuo 7.

A probabilidade condicional de que o individuo j responda corretamente ao item i,

j=12,---n,i=12--- I é dada por:
Pji = P(Yj; = 1160;,G) = ¢ + (1 — ;) F(n;0), (2.2)

com nj; = a;0; — b;.

A fungao F(.), em ¢ dada por uma funcao de distribuicao acumulada chamada
de Funcao de Resposta ao Item ou Curva Caracteristica do Item, que neste modelo é
estritamente nao decrecente em 6;. Caso F(.) seja a fungao de distribui¢do acumulada
logistica chamamos o modelo de logito-normal de 3 parametros e, se a distribuicao ¢ a
funcao de distribuicao acumulada normal padrao, sera denominado de probito-normal,
denominagoes consideradas em Bézan (2005).

A suposicao de independéncia condicional é feita para a estimagao dos parametros dos

MENDES, Diogo Braga PPGME/UFPA
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itens, ou seja, para um individuo j, as respostas Yj;, @ = 1,2,--- , I, sao condicionalmente
independentes dados os valores das varidveis latentes 6,7 = 1,2,--- ,n, ou seja, o in-
dividuo nao “aprende” ao longo da realizacao do teste. Adicionalmente, a independéncia
das respostas de diferentes individuos também é considerada.

Os parametros dos itens estao descritos a seguir:

e a; é o parametro de discriminacao (ou, inclinagao) do item i, com valor proporcional

a inclinagao da CCI no ponto b;;

e b; é o parametro de dificuldade (ou de posi¢ao) do item i medido na mesma escala

do traco latente 6,

e ¢; é 0 parametro do item que representa a probabilidade do individuo com baixo
nivel do traco latente responder corretamente ao item 4, ou seja, ¢; representa a

probabilidade de acerto casual.

Muitos Modelos de Resposta ao Item podem ser analisados como membros de outras
classes de modelos estatisticos, dentre elas, pode-se citar a estrutura de modelos nao
lineares mistos (MNLM). De acordo com Rijmen et al. (2003), Modelos Mistos sao uma
ferramenta 1til em analise de dados agrupados como, por exemplo, dados de estudantes
aninhados com escolas ou dados de medidas repetidas sobre o mesmo aluno.

Esses modelos pertencem a familia de modelos lineares e nao-lineares mistos, cuja a

formulacao geral pode ser

g(p) = hXB+ Zb)
b ~ N(0,0%)

Onde f ¢ uma fungao densidade de probabilidade conhecida, usualmente pertencente a
familia exponencial (FE) de modelos, i é a esperanga matematica da variavel resposta Y,
g é uma funcao de ligacao, ¢ é o parametro de dispersao, 3 sao os coeficientes de regressao

(efeitos fixos), b sdo os efeitos aleatérios, X e Z sdo matrizes de delineamento conhecidas.

MENDES, Diogo Braga PPGME/UFPA
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2.3 Identificabilidade

Os modelos apresentados na segao [2.2| nao sao identificaveis no sentido de que a veros-
similhanca dos dados pode ser reproduzida por diferentes conjuntos de parametros, em
outras palavras, os estimadores de maxima verossimilhan¢ca podem nao ser tinicos. Isto
deve-se ao fato de que a escala do trago latente @ nao estd definida. No caso do modelo

2PN, a probabilidade de resposta correta é

P(Y; = 10;,G) = ®(ai(8; — b)) = @(j—;wej — ogby))
= (L (040, — k — ogb; + k)

oy

= ®(a; (65 = b7)),

J

com a; = g—;, 9; = 0pt; — k e b] = ogb; — k. Assim, a locacao e escala da distribuicao de
probabilidade para 6 pode ser arbitrariamente especificada.

No caso de um modelo de regressao para variavel latente, tem-se

ej ~ N(m;lga02>

A probabilidade de resposta correta pode ser reescrita como

P(Y;; =110;,¢) = ®(a;(8;, — b)) = (I)(ggai(& _ ﬁ))

(oy] (oy]
= B(a;(0; — b)),

com a; = oga;, 07 = 3—; ebl = Ub—e Entao, para o modelo com traco latente transformado 6%,
o parametro de discriminacgao é multiplicado por oy e o parametro de dificuldade dividido
por oy e, desta forma, o modelo nao é identificivel a menos que um dos parametros de
discriminacao seja igualado a um ou que a variancia do traco latente seja restrita a uma
constante conhecida.

Na abordagem bayesiana via MCMC, a métrica pode ser garantida de diversas formas.
Em modelos da TRI nulos, ou seja, sem modelos de regressao para o traco latente, é sufi-

ciente restringir os hiperparametros das prioris para uma métrica especifica, usualmente
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pe = 0 e o5 = 1. Alternativamente, em todas as iteragoes do MCMC, por uma trans-
formacao linear simples, as amostras do traco latente podem ser reescalonadas para uma
métrica arbitraria, de forma que nos proximos passos da amostragem, porém na mesma
iteracao, o mesmo vetor reescalonado é utilizado, garantindo dessa forma a identificabili-
dade do modelo. Este artificio é de grande ajuda principalmente em modelos complexos,
onde a especificagao de prioris em multiplos estagios dificulta a identificabilidade do mo-

delo.

2.4 Aspectos inferenciais

Os problemas de estimacao podem ser agrupados em trés categorias: estimagao frequen-
tista (ou classica), estimagao Bayesiana sem MCMC (Monte Carlo Markov Chain) ou
nao plena e a estimagdo Bayesiana com MCMC (andlise bayesiana plena). Na aborda-
gem cléassica, a estimacao por maxima verossimilhanca tém sido a mais utilizada e varias
propostas foram formuladas, tais como: a verossimilhanca conjunta, verossimilhanca mar-
ginal (MVM) e verossimilhanga condicional (Andrade et al., 2000, Baker, 1992). Todavia,
como Bock and Aitkin (1981) sinalizaram, estimativas de méxima verossimilhanca para
parametros estruturais nao sao consistentes na presenca de parametros incidentais (Ney-
man e Scott, 1948). Como consequéncia, a abordagem mais usada é o método da veros-
similhanca marginal que usa um algoritmo pseudo-EM com quadraturas gaussianas para
aproximar as integrais que sao necessarias na implementacao da etapa E do algoritmo
(Book e Aitkin, 1981). Este procedimento de estimacdo estd implementado em software
especificos como, por exemplo, no programa BILOG-MG (Mislevy e Bock, 1990), o que
usa uma restrigdo ”heuristica”do modelo (Du Toit, 2003). A estimagao dos parametros
de habilidade é executada numa segunda etapa com os parametros de itens substituidos
pelas suas estimativas obtidas previamente. Limitagoes desta metodologia sao discutidas
em Patz e Junker (1999) e Sahu (2002). Para citar algumas, tem-se a impossibilidade de
estimar os parametros do modelo no caso de escores extremos (acerto ou erro total, por

parte dos itens e/ou sujeitos).

MENDES, Diogo Braga PPGME/UFPA



2.4 Aspectos inferenciais 10

2.4.1 Inferéncia Bayesiana

Na estatistica, toda informacao que se tem sobre uma certa quantidade de interesse ¢
(ndo observével), se torna fundamental para continuacao do estudo. Devido o verdadeiro
valor de ¢ ser desconhecido, o objetivo é tentar reduzir esta nossa falta de conhecimento.
Além disso, a intensidade do desconhecimento a respeito de ¢ pode assumir diferentes
graus. Na inferéncia Bayesiana, estes diferentes graus de desconhecimento sao represen-
tados através da adocao de modelos probabilisticos para ¢. Assim, é natural que o grau
de conhecimento a cerca de ¢ nao seja o mesmo para todos os pesquisadores, ou seja, €
comum a especificacao de modelos distintos.

Considere que a informacgao de que dispomos sobre uma certa quantidade de inte-
resse desconhecida ¢, resumida probabilisticamente através de 7(¢), pode ser aumentada
observando-se uma quantidade aleatéria © relacionada com ¢. A distribuicao amostral
p(0]¢) define esta relacao. A idéia de que apds observarmos © = 7, a quantidade de in-
formacao a respeito de ¢ aumento é bastante intuitiva e o teorema de Bayes ¢ a regra de
atualizagao utilizada para quantificar este aumento de informacao,
p(rlg)m(¢) _ p(r]¢)m(¢)

p(r)  [plr.6)dg

onde p(1) = [[ p(7, ¢)d¢] ™! é a distribui¢do marginal de 6.

p(9lT) = (2.4)

Para um valor fixo de 7, a fun¢ao L(¢) = p(7|¢) fornece a plausibilidade ou a verossi-
milhanga de cada um dos valores de ¢, enquanto 7(¢) é a chamada distribuigao a priori
de ¢. Estas duas fontes de informacao, priori e verossimilhanca, sao combinadas levando
a distribuigao a posteriori de ¢, p(¢|7), a qual serd usada para fazer inferéncias. Assim, a

forma usual do teorema de Bayes é

p(9]7) o< L(¢) x m(¢) (2.5)

A estimacao bayesiana consiste em estimar os parametros com base em alguma carac-
teristica da distribuicao a posteriori, como por exemplo, a média, mediana, moda, maximo,
minimo e etc. Na TRI, para a estimacao bayesiana sem MCMC, o principal método ¢é a
Estimacgao Bayesiana Marginal (EBM) que é uma extengao da proposta de Bock and Ait-
ken (1981). Dos métodos de estimagao bayesiana baseado em simulagoes, existem dois

principais métodos de amostragem MCMC: Metropollis-Hastings (M-H) desenvolvido por
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Metropollis et al. (1953) e generalizado por Hastings (1970), tendo sido considerado como
um dos dez algoritmos que mais contribuiram ao desenvolvimento da ciéncia e tecnologia
do Século XX (Beichl e Sullivan, 2000) e o amostrador de Gibbs (Geman e Geman, 1984).

Métodos MCMC sao um conjuntos de algoritmos de simulacao que constroem uma
cadeia de Markov cuja distribuigao limite (estaciondria) é uma distribuigdo multivariada
de interesse, comumente desconhecida.

O algoritmo de Gibb, é essencialmente um esquema iterativo de amostragem de uma
cadeia de Markov cujo nicleo é formado pelas distribuigoes condicionais completas (dis-
tribui¢oes marginais da posteriori com forma funcional conhecida), e sob certas condigoes
de regularidade, a distribuigao limite é a densidade de interesse, veja Gamerman e Lopes
(2006).

Quando as distribuicoes marginais da posteriori nao tem forma funcional conhecida
ou de facil simulagao, o algoritimo de Gibbs nao pode ser diretamente aplicavel, desta
forma uma solugao é o algoritmo M-H que explora a superficie da posteriori de interesse
em dois passos: (1) a partir da especificacdo de uma densidade proposta, candidatos sao
simulados e devem estar proximos da distribuigao alvo e (2) estes sdo aceitos ou rejeitados
de acordo com um critério. No presente trabalho, utilizaremos o amostrador de Gibbs
(veja o apéndice A) com um esquema de dados aumentados proposto inicialmente por

Albert (1992) utilizando variaveis auxiliares.

2.5 Verossimilhanca de dados aumentados

A verossimilhanga desempenha papel fundamental em qualquer andlise estatistica e todos
os processos citados anteriormente baseiam-se nesta funcao. Basicamente, ela pode ser

definida para o tipo de dados e modelos considerados neste trabalho como

k n
Y ji ~Yji
L0, ¢|Das; Y) = [ [ TT B (1 = Pio) Y, (2.6)
i=1 j=1
com Pj; sendo modelada de acordo com a CCI adotada, ademais a verossimilhanca pode
ser vista como a densidade conjunta das observagoes condicionada nos parametros do

modelo e 0 é o parametro de interesse.
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Considere o preditor linear n;; = a;0; — b; e Y;; ~ Bernoulli(®(n;;)) com

1, se Zji > 0,
Yiil6;, b = (2.7)
0, se Zji < 0,
sendo Z;0;,¢ ~ N(nji, 1) e €5 = Zj; — i, entdo
P(Zji > 010;,b:) = Pleji > —n;l6;,G) (2.8)
= 1—®(—nj)
= D(n;).

Desta forma, as probabilidades de sucesso de Yj; sao iguais e portanto as inferécias
baseadas em Zj; serao as mesmas.

Para o modelo 3PN, a verossilhanca aumentada é obtida da forma similar. Entretanto é
necessario definir uma variavel auxiliar adicional para representar o estado de ignorancia
do sujeito com respeito ao item apresentado no teste. O desenvolvimento aqui apresentado
segue os mesmos procedimentos adotados por Béguin & Glass (2001), considere uma nova

variavel auxiliar

1, se o sujeito j sabe a resposta correta do item 4,
Sji = B (29)
0, se nao sabe.

A probabilidade de resposta correta pode ser calculada a partir de
P(Yj; =1]G,0;) = P(Y;i =1|G,0; 55 = 1)P(S; = 1)
+ PV =1{G, 65,85 =0)P(S;; = 0)

= Q(n;) + (1l — (n;)), (2.10)
isto é, a probabilidade é a mesma na equacao 7?7 e, portanto, espera-se que as inferéncias
baseadas na verossimilhan¢a aumentada e original sejam préximas.

2.6 Selecao de modelos

Quando varios modelos estao disponiveis para mesma aplicagao é importante compara-

los para selecionar o mais parcimonioso. Na estimagao classica os critérios de informacao
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de Akaike-AIC (Akaike, 1973) e o de informacao bayesiana, BIC (Schwarz), sdo os mais
utilizados e, basicamente, penalizam a verossimilhanca considerando a complexidade do
modelo. Na estimacao, pode-se dizer que estes métodos sao aproximacoes do conhecido
Fator de Bayes bastante utilizado em testes de hipéteses bayesianos, mas que nao pode
ser aplicado diretamente quando prioris improprias ou vagas sao consideradas, situacao
comum em modelos complexos com esquemas hierarquicos.

Para superar a limitagdo do Fator de Bayes (BF), outros critérios foram sugeridos,
dentre eles o critério de informagao de desvio (DIC), descrito em Spiegelhalter et al. (2002)
que independe das prioris do modelo e do niimero de parametros, tendo uma abordagem
preditiva a posteriori e é facilmente obtido a partir do amostras geradas pelos métodos
MCMC.

Antes de defini-lo, é necessario introduzir uma medida da bondade de ajuste de modelos
criada por Dempster (1977), chamada desvio bayesiano definido pelo simétrico do lo-
garitmo da verossimilhanca do modelo. Por exemplo, no modelo probito de 2 parametros

é calculado da seguinte forma:

D(6,¢) = —2logL(y|6, <;> (2.11)

= ~2og [ 12001 = 20001

= _QZ yﬂlog (1)) + (1 = y50)log((1 — ®(n;))],

com 7);; = a;0; — b;.

Para uma amostra da distribuicao a posteriori conjunta obtida por MCMC, pode-se
usar o conceito desvio bayesiano esperado E[D(0, ()], que neste caso pode ser aproximado
por

M
D=E[D®,¢)]~ > D(®
m=1

Com m sendo a m-ésima amostra simulada a partir da posteriori conjunta de um total
de M, segundo Bazan (2005) estd implementada por default no Winbugs.

Possivelmente modelos mais complexos (mais parametros) terao menor desvio esperado,
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Carlin e Louis (2000) e Brooks (2002) propuseram penalizé-lo conforme os critétios AIC

e BIC, resultando no critério de informacao de Akaike esperado (EAIC):

EAIC = E[D(6, )] + 2p,

e o critério de bayesiano esperado (EBIC)

EBIC = E[D(8,¢)] + plog(N),

onde p é o numero de parametros no modelo e N é o nimero total de amostras. As

respectivas aproximacoes baseadas em D sdo
EAIC =D +2pe EBIC =D + plog(N)

Finalmente o DIC penaliza a verossimilhanca a partir do nimero de parametros efetivos
pp = E[D(0,¢)] — D(E(0), E(¢)) sendo o segundo termo o desvio bayesiano nas médias
a posteriori F(0) e E({) que pode ser aproximado por

D(E(8),E(C)) ~ D (Z 0" /M, c<m>/M>

m=1

Segundo Spiegelhalter et al. (2002), o DIC pode ser usado concomitantemente com BF,
uma vez que, o BF pode detectar conflitos entre a informacao a priori e verossimilhanga,
fato muito importante, principalmente na Teoria da Resposta ao Item, cujos modelos
frequentemente possuem prioris hierarquicas que podem influenciar substancialmente os

resultados.

2.7 Estimacao via MCMC com DAGS

Frequentemente as posterioris dos parametros de interesse sao analiticamente intrataveis e
métodos numéricos sdo necessarios para obtencao de estimativas. Albert e Chibbs (1992)
foram pioneiros em utilizar dados aumentados para obter distribuigoes condicionais com-

pletas conhecidas que possibilitassem a utilizacao do algoritmo de Gibbs naturalmente.
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2.7.1 Modelo Probito-Normal de 2 parametros

A seguinte estrutura hierarquica foi considerada para estimacao dos parametros do modelo
probito-normal de 2 parametros com um modelo de regressao para o traco latente com p

covariaveis:

N = a;t; — b, (2.12)
Ojloy ~ N(xiB.07),
p(Be) o< const. ou B~ N(pg, Xp),
1 0.5 0

¢ = (%bi)tmozc ~ N ; I(a; > 0),
0 0 2

onde I(a; > 0) indica que os valores de a; assumem somente valores positivos, const. é
uma constante, :I:§ = (zj1,Tj2, 1) € B = (B1,Bay , By)-

Conforme o modelo acima, a priori proposta por Sahu (2002), Patz e Junker (1999)
para os parametros dos itens foi utilizada (observe que a; e b; sdo independentes), Bazan
(2005) apés um estudo de robustez a especificacao de 5 prioris para os parametros dos
itens, encontrou resultados similares no que tange a estimacao dos parametros, entre-
tanto esta priori apresentou resultados ligeiramente superiores. A abordagem matricial
serd considerada aqui para subsidiar outras opgoes como uma repametrizagao do modelo
fazendo a; = e% com a; ~ N (g, 0,) para o parametro de discriminacao que possibilita a
modelagem de correlagao entre os parametros de cada item, veja Fox (2010) para mais de-
talhes. Para estimacao bayesiana dos parametros do modelo 2PN via dados aumentados,

considere os passos:

Passo 1: Amostrar Zj; a partir de:

N(aif; — bi, )I(Zj > 0), se V=1,

N(aiﬁj — bi; 1)]1(2] S O), se Y}z =0.

(2.13)

Passo 2: Amostrar ¢; a partir de:

9j|Zjaﬁ> b7 0'3 NN(#;O‘;)
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onde

I —1

, 1

oi = (E:“?Jro_g) (2.14)
=1

g = 0O (Z ai(Zji + bi) + #) (2.15)

i=1 6

Passo 3: Amostrar 3. Duas prioris foram consideradas aqui, uma imprépria e outra nor-

mal multivariada, para a priori imprépria
816, X ~ N((X'X)"'X'0,(X'X)"03) (2.16)
Para a priori normal multivariada

BlO. X ~ N (pj, 35)

onde
) X'X
35 = ( — +330)7 (2.17)
0
) X0
ph = 25(0—3+251uﬂ) (2.18)

Passo 4: Amostrar os parametros de discriminagao e dificuldade dos itens, ¢; = (a;, b;)”

CilZ:,0 ~ N (pg, =¢) I(a; > 0)

Onde
w = (0,-1,) (2.19)
¥ = (ww+3)7! (2.20)
pe = THw'Zi+ 3 ) (2.21)

Zf - (ZliJZQiu"'7ZNi>

A seguir as demonstracoes dos passos 1 a 4, que correspondem as condicionais completas
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para o modelo probito-normal de 2 parametros.

p(6;1Z;,8,b,0;) o p(Z;|6;,8,b)p(0;]07) (2.22)

x exp {—— Z(Zj‘ — (a;0; — bi))Q}

| —

Onde
; -1
op = (Z a? + %) (2.23)
i=1 %9

I t
1y = 0g Z ai(Zji + ;) + QZ—Q) (2.24)

i=1 o
p(B|Z,0,b,X) o p(0|8)p(B) (2.25)

x exrp {—2%‘3(9 - XB) (0 — Xﬁ)}

x N((X'X)'X'0,(X'X) o2

especificando uma priori normal multivariada para 3, sua distribui¢ao condicional com-

pleta fica:

P(B1Z.0.6.X) x p(6lB)(B) (2.26)
x exp{—iw—xmt(e—xm}

203

1
< eon{ =30 n)' 50—}

1, X'X _ . X'0 _
08 e:cp{—§(,3( 03 +251)5—25( 03 +2,31N5))}
o< N(pp, 5)

onde

¥ = (——+%)7! (2.27)

* * X
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p(CilZi,0) o p(Z;|0,¢)p(Clme, Be)I(a; > 0) (2.29)

x cap {—%(zi —wC,) (2 wci)}
< eap {306~ 1) BG - o) b1 0)

o exp {—% [CHw'w +2:1)¢, — 2¢H(w' Z; + Eglug)]> I(a; > 0)

o< N (pg, X%) I(a; > 0)

Onde
w = (6,-1,) (2.30)
¥ = (ww+3h)! (2.31)
pi = S{(w'Zi+ 3" p) (2.32)

Zt = (Z1i7Z2i7"'7ZNZ')

2.7.2 Modelo probito-normal de 3 parametros

A partir dos resultados apresentados na secao e considerando agora uma priori para
o parametro de acerto casual, ¢, tem-se a seguinte estrutura hierarquica para o modelo

probito-normal de 3 parametros com modelo de regressao para o trago latente:

Ny = ab; — b, (2.33)
Oilog ~ N(xiB,07),
p(Br) o< const. ou B~ N(pg, Xp),
1 0,5 0

Ci = (aiabi)t’u’(ja 2( ~ N ) ]I(az > O),
0 0 2

¢; < Beta(ay,as),

onde I[(a; > 0) indica que os valores de a; assumem somente valores positivos, const. é uma

constante, &} = (2j1, 752, ,Tj) € B' = (b1, B2, , B,). Para determinar a distribuicio
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condicional completa de Sj;, observe que

P(Sj =1|Y;; =1) o< P(Yj; = 1|55 = 1)P(Sj = 1),

o< (1), (2.34)
P(Sj = 01Yj; =1) o< P(Yj; = 1[5 = 0)P(S;; = 0)

x ci(1—@(n;)), (2.35)
P(S; =1[Y;; =0) = 0, (2.36)

Note que a distribuicao de Sj; condicional a Yj;; = 1 ¢ binomial para uma constante

normalizadora apropriada, ou seja,

(1)
D(nji) + (1 —D(n;i)) (2.38)

Amostrar S;; conforme distribuicao discreta acima. A condicional completa para Zj;

sz‘ ~ Bernoulli(pji) com pj; =

deve levar em conta o passo anterior, desta forma tem-se:

N(aib; — b;, 1)I(Z;; > 0), se Sj =1,

N(aib; — b, VI(Zj; < 0), se  Sj =0.

(2.39)

A amostragem de 0 e ¢ seguem os passos do modelo 2PN apresentado. Para amostrar c,
defina t; = Z?Zl I(Sj; = 0), ou seja, o total de sujeitos que ndo sabem a resposta correta do
item e chutam a resposta. A probabilidade de resposta correta de um sujeito j ao item i, por
chute, é P(Y}; = 1]5;; = 0) = ¢;, sendo o total dado por s; = Zzsﬁzo Y;: tem distribuicao
Binomial(t;,¢;). Com uma priori conjugada Beta(aq,az) para ¢;, sua distribuigao posterior

é

¢i|S,Y ~ Beta(s; + a1, t; — s; + az). (2.40)

MENDES, Diogo Braga PPGME/UFPA



Capitulo 3

Aplicacao a dados simulados

3.1 Introducao

Neste capitulo serao conduzidos estudos de simulacao com o objetivo de avaliar o método
de estimacao proposto. Como a metodologia empregada neste trabalho é a inferéncia
bayesiana via MCMC, estudos de simulacao sao necessarios para avaliar trés aspectos da
estimacgao. Primeiro, a robustez do modelo em relacao a escolha de prioris que podemos
chamar de Anadlise de sensibilidade, segundo, a consisténcia dos estimadores, que pode
ser verificada a partir de estudos de replicacao dos dados e, por tltimo, a convergéncia e
auto-correlacoes das cadeias geradas pelo procedimento MCMC.

Para a analise de sensibilidade foram consideradas 4 prioris diferentes para os coefici-
entes de regressao 3, listadas na Tabela [3.1} A priori P1 é imprépria, P2-P4 sdo prioris
normais bivariadas vagamente informativas, de forma que para todas as prioris mencio-
nadas, foram rodadas tres cadeias paralelas com valores iniciais distintos, sendo em uma
delas as estimativas da TCM para os tracos latentes e parametros dos itens conforme
Andrade et al. (2000) e nas demais, os valores foram escolhidos aleatoriamente. Um mo-
delo de regressao bayesiano com as mesmas prioris da Tabela foi ajustado aos escores
obtidos pelo Bilog-MG (Mislevy e Bock, 1990) na métrica (0,1) e, seus resultados foram
posteriormente comparados com a estimacao conjunta do método bayesiano proposto.

Para Azevedo (2010), um método de estimacao produz estimativas consistentes se as
esperancas dos estimadores convergirem para seus verdadeiros valores e se suas respecti-
vas variancias tenderem para zero, de forma que vicios e variancias tenham magnitudes
despreziveis. Desta forma, foram simuladas dez réplicas de um banco de dados composto

por 24 itens com base nos modelos probito-normal de 2 e 3 parametros.
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Tabela 3.1 Prioris para andlise de sensibilidade

Priori
P1 improépria
P2 N(0,diag{10,10})
P3 N(0,diag{100,100})

P4 N([-11])T,diag{100,100})

A primeira réplica foi utilizada para a analise de sensibilidade dos modelos e o conjunto
de dez réplicas para avaliar a consisténcia dos estimadores através das correlacoes entre as
estimativas médias e os verdadeiros valores simulados, além da média do Erro Quadratico
Médio (EQM) dos estimadores em cada réplica.

Para checar a consisténcia dos estimadores dos parametros de modelos estatisticos é
frequente conduzir estudos de replicagao para o calculo empirico dessas caracteristicas, o

expediente neste trabalho seguira algumas medidas descritas a seguir:

e Corr: correlagao entre as médias das estimativas do parametro de interesse, obtidas

em cada réplica e os seus verdadeiros valores.

e MEQM: a média dos Erros Quadraticos Médios das estimativas do parametro de

interesse, obtidas em cada réplica.

e MVAER: a média do Valor Absoluto do Erro Relativo (VAER) entre a média das
estimativas do parametro de interesse, obtidas em cada réplica e os seus verdadeiros

valores.

Para ilustrar a metodologia apresentada, um pequeno estudo simulacao foi conduzido.
Para o modelo 2PN, foram simuladas respostas binarias de n = 500 individuos e 2 co-
variaveis X = (x1,x2) com x; tendo média 0 e variancia 1, ou seja, isto equivale a
padronizacao das covariaveis, o teste simulado foi composto de 24 itens. Em seguida, com
B = (0,5;0,8)7, as habilidades foram obtidas a partir de 8 = X3 +me, sendo
€ ~ N(0,021) e os parametros dos itens foram escolhidos aleatoriamente de forma que
a € (0,6;14) e b* € (—2,4;2,4), segundo Azevedo et al. (2010) estes valores garan-

tem boas propriedades para os itens. Para o modelo 3PN, o tamanho da amostra foi de
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n = 1.000 sujeitos com o mesmo nimero de itens e covariaveis simulados da mesma forma
que no modelo 2PN e, observando a independéncia a priori dos parametros dos itens, o
parametro de acerto casual ¢ foi escolhido aleatoriamente no intervalo (0;0, 35).

As respostas aos itens do teste foram simuladas considerando o algoritmo da trans-

formagao inversa, disponivel no software R (R Development Core Team, 2011).

3.1.1 Modelo probito-normal de 2 parametros

Para diagnosticar a convergencia das cadeias, foram calculdas as estatisticas de Gelman e
Rubin (1992), e apds a determinagao do periodo de aquecimento (burn-in), as estatisticas
de Geweke (1992) e gréficos das médias ergddicas e variancias foram calculadas a cada
1.000 iteragoes, para checar a adequacao do periodo de aquecimento. A convergéncia das
cadeias foi atingida a partir de 25.000 iteragoes (veja Figura , pois o intervalo de
95% confianca para mediana converge para 1 a partir deste perfodo considerado como
aquecimento (burn-in), além disso, as estatisticas de Geweke foram nao significativas e
os graficos de médias e variancias mostraram-se estdveis a partir deste periodo para os
parametros dos itens e para os coeficientes de regressao.

Na Figura|3.2, os valores simulados para as trés cadeias, retidos a cada 30 observacoes,
ao longo de 30.000 iteracoes sao apresentados, comportamentos similares estao presentes
em todos os outros parametros do modelo (exceto os tragos latentes), note que visualmente
as cadeias misturam-se bem, entretanto conforme ressaltado, uma das desvantagens do
esquema de dados aumentados é produzir amostras mais correlacionadas sendo necessario
determinar um salto a partir do qual as amostras sejam aproximadamente independentes.
Segundo Bazan (2005), defasagens com auto-correlagdes inferiores a 0,4 sao suficientes
para amostragem, desta forma, amostras sem e com espagamento de trinta (30) unidades
apos o aquecimento sao mostradas na Figura[3.3] note que as auto-correlagoes elevadas nas
amostras sem espacamento tanto para os parametros de regressao (beta[l] e beta[2]) como
para os parametros dos itens 4 e 20, tornando-se praticamente nao auto-correlacionadas
com espagamento (amostra valida), pois todas as auto-correlagoes sao inferiores a 0,4 e a

maioria sao inferiores a 0,2 para todos os parametros de regressao e dos itens.
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A analise do DIC marginal e outros critérios na Tabela [3.2] mostra que nao hé diferengas
significativas entre as prioris consideradas para (3. Entretanto a soma dos quadrados da
residuos latentes (SQRL) mostra que as prioris vagamente informativas (P2-P4) foram li-
geiramente superiores na modelagem de 6. A priori P3 apresentou menor SQRL, enquanto

a priori P2 teve os melhores resultados nos critérios DIC, EAIC e EBIC.

Tabela 3.2 Critérios de ajuste para o modelo probito-normal de 2 parametros: réplica 1

Priori PD DIC EAIC EBIC SQRL

P1 459.87 12154.47 12790.59 15100.20 64.10
P2 457.56 12151.49 12789.94 15099.54  63.90
P3 459.40 12154.27 12790.87 15100.47  63.75
P4 459.56 12155.25 12791.69 15101.30 63.91

A Tabela mostra a corr e o MEQM para as prioris propostas pela estimagao
conjunta e para estimagao via Bilog-MG (ou seja, sem o modelo de regressao para o
trago latente). As correlagdes entre as estimativas obtidas e o verdadeiros valores do trago
latente e parametros dos itens também foram calculadas, sendo que para todas as prioris
as correlacoes foram maiores do que as correlagoes a partir dos escores estimados a partir
do Bilog-MG, indicando que, ao menos empiricamente, a especificacao de um modelo de
regressao melhora as estimativas dos parametros de interesse.

Os erros de estimagao dos parametros de regressao foram mensurados a partir do
MVAER. Observa-se que em todas as prioris especificadas, os coeficientes 3; foram me-
nores quando comparados com a regressao baseada nos escores obtidos pelo ajuste do
Bilog-MG.

A Figura apresenta o ajuste do modelo aos verdadeiros parametros, para a pri-
ori imprépria (A), réplica 1. Note que o modelo é bem comportado exceto para alguns
parametros de discriminagao, e que os residuos da parte estrutural do modelo de regressao
estao normalmente distribuidos sem indicios de outliers. Vale ressaltar que os resultados
aqui obtidos restringem-se ao conjunto de prioris utilizadas e a especificagao de prioris
para os parametros de regressao nao influéncia significativamente a estimagao das habi-

lidades, tao pouco a estimacao dos itens, outrora, a estimacao de @ nao apresenta erro
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Tabela 3.3 Corr (%) e MEQM para os tragos latentes, discriminacao e dificuldade dos itens

Correlagao EQM

Método Prioris (7] a b (7] a b
MCMC

P1 9565 9599 99,15 0,01 <0,01 1,83

P2 9558 96,00 99,07 0,01 <0,01 1,80

P3 95557 9595 99,04 0,01 <0,01 1,78

P4 9548 9587 99,04 0,01 <0,01 1,80
Bilog-MG

P1 9430 9545 96.10 0.01 0.02 2.32
P2 9431 9542 9592 0.01 0.02  2.20
P3 9501 9533 99.81 0.01 0.01 2.18
P4 9493 9515 95.80 0.01 0.01 2.20

Tabela 3.4 MVAER para os coeficientes de regressao

Coeficiente P1 P2 P3 P4

MCMC
beta[l] 11.61 11.32 11.12 11.07
beta[2] 4.01 3.45 3.02 3.33
Bilog-MG
beta[l] 12.01 11.94 11.90 11.88
beta[2] 5.81 6.03 5.89 5.85

quadratico médio significativamente inferior na estimacao conjunta com os parametros de
regressao.

Na Tabela [3.5] os verdadeiros valores, suas estimativas, intervalos de confianca e in-
tervalos HPD sao apresentados. Os intervalos HPD foram calculados usando a técnica

descrita em Chen e Shao (1999), implementada no pacote BOA (Smith, 2007). Observe
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que todos os intervalos de confianca e HPD’s contém os verdadeiros valores com excessao
dos itens 1 e 12 (parametro b), 14 e 17 (parametro a), bem como os erros-padrao foram

relativamente baixos exceto para alguns parametros de dificuldade proximos de zero.

Trago latente Regressdo
[=] —
o ™ - 1
=
% - Ch
E @
2 3 ST
L= | =
: £ =
= - °©
£ o
- (=]
w
o
W -~ T
= T T T T T T T
-2 -1 0 1 2 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0 15
Valor verdadeiro Residuo
Discriminagdo Dificuldade
w
— L=
2 2 w
o m O
(&) — (o]
£ o £
s - 2 o
s @ B
[ - [
2 =)
F @ R
E © E
ﬂ g ﬂ o

Valor verdadeiro Valor verdadeiro

Figura 3.4 Qualidade do ajuste do modelo de regressdo e parametros dos itens-2PN, réplica 1.

(Priori A)
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Tabela 3.5 Parametros dos itens, Estimativas, erros-padrao, I1C(95%) e HPD(95%) - Priori A

Verd. Discriminagao Dificuldade

Item a b a EP IC HPD b EP IC HPD
1 118 034 124 012 [1.061.46] [1.04;1.50] 046 0.07  [0.34;0.58]  [0.32;0.60 ]
2 085 -0.60 0.84 0.09 [0.68099] [0.69;1.01] -0.56 0.07 [-0.67;-0.45] [-0.68;-0.42 ]
3 104 -055 1.09 0.11 [091;1.27] [0.89;1.28] -0.50 0.07 [-0.62;-0.39] [-0.63;-0.37 ]
4 111 044 128 013 [1.091.49] [1.041.50] 0.39 0.07 [0.26:0.50]  [0.27;0.54 ]
5 066 -0.52 0.72 0.08 [0.58;0.86] [0.55;0.88] -0.59 0.07 [-0.70;-0.48] [-0.72;-0.46 ]
6 100 -0.22 1.06 0.10 [0.90;1.23] [0.87;1.26] -0.27 0.07 [-0.39;-0.16] [-0.40;-0.14 ]
7 083 -020 091 0.09 [0.77;1.07] [0.74;1.11] -0.15 0.06 [-0.24;-0.04] [-0.27;-0.03 ]
8 085 044 080 0.09 [0.66;0.94] [0.64;097] 0.54 0.06 [ 0.43;0.65 | [ 0.41;0.67 |
9 087 018 093 0.09 [0.781.06] [0.751.10] 0.14 0.06 [ 0.04;0.24 | [ 0.01;0.25 ]
10 130 -045 1.28 012 [1.09149] [1.021.47] -041 0.07 [-0.53;-0.30] [-0.53;-0.26 ]
11 114 067 128 012 [1.11;1.47] [1.031.50] 0.70 0.08 [0.57:0.83]  [0.51;0.82 ]
12 0.62 -0.33 0.66 0.08 [0.54;0.79] [0.53;0.82] -0.46 0.06 [-0.56;-0.35] [-0.58;-0.34 ]
13 0.69 -0.12 0.73 0.08 [0.60;0.86] [0.53;0.85] -0.03 0.06 [-0.13;0.07] [-0.14;0.08 ]
14 0.63 -0.27 0.52 0.07 [041;0.63] [0.39;0.67] -0.19 0.06 [-0.29;-0.09] [-0.29;-0.09 ]
15 1.05 0.10 1.06 0.10 [0.90;1.24] [0.84;1.25 ] 0.12 0.07 [ 0.01;0.23 ] [-0.01;0.23 ]
16 1.38 -0.71 1.57 0.16 [1.30;1.85] [1.32;1.87] -0.78 0.10 [-0.94;-0.64] [-0.96;-0.61 ]
17 094 066 114 011 [096;1.34] [0.921.31] 073 0.07 [0.61;0.85]  [0.59;0.88 ]
18 091 -0.36 0.83 0.09 [0.68,0.97] [0.63;0.98] -0.41 0.07 [-0.52;-0.29] [-0.53;-0.29 ]
19 090 -1.16 096 010 [0.791.12] [0.721.15] -1.06 0.08 [-1.195-0.93] [-1.24;-0.90 ]
20 093 031 1.03 0.10 [0.881.20] [0.84;1.25] 0.35 0.07 [ 0.25;0.46 | [ 0.22;0.46 |
21 111 -0.09 1.22 0.12 [1.041.43] [1.00;1.47] -0.11 0.07 [-0.22;0.00] [-0.25;0.02 ]
22 098 052 1.06 0.10 [0.881.23] [0.87;1.25] 0.59 0.07 [ 0.48;0.71 ] [ 0.45;0.73 ]
23 0.70 -0.03 0.68 0.07 [0.56;0.81] [0.53;0.84] -0.01 0.06 [-0.11;0.09] [-0.15;0.10 ]
24 071 -0.17 0.76 0.08 [0.64;,0.89] [0.61;091] -0.08 0.06 [-0.18;0.01] [-0.18;0.06 ]
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3.1.2 Modelo Probito-Normal de 3 parametros

O estudo de simulagao e as medidas de diagndstico de convergeéncia para este modelo se-
guem basicamente os mesmos passos da secao |3.1.1} ou seja, trés cadeias paralelas foram
rodadas, diagnosticando-se a convergéncia para os parametros dos itens e para os coefici-
entes de regressao a partir de 20.000 iteragoes com espacamento de 40 unidades, gerando
uma amostra de tamanho n = 250 individuos. A partir da Figura [3.5] os verdadeiros
tracos latentes apresentam-se correlacionados com as estimativas de Monte Carlo.
Comparando com as estimativas dos parametros de discriminacao e dificuldade do mo-
delo 2PN, o modelo 3PN teve desempenho inferior no parametro de discriminagao, mas
visualmente ajustou bem o parametro de dificuldade. Nota-se também que itens com
acerto casual préximo de zero nao sao bem estimados, porém itens com acerto casual
acima de 0,1 sdo mais bem estimados e, de acordo com Figura[3.5] todos itens com acerto
casual abaixo de 0,1 sao pobremente estimados, isto deve-se provavelmente ao conflito

com a priori ¢; ~ Beta(6, 16).
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Figura 3.5 Qualidade do ajuste do modelo de regressao e parametros dos itens para o modelo

probito-normal de 3 parametros: Priori 1, réplica 1

Os principais resultados do ajuste sdo mostrados na Tabela[3.7] observe que o parametro

c dos itens 1, 12, 14 e 19 foi estimado com erro elevado indentificando os itens discutidos na
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Figura 3.5 com baixo acerto casual. Os intervalos de confianca e HPD para estes itens nao
incluem os verdadeiros valores deste parametro e também para o parametro de dificuldade
(1, 14 ¢ 19) e somente no item 18, os intervalos bayesianos nao continham o valor simulado
para discriminagao.

Na Tabela 3.6, as correlagoes com os verdadeiros valores do parametros e o EQM em sua
estimacao sao apresentados. Nota-se que, de forma geral, as estimativas entre o Bilog-MG
e método MCMC sao proximas entre si sendo que o desempenho menos sastifatério foi
para o parametro de discriminagao, com baixa correlacao seguido do parametro de acerto

casual confirmando a inspegao visual da Figura [3.5]

Tabela 3.6 Corr (%) e MEQM dos parametros dos itens estimados: Priori P1

Bilog-MG MCMC
Parametro Cor MEQM Cor MEQM

a 39.878 0.063 50.851 0.065
b 97.409 0.213 97.657 0.113
63.926 0.006 59.414 0.007
6 85.415 0.210 89.485 0.158

(o)

O MVAER também foi calculado para os coeficientes de regressao estimados a partir
do modelo probito-normal de 3 parametros, sendo posteriormente comparado com os
resultados baseados no modelo de regressao linear aplicado no escores obtidos pelo Bilog-
MG. Como no modelo 2PN, o modelo bayesiano via dados aumentados estimou melhor
os coeficientes de regressao com um MVAER para beta[l] e beta[2] de 0,08% e 4,01%
respectivamente, enquanto que um MVAER de 10,01% e 6,72% foi obtido com os escores
do Bilog-MG.
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A Tabela [3.8] apresenta resultados a um estudo de simulagao para verificar a reducao
do erro quadratico médio a medida que varidveis adequadamente correlacionadas fossem
incluidas no modelo de regressao e o tempo médio necessario em segundos, por cadeia,
para gerar 1.000 amostras. Os procedimentos para simular os parametros e as 4 covariaveis
foram os mesmos adotados na se¢ao em um computador Intel(R) Core(TM) 2 Duo
(2,20 GHz ¢ 4,00 GB de meméria RAM).

Cada variavel foi incluida de acordo com a magnitude de correlagao (crescente) com
0 sendo observado a reducao sistematica do EQM a medida da adicao de covariaveis
no modelo. O acréscimo no tempo de simulacao em 1.000 iteragdes do amostrador nao
apresentou variacgoes significativas fixado o nimero de sujeitos, mas a cada acréscimo de
500 sujeitos, fixado o nimero de covaridveis, trouxe um incremento de pelo menos 28%

no tempo de processamento anterior.

Tabela 3.8 Erro quadrdtico médio e tempo médio, em sequndos (entre parénteses), por cadeia,

a cada 1.000 iteragcdes para um teste de 36 itens

numero de covaridveis

n 1 2 3 4

500 0,155 0,156 0,146 0,126
(12,77)  (12,80) (13,03) (13,17)
1000 0,162 0,155 0,141 0,122
(24,83) (26,70) (28,23) (29,87)
1500 0,150 0,135 0,120 0,116
(33,70) (36,50) (39,43) (41,60)
2000 0,149 0,129 0,120 0,101
(50,33) (52,67) (53,60) (53,40)
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Capitulo 4

Aplicacoes a dados reais

4.1 Introducao

O conjunto de dados reais que sera utilizado neste trabalho é do Sistema de Avaliagao
de Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo - SARESP. O SARESP é uma avaliacao
externa em larga escala dos alunos do Ensino Fundamental e Médio da Rede Estadual de
Sao Paulo e de escolas municipais e particulares que aderiram ao sistema de avaliagao,
sendo aplicada a cada ano desde 1996 pela SEE (Secretaria da Educagao do Estado) de Sao
Paulo, com a finalidade de produzir um diagnéstico da situacao da escolaridade bésica na
rede publica de ensino paulista, visando orientar os gestores do ensino no monitoramento
das politicas voltadas para a melhoria da qualidade educacional.

Anualmente, o SARESP avalia os alunos do 3°, 5°, 7° e 9° anos do Ensino Fundamental e
da 3% série do Ensino Médio, por meio de provas cognitivas nas areas de Lingua Portuguesa
com Redacao e Matematica, com alternancia entre as disciplinas das areas de Ciéncias
Humanas (Geografia e Histéria) e Ciéncias da Natureza (Biologia, Fisica e Quimica) aos
alunos do 7° e 9° anos do Ensino Fundamental e da 3* série do Ensino Médio.

Sao aplicados também questiondrios socioeconomicos aos pais e alunos participantes
de todas as redes de ensino. As escolas estaduais respondem ainda a questiondrios de
contexto dirigidos aos diretores, coordenadores e professores das disciplinas avaliadas.
O questionério socioeconomico do SARESP 2010 foi composto de quarenta e uma (41)
questoes, das quais a 1° foi reservada a identificacao do responsavel, as questoes de 2 a
31 deveriam ser respondidas pelos pais e o restante pelos alunos. Como as categorias de
resposta das questoes (varidveis) sao ordinais, ou seja, podem ser ordenadas, e com intuito

de resumir as variaveis com caracteristicas comuns, criou-se alguns indices:

e [1: indice sécioecondémico familiar dos pais e alunos;
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e [2: indice de realizacao das licoes de casa;

e [3: indice de fatores favoraveis a aprendizagem:;

e [4: indice de qualidade de ensino em Lingua Portuguesa;

e [5: indice de qualidade de ensino em Matematica;

e [6: indice de qualidade de ensino em ciéncias;

e I7: indice de qualidade geral dos professores;

e I8: indice de clima escolar conforme percebido pelos pais;

e 19: indice de confianca no trabalho da escola conforme percebido pelos pais;

e [10: indice de informacao fornecida pela escola conforme percebida pelos pais.

Estes indices foram calculados a partir da Teoria da Resposta ao Item, especificamente
com o Modelo Samejima (1969) para respostas graduais. Neste modelo, individuos com
baixo escore na caracteristica latente tem probabilidade maior de responder a categoria
menor do item, e individuos com altos escores tem probabilidade menor de responder
a categoria menor do item. Para fins de anélise, apenas os alunos da 4% série/5° ano
do ensino fundamental que responderam ao 1° caderno de questoes foram considerados.
Do total de 8.053 alunos, 1.500 alunos foram selecionados aleatoriamente com apoio do
software SPSS.

Dos dez indices citados somente os indices 11, I3, I8, 19 e 110 foram calculados para os
alunos do 5° ano do Ensino Fundamental e para esta aplicagao somente os indices 11 e 13

serao considerados.

4.2 Modelo e especificacao de prioris

O modelo proposto para estes dados serd o probito-normal de 3 parametros com um
modelo de regressao para a proficiéncia em lingua portugués dos alunos da 4* série/5° ano
do Ensino Fundamental. O modelo é:
P(Y}l = ]-|9j7 a;, bi, Ci) = G —+ (1 — cﬁ@(aﬂj — bl),

9]' ~ N(ﬁl X (SGZL‘O)]' + 62 X (Et?’LZ(Z)J + 63 X (]1*)] + 54 X (]3*)J, 1)
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Para a resposta de um aluno j ao item 4, os termos do modelo sao descritos a seguir:

e Y); assume o valor 1 se o aluno j respondeu corretamente ao item ¢, e 0 caso contrério;

0; ¢ a proficiéncia do aluno em lingua portuguesa;

Sexo; assume o valor 1 se o aluno for mulher e 0 se for homem;

Etnia; assume o valor 1 se o aluno se auto-declararou branco e 0 caso contrario;

I} indice socioeconomico familiar padronizado do aluno;

I3} indice de fatores favoraveis a aprendizagem padronizado do aluno;

B = (b1, P2, B3, B4) sao os coeficientes de regressao.

Para ajustar o modelo foram especificados trés conjuntos de prioris para os parametros

dos itens. As prioris sdo:
e Cl:a; ~ N(1;0,5)I(a; > 0), b; ~ N(0,2), ¢; ~ Beta(6,16), i=1,2,- - -, 24;
e C2:a; ~ N(1;0,5)I(a; > 0), b; ~ N(0,2), ¢; ~ Beta(1,3), i=1,2,- - -, 24;
e C3:a; ~N(1,0,5)I(a; > 0), b; ~ N(0,2), ¢; ~ Beta(10,30), i=1,2,- - -, 24;

Como nos estudos de simulagao, as prioris para os parametros de discriminagao (a) e
dificuldade (b) dos itens foram aquelas consideradas por Sahu (2002) e Patz e Junker
(1999), que também foram utilizadas em uma aplicagao a dados reais por Bézan (2005).
A escolha das prioris para o acerto casual leva em consideracao o fato de que as questoes de
multipla escolha que compoem o caderno da prova de lingua portuguesa tem 4 alternativas
e apenas uma correta, o que resultaria em uma probabilidade de 0,25 de acerto com chute
aleatorio, desta forma, as prioris C2 e C3 tiveram seus parametros ajustados para que a
sua distribuicao a priori tenha essa probabilidade como valor esperado, diferindo apenas
na variancia, que é maior para priori C2, ou seja, menos informativa, veja a Figura [4.1]
No conjunto de prioris C1, o acerto casual tem uma média de aproximadamente 0,27,
o que ¢ realistico tendo em vista que para um sujeito com uma baixa proficiéncia, leva-se
em conta nao apenas a habilidade, mas também algumas estratégias como a eliminacao

de opgoes por absurdo.
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Figura 4.1 Prioris para o parametro de acerto casual

Os mesmos procedimentos realizados nos estudos de simulacao foram considerados nesta
aplicagao, ou seja, numero de cadeias, calculo dos valores iniciais e diagndstico de con-
vergéncia. Uma priori imprépria para os parametros de regressao foi utilizada, e a partir
de 30.000 simulagoes com descarte das primeiras 17.500 iteracoes, com salto de 50 para

reduzir as autocorrelagoes nas cadeias, o que gerou uma amostra de tamanho 250.

4.3 Analise das estimativas

Algumas medidas descritivas simples para o escore bruto obtido pelos alunos na amostra
estao presentes na Tabela .1 Observa-se que a média e a mediana dos escores estao
proximas, ambas em torno de 13 acertos, isto revela uma distribuicao aproximadamente
simétrica, o que também pode ser concluido a partir do coeficiente de assimetria préximo

de zero. A partir dos quartis, nota-se que trés quartos dos alunos obtiveram escores acima
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e abaixo de 9 e 17 respectivamente, e que o desvio-padrao é relativamente moderado, com

um coeficiente de variacao de aproximadamente 38,51%.

Tabela 4.1 Estatisticas descritivas

Média 13,19 Mediana 13,00

1° Quartil 9,00 3° Quartil 17,00
Variancia 25,17 Desvio-padrao 5,08
Assimetria  -0,05 Curtose -0,81

Pela Tabela os resultados sao similares entre as prioris C1 e C3 com poucas di-
ferencas em todos os critérios. A priori C2 teve melhor desempenho pelos critérios DIC,
EAIC e EBIC, mas de acordo com o critério SQRes, com as prioris C1 e C3, houve melhor
explicacao da proficiéncia em Portugués pelo modelo de regressao considerado. Ainda as-
sim, optou-se pela priori C2 para exibigao e andlise dos resultados referentes ao parametros

dos itens, uma vez que as diferencas encontradas em SQres sao despreziveis.

Tabela 4.2 Comparacdo dos modelos para as prioris C1, C2 e C3

PD DIC EAIC EBIC SQRes

Cl 1324.792 38536.88 40308.09 48532.96 1090.131
C2 1332989 38518.64 40281.65 48506.52 1099.979
C3 1318.409 38534.66 40312.26 48537.12 1089.571

Na Figura4.2] os residuos latentes e os residuos do modelo de regressao estimado para as
proficiéncias sao apresentados. Percebe-se que os residuos das proficiéncias nao mostram
grandes desvios de normalidade e os residuos do modelo de regressao tem um comporta-
mento ligeiramente assimétrico a esquerda. Para identificar alguma heterogeneidade dos
residuos com relagao as covariaveis, bem como uma relagao nao linear da Proficiéncia com
os indicadores I1 e I3 considerados na modelagem, diagramas de caixa (Boz-plots) e de

dispersao foram construidos, veja as Figuras[1.3)e Nao h4 indicios de heterocedastici-
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dade grave tanto para as varidveis bindrias sexo e Ra¢a/Etnia, como para os indicadores

I1 e I3.
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Figura 4.2 Grdfico dos quantis normal-normal dos residuos latentes e a Densidade dos residuos

do modelo de regressao
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Figura 4.4 Grdfico de dispersdo dos residuos do modelo de regressdo vs. indicadores 11 e 13
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As estimativas, erros-padrao, intervalos de confianga (CI) e intervalos de HPD para os
parametros de regressao do modelo sao mostrados na Tabela Nota-se que a estimacao
dos coeficientes de regressao é pouco sensivel a escolha de prioris para o acerto casual,
com diferencas apenas na segunda ou terceira casa decimal das estimativas, bem como
nos [C’s e HPD’s.

Todos os coeficientes de regressao tiveram estimativas positivas, entretanto os IC’s e
HPD’s para os coeficientes de regressao para as variaveis Sexo e I3* contém o valor
0, decidiu-se entao optar pela nao significancia estatistica destes coeficientes. Ou seja,
que nao ha diferencas significativas na proficiéncia média em portugués entre homens
e mulheres, bem como o indice de fatores favoraveis a aprendizagem. E digno de nota
que estes resultados podem ter ocorrido devido a flutuagoes decorrentes do processo de
amostragem e, neste caso, uma amostra maior e um estudo mais minucioso deve ser

realizado principalmente por que os zeros estao situados na fronteira dos intervalos.

Tabela 4.3 Resultados para os parametros do modelo de regressao da proficiéncia em Portugués

Varidvel priori  Est. EP IC (95%) HPD
Sexo C1l 0,088 0,006 [-0,020;0,195 [-0,004;0,178
C2 0,084 0,005 [-0,031;0,179] [-0,006;0,168

C3 0,091 0,006 [-0,006:0,177]  [0,009:0,173

FEtnia Cc1 0,182 0,012 [0,098;0,269 [0,104;0,255
C2 0,183 0,012 [0,093;0,261] [0,107;0,258

C3 0181 0011  [0,092:0.266]  [0,110:0,256

I1* C1 0,757 0,048 [0,621;0,860 [0,649;0,854

C2 0,741 0,047 [0,617;0,838] [0,635;0,835

}
]
]
}
]
]
}
]
]
}
]
]

C3 0,744 0,047  [0,647;0,859 [0,650;0,838
I3*  Cl 0,047 0,003  [-0,022:0,110]  [-0,010;0,104
C2 0,049 0,003 [-0,016;0,122] [-0,007;0,112
C3 0,050 0,003 [-0,022:0,125]  [-0,016;0,113

As Tabela e apresentam os resultados da estimagao dos parametros de discri-
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minacao (a), dificuldade (b) e acerto casual (c). Observa-se que metade (12) itens tiveram
discriminagao acima de um, entretanto todos estao dentro dos intervalo de 0,4 a 1,6 (exceto
o item 18, que é o mais discriminante do caderno com a;s = 1,7) e, portanto, gozam de
boas propriedades neste aspecto. Lembrando que a escala da proficiéncia esta na métrica
(0,1), pode-se dizer que os itens mais dificies no caderno sao os itens 4, 10 e 14 que sao,
entretanto, pouco discriminativos. Para a probabilidade de resposta correta aos itens por
sujeitos com baixa proficiéncia, os itens com menor probabilidade correspondem aos itens
numerados 2, 6, 13 e 16 com chance inferior a 10%. Ademais, excetuando-se o item 1,
todos os outros itens tiveram probabilidade de acerto casual inferior um chute ao acaso
que neste estudo é 25

Além disso, de forma geral, as estimativas destes parametros estao proximas de suas
medianas (ndo mostradas aqui) e do ponto médio dos extremos dos intervalos de confianga
indicando que suas distribuicoes a posteriori sao, ao menos, aproximadamente simétricas.

Uma excessao seria a discriminacao e dificuldade do item 1.
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Tabela 4.4 Resultados para os pardmetros de discriminacdo e dificuldade dos itens: Aplicagdo a

dados reais - Priori C2

Discriminagao Dificuldade orig.

Item  FEst. EP IC HPD FEst. EP IC HPD
1 0412 0,008 [0,244;0,667] [0,215;0,669] 0,28 0,044 [-0,973;1,146]  [-1,164;1,217]
2 0,807 0,004 [0,717;0,912] [0,705;0,935] -1,18 0,008 [-1,373;-0,953] [-1,416;-0,941]
3 1,052 0,010 [0,810;1,320] [0,730;1,325] 0,50 0,007 [0,318;0,673] [0,315;0,729]
4 0,781 0,013 [0,448;1,156] [0,393;1,182] 2,07 0,014 [1,747;2,484] [1,694;2,515]
5 1,098 0,007 [0,941;1,302] [0,896;1,313] -0,79 0,008 [-0,988;-0,567] [-1,020;-0,551]
6 0,694 0,004 [0,608;0,790] [0,604;0,823] -1,06 0,009 [-1,252;-0,805] [-1,316;-0,785]
7 1,259 0,009 [1,038;1,519] [0,978;1,523] -0,27 0,007 [-0,488;-0,106] [-0,507;-0,075]
8 1,548 0,010 [1,314;1,858] [1,295;1,902] 0,24 0,003 [0,166;0,325] [0,153;0,330]
9 0,765 0,010 [0,526;1,042] [0,466;1,050] 0,82 0,011 [0,509;1,070] [0,403;1,078]

10 0,963 0,010 [0,743;1,253] [0,700;1,309] 1,63 0,008 [1,439;1,858] [1,405;1,874]
11 1,368 0,010 [1,136;1,675] [1,107;1,703] 1,06 0,004 [0,972;1,155] [0,958;1,165]
12 1,121 0,008 [0,939;1,327] [0,904;1,379] -0,07 0,007 [-0,236;0,098] [-0,274;0,127]
13 0,655 0,004 [0,558;0,769] [0,533;0,773] -1,18 0,010 [-1,420;-0,880] [-1,462;-0,794]
14 0,956 0,009 [0,725;1,206] [0,705;1,270] 1,56 0,008 [1,372;1,798] [1,332;1,830]
15 0,749 0,011 [0,480;1,048] [0,408;1,052] 1,08 0,011 [0,741;1,347) [0,713;1,387]
16 1,000 0,005 [0,884;1,125] [0,871;1,141] -0,83 0,005 [-0,955;-0,688] [-1,002;-0,673]
17 1,476 0,015 [1,121;1,904] [1,024;1,939] -0,53 0,009 [-0,781;-0,310] [-0,821;-0,281]
18 1,724 0,013 [1,413;2,097] [1,394;2,157] 1,12 0,003 [1,036;1,222] [1,029;1,239]
19 1,060 0,008 [0,855;1,297] [0,824;1,310] -0,24 0,008 [-0,461;-0,054]  [-0,462;0,016]
20 1,019 0,006 [0,882;1,189] [0,838;1,213] -0,77 0,009 [-0,966;-0,526] [-0,973;-0,473]
21 1,023 0,008 [0,834;1,251] [0,794;1,281] 0,97 0,005 [0,851;1,097] [0,836;1,113]
22 0,935 0,010 [0,696;1,220] [0,652;1,246] 0,64 0,008 [0,423;0,815] [0,397;0,856]
23 0,762 0,006 [0,628;0,918 [0,602;0,934] -0,01 0,010 [-0,300;0,227]  [-0,315;0,309]
24 0,841 0,006 [0,709;1,032] [0,681;1,044] -0,54 0,011 [-0,779;-0,218] [-0,831;-0,214]
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Tabela 4.5 Resultados para os pardmetros de discriminacdo e dificuldade dos itens: Aplicagdo a

dados reais - Priori C2

Acerto casual

Item Est. EP IC HPD
1 0284 0,009 [0,0280,472] [0,026:0,496]
20,077 0,004 [0,007:0,192] [0,000:0,195]
30,222 0,003 [0,154;0,285] [0,151;0,304]
4 0,155 0,002 [0,095;0,191] [0,094;0,200]
5 0,121 0,005 [0,015;0,253] [0,009:0,257]
6 0,077 0,004 [0,007;0,190] [0,001;0,193]
70,199 0,003 [0,102;0,285] [0,095:0,292]
8 0,130 0,002 [0,088;0,170] [0,080:0,172]
9 0,153 0,004 [0,034;0,248] [0,025:0,255]

10 0,178 0,001 [0,146:0,211] [0,143;0,215]
110,137 0,001 [0,109:0,162] [0,102;0,164]
120,193 0,003 [0,116:0,268] [0,111;0,288]
13 0,081 0,004 [0,008:0,204] [0,001;0,206]
14 0,191 0,001 [0,158;0,222] [0,151;0,224]
15 0,218 0,004 [0,097:0,298] [0,089;0,308]
16 0,050 0,003 [0,003;0,132] [0,001;0,136]
17 0,249 0,005 [0,112:0,361] [0,112;0,397]
18 0,144 0,001 [0,124:0,167] [0,119;0,172]
19 0,151 0,004 [0,041;0,236] [0,010;0,236]
20 0,117 0,004 [0,014;0,239] [0,004;0,242]
21 0,162 0,002 [0,118;0,198] [0,113;0,201]
22 0,187 0,003 [0,093;0,254] [0,087;0,261]
23 0,147 0,004 [0,024;0,246] [0,018;0,261]
24 0,107 0,005 [0,011;0,256] [0,001;0,257]
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Capitulo 5

Consideracoes Finais e Recomendacoes

Nesta dissertagao descrevemos os modelos dicotomicos da TRI com a funcao de ligagao
probito com a inclusao de modelos de regressao linear no traco latente. Para as estimativas
de interesse nesse modelo desenvolvemos um programa escrito em C++ que foi implemen-
tado utilizando as classes do pacote Repp (Eddelbuettel e Frangois, 2011) e ReppArmadillo
(Francois et al., 2011).

Alguns estudos de simulacao também foram realizados indicando que, de fato, ha uma
melhoria nas estimativas do traco latente, ou seja, o erro quadratico médio diminuiu e
a magnitude desta reducao depende diretamente do quao correlacionadas estao as co-
variaveis que compoem o modelo de regressao. Adicionalmente, a estimacgao conjunta
mostrou-se mais eficiente na estimacao dos coeficientes de regressao que apresentaram re-
lativamente um erro absoluto menor quando comparadas com a estimagao em duas etapas,

ou seja, o ajuste de um modelo de regressao ao escores obtidos via TRI.

Na aplicacao aos dados do SARESP 2010 para alunos da 4* série/5° ano do Ensino
Fundamental verificou-se que das varidveis utizadas, a saber: Sezxo, FEtnia (Branco ou
nao branco), indice de fatores sécioeconomico familiar do aluno (I1) e indice de fatores
favoraveis a aprendizagem (I3), as varidveis com impacto na proficiéncia em lingua portu-
guesa foram somente Etnia e I1. Para o sexo este resultado nao é surpreendente devido
as diferencas entre homens e mulheres no desempenho em provas de lingua portuguesa
acentuar-se principalmente em séries mais elevadas, mas o fato de que I3 nao teve um
impacto significativo, com as ressalvas do capitulo anterior, deve ser mellhor investigada

com, por exemplo, um aumento do tamanho amostral que foi de 1.500 alunos.
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5.1 Recomendacoes
Recomenda-se para trabalhos futuros:

1) Desenvolver uma metodologia mais afinada para avaliar a significancia estatistica dos

coeficientes de regressao, como um p-valor bayesiano especifico para a regressao;
1) Considerar outros métodos de estimagao menos exigentes computacionalmente;
1) Avaliar a capacidade preditiva dos modelos de regressao para o traco latente;

iv) Considerar um modelo de regressao com erros normais assimétricos para o trago

latente.
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Apéndice A

Aspectos computacionais

A.1 Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs (Gelman e Geman, 1984; Gelfand and Smith, 1990) permite obter
amostras da distribuicao conjunta e marginais a posteriori, obtendo-se desta maneira um
resumo estatistico de tais distribuigoes, utilizando a estrutura Markoviana. Suponha que a
distribuigao de p(©|D) = p(64, b2, ..., 0,| D), ou seja, (©]D) tem distribui¢ao n-dimensional
e D é toda a informagao disponivel. A distribuicao de p;(0;]{6;};»i, D) é chamada con-
dicional completa de ;. Tais condicionais completas sao sempre proporcionais ao pro-
duto verossimilhanca dos dados observados com a distribui¢ao a priori conjunta, isto é,
p;i(0;1{6:}2i, D) < p(D|O©)p(©), Vj. Dado um conjunto de valores iniciais (69,69, ....,0%),

as amostras sao obtidas da seguinte maneira:

0F ~ pi(61]057, ... 0571 D)
9]; ~ p2(92]9f,0§*1,...,Qﬁfl,D)

0F ~ p.(0,10%,05 .. 6% | D)

O esquema acima deve ser repetido para k=1,2,(...). Sob certas condigoes de regulari-
dade (Gelfan e Smith, 1990; Tierney, 1994) a cadeia Markov acima converge para uma
distribui¢@o estaciondria e esta é a distribuicao a posteriori p(6,, 0z, ..., 0,|D).

As condigbes de regularidade sobre as cadeias sao: 1) irredutibilidade, isto é, ela pode
alcancar qualquer conjunto nao vazio com probabilidade positiva, e todos os estados no

espaco amostral sao alcancaveis de qualquer outro por amostragem repetida a partir das
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condionais descritas. 2) Aperiddica, ou seja, nao existe periodicidades, de tal forma que
estados possam ser atingidos em movimentos periddicos regulares. 3) a cadeia é recorrente
positiva. Uma cadeia é recorrente positiva quando um valor inicial se distribui conforme
a distribuicao alvo entao todos os valores subsequentes também se distribuem de acordo

com ela (veja, por exemplo, Roberts, 1995).
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Apéndice B

Diagndéstico de convergéncia dos métodos de

MCMC

Os algoritmos MCMC permitiram uma enorme expansao da classe de modelos candidatos
para um conjunto de dados, entretanto ha a necessidade de averiguar a partir de que
iteracao se pode considerar que a convergéncia para a distribuicao alvo foi atingida. A
avaliagao da convergéncia é um problema tedérico complexo e existem diversos métodos de
diagndstico de convergéncia de métodos MCMC (Cowles & Carlin, 1996). Ha técnicas para
avaliar o diagndstico de uma unica cadeia como, por exemplo, os métodos descritos em
Heidelberger & Welch (1983), Geweke (1992) e em Raftery & Lewis (1992). Ha também
métodos que baseiam-se na simulacao de varias cadeias como aqueles propostos por Gel-
man & Rubin (1992) e Liu, Liu, & Rubin (1992), este ultimo aplicado somente ao método
de amostragem de Gibbs. Neste trabalho foram usados os métodos de Geweke (1992) e
Gelman & Rubin (1992) para o diagnéstico de convergéncia dos algoritmos propostos,

além do monitoramento das médias ergddicas para cada cadeia.

B.1 Método de Geweke

Geweke (1992) propos um diagndstico de convergéncia para cadeias de Markov baseado
em métodos de séries temporais para verificar a convergéencia do algoritmo de Gibbs. Seja
¢ uma funcao do parametro # cuja a média pretende-se estimar, a partir dos valores 6°
simulados em uma cadeia de Markov. A estimativa do valor esperado de g(f) é entao dada
pela média ergédica dos g(0")) calculados em todas as iteracdes do amostrador de Gibbs
resultando em uma série temporal.

Observa-se a série ao longo de um niimero N suficientemente longo de iteragoes e calcula-
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> 9(0")

ny

s qe  — 0ty « . . . ~ —
se amédia g, = 2907 3 custa das n, primeiras iteracoes, bem como g, =

Na

a partir
das n, ultimas iteracoes. O método de Geweke basea-se na suposicao de que o processo
natural MCMC e a funcéo ¢g implicam na existéncia de uma densidade espectral Sy(w) que
nao dever ter descontinuidades na frequencia 0 e, caso esta suposicao esteja satisfeita, o
estimador de E[g(0)] é gy = ZgT(gt) cuja variancia assintética ¢ dada por S;(0)/N. A raiz
quadrada da variancia assintética pode ser usada para estimar o erro padrao da média,
estimativa denominada por Geweke como NSH]

Se a cadeia é estacionaria, entao a média da 1° parte e a média da 2° parte devem ser

semelhantes. Admitindo que n,/N e ny/N sao fixos e N — oo, mostra-se que

Ga — b

V(s2/na + 53/m)

onde s2 e s sdo estimativas das variancias assintdticas de g, e g, calculadas a partir das

— N(0,1),

densidades espectrais estimadas para cada parte da cadeia.

Entre as desvantagens do método de Geweke esta a sensibilidade a escolha das fragoes
utilizadas, Geweke (1992) recomenda que a primeira parte seja as 10% primeiras amostras
e a segunda parte as 50% tltimas que correspondem as opgoes default deste diagndstico

disponivel no pacote CODA (Plummer et al., 2006).

B.2 Método de Gelman & Rubin

Gelman & Rubin (1992) sugerem uma abordagem para averiguar a convergéncia do amos-
trador de Gibbs usando componentes de variancia de sequencias de multiplas cadeias si-
muladas a partir de uma variedade de pontos iniciais dispersos, este método envolve dois
passos. O primeiro, ¢ realizado antes do inicio da amostragem para a obtencao de esti-
mativas sobredispersas da distribuicao alvo e gerar, a partir desta, pontos iniciais para
m > 2 cadeias independentes (no caso de miiltiplas modas, deve-se aumentar o valor de
m).

O segundo passo é simular a quantidade escalar de interesse (U) pelo amostrador de
Gibbs para digamos 2n iteracoes. Utilizando as n tultimas iteragoes para re-estimar a

distribuicao alvo de U como uma distribuicao t-student conservativa cujo parametro de

* Sigla em inglés para “Numeric Standard Error”
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escala envolve as variancias entre e dentro das cadeias simuladas, a convergéencia ¢ moni-
torada pela estimacao de um fator de redugao de escala (o fator de redugao que sofreria
o parametro de escala da distribuicao t-student para U se as simulacoes continuassem

indefinidamente), nomeadamente

- —1 1B\ gl
\/E:\/(nn Lm _) g

mn W) gl —2

onde B é a variancia entre as médias das m cadeias paralelas, W é a média das variancias
dentro das cadeias e gl é os graus de liberdade da densidade t-student aproximada. Esta
razao decresce para 1 quando n — oo, de forma que os valores de R~ 1 sugerem que
o periodo de aquecimento pode terminar e supondo que todas as cadeias tenham sido
rodadas por um total de 2n iteragoes, as inferéncias podem ser realizadas usando uma
combinagoes de valores das cadeias nas n ultimas iteragoes.

Este método requer que os valores iniciais sejam sobredispersos relativamente a dis-
tribuigao a posteriori. Os autores sugerem que se obtenham valores de uma mistura de
distribuicoes t-multivariadas, cada uma delas centrada em uma moda da distribuigao alvo.
Este método funciona bem quando as distribuicoes condicionais forem “bem comporta-
das”, caso contrario, a obtencao de uma distribuicao sobredispersa, quando as distribuigoes
condicionais nao tem uma forma conhecida, é um problema de dificil solucao devido aos
problemas numéricos geralmente envolvidos. Eles interpretam o fato que o fator de escala
se aproxima de 1 quando a variancia combinada dentro das cadeias domina a variancia
entre as médias das cadeias, ponto, a partir do qual, todas as cadeias “esqueceram” os
valores iniciais e convergiram para distribuicao alvo. Os autores ainda afirmam que nao
h& como determinar que isto ocorreu em uma simples cadeia. Este método também esta

implementado no pacote CODA (Plummer et al., 2006).
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