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Resumo

Neste trabalho, investigamos a existéncia, unicidade (quando possivel) e regularidade
das solugoes das equagoes de Navier-Stokes estacionaria e de evolugao e um modelo de
fluido quase-newtoniano investigado por J. L. Lions em [9].

Essencialmente, usamos o método de Faedo-Galerkin para obtencao da solucao aco-
plado com argumentos de compacidade, para o caso das equagoes de Navier-Stokes e
acoplado com a teoria de operadores mondtonos, para o caso do modelo de fluido quase-

newtoniano.

Palavras-chave: Equacoes de Navier-Stokes, fluido quase-newtoniano, método de Faedo-

galerkin.
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Introducao

As equacgoes diferenciais parabdlicas lineares e nao lineares descrevem diversos
fenomenos fisicos, entre os quais fenomenos de mudanca de fase, movimento de fluidos,
fenomenos de transferéncia de calor, etc. Em particular, as equagoes de Navier-Stokes
descrevem o movimento de um fluido newtoniano incompressivel. Estas equagoes foram
propostas por Claude Navier (1785-1836) e George Stokes (1819-1903) para descrever os

efeitos da viscosidade, analisando as forcas intermoleculares de um escoamento de fluido.

Muitos processos fisicos importantes envolvem escoamentos de fluidos que podem ser
considerados viscosos e incompressiveis. Tais escoamentos sao governados por equacoes
relacionadas as equagoes de Navier-Stokes, as quais tém sido motivacao para muitos
problemas interessantes que envolvem equagoes diferenciais parciais, tanto pelos seus

aspectos tedricos quanto numéricos.

J.L. Lions [9], R. Temam [14], O. Ladyzhenskaya [8], entre muitos outros, contribuiram
para o desenvolvimento dos aspectos matematicos e numéricos das equacoes de Navier-
Stokes, analisando questoes de existéncia, unicidade (nos casos possiveis) e regularidade
das solucoes de problemas estacionarios e de evolugao. Metodologicamente, estas contri-

bui¢oes matematicas formam a conhecida teoria cldssica das equagoes de Navier-Stokes.

Nas ultimas décadas, equacoes de Navier-Stokes e suas variantes foram bastante estu-
dadas tanto do ponto de vista matematico quanto numérico e computacional. A analise
matematica destes problemas de evolugao tem como base a teoria linear das equacoes
diferenciais parabdlicas e a teoria cldssica das equacoes de Navier-Stokes. O método
de Galerkin, as imersoes de Sobolev, estimativas a priori, argumentos de compacidade,
teoremas de ponto fixo, teoria de regularidade, teoria de semigrupos, entre outros, sao

topicos essenciais para a resolugao de tais problemas.



O objetivo principal desta dissertagao é investigar os resultados de existéncia, unici-
dade (nos casos possiveis) e regularidade das equagoes de Navier-Stokes classicas e tratar

um modelo de fluido quase-newtoniano investigado por J. L. Lions em [9, p. 207].

Devido a importancia das teorias eliptica e parabdlica lineares no tratamento das
equacoes de Navier-Stokes, foi realizado um estudo introdutério da equacao de Poisson
e da equacao parabdlica linear classica. Além disso, tratamos um especial problema
eliptico nao linear, com nao linearidade ciibica, para ilustrarmos algumas particularidades
dos problemas nao lineares, especialmente a aplicacao de argumentos de ponto fixo e

argumentos de compacidade.

Essencialmente, neste trabalho, usamos o Método de Faedo-Galerkin acoplado, para
os problemas nao lineares, com argumentos de compacidade e/ou ponto fixo e/ou teoria

de operadores monotonos.
A dissertacao foi organizada do seguinte modo:

No Capitulo 1 descreveremos as notagoes, os espacos funcionais e alguns resultados

classicos da teoria das equacoes diferenciais que serao usados no trabalho.

No Capitulo 2 investigaremos a solucao da equacao de Poisson, de um problema
eliptico com nao linearidade cibica e do problema parabdlico linear para auxiliar no

entendimento das técnicas e dos procedimentos que serao usados nos capitulos posteriores.

O Capitulo 3 investigaremos a teoria classica das equacoes de Navier-Stokes. Tratare-
mos os casos lineares e nao lineares, estaciondarios e de evolugao. Para o caso estacionério
nao linear usaremos o método de Galerkin com argumento de ponto fixo e para o caso

de evolucao nao linear usaremos o método de Faedo-Galerkin com argumento de compa-

cidade.

No Capitulo 4 investigaremos dois problemas de evolugao parabdlicos fortemente nao
lineares. Para o caso parabdlico fortemente nao linear classico, o operador Laplaciano é
substituido pelo operador p-Laplaciano e neste caso obteremos existéncia e unicidade da
solugao aplicando o método de Faedo-Galerkin acoplado com as propriedades de mono-

tonicidade do operador p-Laplaciano.

Para o caso fortemente nao linear do tipo Navier-Stokes ou fluido quase-newtoniano,

o operador Laplaciano é substituido por um operador do tipo p-Laplaciano e neste caso



obteremos existéncia de solugao aplicando o método de Faedo-Galerkin acoplado com

argumentos de compacidade e as propriedades de monotonicidade do operador.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que serao ferramentas

importantes no desenvolvimento do trabalho.

1.1 Notacoes e espacos funcionais

As seguintes notagoes serao usadas no trabalho:
R™ representara espaco euclidiano n-dimensional.
2 é um aberto limitado do R™ com fronteira 0f).
Q =Q x(0,7) é um cilindro

S = 0 x (0,T) representara a superficie lateral do cilindro Q.

n
V = ( 0 ) representara o operador gradiente.
i) i "P permeer
noog2
A= —+—5 representara o operador Laplaciano.
— 0x;
: . . , Ou ou .
As derivadas parciais serao representadas por u' = En e Dyu = Ere 1=1,...,n.
Ty

E ¢ 0 somatdério sobre todos os possiveis j.
€)

n 1/2 " o\ 1/2
ou
2 . -
= - Vu| = lid de z € R" e do vet
|| (;Zl xl> e |Vu| < E <8:1:Z) ) é norma euclidiana de z e do vetor

i=1

gradiente.



No que segue vamos considerar 0 < 7' < oo, B um espago de Banach qualquer com

norma || .|| 5 e apresentar a defini¢do de alguns espagos funcionais:

C™(Q)) é o espago das fungdes com todas as derivadas de ordem < m continuas em (2

(m inteiro positivo ou m = 00).

D(Q2) é o espagco vetorial das fungoes em C'*(€2) com suporte compacto em 2 e D'(2)

o seu dual. Também usaremos os espagos D(0,7) e D'(0,T).

L9(2) é o espago de Banach das (classes de) fungoes u(z) de € em R mensuraveis (no

sentido de Lebesgue) e g-integraveis (¢ > 1) cuja norma é dada por

s = ( [ oo \qda:)q (1< q< o)

[[ullz(@) = ess sup Ju(z)] (q = o0).

Wm™P(Q) é o espaco de Banach (com m inteiro) das fungées u(z) em LP(§2) com
derivadas generalizadas (no sentido usual) de ordem < m que pertencem a LP()) e cuja

norma ¢é dada por
[[uf|lwmr) = Z Z HDiuHLP(Q)
J=0 (j)
Wy"?(Q) representard o fecho de D(2) em W™P(Q).

Observacao 1.1. Para o caso particular de p = 2, a notag¢ao dos espagos de Sobolev

serd Wm2(Q) = H™(Q) e Wi (Q) = H*(Q).

Uma fungao vetorial é uma funcao w(t) que para cada t € (0,7) associa um elemento
w(t) do espago de Banach X. Dizemos que w : (0,7) — X é fortemente mensurdvel se a
fungao t — ||w(t)||x ¢ mensurdvel. Representamos por LP(0,7"; X)) com p > 1, o espago

das fungoes fortemente mensuraveis w : (0,7) — X tal que

T 1/p
le\m(o,T;X):( / Hw(t)\&) coo s 1<p< oo,
0

|wl|Le0,m;x) = supess |[Jw(t)||[x <oo se p=oo.
0<t<T

Representaremos por C([0,T]; X) o espaco das fungdes continuas w : [0,7] — X com

a norma

[lwlleqomix) = max [fw(®)l]x.



Observacao 1.2. Observe que, para p1,ps € R tais que 1 < p; < py < 400 tem-se
Lr2(0,T;X) C LP(0,T; X).

1.1.1 Espacos funcionais das equacoes de Navier-Stokes

Os seguintes espacos funcionais aparecem no estudo das equacoes de Navier-Stokes,

para mais detalhes, consulte, por exemplo, [1, 14].

LP(2) representara o espaco das fungoes vetoriais u = (uq,...,u,), tal que u; €
LP(Q), ou seja, LP(Q2) = (LP(2))". Analogamente, H™(Q) = (H™(Q))", H () =
(Hg* ()", D() = (D(Q))" e WmP(Q) = (W™P(2))".

V é o espago das fungdes vetoriais v € D(£2) com dive = 0. Representaremos por V'

o fecho de V em H}(2) e por H o fecho de V em L%(12).

Podemos caracterizar V' do seguinte modo,
Teorema 1.1. Seja 2 um conjunto aberto Lipschitz e limitado do R™. Entao
V = {u € Hj(Q), divu = 0}.
com divu = 0 no sentido das distribuicoes em Q.
O espacgo de Banach separavel V é o fecho de V no espago Hg(Q2) N L"(Q) equipado

co1mm a norma:

ullg = llull gy + 1l ooy -

1.2 Algumas desigualdades.

1) Desigualdade de Cauchy com e:
Se a,b, e > 0, entao
ab < ea® + b—2
- de
2) Desigualdade de Holder:
Seja 2 C R™, n > 1,um conjunto nao vazio e mensuravel. Se u € LP(Q2) e v € LI(QQ)

1
tal que —+ - =1, com 1 < p < o0, entao
q
| tuvlds < el el

6



1

3) Desigualdade de Young: Para todo a,b > 0, e para p,q tal que p~ ' +¢ ! = 1, com

1 < p < oo tem-se
a? bl
ab < — + —.
p q

4) Desigualdade de Gronwall (forma diferencial):

Seja n(.) uma fungado absolutamente continua nao negativa em [0,7], que satisfaz,

para t q.s, a desigualdade diferencial

n'(t) < o(t)n(t) + (1),

em que ¢(t), 9 (t) sdo fungodes integraveis nao negativas em [0, 7. Entao

0lt) < 50 [a0)+ [ wis)as], (1)
para todo t € [0,77.

5) Desigualdade de Poincaré:

Seja © um dominio limitado do R™ e u € H}(f2). Entao existe uma constante ¢, > 0

que depende de €2 e n, tal que

lull o) < & IVl gy . V€ Ho(Q).

1.3 Método de Galerkin

Para resolvermos uma equacao de operadores F'u = y definida no espaco de Banach
B podemos considerar problemas aproximados F,, u,, = v, em subespacos B,, com

dimensao finita.

Se as sequéncias (F,,) e (B,,) convergem, em algum sentido, para F' e B, respec-
tivamente, entdo gostariamos de obter da sequéncia de solugbes aproximadas (u,,) de
Fon U = Y em B, uma subsequéncia (u,,,) convergindo para a solucao de F'u =y em
B. Por exemplo, se B é um espago de Banach com base (wy)g2; podemos considerar By,
o subespago gerado pelas m primeiras fungoes de (wy)52, ou seja, By, = [wy, wa, . .., Wy).

m o

Sejam P,, : B — B,, projecoes definidas por P,u = E TpWy com u = E T W

k=1 k=1
entao podemos considerar o seguinte problema aproximado em B,,:

F,u,, = P,y para u,, € B, (1.2)



com F,, = P, F|, . O sistema (1.2) é chamado método ou aprozimagdio de Galerkin da
equagao Fu =y.
Para o caso que B é um espaco reflexivo temos o seguinte resultado de compacidade

fraca (veja, por exemplo [6, p.639]):

Teorema 1.1 (Teorema de compacidade fraca). Seja B uma espago de Banach reflexivo.
Se a sequéncia (wg)i2, C B ¢ limitada. Entdo existe uma subsequéncia (ux;)52, de

(wi)R2) e u € B tais que uy;, — u.
Assim, para resolvermos Fu = y passando o limite em (1.2) precisamos:

1. determinar estimativas a priori da sequéncia de solugoes (uy ), ou seja, obter ||ug|| <
C com C' > 0 uma constante que independe de m, e portanto, obter uma sub-

sequéncia (ug;) que converge fracamente para u;

2. usar as propriedades de F' e da construcao de Galerkin para mostrar que u ¢é solucao

do problema original, isto é, Flu = y.

1.4 Resultados auxiliares

Nesta secao enunciaremos os principais resultados auxiliares que usaremos no traba-
lho, entre eles, o Teorema de ponto fixo de Brouwer e uma de suas consequéncias, o Lema
do angulo agudo, as imersoes de Sobolev, derivada fracionada e o Lema de De Rham para

caracterizagao da pressao nas equacoes de Navier-Stokes.

Ressaltamos que a demonstracao do Teorema de ponto fixo de Brouwer pode ser
encontrada, por exemplo, em [5], a prova das imersoes em [2] e [14] e os resultados sobre

derivadas fracionadas em [14].

1.4.1 Teorema do ponto fixo de Brouwer

Lema 1.1 (Teorema do ponto fixo de Brouwer). Sejam X um espaco de dimensdo finita
e IC um subconjunto nao vazio, convexo, fechado e limitado de X. Se F : K — K € uma

aplicagdo continua, entao F' tem um ponto fizo, isto €, existe £ € K tal que F(§) = €.



Lema 1.2 (Teorema do angulo agudo). Sejam X um espago de dimensao finita com

produto escalar (-,-)x e norma ||-||y. Se P: X — X wma aplica¢io continua tal que
(P(x),z)x >0, para |z|y =Fk>0. (1.3)
Entao, existe um T € X com ||Z|yx <k e P(z) = 0.

Demonstracao: Seja B = {z € X;|/z||y < k} e suponhamos que P(z) # 0,Vz € B.
Assim, a aplicacao de F': B — B:

kP(x)

7 FO) = ol

estd bem definida e é continua.

Entao, pelo Teorema do ponto fixo de Brouwer, existe & € B tal que F(Z) = z. Logo,

f%‘

_kP(z)
1P@)lIx

o que implica, ||Z|y =k e (P(z),Z)x = —k | P(Z)||y < 0. Mas, isto contradiz (1.3).
|

1.4.2 Imersoes de Sobolev

Teorema 1.2. Seja Q um aberto limitado de classe C*. Entdo as sequintes imersoes sao

continuas:
WP(Q) C LP(Q) parap <n, p*=mnp/(n—p),

Wtr(Q) c LUQ)  parap=mn, Vg€ [p,+00),
WhP(Q) C L>(Q) para p > n.

Teorema 1.3. Seja Q um aberto limitado de classe C*. Entdao as sequintes imersoes sao

compactas:
Whr(Q) C L4
Whr(Q) C L4
Wir(Q) c C(Q) parap > n.

() parap <n, Yqell,p*),
(

Q) parap=n, Yqé€ [p,+00),

com p* = np/(n — p).



1.4.3 Derivada generalizada de funcoes vetoriais

Vamos introduzir a nogao de derivada fraca de uma fungao vetorial.

Lema 1.3. Seja X wum espaco de Banach e X' seu dual. Sejam u e g funcgoes de

L'(a,b; X). Entdo, as sequintes afirmagoes sio equivalentes:

(i) u é g.s. igual a primitiva de g,
t
u(t) =¢ +/ g(s)ds, €€ X, qs.tela,bl; (1.4)

(ii) Para cada ¢ € D((a,b)),
[ uvswa=- [ gowma. (¢' _ %) ; (15)

(iii) Para cada n € X’

& n.u(e) = (0. 9(0)) (16)

no sentido das distribuigoes sobre (a, b).
Se (i)-(iii) sdo satisfeitas, em particular, u é q.s. igual a uma fungao de C((a,b); X).
O Lema 1.3 sugere a seguinte definicao:

Definigao 1.1. A func¢do g dada no Lema 1.3 € chamada derivada fraca de u e serd

representada pelos simbolos usuais, isto €,

,_ du
Cdt

g=u
Agora vamos introduzir os espacos funcionais usados na resolucao de problemas de
evolucao. Nesta secao, faremos isto de modo abstrato sem especificar os espagos.
Considere V' e H dois espagos de Hilbert com produtos internos e normas (-,-), | - |,
((+,+)) e [|]|, respectivamente. Sejam H’ e V' os espagos duais de H e V| respectivamente,
com || - ||« a norma de V’. Representamos o par de dualidade (- )yyy por (-).
Suponhamos que V' C H com imersao densa e continua. Identificando H como o seu

dual H' pelo Teorema de representacao de Riez temos que H pode ser identificado com

um subespacos de V' e as seguintes inclusoes sao densas e continuas:
VCH>=H cV. (1.7)

10



Observe que, para f € H e v € V tem-se
<f/U>v'xv = (f7v)' (1‘8)
Seja T' > 0 um numero real fixo. Considere o seguinte espago normado:

W(0,T)={ve L*0,T;V); v € L*0,T;V")}

vllw o) = (/OT [lv()])? + HU/(t)Hi)

Portanto, W (0,7") é um espago de Hilbert e pelo Lema 1.3 um elemento de W (0,T")

com norma
1/2

coincide q.s. com uma fungao de C([0,T]; V). De fato, temos que coincide ¢.s. com uma

funcao de C([0,T]; H), como prova-se no seguinte lema:

Lema 1.4. Sejam V e H espagos de Hilbert tal que (1.7) vale. Se uw € W(0,T') entdo
ue C([0,T); H). Além disso,

(1) a segquinte igualdade vale no sentindo das distribui¢oes em (0,T):

(i1) a segquinte formula de Green vale Yu,v € W(0,T):

/T ( <d(t),v(t) >+ < u(t),v'(t) > ) dt =< u(T),v(T) > — < u(0),v(0) > .

1.4.4 Formas e operadores

Seja a : V x V — R uma forma bilinear e continua. Podemos associar a forma
a(u,v) um operador linear e continuo A : V- — V' do seguinte modo: para cada u € V, a
aplicacdo v — a(u,v) de V em R é linear e continua, logo pelo teorema de representagao
de Riez, existe um tnico &, € V.

Representaremos por A o operador u — £, de V em V’. Portanto, pelas propriedades

de a(u,v) temos que A é linear e continuo. De fato, pela continuidade de a(u,v) tem-se

[€u(0)] = [(€us 0)] = la(u, v)| < Clul []o]],

e logo

(€, 0)]
ST

11

1Al =

< Olull,



o que implica ||A|| sy < C.
Reciprocamente dado um operador linear e continuo A € L(V, V') podemos associar

a A uma forma bilinear continua a : V x V — R definindo
(A(u),v) = a(u,v) Yu,veV.

Se a(u,v) = ((u,v)) é o produto interno de V entdao A : V. — V' é o isomorfismo

canonico de V em V.

Se a forma bilinear a(u,v) é “coerciva’ isto é, existe uma constante o > 0 tal que
a(u,u) > allul|,
> 2
entao temos o seguinte resultado:

Teorema 1.4 (Teorema de Lax-Milgram). Se a : V x V. — R € uma forma bilinear,

continua e coerciva entio A :V — V' é um isomorfismo.

Agora, considere a forma b : V x V x V' — R trilinear e continua. Podemos associar a
forma b(u, v, w) um operador linear e continuo B : V' — V' do seguinte modo: para cada
u,v € V a funcdo w — b(u,v,w) é linear e continua, e logo, existe um tnico elemento
&(u,v) € V' tal que

(€(u,v),w) =blu,v,w) YweV.

Representaremos por B(u,v) o operador w —— &(u,v) de V em V'. Em particular,
B(u) = B(u,u).
1.4.5 Teoremas de compacidade
Sejam Xy, X, X7 espacos de Banach. Considere o seguinte espaco
W(Xo, X1) ={v; v e LP?0,T;Xy), v € LP(0,T; X1)} (1.9)

com T > 0 finito e 1 < pg, p1 < 0.

W(Xo, X1) é um espaco de Banach com norma

||U||Lpo(o,T;X0) + [Vl s (0,T;X1)

e W(Xo, X1) C LP(0,T; X).
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Teorema 1.5. Sejam Xy, X, X7 espacos de Banach com Xy e X; espacgos reflexivos tais
que Xg C X C X; com as inclusoes continuas e a inclusao de Xo em X compacta. Se

1 < po,p1 < o0, entao, W C LP°(0,T; X) é compacta.

1.4.5.1 Derivada Fracionada

Considere os espagos Xg, X, X; dados no teorema 1.5 espacos de Hilbert. Se v é uma

funcao de R em X7, nos denotaremos por v sua transformada de Fourier

(1) = / m e~ 2Ty (t) dt

o0

—

A derivada em ¢ de ordem v de v é a transformada de Fourier inversa D]uv(7) =

(2imT)"0.
Para v > 0, definimos o espago
H'(R, Xo, X1) = {v € L*(R; Xy), Djv € L*(R, X1)}.
HY(R, Xo, X1) é um espago de Hilbert com norma dada por
||v||’H"/(R,X0,X1) = <||U||i2(]R;X0) + |||7'|m\||i2(]1@;x1)>5 :

Associamos a cada conjunto K C R, o subespaco H}. de H" definido pelo conjunto

de todas as funcoes v com suporte contido em K.

Teorema 1.6. Sejam Xy, X, X espacos de Hilbert satisfazendo as hipoteses do Teorema
1.5. Entao para quaisquer conjunto K ey > 0, a imersao H}(R, Xy, X;) C L*(R; X) €

compacta.

1.4.6 Resultados de De Rham

Proposicao 1.1. Seja Q um aberto do R e f= (f,,....f,), [, € D'(Q),i=1,...,n.

Uma condicao necessdaria e suficiente para

f=Vp (1.10)

para alguma p € D'(Q) € que
(fvy=0 VoveV. (1.11)
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Proposicao 1.2. Seja 2 um conjunto aberto Lipschitz e limitado do R™
(i) Se p é uma distribuigao tal que D;p € L*(Q), i =1,...,n, entdao p € L*(Q) e
1P 220y m < VDllL2(qy -
(ii) Se p é uma distribuigao tal que D;p € H (), i=1,...,n, entdao p € L*(Q) e
1P/l 220y r < 1VPllg-1(0) -
A prova do seguinte resultado pode ser encontrada em Girault & Raviart [11, p. 34]
Teorema 1.7. Seja l€ H(Q) tal que
<L v > gm@=10, YveV.
Entao, existe um tnica funcio ¢ € LE(Y) tal que
<L v > )@= /ngdiv'vdx = — < Vo, v >g1qumi), VVE H5 ().

com Lg(Q2) = {¢ € L*(2); (¢, 1)12(0) = O}

1.5 Formas e suas propriedades

Nesta se¢ao analisaremos as principais propriedades das formas a(u,v), b(u, v, w) e

c(u,v) que aparecerao na formulacao fraca dos problemas que serao tratados.

1.5.1 Formas a(u,v) e c(u,v).

Seja W = H(Q2) N L*(Q) e considere as formas a,c: W x W — R definidas por

a(u,v) = Z(Dm,Dw)%—)\(u,v) (1.12)

i=1
c(u,v) = a(u,v) + / u?(v)v(x)dz (1.13)
Q
com A uma constante positiva.

Note que a(u,v) é uma forma bilinear continua e c¢(u, v) estd bem definida, pois para
u,v € W tem-se u,v € L*(Q) e u® € L*3(Q), portanto, pela desigualdade de Holder,

concluimos que u3v € L(Q).
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Lema 1.5. A forma c(u,v) tem as sequintes propriedades:
(i) E continua;
(17) c(u,u —v) > c(v,u—wv), Yu,v € W.

Demonstracao: (i) Como a(u,v) ¢ continua, basta provarmos que a forma ¢ : WxW —

R dada por
c(u,v) = /Qu‘g(x)v(a:)dm

é continua. De fato, aplicando a desigualdade de Holder com uy, ug, v1, v € W, temos

/Qu?(w)vl(x)dx—/ug(x)w(x)dx

Q

|c(uy, v1) — é(ug, v9)| =

< +

/Q () (0r () — val))de

/Q (u(x) — wd(2))va(a)da

< HU?HL‘U?)(Q) lor — U2”L4(Q) + HU? - Ug”m/s(g) ||U2HL4(Q)

Logo, a continuidade de ¢ segue do fato da aplicaciao u +— u? ser continua de L*()
em LY3(Q). O

(ii) Usando o fato da funcao x — x® ser crescente temos

(w(2) — o)) (u(x) — v()) 20,  q.s.

Logo,
/Q (6 () — 0*(2))(u(z) — v(z))dz > 0,

e consequentemente

c(u,u —v) —c(v,u —v) =alu—v,u—v)+ /Q(ug’(a:) —03(2))(u(x) — v(z))dz >0

1.5.2 Forma trilinear b(u, v, w)

Considere a forma b : Hj(Q) x HS(Q) x (HH(Q) NL"(©2)) — R definida por

b, v, w) = Z/Qu,-(x)Di'vj(x)wj(x)dx (1.14)

ij=1

15



Lema 1.6. A forma b(u, v, w) estd bem definida, € trilinear e continua em H(Q) x

Hi(€2) x (Hp(2) N L™ (Q)).

Demonstragao: Se u,v € H}(Q2) e w € H(2) NL"(Q), aplicando o Teorema 1.2 com

p=2en >3, obtemos
w; € L3 (Q), Div; € LX(Q), w; € LMQ), 1<ij<n.

Portanto, u;D;v;w; € L'(Q). Usando estes resultados e desigualdade de Holder

tem-se

b(u, v, w)| < Z/m ) Dy (x)w;(x)|dx

i,7=1
< ZHUzH o 1Pl L2y [193ll 1o g
1,7=1
1 1
2 n 2
2
< z(zu SO N O IR ST
= i=1
< Z vn HUHL,L%"Z(Q) ||'UJ'HH3(Q) ijHLn(Q)
< i I

< nvnC lull ol 1wl @) o -

Por outro lado, para n = 2 temos que H}(2) N1L2(Q) = H}(Q2) e pelo Teorema 1.2
tem-se

u; € L'(Q), Div; € L*(Q), w; € LY(Q), 1<i,j<n

Portanto, u;D;v;jw; € L'(©2). Usando estes resultados e desigualdade de Holder

obtemos

v wl < 3 [ o)D)

zyl

< Z 3| 1) ||Di'vj||L2(Q) ||wj||L4(Q)

t,j=1
2

< Y il gy 1Dl 2oy 1wl iy 0

1,j=1
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Assim,

1 1
2 2 2 2 2
2 2
b(u, v, w)| < CZZ<ZHWHH5(Q)> (ZHDWJ‘HL2(Q)> ij“Hg(Q)
7=1 =1 =1
2

C¥lull D110, g 103l g
j=1

IN

2 3 /2 3
2 2
< C?lul (Z\Ivjl\H5<Q)> (Zijlng(Q))
j=1 j=1
< Cullllvlllwll < C* wll o]l w0

Note que, nas duas situagoes, C' é a constante dada pelas imersoes continuas do Teorema

1.2.
Portanto, para qualquer n > 2, existe uma constante C', dependendo de n, tal que
bu, v, w)] < C ] o o]0 (1.15)

e demonstragao esta completa. [

Lema 1.7. A forma trilinear b(u, v, w) tem as sequintes propriedades:

(i) blu,v,v) =0, weV, wvev.

(ii) blu, v, w) = —b(u, w,v), ueV, vweV.
Demonstragao: Vamos provar que a afirmagao (i) é valida para u,v € V.

Observe que

(v;)° 1 2
’U,Z‘Di'Uj’Ujd{L' = uzDz der = —— Dzul(v]) dr.
0 0 2 2 Jo

Entao,
b(u,v,v) = 1 Zn: / Diu;(v;)*dr = 1 Zn:/ divu(v;)*dr =0
) Uy A 0 1 Wi\ Uj 9 £ o j
4,7=1 j=1
e a afirmagao (i) estd provada. |

Para provarmos a afirmacgao (i), sejam u € V e v, w € V. Pelo resultado do item

(1) tem-se b(w, v + w, v + w) = 0. Agora, pela linearidade de b(wu, v, w) obtemos
b(u, v, w) + b(u,v,v) + b(u, w,w) + b(u, w,v) =0.

Portanto, b(w, v, w) 4+ b(u, w, v) = 0, o que prova (i7). [ |
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Capitulo 2

Problemas preliminares

Neste capitulo, investigaremos a existéncia e unicidade da equagao de Poisson, de um
problema eliptico com nao linearidade polinomial e do problema parabdlico linear. A
analise matematica destes problemas preliminares tem como objetivo facilitar o entendi-

mento dos procedimentos e técnicas que serao usados nos Capitulos posteriores.

2.1 Equacao de Poisson

Dada f: Q — R, consideremos o problema de encontrar u :  — R, tal que

—Au=f em (2.1)

u=0 em I. (2.2)

Lema 2.1. Para f € L*(QQ), as sequintes afirmagdes sao equivalentes:

(1) w € Hy(Q) satisfaz (2.1) no sentido das distribuigoes em 2 e (2.2) no sentido do

traco.

(i) u € Hy(Q) satisfaz (u,v) g1 (q) = (f,v)12(0), Yo € Hy().
Demonstracao: (=) Suponha que a afirmacao (i) é verdadeira. Entao,

(—Au, ‘P)D/(Q)w(ﬂ) = (/, 80>D/(Q)xz>(n) , Ve e D). (2.3)
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Mas,

n

(=AU, @) pia)upo) = Z (Ditt, Dip) pray xpier) =
) Py (2.4)
= Z(Diu, DiQO)L2(Q) = (u, QO)H&(Q)’
=1

(f, 90>D/(Q)XD(Q) = (f,¥)12(0)- (2.5)

Por (2.4) e (2.5), concluimos que (2.3) é equivalente a
(w ) ma) = (f,0)r2@), Yo € D(Q). (2.6)

Como D() é denso em H{(£2), entao para qualquer v € Hj(£2), existe uma sequéncia
¢n em D() tal que ¢, converge para v em Hy(2). Como as aplicagdes v + (u,v)y1(q) €
v+ (f,v)12(0) 830 continuas em H(Q) temos que (u, ,) g (o) converge para (u, v) yi(o)
e (f,¥n)r2(0) converge para (f,v)r2q). Portanto, (2.6) vale para ¢ = v € Hj(Q).

(<) Suponha a afirmagao (ii) é verdadeira. Entao, tomando v = ¢ em (i) com

0 €D(Q) C Hy(Q) e usando (2.4) e (2.5), obtemos

(—Au, @)D/(Q)xD(Q) = (/, @)D/(Q)xD(Q) , Ve eDQ).
Além disso, como u € H}(Q) temos que u = 0 no sentido do trago. |

Observe que o Lema 2.1 afirma que para f € L*(Q) toda u que satisfaz (i7) é solugao
do problema (2.1)-(2.2) no sentido dado por (7). Portanto, podemos usar a seguinte

definicao de solugao:

Definigao 2.1. Para f € L*(2), dizemos que u € Hy(Q2) € solugao fraca do problema
(2.1)-(2.2) se
(u, V) ma) = (f,0) 2, Yo € Hy(9Q).

Note que o Lema 2.1 nao garante a existéncia de u. No proximo resultado mostraremos

a existéncia e unicidade da solugao fraca do problema (2.1)-(2.2).

Teorema 2.1. Para f € L*(Q), o problema (2.1)-(2.2) tem uma tinica solugdo fraca.
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Demonstragao: Como a aplicacdo v — (f,v)r2() ¢ um funcional linear continuo em
H}(Q), pelo Teorema da Representacao de Riez (veja Evans [6, p.639]), existe um tnico

u € H(Q) tal que

(U, U)Hé(ﬂ) = (f7 U)LQ(Q)7 YONS H&(Q>7
o que mostra a existéncia e unicidade da solucao. [ |

O seguinte resultado de regularidade para a solugao fraca de (2.1)-(2.2), pode ser

encontrado em Evans [6].

Teorema 2.2. Sejam Q um aberto de classe C™ e f € H™(Q) comm € Z e m > 0.

Se u € HJ(Q) € solugio fraca de (2.1)-(2.2), entdao u € H™ () e tem-se

||u||Hm+2(Q) < “fHHm(Q)'

2.2 Um problema eliptico nao linear

Nesta Secao estudaremos a existéncia e unicidade para uma equagao eliptica nao-
linear. Para provarmos a existéncia de solucao usaremos o método de Galerkin junta-

mente com argumento de ponto fixo, o Lema 1.2.

Dada f : Q — R, queremos encontrar uma funcéo u :  — R que satisfaz o seguinte

problema eliptico nao-linear:

~Au+du+u’=f em (2.7)
u=0 em 00 (2.8)
com A uma constante positiva.

Lema 2.2. Seja f € L*(Q). A condigao suficiente para que uma func¢io u € HL(Q) N
LY(Q) satisfaga (2.7) no sentido das distribui¢des em 2 e (2.8) no sentido do trago ¢

clu,w) = (f,w)r2@,  Yw € Hy(2) N LY Q). (2.9)
com ¢(u,v) a forma definida por

c(u,v) = a(u,v) + / u?(v)v(x)da,

Q
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n

com a(u,v) = Z(Diu, Div) 20y + A, v) 12(q)-

i=1
Demonstragao: Se a condigao (2.9) é verdadeira, podemos escolher w = ¢ € D(Q) e

obter
—(Au, 90>D/(Q)XD(Q) + A(u, 80>D/(Q)XD(Q) + (u?, ¢>D/(Q)xp(ﬂ)

= (Dit, Dio)paymiey + A (4 D) pryemi) + (4% 2) ey emiey
=1

= Z(DZU, D)2y + Mu, ©)r2) + / w’(x)p(x)de

i=1 Q
= c(u, p).
Mas? C('LL, 90) = (f? SD)LQ(Q) - <f7 ¢>D/(Q)X'D(Q)7 (§] IOgO,

(=Du+ Au+u’, ¢>D/(Q)xD(Q) =, )p0)xp(e) -
Além disso, como u € H}(Q) N L*(Q2) temos que u = 0 no sentido do trago. |

Portanto, podemos considerar a seguinte definicao de solucao fraca:

Definigao 2.2. Para f € L*(Q), dizemos que u € H}(Q) N L*Y(Q) € solugdo fraca do
problema (2.7)-(2.8) se u satisfaz (2.9).

No seguinte teorema mostraremos que o problema (2.7)-(2.8) tem uma tnica solugao

fraca.

Teorema 2.3. Dada f € L*(2), existe uma e somente uma solucao fraca de (2.7)-(2.8).

Demonstragao: Primeiro provaremos a unicidade. Para isto, sejam z,w € H(2) N

L*(€)) duas solugoes fracas de (2.7)-(2.8), entdo satisfazem (2.9), e portanto,
c(z,v) —c(w,v) =0, Yve Hi(Q)NLYQ).
Fazendo u = 2 — w e tomando v = u tem-se
a(u, u) + /Q(ZS(ZL“) —w'(2))(2(z) — w(z))dz = 0.
Agora, pelo Lema 1.5 sabemos que
[ @) = w @) ete) = wia)ds 0
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e logo, A ||u||iQ(Q) < a(u,u) <0, o que implica u = 0.

Para provarmos a existéncia de solugao aplicaremos o método de Galerkin (veja segao
1.3). Como H}(Q)NL* () é um espago de Banach separavel, considere (w,,) uma base de
H(Q)NLAY(Q), W,, o espaco gerado por {wy, ..., w,} e o seguinte problema aproximado:

encontrar u,, € W, tal que

U = Zfimwi, &im € R, (2.10)
i=1
c(Um,w;) = (f,wj)r2), J=1,...,m. (2.11)

Primeiro vamos provar que o problema aproximado acima tem uma tnica solugao para
cada m fixo. Para isto, observe que, para u,v € W,,, existem «;,3; € R, i =1,...,m,

tais que

m m
U= Zaiwi e V= Zﬁlwl (2.12)
i=1 i=1
Além disso,
m
(u7 U)Wm - Z aiﬁi
i=1
¢ um produto interno sobre W, e a norma |||y, ~associada a este produto interno é
equivalente a qualquer outra norma sobre W,, (veja, por exemplo Bachman [3, p.122]).

Logo, existe uma constante positiva k,,, dependendo de m, tal que

1
) k. (©)

Seja a aplicacao P : W,, — W,, definida por

m

P(u) = (c(u,w;) — (f,wi)12(@)) wi.

i=1
Como consequéncia do Lema 1.5 a aplicacao P é continua. Além disso, tomando u

como em (2.12) tem-se

(P(u),w)w,, = Zai (C(U,Uh') - (f, wz’)LQ(Q))

= c(u,u) = (f,u)
2
> Mullza@) = 1 fllz2@ llull 2@
1
> /\kg% ||U||€v T ||f||L2(Q) ||U||W :
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Portanto, para k > (Ak3)~! [flz2 ) € llully,, =k temos que (P(u), u)w,, > 0 e as

hipdteses do Lema 1.2 sao satisfeitas. Deste modo, existe u,, € W, tal que

Z c(ttm, wi) = (f, wi)m(g)) w; = 0.

=1
Mas, os vetores {wy, ..., w,} sdo linearmente independentes, o que implica
c(Um,w;) = (f,wi)r2@), i=1,...,m.

Portanto, para cada m fixo, u,, é solugao de (2.11).

Agora, obteremos duas estimativas a priori para a solu¢ao do problema (2.11). Para

isto, multiplique (2.11) por &j,,, some para j = 1,...,m para obter
C(’LLm, um) = (.fa um)Lz(Q)-
Usando a desigualdade de Holder e a desigualdade de Poincaré tem-se

c(tms tm) < [ fll 2 [wmll 2@y < e [1Fll 2@ l[wmll iy @) -

com ¢, a constante dada pela desigualdade de Poincaré. Aplicando as propriedades da

forma bilinear a(u,v) obtemos

min(1, A) ||Um||H1 @ T ||um||L4 < ¢ ||f||L2 ”UmHHg(Q) :

Portanto,

P .13
2 , 1/4
lonlisery < (s Mlm ) 214

Por (2.13) e (2.14) temos que a seqiiéncia (u,,) é uniformente limitada em H3(2) N
L*(2) e pelo fato de HJ(Q2) e L*(2) serem espagos de Banach reflexivos (veja Brezis [2])

existe u € HJ(2) N L*(Q) e uma subsequéncia (u,,, ) de (u,,) tais que

Uy, — u em  H(Q), (2.15)

Uy, —u em L*). (2.16)

k
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Agora, seja w € U W,, entao w € W; para algum ¢ € N, logo para my > i temos que
i=1
w € W, e podemos usar (2.11) para obter

C(umm w — umk) = (f> w — umk)LQ(Q)~

Aplicando o Lema 1.5 tem-se
(W, W = Uy, ) > (U, W — Uy, ) = (f;0 — U, ) 22(02)- (2.17)

Por outro lado, usando (2.15) e (2.16) obtemos

a(w,w — umk)—>aww—u

v @ @ie [ wta 219

Combinando (2.17) e (2.18) tem-se
c(w,w—u) > (f,w—u)r2q). (2.19)

Como U W; é denso em H}(Q) N L*(R2), entao para cada w € Hy () N L*(Q), existe

=1
]

uma sequéncia (w,,) em U W;, tal que w,, converge para w em H}(Q)NL*(Q2). Usando que
as aplicagoes c(u,v) e wi: (f, w—u) 20 sao continuas temos c(wy,, w, —u) — c(w, w—u)
e (fiwn —u)r2) = (f,w —u)r2(q), 0 que implica, que a desigualdade (2.19) vale para
todo w € H}(Q) N LY(Q).

Portanto, para v € H}(2) N LY(Q) e k € R, podemos escolher w = u + xkv em (2.19).

Agora, pela linearidade da aplicacao v — ¢(u,v) e para kK > 0 obtemos
c(u+ kv, kv) > (f, kv) 120 = Ke(u + kv, v) > K(f,v)200) = c(u+ Kkv,v) > (f,v) 200
Usando a continuidade de ¢(u,v) e fazendo k — 0, obtemos
c(u,v) > (f,v)r2(q)-

Analogamente, para x < 0, tem-se c(u,v) < (f,v)r2(q). Combinando as duas tltimas
desigualdades, concluimos que c(u,v) = (f,v) 2

E a prova do Teorema 2.3 esta completa. [ |
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2.3 Problema de evolucao parabdlico linear

Nesta Secao investigaremos a existéncia, unicidade e regularidade de solugoes da
equacao de evolugao parabdlica linear.

Seja 2 um aberto limitado do R"™ com fronteira 9 de classe C?, Q = Q x (0,T) e
S =08 x (0,T) para algum T > 0 fixo.

Dadas f: Q — R e ugp : 2 = R, queremos encontrar uma funcao u : () — R tal que

ou
e +Lu=f, em Q, (2.20)
u= 0, em G5, (2.21)
u(z,0) = ug(x), em €, (2.22)

com L o operador diferencial na forma divergente
Lu=—Y" Dj(ay(z,t)Dau) + Y _bi(z, t)Diu+ c(x, t)u. (2.23)

ij=1 i=1
Vamos supor que a;;, b;, ¢ € L>(Q) e que existe uma constante 6§ > 0, que independe

de x e t, tal que

n

D ay(x,)&& >0 |67 asem @, VEER™ (2.24)

ij=1 i=1

Vamos considerar os espacos de Hilbert separdveis Hi (), L*(Q2) e o espago dual
H7'(Q) de HJ(Q2). Representaremos por (-,-) e | - | o produto interno e a norma, res-
pectivamente, de L*(€) e por ((+,-)) e ||-|| o produto interno e a norma, respectivamente,
de H}(Q2). O par de dualidade H}(2) e H~'(Q) serd representado por (-, -) Portanto,
temos que as imersoes H}(Q) C L*(Q) € H () sao continuas.

Queremos obter a formulac¢ao fraca do problema parabdlico linear (2.20). Para isto,
considere as aplicagoes u : [0,T] — HY(Q) e f : [0,T] — L*(Q) definidas, respectiva-
mente, por u(t)[z] := u(x,t) e f(t)[z] = f(x,1).

Seja 0 < T < oo, representamos por W (0,7') o seguinte espago:
W(0,T) = {u;ue L*0,T; Hy(Q)); v € L*(0,T; H ' (Q))}.
Portanto, valem as seguintes propriedades:
W(0,T) c C([0,T]; L*(Q)). (2.25)
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(W' (-),v)y = —(u(-),v) em D'(0,T). (2.26)

parau € W(0,T) e v € H}(Q).

Lembrando que (2.26) é equivalente a

/0 (U (t), v)(t) dt = —/O (u(t),v)y'(t) dt, Vi € D(0,T). (2.27)

Forma bilinear associada ao problema parabdlico linear

Vamos definir uma forma bilinear associada ao problema (2.20)-(2.22). Para isto,
multiplique a equacao diferencial em (2.20) por v, integre em 2 e use a férmula de Green

para obter
/Q o (o) dx + Blu(t), v; 1] = /Q F(t)o(z) da,

Blu,v;t] := Z /Qaij(m,t)Diu(:c)Djv(x) dz+

ij=1

Z/Qbi(x,t)D,;u(x)v(x) dx—i—/gc(a:,t)u(x)v(x) dx, (2.28)

quase sempre em [0, 7).
Observe que para w,v € H}(Q2) a fungao t — Blw,v;t] é mensuravel.

No seguinte lema, provaremos as principais propriedades da forma bilinear Blw, v;t]:

Lema 2.1. Ezistem constantes o, > 0 e v > 0 tais que, para t € (0,7), a forma
bilinear B[, -, t] - H}(Q) x H}(Q) — R satisfaz:

|Blw, vit]] < aflwl|[myollvllmw@), (2.29)

5||U||§{3(Q) < B, v;t] +9l[ol[72(), (2.30)

para todo w,v € H} (), g.s. em [0,T].
Demonstracao: Como a;;,b;, c € L>(Q) tem-se

Cy = sup < sup ess |aij(a:,t)|) . Oy = sup ( sup ess |bi(x,t)]> ,
i (z,t)eQ i (z,t)€Q
Cy = sup ess |c(x,t)].

(z,t)€Q
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sao constantes reais nao negativas.

Logo, para w,v € H}(Q) Vt € [0,T] q.s. temos que

Z/aZ]Dijvdx—l—Z/bDwvdx—i—/cwvd:c

2,j=1

wvt

Assim,

Blw,vif] < c%n{AJVumequwdx

—l—Cln/Q |\Vw(z)||v(z)|dx

@LMMWMx

Con?|Vw||Vo| + Cin|Vwl||v] + Cyolw]||v]
= Con® Jwll[lv]] + Cun [[w]| Jv] + Cafw]]v]

IN

e pela desigualdade de Poincaré obtemos
| Blw,v; t]| < Cw] {lo],

o que mostra (2.29).

Para mostrarmos (2.30), usaremos a hipdtese (2.24). Assim, para v € Hj(Q2) e Vt €

0,77 q.s. tem-se

9/Q|Vv(x)|2dx < /Z%xtm )Djo(x) da

ij=1
= Blv,v;t] — /Q z”: bi(z, ) Dy (x)v(z) + c(z, t)|v(z)|? dx.
i=1
Mas, para C; > 0 (se C7 = 0, esta desigualdade é desnecesséaria) temos
< o [ el
i=1
< C’ln/Q |Vo(x)||v(x)| dz.

bi(x,t)Dyv(x)v(x) dx

Usando a desigualdade de Cauchy com € e tomando € = 6/2nC} obtemos

Z/Qbi(a:,t)Div( v(z) dz

Por outro lado,

< Cin|Voly| < -|Vv|2 5

S 02|/U‘2.

JRCOEERE

27



Deste modo, pelas desigualdades acima obtemos

0 nC'
ol < Blovwi] + (5 + Co ) P
o que mostra (2.30).

E a prova do Lema 2.1 esta completa. [ |

Portanto, podemos considerar a seguinte formulagao variacional do problema (2.20):
Sejam uy € L*(Q) e f € L*(0,T,H*(R)). Queremos encontrar uma fungao

u € L*(0,T; H () com o' € L*(0,T; H'(2)) tal que
d
—(u(®),0) + Blu(t), v; 8] = (f(t),v) em D'(0,T), Vv e Hy(Q). (2.31)
u(0) = up. (2.32)
Definigao 2.3. Sejam ug € L*(Q) e f € L*(0,T,H *(Q)). Se u € L*(0,T; H}(Q))
com v € L*(0,T; H1(Q)) satisfaz (2.31)-(2.32), entao dizemos que u é solugao fraca de

(2.20)-(2.20).

Lembrando que

/0 (W' (t), ) (t) dt = —/0 (u(t),v)Y'(t)dt, Y € D(0,T),Yv € Hy(Q)

temos que (2.31) é equivalente a

T T T
- [CwOw@ s [ B0 d = [ Goosod e
0 0 0
Vi € D(0,T),Yv € HY (D).
Por outro lado, para cada t € [0, 7] e para cada u € H}(?), a forma bilinear Blu, v; t]
define um operador linear continuo A(t) : Hy(Q) — H'(Q) dado por

(A(t)u,v) = Blu,v;t], Vv € Hy(S).

Portanto,
Sup A 2,10 < o (2.34)
com « a constante dada em (2.29).
Entao podemos escrever (2.31), (2.32) na forma equivalente:
W' (t) + A(t)u(t) = f(t) no sentido de L?(0,T; H 1(Q)),
u(0) = uo.
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2.3.1 Existéncia e unicidade

No seguinte teorema, provaremos que o problema (2.20)-(2.22) tem uma tinica solugao

fraca:

Teorema 2.1. Para ug € L*(Q) e f € L*(0,T;L*(Q)), o problema (2.20)-(2.22) tem

uma unica solugao fraca.

Demonstracao: Para mostrarmos a existéncia da solugao fraca de (2.20)-(2.22) vamos
aplicar o método de Faedo-Galerkin. Para isto, seja (wy) em H{(§2) a sequéncia formada

pelas autofuncoes do operador Laplaciano, ou seja,

—Awk = )\k Wg em Q,

(2.35)
wy =0 em Of).
Considere V,,, o espago gerado por {ws,...,w,}. Portanto, existe uma sequéncia
(uom) tal que
Uom € Vin Ym e ugm — ug em L*(Q). (2.36)

Agora, considere o seguinte problema aproximado: encontrar uma funcao u,, : [0, 7] —

V,» na forma
U () 3= gim (t)w;, (2.37)
=1

tal que
(t (8), w;) + Blum(t), wys t] = (f(£),w;), 1 <j<m,

(2.38)

Um (0) = ugm.

Observe que, para 1 < j < m, temos

(ulm(t)> wj) = Zg;m(t)(wi, wj)’

Bluy,(t), w;;t] = Zgim(t)B[wiawﬁt] :Zﬁij(t)gim(t)7
(f(t)7wj> - fj(t)y

com f3;; = Blw;,w;;t]. Postanto, o sistema (2.38) é equivalente ao seguinte sistema de

equacoes diferenciais lineares de 1* ordem:

AG(t) + B()G(t) = F(1),
0+ BOGH) = (1) 0
G;(0) = i-ésima coordenada de wug,,.
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com A;; = (wj,w;), Gi(t) = gim(t), Bij(t) = By, Fi(t) = fi(t) para 1 < k,j < m.

Para cada m fixo, vamos provar que o problema aproximado (2.38) tem um unica
solugdo. De fato, como os elementos da sequéncia (wy) sao linearmente independente
temos que a matriz A é inversivel. Além disso, os coeficientes da matriz B(t) sao dados
pelos coeficientes da forma bilinear Blu(t), v; ], ou seja, pelas fungoes a;;(z,t), b;j(x,t) e
c(x,t). Portanto, pela teoria das equagbes diferenciais lineares de 1* ordem (veja, por
exemplo, [4]), existe uma tnica G solugao de (2.39) tal que g;,, ¢ absolutamente continua.
Como as fungoes a;;,b;, ¢ € L®(Q) e a fungao t — f'(t) pertence a L*(0,T) temos que
g € L?(0,T). Deste modo garantimos que existe uma tnica wu,, solucao de (2.38) tal
que

U € C([0,T); V) e ul, € L*(0,T;V,,)

No que segue, obteremos estimativas a priori da solugao u,, do problema (2.38). Para

isto, multiplique (2.38) por g;,,(t) e some para j = 1,...,m, para obter

O + 2Bl (0w 0: 1] = 207 (1), (1)) (2.40)

Aplicando a desigualdade de Cauchy no segundo membro de (2.40) e usando (2.30) ob-

temos
d
Zlum @) + 28 lum (I < [FOF + c1lum (1) (2.41)
com ¢; = 1+ 2v. Aplicando a desigualdade de Gronwall em (2.41) tem-se
¢
en@F < ¢ (lun@F a1 [ 1P )
0
< o (Jul + 110
com ¢y = e’'¢c;. Portanto,
w0220 < Cr (Tl + 11 12(qy ) - (2.42)
com C dependendo de T e . Integrando (2.40) em (0,7") e usando (2.42), obtemos
T ) ) T
[ lunas < @ (1 + o [ lun(oPas)
< e (Jwol + 110
com c3 = (28)71(1 + ¢1¢oT). Portanto,

HUmHLQ(o,T;Hg(Q)) < Cy <|U0! + HfHLz(Q)> . (2.43)
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com C5 dependendo de T', v e 3.

Das estimativas (2.42) e (2.43) temos que a sequéncia (u,,) é uniformemente limitada
em L>=(0,T;L*()) N L*(0,T; HY(Q)) e A(-)u,, é limitada em L?(0,7; H*(Q)). Logo,
existem uma subsequéncia (u,,,) de (u,) e u € L?(0,T; H}(Q)) N L>(0,T; L*(Q2)) tais

que
Uy, —u  fracaem  L*(0,7T; Hy(S2)), (2.44)

Uy, — u fraca-x em L>(0,T; L*(Q2)), (2.45)

A( Ny, — A()u fracaem  L*(0,7; H'(Q)). (2.46)

Observagao 2.1. A convergéncia (2.46) seque do fato de A(-) ser um operador linear
continuo de L*(0,T; H}(Q)) em L*(0,T; H1(Q)) (em particular na topologia fraca) e da

convergéncia (2.44).

Sejam ¢» € D(0,T) e v € H}(Q). Como (wy)$, é uma base de Hj (), temos que
existe uma sequéncia v,, € V,, tal que v,, — v (forte) em H}(Q) com cada v, uma com-
binagao linear finita de certos elementos wy. Portanto, para ¢,,(t) = ¥ (t)v, e ¢(t) =

¥ (t)v temos que

G — ¢ forte em  L*(0,T; Hy(9)), (2.47)

¢, — ¢ forte em L*(0,T;L*(R)). (2.48)
De (2.38) deduzimos que

- / (a8, S(1)) dt+ / Blum(t), bu(t): 1] dt = / (1), ba(t) dt.  (2.49)

De (2.47) tem-se

/0 (f(t), pru(t)) dt — /O (f(t), v)0(t) dt.

Usando a convergéncia (2.45) e (2.48) tem-se
[ Bl 1t = [ A0 om0t~ [ Bl o0
Portanto, podemos passar o limite em (2.38) e obter
- [ @ [ puoiwa= [o.oma @
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Vv € Hy(2),Vy € D(0,T).
Agora resta mostrarmos que v’ € L?(0,T; H~'(Q)) e a condigao inicial (2.32). Para

isso, notemos que de (2.50) temos que

- / (ult), o) (1) dt = / (F(t),0)(t) dt — / Blu(t), v; tl(t) di

- / (F(t) — A(tyu(t), v)b(2) d.

Como f € L*(0,T; H () e A(-)u € L*(0,T; H'(Q)) temos que g = f — A(-)u €
L*0,T; H1(Q)) e

Yo € Hi (), Vb € D(0,T), o que implica
u' € L*(0,T; HH(Q)). (2.51)

Para provar que u(0) = ug, usaremos o seguinte resultado, cuja demonstragao pode

ser encontrada em [16]:

Lema 2.2. Para toda u,w € L*(0,T;H}(Q)) com v/ ,w' € L*(0,T; H'(Q)) e para

t € [0,T] arbitrdrio, vale a sequinte integra¢ao por partes generalizada:

Como u € L*(0,T; H}(Q)) com «' € L*(0,T; H'(Q)), podemos aplicar o Lema 2.2 e
obter
T T
| o o= = [ w0 a - wonove). @)
Vi € D(0,T) tal que (T) =0 e Vv € Hy(Q).

Por outro lado, de (2.50) e (2.51) temos que

/OT(u'(t), V)Y (t)dt = /OT(f(t), V) (t) dt — /OT Blu(t), v; t]y(t) dt. (2.53)
De (2.38) deduzimos
[ ot = [ (@, v @t~ [ Bl v oty 250
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Além disso,

/0 (a(£), v (8) dt = — / (Ut (), )0 (£) i — (1t 0)(0). (2.55)

Passando o limite em (2.54) e (2.55) quando [ — oo, obtemos

tim [ ht) om0 de = / (F (), o)b() dt — / Blu(t),v: oty dt,  (2.56)
lim [ a0 i)t = - / (ult), o) (t) dt — (o, v)(0).  (2.57)

Usando (2.53) em (2.56) obtemos

T

lim [ (ul,(t), v)Wo(t) dt = /0 (u(t), v)d' (t) dt. (2.58)

=00 0

Em particular, para ¢(0) = 1, comparando (2.52), (2.57) e (2.58), obtemos
(u(0),v) = (ug,v), Vv € H (),

ou seja,
(u(0) — ug,v) =0, Vv € HE (). (2.59)
Como Hj () é denso em L?(Q), (2.59) é valida Vv € L*(Q2) e tem-se u(0) = ug.
Agora, vamos provar a unicidade. Para isto, suponhamos que u; e uy sdo solugdes
fracas de (2.20)-(2.22) e considere u = u; — up. Entdo, u € L*(0,T;H}()) com
u' € L*(0,T; H(Q)) e satisfaz

(W' (t),v) + Blu(t),v;t] =0, qs. t€0,T], Yve H}Q).

(2.60)
u(0) = 0.
Tomando v = u(t) e aplicando o Lema 1.4 tem-se
d 2
E\u(t)] +2B[u(t),u(t);t] =0, q.s. t€[0,7T]. (2.61)

Mas, por (2.30) sabemos que

Blu(t), u(t);t] = B [u@)II” = vlu@)]* > —ylu(®)?

e (2.61) torna-se



Aplicando a desigualdade de Gronwall obtemos
lu(t)]* < 0= u(t) =0, Vtel[0,T],

e provamos a unicidade da solu¢ao do problema (2.20)-(2.22).

E a prova do Teorema 2.1 esta completa. [ |

2.3.2 Regularidade

Para obtermos mais regularidade para a solugao do problema (2.20), vamos considerar

o seguinte caso particular:

W —Au = f emQ,
u = 0 emS, (2.62)
u(z,0) = wup em .

Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.2. Seja um Q0 um dominio de classe C*. Seuy € H} () e f € L*(Q) entao a
tnica solugdo u do problema (2.62) satisfaz u € C([0,T); HL(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) com
u' € L*0,T; L*(Q)).

Demonstragao: Multiplicando a equacao (2.38) por g/, (t), e somando para k = 1,...,m,

obtemos
(1t (£), U (8)) + Bl (1), up, ()5 8] = (f(2), (1)) a5, em [0,77.
Usando as desigualdades de Holder e Young, tem-se
Sy + 5 el Dy < SFOIE
o 1 1Um\)11L2(0) m\MllEj0) = 5 L2(9)"
Integrando em (0,t) com ¢ € (0,7, temos

t T
s Oy + [ (DB 07 < n )y + [ 1oy . (269

0<t<T

Usando [|um(0)|[g1) < |luollmi(e), deduzimos de (2.63) que wuy,, ¢ uniformemente

limitada em L>(0,T; H}(2)) e u/, é uniformemente limitada em L?(0,T’; L*(€2)). Logo,
(

temos que u € L>(0,T; HY(Q)) com u’' € L?(0,T; L*(2)).
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Agora, de (2.62), temos que

—Au(t) = f(t)—u(t) em Q,
u(t) = 0 em Of).

Como f(t) — u'(t) € L*(Q) q.s. em [0,T], entao pela teoria de regularidade das
equagoes elipticas, obtemos u(t) € H*(Q) q.s. em [0, 7] tal que

@Iy < CUFOZ20) + 114 Ol + [u®)]]72(0)

Integrando em [0, 7] e usando (2.63), deduzimos que u € L*(0,T; H*(2)).

E a prova do Teorema 2.62 esta completa. [ |
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Capitulo 3

Equacoes de Navier-Stokes

Este Capitulo trata da teoria classica das equacoes de Navier-Stokes. Investigaremos
os casos lineares e nao lineares, estacionérios e de evolucao. Essencialmente usaremos o
método de Galerkin para investigar a existéncia de solugao. Para o caso estacionario nao
linear usaremos o método de Galerkin com argumento de ponto fixo e para o caso de

evolucao nao linear usaremos o método de Galerkin com argumento de compacidade.

3.1 Equacoes de Stokes estacionarias

Dadas uma funcao escalar p : 2 — R e uma funcao vetorial f : 2 — R", consideremos

o problema de encontrar uma funcao vetorial u : 2 — R", tal que

—vAu+Vp=f emQ (3.1)
divu =0 em (3.2)
u=0 em 0 (3.3)

Lema 3.1. Para fe 1L2(2), as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) u € Hi(Q) e existe uma distribuicao p € L*(Q2) tal que as equagoes (3.1) e (3.2)

sao satisfeitas no sentido das distribui¢oes em Q e (3.3) no sentido do trago;

(44) uw €V satisfaz  v(u, v)m(q) = (f, V)12, Vv EV.
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Demonstragao: (=) Suponha que a afirmacao (i) é verdadeira. Entao, uw € H}(Q) e
dive = 0 no sentido das distribuigoes em €2. Logo, pelo Teorema 1.1, temos que u € V.

Por outro lado,

(—vAu + Vp, @)mf(g)xm(ﬂ) = (f, @D/(Q)xm(m , Ve e D(Q).

Tomando ¢ = v € V C D(Q) tem-se

v(—Au, v>ID)’(Q)><]D)(Q) +(Vp, v>]D)’(Q)><]D)(Q) = {f, v>]D)’(Q)><]D)(Q)’

Mas,
(—Au, v>ID)’(Q)><]D>(Q) = Z (—Au,, vi>D/(Q)><D(Q) = Z (Dju;, Dj"’i)pf(mxp(m
" =1 " 7,7=1 (34)
= Z /QDjuz‘(l’)Dj”i(x)dx = Z(ui, ’Uz')Hg(Q) = (u, v)mi(0);
ij=1 i=1
(Vp, U>]D>/(Q)><]D>(Q) = Z (Dip, vi>D’(Q)><D(Q) = Z (P, Divi>D’(Q)><D(Q) (3.5)
=1 =1 .
= —(p, diVU>D’(Q)><D(Q) =0
€
(f v)D’(Q)x]D)(Q) = Z (£ vi)D’(Q)XD(Q) = Z(fia vi)r2(0) = (f5 v)i2()- (3.6)
=1 =1
Entao,

v((u,v)) = (f, v)r20), Vv e V. (3.7)

Como V é denso em V, entao para qualquer v € V, existe uma sequéncia v, em V
tal que v,, converge para v em V. Como as aplicacoes v — ((u,v)) e v = (f, v)L2(q)
sao continuas em H(Q2) tem-se ((u,v,)) converge para ((u,v)) e (f,v,)12(q) converge
para (f, v)i2q). Portanto, (3.7) vale para v € V.

(<) Suponha a afirmacao (i7) ¢ verdadeira. Entao, uw € V C H}(Q2) o que implica
que u = 0 no sentido do traco e pelo Teorema 1.1 temos que divu = 0 no sentido das

distribuigoes em 2. Portanto, para v € V, usando (3.4) e (3.6), obtemos

v{-Au,v) = v((u,v)) = (f,v) = (f,v),
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ou seja,
(f + vAu,v) =0, Vove.
Aplicando proposigoes 1.1 e 1.2 temos que existe uma distribuicao p € LQ(Q) tal que
—vAu+Vp=f
no sentido das distribuig¢oes em (2. [ |

Observe que o Lema 3.1 afirma que, para f € L%*(Q), toda u que satisfaz (ii) é
solugdo do problema (3.1)-(3.3) no sentido dado por (7). Portanto, podemos usar a

seguinte definicao de solugao:

Definigao 3.1. Para f€ 1L*(Q), dizemos que uw € V € solugao fraca de (3.1)-(3.3) se

v((w,v)) = (f,v)i2(), YveV. (3.8)

3.1.1 Existéncia e unicidade

No seguinte resultado provamos existéncia e unicidade da solu¢ao do problema (3.1)-

(3.3).

Teorema 3.1. Para f € L*(Q), entdo o problema (3.1)-(3.3) tem uma tnica solu¢do

fraca.

Demonstracgao: Primeiro provaremos a unicidade. Para isto, suponhamos que u; e us

sao duas solugoes fracas de (3.1)-(3.3) entao satisfazem (3.8), e logo,
v((u1,v)) =v((u2,v)) = (f, V)12, Vv eV.
o que implica v((u; — w9, v)) =0, Vv € V. Fazendo u = u; — uy tem-se
v((u,v)) =0, YveV

e tomando v = u obtemos v((u,u)) = v ||u||]%%m) =0, o que implica u = 0.
Para provarmos a existéncia de solugao fraca do problema de Stokes (3.1)-(3.3)

usaremos o método de Galerkin (veja Segao 1.3 do Capitulo 1).
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Como V é um espaco de Hilbert separdvel considere (v,,) uma base de V, V,, o

subespago gerado por {vi,...,v,} e o seguinte problema aproximado: encontrar u,, €
Vi, tal que
U =Y EmVis  &im ER, (3.9)
i=1
V(’U,m,’l)j)H(l)(Q) = (f,vj)Lz(Q), ] = 1,...,m. (310)

Primeiro vamos mostrar que o problema aproximado (3.10) tem uma tnica solugao.
Para isto, observe que a equacao (3.10) é equivalente ao seguinte sistema de m equagoes

nas variaveis &;,:
v (i v)) = (f0)ix, G =1,....m. (3.11)
i=1

Para mostrar a existéncia e unicidade de u,, é suficiente provar que o sistema linear
homogéneo associado a (3.11), ou seja,
m
> &((vi,v;)) =0 para j=1,...,m. (3.12)
i=1
tem somente a solucao & =---=¢,, =0.

De fato, se &1, ..., &, satisfazem (3.12), entdo multiplicando cada equagao de (3.12)

pelo correspondente §; e somando as equacoes sobre j, temos

> &&((vi,vy) =0. (3.13)

ij=1
m
Fazendo v = Z@-'vi temos que (3.13) torna-se ((v,v)) = 0, o que implica v = 0,
- i=1
ou seja, Z&-'vi = 0. Portanto, & = --- = &, = 0, pois os vetores {vy,...,v,,} sdo
=1

i—
linearmente independentes.

Agora, obteremos uma estimativa a priori da solucao de (3.10). Para isto, multiplique

(3.10) por &, e some para j = 1,...,m para obter

v((Um, um)) = (f, um)]LQ(Q),
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ou seja,
vl @) = (F wmdizg) = F vy < IFlv 1wl lv,

o que implica

1
1wl < £y (3.14)

Portanto, de (3.14) temos que a sequéncia (u,,) é limitada em V' por uma constante
independente de m. Como V é um espaco de Hilbert reflexivo isto implica que existem

u € V e uma subsequéncia (u,,, ) de (u,,) tais que

Uy, —u em V.

Como para cada v;, a aplicagdo u — ((u, v;)) é um funcional linear continuo em V'
temos que ((m,,v;)) = ((u,v;)). Logo, tomando m = my em (3.10) e passando ao

limite obtemos que

v(w,v;)) = (F, 0))ez para j=1...,m.

Além disso, pela linearidade do produto interno tem-se
V((“’? 'U)) = (fv v)]LQ(Q)- (315)

para toda v € U V.
j=1
Como U V; é denso em V' temos que, para v € V, existe uma sequéncia (v,,) em U Vi
j=1 j=1
tal que (v,) converge para v em V. Mas, as aplicagoes v — ((u,v)) e v — (f, v)L2(q)

sao continuas em V, logo ((u,v,)) — ((u,v)) e (f,vn)i2@) — (f,v)L2@). Portanto,
(3.15) vale para v € V.

E a prova do Teorema 2.1 estd completa. [

3.1.2 Regularidade

O seguinte resultado de regularidade para a solucao fraca do problema de Stokes pode

ser encontrado em [14]
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Proposicao 3.1. Seja Q2 um conjunto aberto e limitado de classe C" comr = max (m + 2, 2),
meZ em>0. Se fe Wn*Q) e (u,p) € a solucao do problema de Stokes (3.1)-(3.3)
tal que (u,p) € W>*(Q) x Wh*(Q) com 1 < a < +00, entdo

uw€ W™A(Q),  pe W (Q) (3.16)

e existe uma constante co que depende de o, v, m e € tal que

||uHWm+2va(Q) + HP||Wm+La(Q)/R < (Hf”wwa(m + dq ||u||La(Q)) (3.17)

comdy,=0scea>2ed,=1sel<a<?2.

3.2 Equacoes de Navier-Stokes estacionarias

Dada a funcdo vetorial f : Q@ — R”, queremos encontrar uma funcio vetorial

u:Q — R” e uma funcio escalar p: Q — R, tais que

—vAu + Z u,Diu +Vp=f em (3.18)
i=1

divu =0 em € (3.19)

u=0 em T (3.20)

Lema 3.2. Seja fe L%(Q), as sequintes afirmacoes sio equivalentes:

(1) uw € HL(Q) e existe uma distribuigao p € L*(Q2) tais que as equagoes (3.18) e (3.19)

sao satisfeitas no sentido das distribui¢oes em € e (3.20) no sentido do traco,

(17) w € V satisfaz

v((u,v)) 4+ b(u,u,v) = (f,v)2@), Yve V.

com a forma trilinear b(w, v, w) dada por
b(u, v, w) = Z / w;(z)D;vj(x)w;(x)dx.
ij=17%
Demonstracao: (=) Suponha a afirmagao (i) é verdadeira. Usando os mesmos argu-

mentos do Lema 3.1 temos que u € V. Além disso,

D/ (Q) xD(Q)

=1
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Tomando ¢ = v € V C D(Q2) obtemos

v(—Au,v)p () xD(Q <Z u;Diu ”> +(Vp, v >]D>’ () xD(Q) = (f, v>]D)’(Q)><]D)(Q) :
D/(Q) xD(Q)

Mas,

<Z uiD,-u,'v> = Z<Z uiDin>”j>
i=1 D (2) xID(2) j i D'(Q)xD(Q)
_ Z/ < ) Dy, (z )) v;(2)dz

(3.21)
_ ZI/U ) Dy () v () dz
e
Combinando (3.4), (3.5), (3.6) e (3.21) tem-se
o((w, v)) + b, u, v) = (F, 9)izqy, Vo € V. (3.22)

Porém, V é o fecho de V em HE(Q) N1L"(Q) e portanto para cada v € V existe uma
sequéncia (v,) em V convergindo para v em Ve pela continuidade dos membros de
(3.22) concluimos que ((u,v,)) = ((u,v)), b(u, u,v,) = b(u,u,v) e (f, vn)i2@Q) —
(f, v)12(). Logo, (3.22) vale para todo v € V.

(<) Suponha que a afirmacao (ii) é verdadeira. Entao, por (3.4), (3.6) e (3.21) tem-se

<VAu—iu,-Diu+f,'v> =0, VYvel
i=1 D’ (£2) xD(2)

Como Au € H'(Q), f € L*(Q) e u;D;u € L71(Q), as hip6teses das Proposicoes

1.1 e 1.2 sdo satisfeitas e, logo, existe uma distribuicdo p € L*(2) tal que

=1

é satisfeita no sentido das distribuicoes em (2. [ |

Observe que o Lema 3.2 garante que, para cada f € L?(Q), toda u que satisfaz (i) é
solugdo do problema (3.18)-(3.20) no sentido dado por (7). Logo, podemos definir solugao
fraca do problema (3.18)-(3.20) do seguinte modo:

Definigao 3.2. Dada f€ 1L*(Q), dizemos que uw € V € solugao fraca de (3.18)-(3.20) se

v((w,v)) + b(u, w,v) = (f, v)12(0), YweEV.
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3.2.1 Existéncia

No seguinte teorema mostraremos que o problema de Navier-Stokes estacionario tem

solucao.

Teorema 3.2. Seja f € L%(Q). Entdo o problema (3.18)-(3.20) tem solucio fraca u € V
tal que p € L?(9Q).

Demonstracao: Para provarmos a existéncia de solucao fraca usaremos método de Ga-
lerkin (veja se¢ao 1.3) e argumento de ponto fixo, o Lema 1.2.

Como V é um espaco de Banach separdvel podemos considerar uma base (v,,) C V
de 17, Vm o espago gerado por {vy, ..., v, } e o seguinte problema aproximado: encontrar

Uy, € ‘~/m, tal que

Uy = Z gim’viu é'i,m S Ra (323)
i=1
V(s ) + 0(Um, U, v5) = (F,05)1200), J=1,...,m. (3.24)

Primeiro provaremos que, para cada m fixo, o problema (3.23)-(3.24) tem uma tnica

solugao. Por simplicidade de notagao omitiremos, nesta prova, o indice m de u,,.

Considere, para cada u € ‘7m, a aplicagao F': Vm — R dada por

Fu(v) =v((u,v)) +b(u, u,v) — (f,v)L20).

Logo, F, ¢ um funcional linear continuo em (V,,, H-HHé(Q)). Aplicando o Teorema da

representacao de Riez temos que existe um tunico z, € ‘7m tal que
Fu(v) = ((z4,v)), VYveEV,.

Deste modo, podemos considerar a aplicacao B, : V., — V,, dada por P (u) = z,.

Afirmamos que P,, é continua. De fato, seja (uy) uma sequéncia tal que (uy) converge
para u em V,,. Entéo, (uy) é limitada, ou seja, existe M > 0 tal que ”ukHHg)(Q) <M,

Vk € N.
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Fazendo v, = u; — u, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e as propriedades

b(u, u, v) obtemos

(P (ur) = Pu(u), w))| = |Fu,(w) — Fu(w)]

lv((vg, w)) + b(vg, uk, w) + b(u, vy, w)|

IN

IN

(v+ Cb(Hu”H(l)(Q) + ||uk|lH(1)(Q))) ||'Uk||H5(Q) HwHHé(Q)

< (W + Golllullgy o) + M) [[vellg o) lwllg g -
Tomando w = P,,(uy) — P,,(u) na desigualdade acima, tem-se
I Po(tt) = Pl ) < (v + Colllgy oy + M) 1t — gy -

Logo, a aplicacao P, é continua.
Agora provaremos que (P, (u), U)H(l)(g) > (. De fato, usando as propriedades b(u, u, v)
e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
2
(Pn(u),w)) = vllulgyqg) + blu, v, v) = (f, w2
2
=V HU‘HH})(Q) — (f, w)L2(q)

2
> v ||u’||H(1)(Q) - ||f||L2(Q) ||U||1L2(Q)

Usando a desigualdade de Poincaré, tem-se

(Pn(u),w) > v ||U”§113(Q) — & ||f||L2(Q) HU”H3(9)

v

||,u’||]HI(1)(Q) (v ||u||H(1)(Q) — ||f||L2(Q))'

Portanto, para k > ¢,/v||f], e ||u||H(1)(Q) = k temos que ((P,(u),u)) > 0 com ¢,
a constante da desigualdade de Poincaré. Deste modo, as hipéteses do Lema 1.2 sao
satisfeitas e podemos concluir que existe u € Vm tal que P, (u) = 0,0u seja , u é solugao
de (3.23)-(3.24).

No que segue, obteremos estimativas a priori da solucao u,, do problema aproximado
(3.24). Para isto, multiplique (3.24) por &j,,, some para j = 1,...,m e use o Lema 1.7

para obter
2
Vwnllay o) = (F m)iz@) — 0(tm, @, ) = (F, wn)rze) < 6 [1F [l lwm o) -
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Portanto,
c
HumHH})(Q) < ;p H-fH]LQ(Q) : (3.25)

Deste modo, a seqiiéncia (u,,) é uniformente limitada em V. Como V é uma espago
de Banach reflexivo e a imersao de V' em L?(2) é compacta temos que existe u € V e

uma subsequéncia (u,,, ) de (u,,) tais que
Uy, —u em V. (3.26)

U, — u em L*Q). (3.27)

Tomando m = my, em (3.24), usando as convergéncias (3.26) e (3.27) podemos passar

o limite em (3.24) e obter

v((w,v))) +b(u, u,v;) = (f,v)2@, j=1,....m
para todo v € J_, V..

o0

Como o espaco |J,_, ‘N/m é denso em ‘N/, entao igualdade acima vale para todo v € V.

E a prova do Teorema 3.2 estd completa. [

3.2.2 Unicidade

No seguinte teorema mostraremos que o problema de Navier-Stokes estacionario tem

solugao unica quando os dados satisfazem certas condigoes e n < 4.

Teorema 3.3. Sen <4 e v é suficientemente grande tal que
2> Cy || fly - (3.28)
entdo o problema (3.18)-(3.20) tem uma unica solugao.

Demonstracao: Para n < 4 podemos tomar V=V. Assim, a solugao fraca u de

(3.18)-(3.20) satisfaz
v((uw,v)) +b(u,u,v) = (f,v),, VYveV (3.29)
Agora, tomando v = u e aplicando o Lema 1.7 obtemos
vl = F W < Il gy
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o que implica

1
HU’HH})(Q) < > 1F Iy

Agora, sejam w e z duas solugoes de (3.18)-(3.20) e w = w — z. Entao,

V((w,v))+b(w,w,v) = <f7,U>V’><V V’U 6‘/’
V(2. 0)) + bz, 2,0) = (f, )y Vo EV.
Subtraindo (3.32) e (3.31) obtemos
v((u,v)) +b(z,u,v) + b(u, w,v) =0.
Agora, tomando v = u e usando o Lema 1.7 tem-se
v HUHE%(Q) = —b(u,w,u) =b(u, u, w).
Usando as propriedades de b(u, u, w) tem-se
2 2
v HUHH}J(Q) <C H“|’H3(Q) ||w||H3(Q) :
Usando (3.30) para a solugao w obtemos
C
2 2
v ||uHH(1)(Q) < o £y H’U’HH%(Q)‘

Portanto,

C
(4= S0 Pully < 0= 02 = 1) Tl <0

(3.30)

(3.31)
(3.32)

Mas, por hipdtese tem-se (3.28), o que implica que HUHH(I)(Q) =0, ou seja, u = 0.

E a prova do Teorema 3.3 estd completa.

3.3 Equacoes de Stokes de evolucao

Dadas as funcgoes vetoriais f : Q — R" e ug : 2 — R", queremos encontrar uma

funcao vetorial u : Q — R"™ e uma funcao escalar p: () — R, tais que

%—?—yAujLVp:f em (@,
divu =0 em Q,
u=0 emlS,

u(z,0) = up(z) em Q.

w W W
SR D
~— ~ N~ =

~—~ o~ o~
2
w
D



Para obtermos a formulagao fraca do problema (3.33)-(3.36) consideramos u € (C? (@))n
e p € C1(Q) solugdes cldssicas de (3.33)-(3.36). Fazendo o produto escalar de v € V com

(3.33), integrando sobre 2 e usando os mesmos argumentos da Sec¢ao 3.1, obtemos
(W' (t), )p2q) + v((u(t), v) = (f(1), V)2, YveV. (3.37)

d
E(U(t), V)L2(Q)-

Estes resultados motivam a seguinte formulacao fraca para o problema (3.33)-(3.36).

Por outro lado, sabemos que (u/(t), v);(q), =

Considere V' e H os espacos de Hilbert definidos na Secao 1.1.1 do Capitulo 1.

Formulagao Variacional 3.1. Para f € L*(0,T;V') e uy € H, queremos encontrar

uma funcio w € L>(0,T; H) N L*(0,T;V) tal que

d

E(u(t), V)2 + v((u(t), v) = (f(t), v),, em D'(0,T), YVveV, (3.38)

u(0) = uy. (3.39)

Definigao 3.3. Sejam f € L*(0,T;V') e up € H. Se w € L*>(0,T;H) N L*(0,T;V)
satisfaz (3.38)-(3.39), entao dizemos que u é solucao fraca de (3.33)-(3.36).

No que segue, usaremos a relacao entre formas e operadores descrita na Secao 1.4.4

do Capitulo 1 para obter uma formulacao equivalente a dada na defini¢ao 3.1.

Para cada w € L*(0,T;V) considere a aplicagao t — Awu(t) defindas q.s. em [0, 7]

por

Au(t) e V',
< Au(t), v >yixv= ((u(t),v)), Vv eV. (3.40)

Com o seguinte resultado obteremos algumas propriedades do operador A:
Proposigao 3.1. Se we L*(0,T;V) entao Au € L*(0,T;V").

Demonstracao: Note que Au(t) € V' e t — Au(t) é mensuravel q.s. em [0,7]. Como

((u(t), v)) é uma forma bilinear e continua em V' temos que

| < A(u(t), v > [ = [((u(t), v)m@] < Cllu@)]]|v]].

47



Logo,
| < Alu(t), v > |

o] < Cllu@)]] = [|[Au(®)]2 < Cllu(®)]]*.

Portanto,

T T
/ | Au ()| dt < / (@)l dt = (| Al 20wy < Cllellzoran,
0 0

ou seja, Au € L*(0,T;V') e A e L(L*(0,T;V),L*(0,T;V")) e a prova da Proposicio 3.1

estd completa. [ |

Teorema 3.4. Seuw € L>(0,T; HYNL*(0,T;V) € solugao (3.38) entio v € L*(0,T;V").

Demonstragao: Observe que (Au(t), v)ywy = ((u(t),v)), Vv € V. Entao, pelo Lema
1.3 da Se¢ao 1.4 do Capitulo 1, cada solugdo u de (3.38) satisfaz

% (u(t), v)yr .y = (f(t) —vAu(t),v)y.,,, em D'(0,T), VveV.

Logo, u'(t) = f(t) — vAu(t) € V'. Entao, aplicando a Proposi¢ao 3.1 e usando que
f € L*0,T;V"), o resultado segue. [ |

Observe que, podemos aplicar o Lema 1.4 da Secao 1.4 do Capitulo 1 e obter u €
C([0,T); H), o que justifica a condigao (3.39).

Portanto, temos a seguinte formulagao equivalente do problema (3.38)-(3.39):

Formulagao Equivalente 3.1. Para f € L?(0,T;V') e uy € H, queremos encontrar
uma funcio w € L>(0,T; H) N L*(0,T;V) tal que
w € L*0,T; V')
v+ Au=f em L*(0,T;V"), (3.41)
u(0) = uy.
Resta verificarmos a equivaléncia entre o problema (3.41) e o problema original (3.33)-
(3.36). Como (3.41) ¢ obtida essencialmente multiplicando-se (3.33) por uma funcao de

V), é suficiente recuperarmos a pressao p (perdida no processo). Para isto, considere o

seguinte problema:
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Para f € L*(0,T;V’) e ug € H, queremos encontrar o par (u,p) € X x D'(Q) com
X = L>(0,T; H) N L*(0,T;V) tal que

ou /
5 ~vAutVp=Ff em D(Q) (3.42)
u(z,0) = uo(x) em 2.

Lema 3.1. Os problemas (3.41) e (3.42) sao equivalentes.

Demonstracao: (<) Claramente, se (u,p) é solugao de (3.42) entdao u satisfaz (3.41).
(=) suponha que w € L>*(0,T; H) N L?(0,T;V) ¢ solugao de (3.41) e considere a
aplicagao I(t; v) : H}(Q) — R definida por

1) = [ (5], 0}y = wA((s),0))) ds = ((t) 0)2e) = (280 V)20,

Para cada t, I(t; v) ¢ um funcional linear em H} () que se anula em V. Entao, pelo
Lema 1.7 da Secao 1.4 do Capitulo 1 temos que, para cada ¢, existe uma unica funcao

P(t) € L3(Q) tal que
lt;v) = - < VP(t),v >H-1)xHL(Q) VU € H (),
ou seja,

t
(P(t), divo)iz(q) = /0 ((f(S), V)i —v(u(s), U)H(l)(ﬂ)) ds—(u(t), v)r2(0) — (%o, V)L2(0)
(3.43)
Vo € H}(Q).
Como Awu € L*(0,T; V") podemos verificar que P € C([0,T], L3(Q2)).

Agora, diferenciando (3.43) obtemos
(P'(t), divo)z) = (F(1), V) yrwy — v((u(t), v) — (W' (1), v)12), Vo € Hy(Q).

Tomando p = P’ em D’(Q)) obtemos a primeira equagao de (3.42) e a prova do Lema

3.1 esta completa. [ |

3.3.1 Existéncia e unicidade

No seguinte teorema, provaremos que o problema (3.38)-(3.39) tem um tnica solugao.
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Teorema 3.5. Para f € L*(0,T;V') e uy € H, existe uma tnica solugdio fraca u do
problema (3.38)-(3.39).

Demonstracao: Para provarmos a existéncia usaremos novamente o método de Faedo-
Galerkin. Para isto, considere (v,,) uma base de V', V,,, o espago gerado por {v1,..., v}

e o seguinte problema aproximado: encontrar u,, € V,, tal que

wn(t) = 3 gin(t)e,

(l(£), vz + (1), 0)) = (F, Vi) yry s 0= Loeeym (3.44)

um(O) = Ugym € Vm

Uo, escolhido tal que lim wg,, = ug em H. Por exemplo, ug,, pode ser a projecao
m—0o0

ortogonal de uy em V,,.

Primeiro provaremos que o problema aproximado (3.44) tem uma unica solugao para
cada m fixo. Para isto, note que (3.44) é um sistema linear de equagoes diferenciais
ordinarias de 1* ordem dado por

Z(vj, Vi)12(Q) Gy (t) + VZ(UJ', vi)y) Gim(t) = (F(), vi)yry s i=1,...,m
j=1 j=1
ou na forma matricial

AG'(t) + BG(t) = F(t)

com
Aij = (v, vi)L2(0), Gi(t) = gim(t),
Bij =v(vj,vi)m), Filt) = (F1),vi)yy -
Como os vetores {vy, ..., v,,} sdo linearmente independentes, a matriz A é inversivel

e obtemos o seguinte problema de valor inicial:

G'(t)+ A' BG(t) = A7 F(t)
G0)=w

(3.45)

para ¥; = «;,, os coeficientes de wg,,.

Logo, pela teoria da equagoes diferenciais ordindrias (para mais detalhes consulte

Coddington[4]) existe uma tnica G(t) solugdo de (3.45) tal que g;, é absolutamente
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continua. Mas, a funcao t — t), v;)y . pertence a L2(0,T), e logo, ¢i. € L*(0,T).
VIixV im

Portanto, para cada m, existe uma unica u,, solugao de (3.44) tal que

Uy € C([0,T); Vi) e ul, € L*(0,T;V,,).

No que segue, representaremos o produto interno e a norma de L%(Q2) por (-,-) e | - |,

respectivamente. Representaremos o produto interno e a norma de H}(2) por ((-,-)) e

|||, respectivamente e (-, -) representara o par de dualidade de V' e V.

Agora obteremos estivativas a priori da solu¢do u,, de (3.44). Para isto, multiplique

a primeira equagao de (3.44) por g;,(t), some as equagoes com ¢ = 1,...,m para obter

(3 (1), (1)) + v [ (B)]* = (F (), w(t))

Usando
tem-se

Observando que

2(F (1), wn(t)) < 2[IF @)l llun @) < v llua®]” + % If @Iy

(3.46) torna-se

d 1
Zlun@®F + v un®]" <~ 1F @)

Integrando (3.48) em (0,¢) com t € (0,7) obtemos
2 ! 2 2 1 g 2
an®F 40 [ NunIPds < a4 [ 1) d
0 0

1 [T )
< Juol? + 2 / IF DI d.
VJo
Logo,
9 s 1 (7 2
sup [ (OF < fuof + [ 1703 at)

0<t<T v
Integrando (3.48) em (0,7") obtemos

T 1 T
unF 0 [ @It < o+ [ M@
o 17T 2
< ol 4 [ IFIR
vJo

51

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)



Logo,
g 2 1o, 1 2
Jm ()" dt < —fuo|” +— [ IF (D)} di. (3.50)
0 v v=Jo
Por (3.50) e (3.49), temos que a sequéncia u,, ¢ uniformemente limitada em L>(0,7; H)N
L?(0,T;V). Portanto, existem u* € L>(0,T;H), w € L?(0,T;V) e uma subsequéncia
(up) de (u,,) tais que
Uy — u* em L>(0,T; H),
Upy — uw  em L20,T;V).
Podemos mostrar que u* = u em L>(0,T; H)NL*(0,T; V) (para mais detalhes consulte
Temam [14, p. 258]).

No que segue, vamos usar o seguinte resultado que pode ser encontrado em Zeidler

[16, p. 411]:
/T<v(t),um/(t)>dt R /T W), wt)dt, Yo L0, T:V).  (3.51)

Agora, seja v € C([0,T]) tal que ¥(T) = 0. Multiplicando (3.44) por ¥ (t) e inte-

grando em (0,7") obtemos

/O (1), ;) (8)dE + v / (), 0;) )6 (0)dt = / (1), v) w(t)dt.

Mas, por integragao por partes, temos

/0(ULL(t),vj)@D(t)dt:—(um(o)ava’W(O)—/o (wm (), ;)" (t)dt.

Logo,
-/ (un(®) ()t + v / (o (t), (00
= (o 0)00) + | "0, 5) w0t
Por (3.51) e a definicio de gy, temos que
- [ @i+ v [ o, vwe
= (o000 + [ {700 w0

Como (3.52) é valida para cada v;, qualquer que seja j, ent@o por linearidade

B / (w(t), v} (B)dt + v / ((u(t), v))b(t)dt

(3.52)

(o v)0(0) + / (1), 0) b(t)dt (3.53)
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[o.¢] oo
para todo v € UVm. Mas, UVm ¢ denso em V| entao, para cada v € V| existe

i=1 =1
oo

uma sequéncia (v,) C U V,, convergindo pra v em V. Como ambos os membros de
i=1
(3.53) definem funcionais lineares continuos na variavel v temos que (3.53) vale para

todov e V.

Fazendo ¢ = ¢ € D((0,T)) em (3.53) temos que

%(u(t), v) +v((u(t),v)) = (f(t),v) em D'(0,T7), VveV (3.54)

Resta mostrarmos que u(0) = uo. Para isto, multiplicando (3.54) por ¢ (o mesmo

usado em (3.53)), integrando em (0,7") e usando integragao por partes obtemos
T T
- [ @@ owon + v [ (.o
0 0
T
— (WO 00+ [ (FO 00w (359
Combinando (3.53) e (3.55) tem-se
(w(0) — up,v)1p(0) =0, Vovel.

Logo, para 1(0) # 0 temos

u(0) = uyp.

Agora provaremos a unicidade de solucao fraca. Para isto, suponhamos que v, w €

L>(0,T; H) N L*(0,T; V) sao solugoes de (3.38)-(3.39) e u = v — w entao

%(u(@, v) + v((u(t),v) =0 em D(0,T), Vo€V,

u(0) = 0.
Tomando v = u(t) obtemos
SluOP + v ] =0
dt '

d
Logo, %|u(t)|2 < 0, integrando em (0,7) tem-se |u(t)|* < |u(0)]* = 0, o que implica
v=w.

E a prova do Teorema 3.5 estd completa. [ |
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3.3.2 Regularidade

Proposigao 3.2. Sejam Q um dominio de classe C*, f€ L*(0,T; H) e ug € V. Se (u,p)
¢ a solugdo de (3.33)-(3.36) entao

w € L*(0,T,H*(Q)), « € L*0,T,H) e pe L*0,T,H'(Q))

Demonstragao: Multiplicando a primeira equagao de (3.44) por g¢.,,(t) e somando para

1 =1,...,m, obtemos

ou ainda,

2l (1 % (1) = 20F (1) (1)

Integrando em (0,7") e usando a desigualdade de Cauchy tem-se
T T
2/ Jup, (O Pdt + v un(T)* = v [luon]” +2/ (f (1), ugn (1)t
0 0

T T
< vluonl+ [ IF@Rd+ [ 0P
0 0
o que implica
T T
/ W%@FﬁSVWWMF+/§V@Wﬁ- (3.56)
0 0

Podemos tomar a sequéncia (w,,) tal que ug,, seja a projegao ortogonal em V de wuy

sobre V,,, logo
Uom — Uy, em V e |uon| < [Juo|, Ym eN
Entéao, (3.56) torna-se

T T
/|mﬁWa3ume+/|ﬂm%t (3.57)
0 0

/

Assim, a sequéncia (u},) é uniformemente limitada em L?(0,T; H) e, logo, existe
u' € L*(0,T;H). Portanto, f —u' € L*(0,T;1L*(Q)) e podemos considerar o seguinte

problema estaciondrio:

—vAu(t) + Vp(t) = f(t)—u'(t) em Q
divu(t) = 0 em ()
u(t) = 0 em OS2
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para q.s. t € [0,T]. Aplicando a proposigao 3.1 da Sec¢ao 3.1 do Capitulo 2, obtemos
u(t) € H*(Q) e p(t) € H(R2). Além disso,

1 (®)llez2 (@) + 1P 111 () < co IF (1) = @' ()| -

Portanto, u € L*(0,T,H*(2)) e p € L*(0,T, H*(Q)).

E a prova da proposigao 3.2 estd completa. [

3.4 Equacoes de Navier-Stokes de evolucao

Considere n < 4. Dadas as fungoes vetoriais f : Q — R" e ug : 2 — R", queremos

encontrar uma funcao vetorial u : ) — R" e uma funcao escalar p: () — R tais que

u —vAu + z”: u;Diu+Vp=f emQ, (3.58)
- divu =0 em Q, (3.59)

u=0 emS, (3.60)

u(z,0) = up(xz) em Q. (3.61)

Formulacao fraca

= n

Para obtermos a formulagéo fraca do problema (3.58)-(3.61) consideramos u € (C*(Q))
e p € C1(Q) solugdes classicas de (3.58)-(3.61). Fazendo o produto escalar de v € V com

(3.58), integrando sobre €2 e usando os mesmos argumentos da Se¢ao 3.3 obtemos

(w'(t), v) + v((u(t), v)) + b(u(t), u(t), v) = (f (1), v),

u(0) = uyp.
Assim, temos a seguinte formulagao variacional do problema (3.58)-(3.61):

Formulagao Variacional 3.2. Para f € L*(0,T;V’) e ug € H, queremos encontrar
uma funcio w € L>(0,T; H) N L*(0,T;V) tal que

d

7 (ult), v) + v((u(t), v)) + b(u(t), u(t), v) = (ft), v), (3.62)

u(0) = uy. (3.63)
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Definigao 3.4. Sejam f € L*(0,T;V') e ug € H. Se w € L>(0,T;H) N L*(0,T;V)
satisfaz (3.62)-(3.63), entao dizemos que u é solugao fraca de (3.58)-(3.61)

No que segue usaremos a relagao entre formas e operadores descrita Secao 1.4.4 do

Capitulo 1 para obter uma formulacao equivalente a dada na definicao 3.2.
Para cada w € L*(0,T;V) considere as aplicagoes t — Au(t) e t — B(u(t), u(t))
defindas q.s. em [0,7] e dadas por
Au(t), B(u(t), u(t)) € V',
(Au(t), vy = (ult), 0), VYoV, (3.64)
(Blult), u(t)), vy = blu(t), u(t),v), Yo eV, (3.65)

Usaremos a notagao B(u(t)) para B(u(t), u(t)).

Nas Proposigoes abaixo provaremos algumas propriedades do operador B. Para isto,
precisamos dos seguintes resultados de interpolacao, cujas provas podem ser encontradas

em [14, p. 291].

Lema 3.2. Para v € H}(Q) temos que

1/2 1/2

[vllLs@) < CV2|[vllgg llvlliil, se n=2, (3.66)
3/4 1/4

1vlLa) < CV2 [0l llvllihlg, se n=3. (3.67)

Proposigao 3.2. Sen <4 ewue L*0,T;V) entao Buec L'(0,T;V").

Demonstracao: Note que B(u(t)) € V' e t — B(u(t)) é mensurdvel q.s. em [0, 7.

Como, para n < 4, b(u(t), u(t), v) é trilinear e continua em V' temos que

| < Blu(t),v > | = [b(u(t), u(t), v)| < Cllu®)|[*[|v]]

Logo,
| < Blu(t).v >
< I > 1Bul. < ClluolF
Portanto,
T T
[ 1Bu@lar<c [ u@Pd = [Buluor, < Clulleor, — (G68)
0 0

ou seja, Bu € L'(0,T;V') e B : L*(0,T;V) — L'(0,T;V’) e a prova da Proposigao 3.2

esta completa. [ |
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Proposigao 3.3. Se u e L>(0,T; H) N L*(0,T;V) entdo

Bue L*(0,T;V') se n=2, (3.69)

Bu e L*3(0,T;V') se n=3. (3.70)

Demonstracao: Pela propriedades da forma b(u(t), w(t), v), dadas nos Lemas 1.6 e 1.7
da Secao 1.5 do Capitulo 1 temos que

(as(t) (1), )| = |~ b(u(t), v, w(1))] < Cllult) o]
Portanto,
< Blult), v > | = (), u(t), v)] < Cllu)Eae o]l
Logo,
=P < a0l = 1Bu. < Clu@lfag, (1)

Agora, vamos considerar separadamente os casos n =2 e n = 3.

Se n = 2, podemos combinar (3.66) e (3.71) e obter
1Bu(t)]]. < Cllu®)llisq) < Cllu®)||lu®)lls,
T T
o que implica / [|Bu(t)||? dt < C/ [[w()|)? ||w(t)||% dt, e logo,
0 0

[[Bul|z20,7v7) < Cllul|zz0,0v) || @] ©,7:m),

ou seja, Bu € L*(0,T;V’) se n = 2.

Se n = 3, podemos combinar (3.67) e (3.71) e obter

1Bu(®)]]. < Cllu(t)l[Eaq) < Cllu@)]* [|u®)|l;”,

T T
o que implica / || Bu(t)||*3 dt < C/ lu(t)|? Hu(zﬁ)Hi{3 dt, e logo,
0

0
3/2 1/2
|Bul|La/3 0,0 <CHU’HL/20TV|| HL/°°(0TH
ou seja, Bu € LY3(0,T;V') se n = 3.
E prova da Proposicao 3.3 esta completa. [
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Teorema 3.6. Se u € L>(0,T; H) N L*(0,T;V) € solugao de (3.62) entdo, para n < 4,
temos que w € LY(0,T;V"). Em particular,
u € LX0,T;V') se n=2, (3.72)

u e LY30,T; V') se n=3. (3.73)

Demonstracao: Observe que (Au(t) — Bu(t), v)yxv = ((u(t), v)) + b(u(t), u(t), v),
Vv € V. Entao, pelo Lema 1.3 da Secao 1.4 do Capitulo 1, cada solu¢do u de (3.62)

satisfaz
<ul(t)> 'U>v'xv = <f(t) - VAu(t) - B’U,(t), v)V’xV €m D,(O’T)7 Vv eV.

Logo, u/(t) = f(t) — vAu(t) — Bu(t) € V'. Entao, aplicando as Proposigoes 3.2 ¢ 3.3 e
usando que f € L*(0,T; V"), o resultado segue. [ |

Pelos resultados do Teorema 3.6, para n < 4, tem-se u € C([0,T]; V'), o que justifica
a condic@o (3.63). Observe que , para n = 2, podemos aplicar o Lema 1.4 da Secao 1.4

do Capitulo 1 e obter w € C([0,7]; H).
Portanto, temos a seguinte formulagao equivalente do problema (3.62)-(3.63):

Formulagao Equivalente 3.2. Para f € L*(0,T;V’') e ug € H, queremos encontrar
uma funcio w € L>(0,T; H) N L*(0,T;V) tal que
o e LY0,T;V") se n<d4,
W+ Au+ Bu=f em LY0,T;V), (3.74)
u(0) = uy.
Em particular, v € L*3(0,T;V") sen =3 e« € L*(0,T;V') se n = 2.

Resta verificarmos a equivaléncia entre o problema (3.74) e o problema original (3.58)-
(3.61). Como (3.74) é obtida essencialmente multiplicando-se (3.58) por uma funcao de
V), é suficiente recuperarmos a pressao p (perdida no processo). Para isto, considere o

seguinte problema:

Para f € L?(0,T;V’') e ug € H, queremos encontrar o par (u,p) € X x D'(Q) com
X = L>(0,T; H) N L*(0,T;V) tal que

ou =

— —vAu+ ) uDiu+Vp=f em D (Q)

ot Z (3.75)
u(z,0) = uo(x) em ).
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Lema 3.3. Os problemas (3.74) e (3.75) sao equivalentes.

Demonstracao: A prova é essencialmente a dada no Lema 3.1 da Secao 3.3 deste

Capitulo, definindo-se o funcional linear I(¢; v) : H}(Q) — R por

I(t:v) = / () 0) sy —v((uls), v))=blu(s), u(s), v) ) ds—(w(t), v)rz()~ (2o, V)20,

3.4.1 Existéncia

No seguinte resultado provaremos existéncia de solu¢ao do problema (3.62)-(3.63) (ou

(3.74)).

Teorema 3.7. Para n < 4, f € L*0,T;V') e up € H, existe uma solugdo fraca
we L0, T; H)N L*(0,T;V) do problema (3.62)-(3.63).

Demonstracao: Para mostrarmos a existéncia de solugao fraca do problema (3.62)-
(3.63) vamos aplicar o método de Faedo-Galerkin. Para isto, seja (v,,) uma base de V/,
Vi 0 espago gerado por {vy,...,v,,} e o seguinte problema aproximado: para cada m

fixo, encontrar uma solucao aproximada u,, € V,, na forma

wp(t) = Z Gim(t)vi

satisfazendo, para 1 < j < m,

(U, (1), v5) + v((wn(t), v5) + b(wm(t), um(t), v;) = (f(t),v;), (3.76)
un(0) = wogm € Vire  (3.77)

Ug, escolhido tal que lim wg,, = up em H. Por exemplo, ug,, pode ser a projecao
m—0o0
ortogonal de ug em V,,.
Observe que o problema (3.76) é equivalente ao seguinte sistema de equagoes diferen-

ciais ordinarias:

Z(% V;)Gim () + v Z((% v;5))gim(t) + Z b(vi, V1, 05) Gim (E) i () = (F (2), v5) ,

59



para 1 < j <m,
gim(0) = g0 para 1<i<m. (3.78)
com g9 os coeficientes de wg,,.

Como a matriz de elementos [(v;, v;)] é inversivel, pois {v1, va, - - - , v, } s80 LI, temos

que (3.78) torna-se

¢(tvglm(t)792m(t)7 agmm(t)) para 1 S] S m,

J
0
gim

G ()

(3.79)
gim(o)

para 1 <7< m.

Agora, pelo Teorema de Carathéodory [4], o sistema (3.79) tem uma solugdo maximal
local u,,(t) no intervalo [0,t,,) para algum t,, < T. Se t,, < T entdo necessariamente
temos que

lim [ (8)] 11 = 0.
t—sto,

Portanto, se mostrarmos que ||u,(t)||z ¢ limitada independente de m e t entéo prova-
remos que t,, = T, ¥m, o que implica que u,,(t) é solugao global. Para isto, multiplique

(3.76) por gjm(t), some as equacoes para j = 1,...,m para obter

(i (£), win (1)) + vl [wm ()] + 0(wm (t), wm (), wm(t)) = (F (1), wm(t))

e pelo Lema 1.7 da Secao 1.4 do Capitulo 1 obtemos

(i (1), wn (1)) + vl[um (B[] = (F (1), um (1)) ,

ou seja,
d
Zlun(OF +2v ln (D)1 =2 (f (£), wn (1)) - (3.80)
Usando (3.47) temos
d o _ 1 2
lun@F +vlun @1 < —IF @OV (3.81)

Integrando (3.81) em (0,t) obtemos

t 1 t
unF + [ un@I ds < 5 [ IR ds-+ o
1 T
|0l dr

v

(3.82)

Logo |u,,(t)| é limitada por uma constante que independe de m e t. Portanto, w,, é

uniformemente limitada em L>(0,7; H).
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Além disso, fazendo t =T em (3.82) obtemos
T T
2 2 1 2 2
[un(T)" +v i lum ()] dt < — i 1F @)l dt + ol (3.83)

Logo, u,, ¢ uniformemente limitada em L?(0,T;V). Nao é complicado mostrar que

U, é a unica solucao de (3.79). Portanto,

| Lo 0,750) + ||| 22(0,7v) £ C (3.84)

com C' uma constante independente de m.

No que segue, obteremos uma estimativa de alguma derivada fracionada de u,,. Pela
definigao do espago H(0,7;V, H) (veja Se¢ao 1.4.5.1 do Capitulo 1), primeiro estende-
remos Uy, (t) por zero fora de [0,7] e depois consideramos a transformada de Fourier da

funcao estendida. Para isto, seja u,, : R — V' tal que

u,(t) se tel0,7T],
0 se teR\[0,T].

U, (t) =

e U, (7) a transformada de Fourier de w,,(t).

Assim, o sistema (3.76) é estendido para R do seguinte modo:

d . » _ . ~
(1), 03) + V(@on0), 03)) + DT (8), Ton(0), ) = (F (1), ;) +

(Wom, v;)00 — (u(T),v;)or, (3.85)

com dq e O as distribuigoes de Dirac em 0 e T, respectivamente, e f a extensao de f por

Zero.

Representaremos por f,, (7) a transformada de Fourier de f(¢) e By, (7) a transformada

de Fourier de B(wu,,(t))

Calculando a transformada de Fourier em (3.85) obtemos, para 1 < j < m,
2077 (G (1), 05) + (G (7), 93)) +  Bun(7),0;) = (F(7), w;) +
(wom, v;) — (u(T), v;)e >

Multiplicando por gj,(t) (transformada de Fourier de g;,(t)) e somando para j =

1,...,m tem-se
207l () o] ()] + (Bun(r), ;) = (F (1), () +
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(Wom, U (7)) — (W(T), Uy, (7)) 2™,

Da parte imaginaria da igualdade acima obtemos a seguinte cota superior:
2717 [iim()E < (1Bl + IF @) Nt + (o ()] + [ (7)) @i (7)]

Mas,
—~ oo
wmms/ F o)t < €.

Além disso, por (3.68) temos

[ B (7)]]+ S/_ [1B(Wnm (1), @ (t))]]«dt < Cz/o lun()]*dt = || Bun(7)]]x < Cs.

Lembrando que |u,,(0)] < C e |u,,(T)| < C obtemos a seguinte estimativa para todo
TeR:
7D < Cs (Il (7] + @) ). (3.56)

Observe que

[Ty (7| o g\
L IR dr < || 2o — .
[m e = ”L““W<[m O+hPP)

Entao, para o > 1/2,

HAU’ (‘)H
— T dr < Csl|lugy, VY-
/ 1 | |0. — 5|| ||L2(0,T, )

Analogamente,

O (7))
L dr < Csllum, -
.. Tiey o < Gl

Assim, dividindo os dois lados de (3.86) por (14-|7|7) para algum o tal que 1/2 < 0 < 1

e integrando em R e usando (3.84) concluimos que

+o0 m 2 1

o0

Entao, (3.87) junto com (3.86) implicam que

+oo
/ 71w (7)[* d7 < C

—00

1
para algum 7 tal que 0 < v < 1 (por exemplo, v = (1 —0)/2).

Logo, ,, é uniformemente limitada em H(0,7,V, H).
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Usando as estimativas (3.86) e aplicando o Teorema 1.6 temos que existe w € L*>(0,7; H)N

L?(0,T;V) e uma subsequéncia (u;) de (u,,) tais que

w, —u fracoem L*(0,T;V), (3.88)
u; — u fraco-x em L>(0,7;H), (3.89)
w, —u forteem L*(0,T;H). (3.90)

As convergéncias (3.88), (3.89) e (3.90) nos permitirao passar o limite no problema
(3.76) com m = . Para isto, condidere ¢ € C''([0,7T]) tal que (7)) = 0. Multiplicando
(3.76) por 9 (t) e integrando em [0, 7] tem-se

/0 (1), v;)(8) b+ v / (), 05))5(2) dt + / bt (1), 2 (1), 0, )06(1) it =

T
| oo
Mas, por integracao por partes, temos
T T
| 00000t = ~(n0).0)00) = [ (w0 0001
Logo, para 1 < 7 < m tem-se

- / (t(t), ) () dt + v / (), 0;))6(2) it +

T

/0 b(wi (1), U (1), v,)(t) dt = (wom, v;)1(0) + (f(t),v;)(t)dt. (3.91)

0

Fixando um inteiro arbitrario ly e tomando v € V., (3.91) implica que

_/0 (w(t), v)Y' () dt+u/0 ((w (1), v))(t) dt+

/0b(Uz(t)’Uz(t),v)w(t)dtZ(qu,v)w(O)Jr/O (f@),v)v(t)dt, VI>l. (3.92)

Usando a convergéncia (3.88) temos que

i [ ow©d = [ .0,
. . (3.93)
i [ oo d = [ (o)) i
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Além disso,

/0 b(aua(t), wi(t), )t dt = — / baar(8), v, (1)) (t) dt
_ /0 (Z/S)(ul)jg—g(ul)iqﬁ(t)) da dt,

a’l)i

com

€ D(Q).

L
Usando (3.90) temos que o produto (uw;); (w;); converge forte para u; u; em L*(Q),

portanto
T

Jim [ blan(t) wte) w)ote) de = /O bu(t), u(t), v)o(t) dt. (3.94)

Lembrando que, por hipétese, lim ug = ug em H e usando as convergéncias (3.93) e
=00

(3.94) passamos o limite em (3.92) para obter

- / (w(t), v () dt + v / ((u(t), 0)(t) dt
" / bau(t), w(t), v)ip(t) dt = (10, 0)p(0) + / (1), v) (1) dt
para todo v € V, e V¢ € C*([0,T]) com ¢(T) = 0.

[e.9]

Como [y é arbitréario e U Vin € denso em V| temos que (3.95) é vélida para toda

(3.95)

m=1

v € V. Além disso, tomando ¢ em D((0,7")) obtemos

d

5 (1), v) +v((u(t), v)) + b(u(?), u(t), v) = {£({t),v) em D((0,T)) Vv eV,

que ¢ exatamente (3.62).

Resta mostrarmos que u(0) = uo. Para isto, multipliquemos(3.62) por ¢ (o0 mesmo

1 usado em (3.95), integrando em (0,7") e usando integragao por partes obtemos

. / (wlt), v} () dt + v / ((u(t), 0))i(t) dt

T . (3.96)
+ [ blult), (o) 0)le) dt = (w(0). 0)0(0) + [ (F(0).0) vit)dr
0 0
Comparando (3.95) e (3.96) tem-se
(w(0) — up,v)(0) =0, VoveV.
Logo, para 1(0) # 0 temos u(0) = .
E a prova do Teorema 3.7 estd completa. [ |
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3.4.2 Unicidade para o caso bidimensional
S6 temos unicidade da solu¢ao do problema (3.62)-(3.63) quando n = 2. De fato,

Teorema 3.8. Para n = 2, o problema (3.62)-(3.63) tem wuma unica solugdo

we L0, T; H)N L*0,T;V).

Demonstragao: Sejam u; e uy duas solugoes do problema (3.62)-(3.63) e w = u; — us.

Entao, por (3.74), w satisfaz

w —vAw + Bu; — Buy; =0 em L*(0,T;V’),
w(0) = 0.

Logo,
(w' (1), w(t)) — v(Aw(t), w(t)) + (Bua(t), w(t)) — (Bus(t) w(t) =0,  (3.97)
ou seja,
(O + 20 w0 + 25 (1) wa(1), w(1)) — 2l ws(1), w(1)) = 0.
Por outro lado,
b (1), s (1), w(t)) = blua (), wa(t), w(t)) — blus(r), ua(t). w(t) as em (0,7).
Isto implica
b(us(t), (1), w(t)) = blw(t), walt), w(t)) — blur (1), us(t), w(t)) s em (0.7).
Assim,

b (0), 1 (0 (1)) — D(alt), walt), w() = b (1), (1) — wa(t), w()
+b(w(t), us(t), w(t))
= b(w(t), us(t), w(t))

Portanto,

%Iw(?ﬁ)l2 +2v [w(t)” + 26(w(t), us(t), w(t)) = 0
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Usando as propriedades de b(w (%), ua(t), w(t)) e a desigualdade de interpolacao (3.66)
obtemos
d
Sl + 2wl = —2b(w(t), us(t), w(t))

Cy [[ua ()] |w(®)] |30

< Gallu(®)]] [w @) [[w(B)]]-

IN

Usando a desigualdade de Cauchy com ¢ = v

1
ab<va®+ —b?
4y

obtemos
d
Zw®OP + 2w < vlfwd]]? + Csl[ua(t)[P|lw(®),
o que implica
d 2 2 2 2
2w < Glw®)llu@)[w®)]” a.s em (0,T). (3.98)
Como w € W(0,T), pois n = 2 podemos integrar (3.98) em (0,¢) e obter

%|w<t)\2 < 03/0 ws(s)|[?lw(s)|? ds.

Mas, W(0,T) Cc C([0,T] H) o que implica que a fungao t — |w(#)|? é continua em [0, 7.
Portanto, aplicando a desigualdade de Gronwall obtemos que |w(t)| = 0 em [0, 7.

E a prova o Teorema 3.8 esta completa. [

3.4.3 Solugao forte

Nesta Secao apresentaremos alguns resultados de regularidade da solucao fraca das
equagoes de Navier-Stokes para os casos n = 2 e n = 3. A prova destes resultados pode

ser encontrada em [8, 9, 14].

Teorema 3.9 (solugao forte no caso n = 2). Seja Q um dominio limitado do R?* com
fronteira de classe C*°. Suponha que ug € Ve f € (L*(Q))?. Entao, a solugdo u dada
no Teorema 3.8 satisfaz

YOt Oz’ Ox;0my

Além disso, u € C([0,T); V) e a pressao e suas derivadas pertencem a L*(Q).

€ L*(Q) para i,5,k=1,2.
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Teorema 3.10 (solucao forte local no caso n = 3). Seja Q um dominio limitado do R?
com fronteira de classe C*°. Suponha que uy € V e f € (L*(Q))%. FEntao, existe T,
0 < T. < T dependendo de Q, v, f, uy e T tal que em [0,T,) existe uma tnica solugao
u = (uy,ug, uz) do problema (3.62)-(3.63) satisfazendo

7Ot Oz’ Ox;0xy,
com Q. = (0,T,) x Q. Além disso, u € C([0,T%);V).

€ L*(Q.) para i,j,k=1,2,3 (3.99)

A unicidade da solugao forte do Teorema 3.10 é no sentido que nao existe outra
solugao forte satisfazendo (3.99) com os dados ug € V e f € (L*(Q2))? e ndo existe outra

solugao fraca em [0, Ty).

Observacao 3.1. No caso bidimensional, a solucdo fraca das equacoes de Navier-Stokes

satisfaz a igualdade energia:
57 )] + vllu(t)]|* =< f(t), ult) > . (3.100)

Porém, para o caso n = 3 a igualdade (3.100) nao € necessariamente satisfeita, ape-
nas podemos garantir que a sequinte desiqualdade energia € satisfeita, no sentido das
distribuicoes:

5o [uF +vlu®)|* << ft), ult) > .

No caso bidimensional, as equacoes de Navier-Stokes apresentam uma propriedade
de “suavidade” (regularidade) isto é, se o dado inicial ug é regular entao a solugao serd
regular. Por exemplo, se ug € H e f € (L*(2))? entdo a solugao u serd continua (0,7
com valores em V', isto é w € C((0,7] V). Assim, para dados suficientemente regulares
teremos solucao suficientemente regular. Por exemplo, se m > 2, ) é de classe C™ 2, ug €
VN(H™Q)" e f € L*(0,T; (H™'(Q))") entao a solugao w € L2(0,T;V N (H™(Q))")

e é continua em (0,7 com valores em H N (H™(2))".

Observagao 3.2. Obsserve a solu¢io w € continua em (0,T] com wvalores em
HN(H™(Q))" e nao em [0, T] com valores em HN(H™(2))". Temos que a continuidade
valerd em [0, T] com valores em H N (H™(Q))" se certas “condigoes de compatibilidade”
nos dados forem satisfeitas. Este problema ndo € especifico das equagoes de Navier-
Stokes, mas aparece tem todos os problemas de equacgoes diferenciais de evolugao. Para

mais detalhes, consulte [13].
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Capitulo 4

Problemas parabdlicos fortemente

nao lineares

Neste capitulo trataremos um problema parabdlico fortemente nao linear e um modelo

de fluido quase-newtoniano investigado por J. L. Lions em [9, p. 207].

4.1 Problema fortemente nao linear classico

Seja p > 1, entdao p’ serd o ntimero real positivo que satisfaz E + l/ = 1. Represen-
taremos por V o espaco normado Wy (2) com norma ||-|| e V' opespaio W=7 (Q) com
o par de dualidade dado por V' e V por (-,-). Seja [|-[|, a norma no espago L?($2). Em
particular, para o espago L*(2), ||-||, = | -| e seu produto interno serd denotado por (-, -).

Dadas as fungoes f: Q — R, ug: 2 — R e p > 2, queremos encontrar uma fungao

u: @ — R tal que

8U - 8 au p—2 8u
E_Zax‘ ( ox; ax) = fem Q=Qx(0,T), (4.1)
i=1 t L 7
u = 0em I x(0,7), (4.2)
u(ac,O) = Uo(x) em (2, (43)
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Formulacao variacional

Agora vamos obter a formulac¢do variacional do problema (4.1)-(4.3). Para isto, defi-

namos para cada u € W'?(Q), a aplicacao Au : V — R tal que
(Au,v) = Z/ | DsulP~? DsuD;v dx
i=1 /9

como |D;ulP~2 € L#2(2) e Dju, D;v € LP(S), entdo aplicando a desigualdade de Holder
generalizada temos que |Du[P"2DuDwv € LY(Q), portanto a aplicagdo Au estd bem

definida. Além disso,

|(Au, v) ]D u|P~2DyuD;v dx

<Z/|Duv’ " Dyo| da

n
-1
<Y Dl [1Dioll, < nllullfyig 1]
o que implica, Au € V' com
1Aully, < Cllullfying, -

Definicao 4.1. Um operador A : V. — V' € dito hemicontinuo se a fungcio X —

(A(u + A\v),w) € continua para quaisquer que sejam u,v,w € V.

Definicao 4.2. Um operador A : V. — V' é dito mondtono se (Au — Av,u —v) > 0,

quaisquer que sejam u,v € V.

A prova das seguintes propriedades do operador A pode ser encontrada em Lions [9,

pag. 157]:
Lema 4.1. A é um operador hemicontinuo e mondtono.

Finalmente, para u € LP(0,7; V) temos

T T T
| 1A, de< o [l de= o [ < o
0 0 0

logo, A(u(-)) € L¥'(0,T;V").
Os resultados acima motivam a seguinte defini¢ao de solugao fraca do problema (4.1)-

(4.3):
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Definigao 4.3. Dadas f € L¥ (0,T;V") e ug € L*(Q). Diremos que u € LP(0,T;V) ¢
solucdo fraca de (4.1)-(4.3) se ' € LY (0,T; V') e

(W v) + (Au,v) = (f,v), Yo €V em D'(0,T) (4.4)

u(0) = wup (4.5)

4.1.1 Existéncia e unicidade

No seguinte Teorema provaremos a existéncia e a unicidade da solucao fraca do pro-

blema (4.1)-(4.3) aplicando o método de Faedo-Galerkin.

Teorema 4.1. Sejam f € LP(0,T; V') e ug € L*(Q). O problema (4.1)-(4.3) tem uma

unica solucao fraca.

Demonstracao: Considere (w,,) uma base de V' e V,,, 0 espago gerado por {wy, ..., w,}
e o seguinte problema aproximado: para cada m € N, queremos encontrar uma solucao

aproximada u,, € V,, tal que

Uum(t) = Zgim(t)ww
(tt (£), w;) + (A (£), w;) = (f(£),w5), 1< j<m, (4.6)
U (0) = Ugy € Vin, Uom — Uo em L*(€2). (4.7)

Nao é complicado verificar que (4.6)-(4.7) é equivalente a um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias nao lineares e que este sistema tem uma solucao maximal local
definida para algum intervalo [0,t,,), 0 < t,, < T. Portanto, se obtivermos estimativas
uniformes desta solugao, provaremos que é uma solucao global. Para isto, multiplique

(4.6) por gjm(t) e some para j = 1,...,m para obter

(U (£), i () + (At (£), um(£)) = (F(£), um (2)) -

Portanto,

% (%Ium(t)|2> NP = (FE), um®)) < NFE Ny um ()] - (4.8)

Aplicando a desigualdade de Young tem-se

LF Ol [[um@)] < ]; LF @I + }9 [[m ()"
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e (4.8) torna-se
d (1 1 L, 1 /
— | = — < — Lo 4.
i (Glon®F) + S lun P < 1501 (49)
Integrando (4.9) em (0,¢), 0 < t < ¢, obtemos
P e 4 1 2
|Um ||Um Wodr < = [ D)y, dr + S luoml|
D Jo 2
Lt 4 1 2
< 5 ) W@l dr =+ Sluonl™

Portanto, |u,,(t)| é limitada por uma constante que independe de t e m, logo t,, = T.

Além disso,

smeW<—/Hﬂm%M+mw (4.10)

0<t<T p

1 , 1 [T » 1" . 1,

Sln P+ 5 [P dr < [ IR dr+ o (@11
0 D Jo

T , , T , T
| 14wl < [P ar< v (/'uf<>w,df+- hmmﬁ) (4.12)
0 0 0

Como o lado direito das desigualdades (4.10), (4.11) e (4.12) é uniformemente limitado

tem-se
Uy ¢ limitada em  LP(0,T;V) N L*(0,T; L*(Q));

U (T) 6 limitada em  L?(Q);
Au,, 6 limitada em L¥(0,T;V").

Logo, existe u € L>(0,T; L*(2)) N LP(0,T; V) e uma subsequéncia (u,,) de (u,,) tais

que
Uy —u em  L=(0,T; L*()); (4.13)
U —u em LP(0,T;V); (4.14)
U (T) = € em  L*(Q); (4.15)
Aty — x em  LP(0,T; V). (4.16)

Usando as convergéncias (4.13) vamos passar o limite na equagao (4.6). Para isto,

multiplicaque(4.6) por ¢(t) € C'([0,T]) e integre em [0, T] para obter

tAwmmww@w+é<mamwm@w=4<ﬂmwmww
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Integrando por partes temos

/0 (W (£), wyp(t)) dt = (un(T), w;)(T) = (1 (0), ;) p(0) — / (w30 (), () .

e logo,

(i (T), ;) @(T') = (1 (0), w;)(0) — /0 (wjep (), um(t)) di

+/0 <Aum(t),wj<p(t))dt:/o F(),w;) ().

Passando ao limite obtemos

(6,10,)0(T) — (g, w,)ip(0) — / (w;(8), u(t)) di

+/0 (x(t),w;ep(t)) dt :/0 (f(t),w;) p(t)dt,

ou seja,

(6,0)(T) — (g, v)(0) — / (u(t), v) ' (¢) dt = / () — x(B)0) ot dt (4.17)

o0
para todo v € U Vin, mas como este espago é denso em V' e os membros de (4.17) sao

m=1
continuos na variavel v, entdo (4.17) vale para toda v € V.

Se ¢ € D([0,T]) em (4.17), entdo
-/ " Gu0), ) o/ (0) dt = / L) x(0)0) olt) de (4.18)
Como V é reflexivo, entdo (4.18) satisfaz (i#) no Lema 1.3 e conclufmos que
W +x=f em LP(0,T;V").
Assim, para quaisquer ¢ € CY([0,T]) e v € V tem-se
[ wweon ai= [ 450 - xto,000) .
Integrando por partes obtemos
(u(T), o) (T) = (u0), 0)p(0) = [ fu(t), 0) (6 dt = / "0 — 10,0 pl0) dt. (419
Comparando (4.17) e (4.19) tem-se
(u(T) = £, 0)o(T) = (u(0) = g, ) 0) = 0.
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Como ¢ € C([0,T]) é arbitrdria, podemos escolher ¢(0) = 0. e ¢(T) # 0 e obter
¢ = u(T). Analogamente, para ¢(0) # 0 e p(T) = 0 temos que ug = u(0).
Agora vamos provar que y = Au. Para isto, usaremos o fato de A ser um operador

monotono, mais precisamente temos
T
X, = / (At (t) — AV (), e (£) — 0(8)) dt > 0, v € L2(0,T: V).
0

Como

‘A <Aum«wn%ﬂu»dt:1£ (F(E) e (6)) it 3t ? = 2 (TP

Entao,

T
Xor = [ @t O+ Sl ? = 5l (D)

- /0 (Aw (1), 0(t)) dt — /0 (Av(t), wn (1) — v(t)) dt.

Por outro lado,
|t (T)? = (e (T), e (T)) = (e (T) = w(T), w0 (T) = w(T))

+ (U (T) = w(T), w(T)) + (w(T); g (T)) Z (e (T') = w(T), u(T)) + (w(T), i (T))-

Logo,
lim inf |u,,, (T)|* > |u(T)|?.
Portanto, .
lim sup X, < /(; (f(t),u(t))dt + %’u0|2 _ %’u(T)P
_/0 (x(t),v(t)) dt —/0 (Av(t), u(t) — v(t)) dt.
Mas,

T 1 1 T
| Oty des Gl = SaF = [ o, ute i
0
o que implica
T
/ (c(t) — Av(E), u(t) — v(t)) dt > 0. (4.20)
0

Como v ¢é arbitrario em (4.20), podemos tomar v = v — Aw, com A > 0 e w € LP(0,T;V)

e obter

AA (x(t) — A(ut) — Mw(t)), w(t)) dt > 0,

73



ou seja,
/0 (x(t) — A(u(t) — Mw(t)),w(t)) dt > 0.

Usando que A é hemicontinuo temos, para A — 0,
T
!/<Mﬂ—AmmwQ»ﬁ20
0
Analogamente, para A < 0, obtemos

/0 (x(t) — Au(t),w(t)) dt < 0.

Portanto, y = Au.

Para provarmos a unicidade, considere u; e us solugoes de (4.1)-(4.3) e w = uy — us.
Entao

w' + Auy — Aug = 0 em LF (0, T; V"),
w(0) = 0.

Logo,
(W' w) + (Auy — Aug, uy — ug) = 0.

Usando que A é um operador mondétono tem-se

1d

2
- <
S Sl <o,

o que implica |w(t)|> < |w(0)]* = 0 e portanto w = 0.

E a prova do Teorema 4.1 estd completa. [ |

4.2 Um modelo de fluido quase-newtoniano

Sejam V é o fecho de V em W'P(Q) com ||-||, H ¢ o fecho de V em L?*(Q2) com |- |, V,
é o fecho de V em H*(2) com (-, -) o par de dualidade (-, ), -

Para u € C*(Q) considere

Au ==Y " Di(|Vul'Diu).

=1

74



E para u,v € W'?(Q) considere
(Au, v) = Z/ |Vu|P"2D;uD;v dx.
i=1 /9

Dadas as funcoes vetoriais f : Q — R” | ug : 2 — R e a constante v > 0, queremos

encontrar uma funcao vetorial u : Q — R” e uma funcéo escalar p, : Q — R, tal que:

ou &
N + vA(u) + ; w;Diu+Vp, =f, emQQ, (4.21)
divu =0, em Q, (4.22)
u=0 em)§S, (4.23)
u(z,0) = up(x), em (4.24)

Definicao 4.4. Dadas as fungoes f € LY (0,T;V'), ug € H, p > % Diremos que

u € LP(0,T;V) é solucio fraca de (4.21)-(4.24) se u' € L¥ (0, T; V') e
(', ) + v (A, ©) + b(u, u, v) = (f,v), em D/(0,T)

u(0) = ug

4.2.1 Existéncia
Vamos provar o seguinte resultado de existéncia:

Teorema 4.2. Dadas as func¢oes f € LY (0,T;V"), ug € H e

p> 3n+2.
n+ 2

Existe uma solucao fraca u do problema (4.21)-(4.24), tal que
we L=(0,T;H)n LP(0,T; V).

Demonstracao: Primeiro, escolhamos s tal que s > 1 + g Logo, H*™1(Q) C L>(9Q),

1 s—1
0l1s — —
Pols 5

implica, em particular, que v € LP(Q)) e

< 0. Portanto, se v € H*(Q) entdao D;v € H*1(Q) € L>*(Q), o que

V,CcVCH>H cV'cV!
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Sejam as fungoes (v;)52; uma base de V; tal que
(’Uj, ’U)V5 = )\j('l)j, ’U), Yo € ‘/5

Para mostrarmos a existéncia de solugao fraca de (4.21)-(4.24) vamos aplicar o método
de Faedo-Galerkin. Para isto, considere V,,, o espago gerado por {v1,...,v,,} e 0 seguinte

problema aproximado: para cada m € N, queremos encontrar u,, € V,, tal que

U (t) = Z Gim (1) Vs,

(uin (1), v5) + v (A (t), v;) + b(wm(t), wm(t), v;) = (f (1), v;) , (4.25)

um(O) = Uom € Vm, Ugm — Ug em H. (426)

com ¢, uma funcao de [0,7] em R.
Por argumentos analogos ao dados para o problema (3.76)-(3.77) temos que o pro-

blema (4.25) tem solu¢ao maximal local em algum intervalo [0,¢,,), 0 < t,, < T.

Para obter as estimativas da solucao, multiplique (4.25) por g;,,(t) e some para j =

1,...,m para obter
(U (1), wm (1)) + v (Au (1), () + D(win (1), m (1), um(t)) = (F(t), um(t))

ou seja,

d

4 (%\um@)yz) I = (F (), () < [F Ol (]

Logo,
@+ 5 [l dr < 2 U dr Yo
—| U, — U, (T T < — Ty dT + =|uom
2 v Jo v Jo 2"
Lt v 1 2
D Jo 2

Portanto, |u,,(t)| é limitada por uma constante que independe de t e m, logo t,, = T.

Usando (4.26) e a estimativa (4.27) concluimos que

U, € limitada em LP(0,7;V)NL>(0,T;H), (4.28)

Au,, ¢ limitada em LP(0,T;V"). (4.29)
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Por outro lado, para w € V; temos que D;w; € L*(2), e, logo

Dt (£), (1), )] = | = Bt (1), 0, (1)) < 3 / i Diw 10,5 dt
=17 (4.30)

<Y il gy 1D5w; | oo 1 tms 2y < °Clatm ()] ||
ij=1

Vi
Usando u,, € L>=(0,T; H) em (4.30) concluimos que Bu,, € L>*(0,T;V!) para
(Bt (1), W)y, = bt (t). (1), )
Por outro lado, podemos escrever (4.25) na forma
u,, +vAu,, + Bu,, = f. (4.31)

Seja P, o operador projecao ortogonal em H sobre V,,. Temos que a sequéncia P,
¢ uniformemente limitada em L£(H; H), L(Vy; Vi) e L(V!;V!). Aplicando P, em (4.31)

obtemos

u +vP,Au,, + P,Bu,, = P,.f. (4.32)

Mas, Au,, é uniformemente limitado em L? (0, T; V'), em particular em L* (0, T; V),
e portanto P, Au,, é uniformemente limitado em L¥ (0, T; V!). Similarmente, P,, Bu,, é
limitado em L*°(0,7T;V!), pois Bu,, é uniformemente limitado em L>(0,7;V/) e P,.f é

limitado em L” (0, T;V!). Este resultados implicam que
w! é limitada em LY (0,T; V). (4.33)

Aplicando o Teorema 1.5 para By =V, B = H, By =V, pp = p e p = p/, temos que

existe w € L>(0,7; H) N LP(0,T; V) e uma subsequéncia u,, tais que
U,y — wem LP(0,T; H). (4.34)

Além disso, de (4.28) e (4.29) temos

*

Uy = u  em L®(0,T;H);
Uy —u  em LP(0,T;V);

u ., —u em LP0,T,V));
Aty —x em LP(0,T;V").

(4.35)
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Usando as convergéncias (4.34) e (4.35) podemos passar o limite em (4.25) e obter
(w'(t), v5) + v (X, v5) + b(w(t), w(t), v;) = (F(t), v;), em D'(0,T),

ou seja,

(w'(t),v) + v {x,v) + b(u(t), u(t), v) = (f (1), v) (4.36)
para toda v € U V;, mas este espago é denso em V; e os membros de (4.36) sao continuos
i=1
na variavel v sobre V; entao (4.36) vale para toda v € V.

Agora, queremos mostrar que (4.36) vale também para Vv € V. Para isso, notemos

Wtr(Q) c LIY(Q)
1 1

para — = — — — > (0 ou qualquer que seja g se — — — < 0.
9 p n p n

2 1
Logo, b(u, v, w) serd continua sobre V se —+— < 1, ou seja, para termos continuidade

em qualquer caso, precisamos que p > p——t que ¢ hipdtese.
n

Portanto, como Vi é denso em V' e os membros de (4.36) dependem continuamente

de v em V, entdo (4.36) vale para todo v € V.

Agora, queremos provar que Y = Awu. Para isto, precisamos do seguinte Lema:

3n

Lema 4.1. Se u,v € LP(0,T;V) N L*(0,T;H) e p > )
n

b(u(t), u(t), v(t)) pertence a L'(0,T).

entao a funcao t —

Sejam sp,s € (0,7, so < s. Considere a func¢do continua 6,,(t) e linear por partes
em [0,7] tal que

2 2
On(t) =1 se so+—<t<s——,
m m

1
On(t) =0 se t>s—— ou t<sy+ —.
m m

Além disso, seja p,(t) uma sequéncia regularizante em D(R) com p,,(t) = p,(—t), suporte

0
em [—,—| e
nn

/+00 pn(t)dt = 1.

—00

Entao, para n > 2m, definamos a fun¢ao v = v(t) da seguinte forma

v = ((0u) * pp % p)0n. (4.37)
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Portanto, temos os seguintes limites quando n — + oo

T T
/(u/,'v> dt:/ Ot () * o pn)
0 0

T T
= / ((Omu) * pp, (Omu) * py) dt — / (0w, (0mu) * p, x p,) di
0 0

T T
= —/ 0, w, (Ou) * p, * pp) dt — —/ 0,0, |u)? dt
0 0

T T
/ b(u, w,v)dt — / 02.b(u, w,u)dt = 0.
0 0
Usando v dada em (4.37) em (4.36) e fazendo n — 400 obtemos
T T T
| Cotlulary [ 6w de= [ 6 ) ar
0 0 0

Portanto, para m — + oo

T 1 1
/<4wmwww+mmW—4mwF
) 2 2

Assim,
1 s 1 y
Sl P+ [ Gew de=Slutso + [ (f.w) d
S0 S0

para quase todo s e sg.

Como u € L*>(0,T; H), entao podemos tomar uma sequéncia so, — 0 tal que u(sop,)

é fracamente convergente em H. E como u(s) — ug em V/, entdao u(sg,) — ug em H e

obtemos
1 s s 1
—M@W+V/<MUM#Z/<ﬁuwﬁ+%wF
2 0 0 2

para quase todo s.

Consideremos para cada v € LP(0,T;V)
s ’ 1 )
Xoo=v [ (Aup — Av, uyy — v) dt + é\umr(s)|
0

tal que s é escolhido para que a desigualdade (4.38) seja valida.

Tomando uma subsequéncia de u,,, (ainda denotada por wu,, ) tal que w,,(s) — u(s)

em H e usando que o operador A é mondtono obtemos

1
liminf X, > §|u(s)\2

m’—+o00
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Mas, de (4.25) tem-se

S 1 S S
Xy = / (f, ) dt + §|u0m/|2 - 1// (A, v) dt — 1// (Av, u,y — v) dt,
0 0 0

e logo, X7, — X* com

S 1 S S
X = [towpars Sl - [ o) di-v [ o) d
0 0 0
Entao,
S 1 9 S S 1 )
(fou) dt + =|uol"—v [ (,v)dt—v | (Av,u—v) dt > —|u(s)|
0 2 0 0 2
e portanto,

V/ (x —Av,u —v) dt > 0.
0

Usando que o operador A é hemicontinuo e procedendo como em (4.20), concluimos
que x = Au.

E a prova do Teorema 4.2 esta completa. [ |
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Consideracoes finais

Nesta dissertacao essencialmente investigamos a teoria classica das equacoes de Navier-
Stokes e um modelo de fluido quase-newtoniano proposto por J. L. Lions [9]. Destacamos

os seguintes aspectos do trabalho:

(i) A técnica usada para obtencdo da solugdo das equagoes diferenciais tratadas foi o
método de Faedo-Galerkin acoplado com argumento de compacidade e/ou ponto
fixo e/ou a teoria de operadores mondtonos. Este procedimento possibilita uma

posterior andlise numérica e/ou tratamento computacional dos problemas.

(ii) O estudo das equagoes de Navier-Stokes por sua importancia tedrica, numérica
e variada aplicagao. Particularmente, a analise matematica que envolve espagos
funcionais especiais, teoria de distribuicao para fungoes vetoriais e uma formulagao

fraca adequada, que elimina a pressao. etc.

(iii) O estudo de problemas parabdlicos fortemente nao lineares que envolvem

operadores monotonos.

Futuramente, a partir desde trabalho, pretende-se estudar outros tipos de modelos
envolvendo as equacoes de Navier-Stokes, como por exemplo, modelos que descrevem

mudanca de fase com interface difusa, em particular os modelos de campos de fase.
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