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Resumo

Neste trabalho, investigamos a existência, unicidade (quando possivel) e regularidade

das soluções das equações de Navier-Stokes estacionária e de evolução e um modelo de

fluido quase-newtoniano investigado por J. L. Lions em [9].

Essencialmente, usamos o método de Faedo-Galerkin para obtenção da solução aco-

plado com argumentos de compacidade, para o caso das equações de Navier-Stokes e

acoplado com a teoria de operadores monótonos, para o caso do modelo de fluido quase-

newtoniano.

Palavras-chave: Equações de Navier-Stokes, fluido quase-newtoniano, método de Faedo-

galerkin.
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Introdução

As equações diferenciais parabólicas lineares e não lineares descrevem diversos

fenômenos f́ısicos, entre os quais fenômenos de mudança de fase, movimento de fluidos,

fenômenos de transferência de calor, etc. Em particular, as equações de Navier-Stokes

descrevem o movimento de um fluido newtoniano incompresśıvel. Estas equações foram

propostas por Claude Navier (1785-1836) e George Stokes (1819-1903) para descrever os

efeitos da viscosidade, analisando as forças intermoleculares de um escoamento de fluido.

Muitos processos f́ısicos importantes envolvem escoamentos de fluidos que podem ser

considerados viscosos e incompresśıveis. Tais escoamentos são governados por equações

relacionadas às equações de Navier-Stokes, as quais têm sido motivação para muitos

problemas interessantes que envolvem equações diferenciais parciais, tanto pelos seus

aspectos teóricos quanto numéricos.

J.L. Lions [9], R. Temam [14], O. Ladyzhenskaya [8], entre muitos outros, contribúıram

para o desenvolvimento dos aspectos matemáticos e numéricos das equações de Navier-

Stokes, analisando questões de existência, unicidade (nos casos posśıveis) e regularidade

das soluções de problemas estacionários e de evolução. Metodologicamente, estas contri-

buições matemáticas formam a conhecida teoria clássica das equações de Navier-Stokes.

Nas últimas décadas, equações de Navier-Stokes e suas variantes foram bastante estu-

dadas tanto do ponto de vista matemático quanto numérico e computacional. A análise

matemática destes problemas de evolução tem como base a teoria linear das equações

diferenciais parabólicas e a teoria clássica das equações de Navier-Stokes. O método

de Galerkin, as imersões de Sobolev, estimativas a priori, argumentos de compacidade,

teoremas de ponto fixo, teoria de regularidade, teoria de semigrupos, entre outros, são

tópicos essenciais para a resolução de tais problemas.
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O objetivo principal desta dissertação é investigar os resultados de existência, unici-

dade (nos casos posśıveis) e regularidade das equações de Navier-Stokes clássicas e tratar

um modelo de fluido quase-newtoniano investigado por J. L. Lions em [9, p. 207].

Devido a importância das teorias eĺıptica e parabólica lineares no tratamento das

equações de Navier-Stokes, foi realizado um estudo introdutório da equação de Poisson

e da equação parabólica linear clássica. Além disso, tratamos um especial problema

eĺıptico não linear, com não linearidade cúbica, para ilustrarmos algumas particularidades

dos problemas não lineares, especialmente a aplicação de argumentos de ponto fixo e

argumentos de compacidade.

Essencialmente, neste trabalho, usamos o Método de Faedo-Galerkin acoplado, para

os problemas não lineares, com argumentos de compacidade e/ou ponto fixo e/ou teoria

de operadores monótonos.

A dissertação foi organizada do seguinte modo:

No Caṕıtulo 1 descreveremos as notações, os espaços funcionais e alguns resultados

clássicos da teoria das equações diferenciais que serão usados no trabalho.

No Caṕıtulo 2 investigaremos a solução da equação de Poisson, de um problema

eĺıptico com não linearidade cúbica e do problema parabólico linear para auxiliar no

entendimento das técnicas e dos procedimentos que serão usados nos caṕıtulos posteriores.

O Caṕıtulo 3 investigaremos a teoria clássica das equações de Navier-Stokes. Tratare-

mos os casos lineares e não lineares, estacionários e de evolução. Para o caso estacionário

não linear usaremos o método de Galerkin com argumento de ponto fixo e para o caso

de evolução não linear usaremos o método de Faedo-Galerkin com argumento de compa-

cidade.

No Caṕıtulo 4 investigaremos dois problemas de evolução parabólicos fortemente não

lineares. Para o caso parabólico fortemente não linear clássico, o operador Laplaciano é

substitúıdo pelo operador p-Laplaciano e neste caso obteremos existência e unicidade da

solução aplicando o método de Faedo-Galerkin acoplado com as propriedades de mono-

tonicidade do operador p-Laplaciano.

Para o caso fortemente não linear do tipo Navier-Stokes ou fluido quase-newtoniano,

o operador Laplaciano é substitúıdo por um operador do tipo p-Laplaciano e neste caso

2



obteremos existência de solução aplicando o método de Faedo-Galerkin acoplado com

argumentos de compacidade e as propriedades de monotonicidade do operador.

3



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentaremos algumas definições e resultados que serão ferramentas

importantes no desenvolvimento do trabalho.

1.1 Notações e espaços funcionais

As seguintes notações serão usadas no trabalho:

Rn representará espaço euclidiano n-dimensional.

Ω é um aberto limitado do Rn com fronteira ∂Ω.

Q = Ω× (0, T ) é um cilindro

S = ∂Ω× (0, T ) representará a superf́ıcie lateral do cilindro Q.

∇ =
(
∂
∂xi

)n
i=1

representará o operador gradiente.

∆ =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

representará o operador Laplaciano.

As derivadas parciais serão representadas por u′ =
∂u

∂t
e Diu =

∂u

∂xi
, i = 1, . . . , n.∑

(j)

é o somatório sobre todos os posśıveis j.

|x| =

(
n∑
i=1

x2
i

)1/2

e |∇u| =

(
n∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2
)1/2

é norma euclidiana de x ∈ Rn e do vetor

gradiente.
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No que segue vamos considerar 0 < T < ∞, B um espaço de Banach qualquer com

norma ‖ . ‖B e apresentar a definição de alguns espaços funcionais:

Cm(Ω) é o espaço das funções com todas as derivadas de ordem ≤ m cont́ınuas em Ω

(m inteiro positivo ou m =∞).

D(Ω) é o espaço vetorial das funções em C∞(Ω) com suporte compacto em Ω e D′(Ω)

o seu dual. Também usaremos os espaços D(0, T ) e D′(0, T ).

Lq(Ω) é o espaço de Banach das (classes de) funções u(x) de Ω em R mensuráveis (no

sentido de Lebesgue) e q-integráveis (q ≥ 1) cuja norma é dada por

||u||Lq(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|q dx
)1/q

(1 ≤ q <∞),

||u||L∞(Ω) = ess sup
Ω
|u(x)| (q =∞).

Wm,p(Ω) é o espaço de Banach (com m inteiro) das funções u(x) em Lp(Ω) com

derivadas generalizadas (no sentido usual) de ordem ≤ m que pertencem a Lp(Ω) e cuja

norma é dada por

||u||Wm,p(Ω) =
m∑
j=0

∑
(j)

∥∥Dj
xu
∥∥
Lp(Ω)

.

Wm,p
0 (Ω) representará o fecho de D(Ω) em Wm,p(Ω).

Observação 1.1. Para o caso particular de p = 2, a notação dos espaços de Sobolev

será Wm,2(Ω) = Hm(Ω) e Wm,2
0 (Ω) = Hm

0 (Ω).

Uma função vetorial é uma função w(t) que para cada t ∈ (0, T ) associa um elemento

w(t) do espaço de Banach X. Dizemos que w : (0, T )→ X é fortemente mensurável se a

função t 7−→ ||w(t)||X é mensurável. Representamos por Lp(0, T ;X) com p ≥ 1, o espaço

das funções fortemente mensuráveis w : (0, T )→ X tal que

||w||Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

||w(t)||pX
)1/p

<∞ se 1 ≤ p <∞,

||w||L∞(0,T ;X) = sup
0≤t≤T

ess ||w(t)||X <∞ se p =∞.

Representaremos por C([0, T ];X) o espaço das funções cont́ınuas w : [0, T ]→ X com

a norma

||w||C([0,T ];X) = max
0≤t≤T

||w(t)||X .
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Observação 1.2. Observe que, para p1, p2 ∈ R tais que 1 ≤ p1 < p2 < +∞ tem-se

Lp2(0, T ;X) ⊂ Lp1(0, T ;X).

1.1.1 Espaços funcionais das equações de Navier-Stokes

Os seguintes espaços funcionais aparecem no estudo das equações de Navier-Stokes,

para mais detalhes, consulte, por exemplo, [1, 14].

Lp(Ω) representará o espaço das funções vetoriais u = (u1, . . . ,un), tal que u i ∈

Lp(Ω), ou seja, Lp(Ω) = (Lp(Ω))n. Analogamente, Hm(Ω) = (Hm(Ω))n, Hm
0 (Ω) =

(Hm
0 (Ω))n, D(Ω) = (D(Ω))n e Wm,p(Ω) = (Wm,p(Ω))n.

V é o espaço das funções vetoriais v ∈ D(Ω) com divv = 0. Representaremos por V

o fecho de V em H1
0(Ω) e por H o fecho de V em L2(Ω).

Podemos caracterizar V do seguinte modo,

Teorema 1.1. Seja Ω um conjunto aberto Lipschitz e limitado do Rn. Então

V = {u ∈ H1
0(Ω), divu = 0}.

com divu = 0 no sentido das distribuições em Ω.

O espaço de Banach separável Ṽ é o fecho de V no espaço H1
0 (Ω) ∩ Ln(Ω) equipado

com a norma:

‖u‖Ṽ = ‖u‖H1(Ω) + ‖u‖Ln(Ω) .

1.2 Algumas desigualdades.

1) Desigualdade de Cauchy com ε:

Se a, b, ε > 0, então

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
.

2) Desigualdade de Hölder:

Seja Ω ⊂ Rn, n ≥ 1,um conjunto não vazio e mensurável. Se u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω)

tal que
1

p
+

1

q
= 1, com 1 < p <∞, então∫

Ω

|u v|dx ≤ ||u||Lp(Ω)||v||Lq(Ω).
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3) Desigualdade de Young: Para todo a, b > 0, e para p, q tal que p−1 + q−1 = 1, com

1 < p <∞ tem-se

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

4) Desigualdade de Gronwall (forma diferencial):

Seja η(.) uma função absolutamente cont́ınua não negativa em [0, T ], que satisfaz,

para t q.s, a desigualdade diferencial

η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t),

em que φ(t), ψ(t) são funções integráveis não negativas em [0, T ]. Então

η(t) ≤ e
∫ t
0 φ(s) ds

[
η(0) +

∫ t

0

ψ(s) ds
]
, (1.1)

para todo t ∈ [0, T ].

5) Desigualdade de Poincaré:

Seja Ω um domı́nio limitado do Rn e u ∈ H1
0 (Ω). Então existe uma constante cp > 0

que depende de Ω e n, tal que

‖u‖L2(Ω) ≤ cp ‖∇u‖L2(Ω) , ∀u ∈ H1
0 (Ω).

1.3 Método de Galerkin

Para resolvermos uma equação de operadores Fu = y definida no espaço de Banach

B podemos considerar problemas aproximados Fm um = ym em subespaços Bm com

dimensão finita.

Se as sequências (Fm) e (Bm) convergem, em algum sentido, para F e B, respec-

tivamente, então gostaŕıamos de obter da sequência de soluções aproximadas (um) de

Fm um = ym em Bm uma subsequência (umj) convergindo para a solução de F u = y em

B. Por exemplo, se B é um espaço de Banach com base (wk)
∞
k=1 podemos considerar Bm

o subespaço gerado pelas m primeiras funções de (wk)
∞
k=1, ou seja, Bm = [w1, w2, . . . , wm].

Sejam Pm : B → Bm projeções definidas por Pmu =
m∑
k=1

xkwk com u =
∞∑
k=1

xkwk

então podemos considerar o seguinte problema aproximado em Bm:

Fmum = Pmy para um ∈ Bm (1.2)
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com Fm = PmF|Bm . O sistema (1.2) é chamado método ou aproximação de Galerkin da

equação Fu = y.

Para o caso que B é um espaço reflexivo temos o seguinte resultado de compacidade

fraca (veja, por exemplo [6, p. 639]):

Teorema 1.1 (Teorema de compacidade fraca). Seja B uma espaço de Banach reflexivo.

Se a sequência (wk)
∞
k=1 ⊂ B é limitada. Então existe uma subsequência (ukj)

∞
j=1 de

(wk)
∞
k=1 e u ∈ B tais que ukj ⇀ u.

Assim, para resolvermos Fu = y passando o limite em (1.2) precisamos:

1. determinar estimativas a priori da sequência de soluções (uk), ou seja, obter ||uk|| ≤

C com C > 0 uma constante que independe de m, e portanto, obter uma sub-

sequência (ukj) que converge fracamente para u;

2. usar as propriedades de F e da construção de Galerkin para mostrar que u é solução

do problema original, isto é, Fu = y.

1.4 Resultados auxiliares

Nesta seção enunciaremos os principais resultados auxiliares que usaremos no traba-

lho, entre eles, o Teorema de ponto fixo de Brouwer e uma de suas consequências, o Lema

do ângulo agudo, as imersões de Sobolev, derivada fracionada e o Lema de De Rham para

caracterização da pressão nas equações de Navier-Stokes.

Ressaltamos que a demonstração do Teorema de ponto fixo de Brouwer pode ser

encontrada, por exemplo, em [5], a prova das imersões em [2] e [14] e os resultados sobre

derivadas fracionadas em [14].

1.4.1 Teorema do ponto fixo de Brouwer

Lema 1.1 (Teorema do ponto fixo de Brouwer). Sejam X um espaço de dimensão finita

e K um subconjunto não vazio, convexo, fechado e limitado de X. Se F : K → K é uma

aplicação cont́ınua, então F tem um ponto fixo, isto é, existe ξ ∈ K tal que F (ξ) = ξ.
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Lema 1.2 (Teorema do ângulo agudo). Sejam X um espaço de dimensão finita com

produto escalar (·, ·)X e norma ‖·‖X . Se P : X → X uma aplicação cont́ınua tal que

(P (x), x)X > 0, para ‖x‖X = k > 0. (1.3)

Então, existe um x̄ ∈ X com ‖x̄‖X ≤ k e P (x̄) = 0.

Demonstração: Seja B = {x ∈ X; ‖x‖X ≤ k} e suponhamos que P (x) 6= 0,∀x ∈ B.

Assim, a aplicação de F : B → B:

x 7→ F (x) = − kP (x)

‖P (x)‖X

está bem definida e é cont́ınua.

Então, pelo Teorema do ponto fixo de Brouwer, existe x̄ ∈ B tal que F (x̄) = x̄. Logo,

− kP (x̄)

‖P (x̄)‖X
= x̄,

o que implica, ‖x̄‖X = k e (P (x̄), x̄)X = −k ‖P (x̄)‖X < 0. Mas, isto contradiz (1.3).

�

1.4.2 Imersões de Sobolev

Teorema 1.2. Seja Ω um aberto limitado de classe C1. Então as seguintes imersões são

cont́ınuas:

W 1,p(Ω) ⊂ Lp
∗
(Ω) para p < n, p∗ = np/(n− p),

W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) para p = n, ∀q ∈ [p,+∞),

W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω) para p > n.

Teorema 1.3. Seja Ω um aberto limitado de classe C1. Então as seguintes imersões são

compactas:

W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) para p < n, ∀q ∈ [1, p∗),

W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) para p = n, ∀q ∈ [p,+∞),

W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω̄) para p > n.

com p∗ = np/(n− p).
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1.4.3 Derivada generalizada de funções vetoriais

Vamos introduzir a noção de derivada fraca de uma função vetorial.

Lema 1.3. Seja X um espaço de Banach e X ′ seu dual. Sejam u e g funções de

L1(a, b;X). Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) u é q.s. igual a primitiva de g,

u(t) = ξ +

∫ t

a

g(s)ds, ξ ∈ X, q.s. t ∈ [a, b]; (1.4)

(ii) Para cada φ ∈ D((a, b)),∫ b

a

u(t)φ′(t)dt = −
∫ b

a

g(t)φ(t)dt,

(
φ′ =

dφ

dt

)
; (1.5)

(iii) Para cada η ∈ X ′

d

dt
〈η, u(t)〉 = 〈η, g(t)〉 , (1.6)

no sentido das distribuições sobre (a, b).

Se (i)-(iii) são satisfeitas, em particular, u é q.s. igual a uma função de C((a, b);X).

O Lema 1.3 sugere a seguinte definição:

Definição 1.1. A função g dada no Lema 1.3 é chamada derivada fraca de u e será

representada pelos śımbolos usuais, isto é,

g = u′ =
du

dt
.

Agora vamos introduzir os espaços funcionais usados na resolução de problemas de

evolução. Nesta seção, faremos isto de modo abstrato sem especificar os espaços.

Considere V e H dois espaços de Hilbert com produtos internos e normas (·, ·), | · |,

((·, ·)) e ‖·‖, respectivamente. Sejam H ′ e V ′ os espaços duais de H e V , respectivamente,

com || · ||∗ a norma de V ′. Representamos o par de dualidade 〈 · 〉V ′×V por 〈 · 〉.

Suponhamos que V ⊂ H com imersão densa e cont́ınua. Identificando H como o seu

dual H ′ pelo Teorema de representação de Riez temos que H pode ser identificado com

um subespaços de V ′ e as seguintes inclusões são densas e cont́ınuas:

V ⊂ H ∼= H ′ ⊂ V ′. (1.7)
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Observe que, para f ∈ H e v ∈ V tem-se

〈f, v〉V ′×V = (f, v). (1.8)

Seja T > 0 um número real fixo. Considere o seguinte espaço normado:

W (0, T ) = {v ∈ L2(0, T ;V ) ; u′ ∈ L2(0, T ;V ′)}

com norma

||v||W (0,T ) =

(∫ T

0

||v(t)||2 + ||v′(t)||2∗
)1/2

.

Portanto, W (0, T ) é um espaço de Hilbert e pelo Lema 1.3 um elemento de W (0, T )

coincide q.s. com uma função de C([0, T ];V ′). De fato, temos que coincide q.s. com uma

função de C([0, T ];H), como prova-se no seguinte lema:

Lema 1.4. Sejam V e H espaços de Hilbert tal que (1.7) vale. Se u ∈ W (0, T ) então

u ∈ C([0, T ];H). Além disso,

(i) a seguinte igualdade vale no sentindo das distribuições em (0, T ):

1

2

d

dt
|u(t)|2 = 〈u′(t), u(t)〉 ,

(ii) a seguinte fórmula de Green vale ∀u, v ∈ W (0, T ):∫ T

0

(
< u′(t), v(t) > + < u(t), v′(t) >

)
dt =< u(T ), v(T ) > − < u(0), v(0) > .

1.4.4 Formas e operadores

Seja a : V × V → R uma forma bilinear e cont́ınua. Podemos associar a forma

a(u, v) um operador linear e cont́ınuo A : V → V ′ do seguinte modo: para cada u ∈ V , a

aplicação v 7−→ a(u, v) de V em R é linear e cont́ınua, logo pelo teorema de representação

de Riez, existe um único ξu ∈ V ′.

Representaremos por A o operador u 7−→ ξu de V em V ′. Portanto, pelas propriedades

de a(u, v) temos que A é linear e cont́ınuo. De fato, pela continuidade de a(u, v) tem-se

|ξu(v)| = |〈ξu, v〉| = |a(u, v)| ≤ C||u|| ||v||,

e logo

||A(u)||∗ = sup
|〈ξu, v〉|
||v||

≤ C||u||,
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o que implica ||A||L(V,V ′) ≤ C.

Reciprocamente dado um operador linear e cont́ınuo A ∈ L(V, V ′) podemos associar

a A uma forma bilinear cont́ınua a : V × V → R definindo

〈A(u), v〉 = a(u, v) ∀u, v ∈ V.

Se a(u, v) = ((u, v)) é o produto interno de V então A : V → V ′ é o isomorfismo

canônico de V em V ′.

Se a forma bilinear a(u, v) é “coerciva” isto é, existe uma constante α > 0 tal que

a(u, u) ≥ α ||u||2,

então temos o seguinte resultado:

Teorema 1.4 (Teorema de Lax-Milgram). Se a : V × V → R é uma forma bilinear,

cont́ınua e coerciva então A : V → V ′ é um isomorfismo.

Agora, considere a forma b : V ×V ×V → R trilinear e cont́ınua. Podemos associar a

forma b(u, v, w) um operador linear e cont́ınuo B : V → V ′ do seguinte modo: para cada

u, v ∈ V a função w 7−→ b(u, v, w) é linear e cont́ınua, e logo, existe um único elemento

ξ(u, v) ∈ V ′ tal que

〈ξ(u, v), w〉 = b(u, v, w) ∀w ∈ V.

Representaremos por B(u, v) o operador w 7−→ ξ(u, v) de V em V ′. Em particular,

B(u) = B(u, u).

1.4.5 Teoremas de compacidade

Sejam X0, X,X1 espaços de Banach. Considere o seguinte espaço

W (X0, X1) = {v ; v ∈ Lp0(0, T ;X0), v′ ∈ Lp1(0, T ;X1)} (1.9)

com T > 0 finito e 1 < p0, p1 <∞.

W (X0, X1) é um espaço de Banach com norma

‖v‖Lp0 (0,T ;X0) + ‖v′‖Lp1 (0,T ;X1)

e W (X0, X1) ⊂ Lp0(0, T ;X).
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Teorema 1.5. Sejam X0, X,X1 espaços de Banach com X0 e X1 espaços reflexivos tais

que X0 ⊂ X ⊂ X1 com as inclusões cont́ınuas e a inclusão de X0 em X compacta. Se

1 < p0, p1 <∞, então, W ⊂ Lp0(0, T ;X) é compacta.

1.4.5.1 Derivada Fracionada

Considere os espaços X0, X,X1 dados no teorema 1.5 espaços de Hilbert. Se v é uma

função de R em X1, nos denotaremos por v̂ sua transformada de Fourier

ṽ(τ) =

∫ +∞

−∞
e−2iπtτv(t) dt

A derivada em t de ordem γ de v é a transformada de Fourier inversa D̂γ
t v(τ) =

(2iπτ)γ v̂.

Para γ > 0, definimos o espaço

Hγ(R, X0, X1) = {v ∈ L2(R;X0), Dγ
t v ∈ L2(R, X1)}.

Hγ(R, X0, X1) é um espaço de Hilbert com norma dada por

‖v‖Hγ(R,X0,X1) =
(
‖v‖2

L2(R;X0) + ‖|τ |γ v̂‖2
L2(R;X1)

) 1
2
.

Associamos a cada conjunto K ⊂ R, o subespaço Hγ
K de Hγ definido pelo conjunto

de todas as funções v com suporte contido em K.

Teorema 1.6. Sejam X0, X,X1 espaços de Hilbert satisfazendo as hipóteses do Teorema

1.5. Então para quaisquer conjunto K e γ > 0, a imersão Hγ
K(R, X0, X1) ⊂ L2(R;X) é

compacta.

1.4.6 Resultados de De Rham

Proposição 1.1. Seja Ω um aberto do Rn e f = (f1, . . . , fn), fi ∈ D′(Ω), i = 1, . . . , n.

Uma condição necessária e suficiente para

f = ∇p (1.10)

para alguma p ∈ D′(Ω) é que

〈f, v〉 = 0 ∀v ∈ V . (1.11)
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Proposição 1.2. Seja Ω um conjunto aberto Lipschitz e limitado do Rn

(i) Se p é uma distribuição tal que Dip ∈ L2(Ω), i = 1, . . . , n, então p ∈ L2(Ω) e

‖p‖L2(Ω)/R ≤ ‖∇p‖L2(Ω) .

(ii) Se p é uma distribuição tal que Dip ∈ H−1(Ω), i = 1, . . . , n, então p ∈ L2(Ω) e

‖p‖L2(Ω)/R ≤ ‖∇p‖H−1(Ω) .

A prova do seguinte resultado pode ser encontrada em Girault & Raviart [11, p. 34]

Teorema 1.7. Seja l ∈ H−1(Ω) tal que

< l, v >H−1(Ω)×H1
0(Ω)= 0, ∀v ∈ V.

Então, existe um única função φ ∈ L2
0(Ω) tal que

< l, v >H−1(Ω)×H1
0(Ω)=

∫
Ω

φ divv dx = − < ∇φ, v >H−1(Ω)×H1
0(Ω), ∀v ∈ H1

0(Ω).

com L2
0(Ω) = {φ ∈ L2(Ω) ; (φ, 1)L2(Ω) = 0}.

1.5 Formas e suas propriedades

Nesta seção analisaremos as principais propriedades das formas a(u, v), b(u , v ,w) e

c(u, v) que aparecerão na formulação fraca dos problemas que serão tratados.

1.5.1 Formas a(u, v) e c(u, v).

Seja W = H1
0 (Ω) ∩ L4(Ω) e considere as formas a, c : W ×W → R definidas por

a(u, v) =
n∑
i=1

(Diu,Div) + λ(u, v) (1.12)

c(u, v) = a(u, v) +

∫
Ω

u3(x)v(x)dx (1.13)

com λ uma constante positiva.

Note que a(u, v) é uma forma bilinear cont́ınua e c(u, v) está bem definida, pois para

u, v ∈ W tem-se u, v ∈ L4(Ω) e u3 ∈ L4/3(Ω), portanto, pela desigualdade de Hölder,

conclúımos que u3v ∈ L1(Ω).
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Lema 1.5. A forma c(u, v) tem as seguintes propriedades:

(i) É cont́ınua;

(ii) c(u, u− v) ≥ c(v, u− v), ∀u, v ∈ W .

Demonstração: (i) Como a(u, v) é cont́ınua, basta provarmos que a forma c̄ : W×W →

R dada por

c̄(u, v) =

∫
Ω

u3(x)v(x)dx

é cont́ınua. De fato, aplicando a desigualdade de Hölder com u1, u2, v1, v2 ∈ W , temos

|c̄(u1, v1)− c̄(u2, v2)| =
∣∣∣∣∫

Ω

u3
1(x)v1(x)dx−

∫
Ω

u3
2(x)v2(x)dx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

Ω

u3
1(x)(v1(x)− v2(x))dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Ω

(u3
1(x)− u3

2(x))v2(x)dx

∣∣∣∣
≤
∥∥u3

1

∥∥
L4/3(Ω)

‖v1 − v2‖L4(Ω) +
∥∥u3

1 − u3
2

∥∥
L4/3(Ω)

‖v2‖L4(Ω)

Logo, a continuidade de c̄ segue do fato da aplicação u 7→ u3 ser cont́ınua de L4(Ω)

em L4/3(Ω). 2

(ii) Usando o fato da função x 7→ x3 ser crescente temos

(u3(x)− v3(x))(u(x)− v(x)) ≥ 0, q.s.

Logo, ∫
Ω

(u3(x)− v3(x))(u(x)− v(x))dx ≥ 0,

e consequentemente

c(u, u− v)− c(v, u− v) = a(u− v, u− v) +

∫
Ω

(u3(x)− v3(x))(u(x)− v(x))dx ≥ 0

�

1.5.2 Forma trilinear b(u , v ,w)

Considere a forma b : H1
0(Ω)×H1

0(Ω)× (H1
0(Ω) ∩ Ln(Ω))→ R definida por

b(u , v ,w) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

u i(x)Div j(x)w j(x)dx (1.14)
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Lema 1.6. A forma b(u, v,w) está bem definida, é trilinear e cont́ınua em H1
0(Ω) ×

H1
0(Ω)× (H1

0(Ω) ∩ Ln(Ω)).

Demonstração: Se u , v ∈ H1
0(Ω) e w ∈ H1

0(Ω) ∩ Ln(Ω), aplicando o Teorema 1.2 com

p = 2 e n ≥ 3, obtemos

u i ∈ L
2n
n−2 (Ω), Div j ∈ L2(Ω), w j ∈ Ln(Ω), 1 ≤ i, j ≤ n.

Portanto, u iDiv jw j ∈ L1(Ω). Usando estes resultados e desigualdade de Hölder

tem-se

|b(u , v ,w)| ≤
n∑

i,j=1

∫
Ω

|u i(x)Div j(x)w j(x)|dx

≤
n∑

i,j=1

‖u i‖
L

2n
n−2 (Ω)

‖Div j‖L2(Ω) ‖w j‖Ln(Ω)

≤
n∑
j=1

(
n∑
i=1

‖u i‖2

L
2n
n−2 (Ω)

) 1
2
(

n∑
i=1

‖Div j‖2
L2(Ω)

) 1
2

‖w j‖Ln(Ω)

≤
n∑
j=1

√
n ‖u‖

L
2n
n−2 (Ω)

‖v j‖H1
0 (Ω) ‖w j‖Ln(Ω)

≤ n
√
n ‖u‖

L
2n
n−2 (Ω)

‖v‖ ‖w‖H1
0(Ω)∩Ln(Ω)

≤ n
√
nC ‖u‖ ‖v‖ ‖w‖H1

0(Ω)∩Ln(Ω) .

Por outro lado, para n = 2 temos que H1
0(Ω) ∩ L2(Ω) = H1

0(Ω) e pelo Teorema 1.2

tem-se

u i ∈ L4(Ω), Div j ∈ L2(Ω), w j ∈ L4(Ω), 1 ≤ i, j ≤ n.

Portanto, u iDiv jw j ∈ L1(Ω). Usando estes resultados e desigualdade de Hölder

obtemos

|b(u , v ,w)| ≤
2∑

i,j=1

∫
Ω

|u i(x)Div j(x)w j(x)|dx

≤
2∑

i,j=1

‖u i‖L4(Ω) ‖Div j‖L2(Ω) ‖w j‖L4(Ω)

≤ C2

2∑
i,j=1

‖u i‖H1
0 (Ω) ‖Div j‖L2(Ω) ‖w j‖H1

0 (Ω) .
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Assim,

|b(u , v ,w)| ≤ C2

2∑
j=1

(
2∑
i=1

‖u i‖2
H1

0 (Ω)

) 1
2
(

2∑
i=1

‖Div j‖2
L2(Ω)

) 1
2

‖w j‖H1
0 (Ω)

≤ C2 ‖u‖
2∑
j=1

‖v j‖H1
0 (Ω) ‖w j‖H1

0 (Ω)

≤ C2 ‖u‖

(
2∑
j=1

‖v j‖2
H1

0 (Ω)

) 1
2
(

2∑
j=1

‖w j‖2
H1

0 (Ω)

) 1
2

≤ C2 ‖u‖ ‖v‖ ‖w‖ ≤ C2 ‖u‖ ‖v‖ ‖w‖H1
0(Ω)∩L2(Ω) .

Note que, nas duas situações, C é a constante dada pelas imersões cont́ınuas do Teorema

1.2.

Portanto, para qualquer n ≥ 2, existe uma constante C, dependendo de n, tal que

|b(u , v ,w)| ≤ C ‖u‖ ‖v‖ ‖w‖H1
0(Ω)∩Ln(Ω) (1.15)

e demonstração está completa. �

Lema 1.7. A forma trilinear b(u, v,w) tem as seguintes propriedades:

(i) b(u, v, v) = 0, u ∈ V, v ∈ Ṽ .

(ii) b(u, v,w) = −b(u,w, v), u ∈ V, v,w ∈ Ṽ .

Demonstração: Vamos provar que a afirmação (i) é valida para u , v ∈ V .

Observe que∫
Ω

u iDiv jv jdx =

∫
Ω

u iDi
(v j)

2

2
dx = −1

2

∫
Ω

Diu i(v j)
2dx.

Então,

b(u , v , v) = −1

2

n∑
i,j=1

∫
Ω

Diu i(v j)
2dx = −1

2

n∑
j=1

∫
Ω

divu(v j)
2dx = 0

e a afirmação (i) está provada. �

Para provarmos a afirmação (ii), sejam u ∈ V e v ,w ∈ Ṽ . Pelo resultado do item

(i) tem-se b(u , v + w , v + w) = 0. Agora, pela linearidade de b(u , v ,w) obtemos

b(u , v ,w) + b(u , v , v) + b(u ,w ,w) + b(u ,w , v) = 0.

Portanto, b(u , v ,w) + b(u ,w , v) = 0, o que prova (ii). �
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Caṕıtulo 2

Problemas preliminares

Neste caṕıtulo, investigaremos a existência e unicidade da equação de Poisson, de um

problema eĺıptico com não linearidade polinomial e do problema parabólico linear. A

análise matemática destes problemas preliminares tem como objetivo facilitar o entendi-

mento dos procedimentos e técnicas que serão usados nos Caṕıtulos posteriores.

2.1 Equação de Poisson

Dada f : Ω→ R, consideremos o problema de encontrar u : Ω→ R, tal que

−∆u = f em Ω, (2.1)

u = 0 em Γ. (2.2)

Lema 2.1. Para f ∈ L2(Ω), as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) u ∈ H1
0 (Ω) satisfaz (2.1) no sentido das distribuições em Ω e (2.2) no sentido do

traço.

(ii) u ∈ H1
0 (Ω) satisfaz (u, v)H1

0 (Ω) = (f, v)L2(Ω), ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração: (⇒) Suponha que a afirmação (i) é verdadeira. Então,

〈−∆u, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) = 〈f, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) , ∀ϕ ∈ D(Ω). (2.3)
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Mas,

〈−∆u, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) =
n∑
i=1

〈Diu,Diϕ〉D′(Ω)×D(Ω) =

=
n∑
i=1

(Diu,Diϕ)L2(Ω) = (u, ϕ)H1
0 (Ω),

(2.4)

e

〈f, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) = (f, ϕ)L2(Ω). (2.5)

Por (2.4) e (2.5), conclúımos que (2.3) é equivalente a

(u, ϕ)H1
0 (Ω) = (f, ϕ)L2(Ω), ∀ϕ ∈ D(Ω). (2.6)

Como D(Ω) é denso em H1
0 (Ω), então para qualquer v ∈ H1

0 (Ω), existe uma sequência

ϕn em D(Ω) tal que ϕn converge para v em H1
0 (Ω). Como as aplicações v 7→ (u, v)H1

0 (Ω) e

v 7→ (f, v)L2(Ω) são cont́ınuas em H1
0 (Ω) temos que (u, ϕn)H1

0 (Ω) converge para (u, v)H1
0 (Ω)

e (f, ϕn)L2(Ω) converge para (f, v)L2(Ω). Portanto, (2.6) vale para ϕ = v ∈ H1
0 (Ω).

(⇐) Suponha a afirmação (ii) é verdadeira. Então, tomando v = ϕ em (ii) com

ϕ ∈ D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω) e usando (2.4) e (2.5), obtemos

〈−∆u, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) = 〈f, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Além disso, como u ∈ H1
0 (Ω) temos que u = 0 no sentido do traço. �

Observe que o Lema 2.1 afirma que para f ∈ L2(Ω) toda u que satisfaz (ii) é solução

do problema (2.1)-(2.2) no sentido dado por (i). Portanto, podemos usar a seguinte

definição de solução:

Definição 2.1. Para f ∈ L2(Ω), dizemos que u ∈ H1
0 (Ω) é solução fraca do problema

(2.1)-(2.2) se

(u, v)H1
0 (Ω) = (f, v)L2(Ω), ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Note que o Lema 2.1 não garante a existência de u. No próximo resultado mostraremos

a existência e unicidade da solução fraca do problema (2.1)-(2.2).

Teorema 2.1. Para f ∈ L2(Ω), o problema (2.1)-(2.2) tem uma única solução fraca.
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Demonstração: Como a aplicação v → (f, v)L2(Ω) é um funcional linear cont́ınuo em

H1
0 (Ω), pelo Teorema da Representação de Riez (veja Evans [6, p.639]), existe um único

u ∈ H1
0 (Ω) tal que

(u, v)H1
0 (Ω) = (f, v)L2(Ω), ∀v ∈ H1

0 (Ω),

o que mostra a existência e unicidade da solução. �

O seguinte resultado de regularidade para a solução fraca de (2.1)-(2.2), pode ser

encontrado em Evans [6].

Teorema 2.2. Sejam Ω um aberto de classe Cm+2 e f ∈ Hm(Ω) com m ∈ Z e m ≥ 0.

Se u ∈ H1
0 (Ω) é solução fraca de (2.1)-(2.2), então u ∈ Hm+2(Ω) e tem-se

‖u‖Hm+2(Ω) ≤ ‖f‖Hm(Ω) .

2.2 Um problema eĺıptico não linear

Nesta Seção estudaremos a existência e unicidade para uma equação eĺıptica não-

linear. Para provarmos a existência de solução usaremos o método de Galerkin junta-

mente com argumento de ponto fixo, o Lema 1.2.

Dada f : Ω→ R, queremos encontrar uma função u : Ω→ R que satisfaz o seguinte

problema eĺıptico não-linear:

−∆u+ λu+ u3 = f em Ω (2.7)

u = 0 em ∂Ω (2.8)

com λ uma constante positiva.

Lema 2.2. Seja f ∈ L2(Ω). A condição suficiente para que uma função u ∈ H1
0 (Ω) ∩

L4(Ω) satisfaça (2.7) no sentido das distribuições em Ω e (2.8) no sentido do traço é

c(u,w) = (f, w)L2(Ω), ∀w ∈ H1
0 (Ω) ∩ L4(Ω). (2.9)

com c(u, v) a forma definida por

c(u, v) = a(u, v) +

∫
Ω

u3(x)v(x)dx,
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com a(u, v) =
n∑
i=1

(Diu,Div)L2(Ω) + λ(u, v)L2(Ω).

Demonstração: Se a condição (2.9) é verdadeira, podemos escolher w = ϕ ∈ D(Ω) e

obter

−〈∆u, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) + λ 〈u, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) + 〈u3, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω)

=
n∑
i=1

〈Diu,Diϕ〉D′(Ω)×D(Ω) + λ 〈u, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) +
〈
u3, ϕ

〉
D′(Ω)×D(Ω)

=
n∑
i=1

(Diu,Diϕ)L2(Ω) + λ(u, ϕ)L2(Ω) +

∫
Ω

u3(x)ϕ(x)dx

= c(u, ϕ).

Mas, c(u, ϕ) = (f, ϕ)L2(Ω) = 〈f, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω), e logo,

〈
−∆u+ λu+ u3, ϕ

〉
D′(Ω)×D(Ω)

= 〈f, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) .

Além disso, como u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L4(Ω) temos que u = 0 no sentido do traço. �

Portanto, podemos considerar a seguinte definição de solução fraca:

Definição 2.2. Para f ∈ L2(Ω), dizemos que u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L4(Ω) é solução fraca do

problema (2.7)-(2.8) se u satisfaz (2.9).

No seguinte teorema mostraremos que o problema (2.7)-(2.8) tem uma única solução

fraca.

Teorema 2.3. Dada f ∈ L2(Ω), existe uma e somente uma solução fraca de (2.7)-(2.8).

Demonstração: Primeiro provaremos a unicidade. Para isto, sejam z, w ∈ H1
0 (Ω) ∩

L4(Ω) duas soluções fracas de (2.7)-(2.8), então satisfazem (2.9), e portanto,

c(z, v)− c(w, v) = 0, ∀v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L4(Ω).

Fazendo u = z − w e tomando v = u tem-se

a(u, u) +

∫
Ω

(z3(x)− w3(x))(z(x)− w(x))dx = 0.

Agora, pelo Lema 1.5 sabemos que∫
Ω

(z3(x)− w3(x))(z(x)− w(x))dx ≥ 0
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e logo, λ ‖u‖2
L2(Ω) ≤ a(u, u) ≤ 0, o que implica u = 0.

Para provarmos a existência de solução aplicaremos o método de Galerkin (veja seção

1.3). Como H1
0 (Ω)∩L4(Ω) é um espaço de Banach separável, considere (wm) uma base de

H1
0 (Ω)∩L4(Ω), Wm o espaço gerado por {w1, . . . , wm} e o seguinte problema aproximado:

encontrar um ∈ Wm tal que

um =
m∑
i=1

ξimwi, ξim ∈ R, (2.10)

c(um, wj) = (f, wj)L2(Ω), j = 1, . . . ,m. (2.11)

Primeiro vamos provar que o problema aproximado acima tem uma única solução para

cada m fixo. Para isto, observe que, para u, v ∈ Wm, existem αi, βi ∈ R, i = 1, . . . ,m,

tais que

u =
m∑
i=1

αiwi e v =
m∑
i=1

βiwi. (2.12)

Além disso,

(u, v)Wm =
m∑
i=1

αiβi

é um produto interno sobre Wm e a norma ‖·‖Wm
associada a este produto interno é

equivalente a qualquer outra norma sobre Wm (veja, por exemplo Bachman [3, p.122]).

Logo, existe uma constante positiva km, dependendo de m, tal que

km ‖u‖L2(Ω) ≤ ‖u‖Wm
≤ 1

km
‖u‖L2(Ω) , ∀u ∈ Wm.

Seja a aplicação P : Wm → Wm definida por

P (u) =
m∑
i=1

(
c(u,wi)− (f, wi)L2(Ω)

)
wi.

Como consequência do Lema 1.5 a aplicação P é continua. Além disso, tomando u

como em (2.12) tem-se

(P (u), u)Wm =
m∑
i=1

αi
(
c(u,wi)− (f, wi)L2(Ω)

)
= c(u, u)− (f, u)

≥ λ ‖u‖2
L2(Ω) − ‖f‖L2(Ω) ‖u‖L2(Ω)

≥ λk2
m ‖u‖

2
Wm
− 1

km
‖f‖L2(Ω) ‖u‖Wm

.
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Portanto, para k > (λk3
m)−1 ‖f‖L2(Ω) e ‖u‖Wm

= k temos que (P (u), u)Wm > 0 e as

hipóteses do Lema 1.2 são satisfeitas. Deste modo, existe um ∈ Wm tal que

P (um) =
m∑
i=1

(
c(um, wi)− (f, wi)L2(Ω)

)
wi = 0.

Mas, os vetores {w1, . . . , wm} são linearmente independentes, o que implica

c(um, wi) = (f, wi)L2(Ω), i = 1, . . . ,m.

Portanto, para cada m fixo, um é solução de (2.11).

Agora, obteremos duas estimativas a priori para a solução do problema (2.11). Para

isto, multiplique (2.11) por ξjm, some para j = 1, . . . ,m para obter

c(um, um) = (f, um)L2(Ω).

Usando a desigualdade de Hölder e a desigualdade de Poincaré tem-se

c(um, um) ≤ ‖f‖L2(Ω) ‖um‖L2(Ω) ≤ cp ‖f‖L2(Ω) ‖um‖H1
0 (Ω) .

com cp a constante dada pela desigualdade de Poincaré. Aplicando as propriedades da

forma bilinear a(u, v) obtemos

min(1, λ) ‖um‖2
H1

0 (Ω) + ‖um‖4
L4(Ω) ≤ cp ‖f‖L2(Ω) ‖um‖H1

0 (Ω) .

Portanto,

‖um‖H1
0 (Ω) ≤

cp
min(1, λ)

‖f‖L2(Ω) , (2.13)

‖um‖L4(Ω) ≤
(

c2
p

min(1, λ)
‖f‖2

L2(Ω)

)1/4

. (2.14)

Por (2.13) e (2.14) temos que a seqüência (um) é uniformente limitada em H1
0 (Ω) ∩

L4(Ω) e pelo fato de H1
0 (Ω) e L4(Ω) serem espaços de Banach reflexivos (veja Brezis [2])

existe u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L4(Ω) e uma subsequência (umk) de (um) tais que

umk ⇀ u em H1
0 (Ω), (2.15)

umk ⇀ u em L4(Ω). (2.16)
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Agora, seja w ∈
∞⋃
i=1

Wm então w ∈ Wi para algum i ∈ N, logo para mk > i temos que

w ∈ Wmk e podemos usar (2.11) para obter

c(umk , w − umk) = (f, w − umk)L2(Ω).

Aplicando o Lema 1.5 tem-se

c(w,w − umk) ≥ c(umk , w − umk) = (f, w − umk)L2(Ω). (2.17)

Por outro lado, usando (2.15) e (2.16) obtemos

a(w,w − umk)→ a(w,w − u),∫
Ω

w3(x)umk(x)dx→
∫

Ω

w3(x)u(x)dx.
(2.18)

Combinando (2.17) e (2.18) tem-se

c(w,w − u) ≥ (f, w − u)L2(Ω). (2.19)

Como
∞⋃
i=1

Wi é denso em H1
0 (Ω) ∩ L4(Ω), então para cada w ∈ H1

0 (Ω) ∩ L4(Ω), existe

uma sequência (wn) em
∞⋃
i=1

Wi, tal que wn converge para w em H1
0 (Ω)∩L4(Ω). Usando que

as aplicações c(u, v) e w 7→ (f, w−u)L2(Ω) são cont́ınuas temos c(wn, wn−u)→ c(w,w−u)

e (f, wn − u)L2(Ω) → (f, w − u)L2(Ω), o que implica, que a desigualdade (2.19) vale para

todo w ∈ H1
0 (Ω) ∩ L4(Ω).

Portanto, para v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L4(Ω) e κ ∈ R, podemos escolher w = u+ κv em (2.19).

Agora, pela linearidade da aplicação v 7→ c(u, v) e para κ > 0 obtemos

c(u+ κv, κv) ≥ (f, κv)L2(Ω) ⇒ κc(u+ κv, v) ≥ κ(f, v)L2(Ω) ⇒ c(u+ κv, v) ≥ (f, v)L2(Ω).

Usando a continuidade de c(u, v) e fazendo κ→ 0, obtemos

c(u, v) ≥ (f, v)L2(Ω).

Analogamente, para κ < 0, tem-se c(u, v) ≤ (f, v)L2(Ω). Combinando as duas últimas

desigualdades, conclúımos que c(u, v) = (f, v)L2(Ω).

E a prova do Teorema 2.3 está completa. �

24



2.3 Problema de evolução parabólico linear

Nesta Seção investigaremos a existência, unicidade e regularidade de soluções da

equação de evolução parabólica linear.

Seja Ω um aberto limitado do Rn com fronteira ∂Ω de classe C2, Q = Ω × (0, T ) e

S = ∂Ω× (0, T ) para algum T > 0 fixo.

Dadas f : Q→ R e u0 : Ω→ R, queremos encontrar uma função u : Q→ R tal que

∂u

∂t
+ Lu = f, em Q, (2.20)

u = 0, em S, (2.21)

u(x, 0) = u0(x), em Ω, (2.22)

com L o operador diferencial na forma divergente

Lu = −
n∑

i,j=1

Dj(aij(x, t)Diu) +
n∑
i=1

bi(x, t)Diu+ c(x, t)u. (2.23)

Vamos supor que aij, bi, c ∈ L∞(Q) e que existe uma constante θ > 0, que independe

de x e t, tal que

n∑
i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ θ
n∑
i=1

|ξi|2 q.s em Q, ∀ξ ∈ Rn. (2.24)

Vamos considerar os espaços de Hilbert separáveis H1
0 (Ω), L2(Ω) e o espaço dual

H−1(Ω) de H1
0 (Ω). Representaremos por (·, ·) e | · | o produto interno e a norma, res-

pectivamente, de L2(Ω) e por ((·, ·)) e ‖·‖ o produto interno e a norma, respectivamente,

de H1
0 (Ω). O par de dualidade H1

0 (Ω) e H−1(Ω) será representado por 〈 · , ·〉 Portanto,

temos que as imersões H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω) são cont́ınuas.

Queremos obter a formulação fraca do problema parabólico linear (2.20). Para isto,

considere as aplicações u : [0, T ] → H1
0 (Ω) e f : [0, T ] → L2(Ω) definidas, respectiva-

mente, por u(t)[x] := u(x, t) e f(t)[x] = f(x, t).

Seja 0 < T <∞, representamos por W (0, T ) o seguinte espaço:

W (0, T ) = {u ; u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ; u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))}.

Portanto, valem as seguintes propriedades:

W (0, T ) ⊂ C([0, T ];L2(Ω)). (2.25)
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〈u′(·), v〉 =
d

dt
(u(·), v) em D′(0, T ). (2.26)

para u ∈ W (0, T ) e v ∈ H1
0 (Ω).

Lembrando que (2.26) é equivalente a∫ T

0

〈u′(t), v〉ψ(t) dt = −
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt, ∀ψ ∈ D(0, T ). (2.27)

Forma bilinear associada ao problema parabólico linear

Vamos definir uma forma bilinear associada ao problema (2.20)-(2.22). Para isto,

multiplique a equação diferencial em (2.20) por v, integre em Ω e use a fórmula de Green

para obter ∫
Ω

u′(t)v(x) dx+B[u(t), v; t] =

∫
Ω

f(t)v(x) dx,

com

B[u, v; t] :=
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x, t)Diu(x)Djv(x) dx+

n∑
i=1

∫
Ω

bi(x, t)Diu(x)v(x) dx+

∫
Ω

c(x, t)u(x)v(x) dx, (2.28)

quase sempre em [0, T ].

Observe que para w, v ∈ H1
0 (Ω) a função t 7→ B[w, v; t] é mensurável.

No seguinte lema, provaremos as principais propriedades da forma bilinear B[w, v; t]:

Lema 2.1. Existem constantes α, β > 0 e γ ≥ 0 tais que, para t ∈ (0, T ), a forma

bilinear B[·, ·, t] : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)→ R satisfaz:

|B[w, v; t]| ≤ α||w||H1
0 (Ω)||v||H1

0 (Ω), (2.29)

β||v||2H1
0 (Ω) ≤ B[v, v; t] + γ||v||2L2(Ω), (2.30)

para todo w, v ∈ H1
0 (Ω), q.s. em [0, T ].

Demonstração: Como aij, bi, c ∈ L∞(Q) tem-se

C0 = sup
ij

(
sup ess |aij(x, t)|

)
,

(x,t)∈Q
C1 = sup

i

(
sup ess |bi(x, t)|

)
,

(x,t)∈Q

C2 = sup ess |c(x, t)|.
(x,t)∈Q
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são constantes reais não negativas.

Logo, para w, v ∈ H1
0 (Ω) ∀t ∈ [0, T ] q.s. temos que

|B[w, v; t]| =

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

∫
Ω

aijDiwDjv dx+
n∑
i=1

∫
Ω

biDiwv dx+

∫
Ω

cwv dx

∣∣∣∣∣ .
Assim,

|B[w, v; t]| ≤ C0n
2

∫
Ω

|∇w(x)||∇v(x)| dx

+C1n

∫
Ω

|∇w(x)||v(x)| dx

+C2

∫
Ω

|w(x)||v(x)| dx

≤ C0n
2|∇w||∇v|+ C1n|∇w||v|+ C2|w||v|

= C0n
2 ‖w‖ ‖v‖+ C1n ‖w‖ |v|+ C2|w||v|

e pela desigualdade de Poincaré obtemos

|B[w, v; t]| ≤ C ‖w‖ ‖v‖ ,

o que mostra (2.29).

Para mostrarmos (2.30), usaremos a hipótese (2.24). Assim, para v ∈ H1
0 (Ω) e ∀t ∈

[0, T ] q.s. tem-se

θ

∫
Ω

|∇v(x)|2 dx ≤
∫

Ω

n∑
i,j=1

aij(x, t)Div(x)Djv(x) dx

= B[v, v; t]−
∫

Ω

n∑
i=1

bi(x, t)Div(x)v(x) + c(x, t)|v(x)|2 dx.

Mas, para C1 > 0 (se C1 = 0, esta desigualdade é desnecessária) temos∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫
Ω

bi(x, t)Div(x)v(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ C1

n∑
i=1

∫
Ω

|Div(x)||v(x)| dx

≤ C1n

∫
Ω

|∇v(x)||v(x)| dx.

Usando a desigualdade de Cauchy com ε e tomando ε = θ/2nC1 obtemos∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫
Ω

bi(x, t)Div(x)v(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ C1n|∇v||v| ≤
θ

2
|∇v|2 +

nC1

2θ
|v|2.

Por outro lado, ∣∣∣∣∫
Ω

c(x, t)|v(x)|2 dx
∣∣∣∣ ≤ C2|v|2.
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Deste modo, pelas desigualdades acima obtemos

θ

2
‖v‖2 ≤ B[v, v; t] +

(
nC1

2θ
+ C2

)
|v|2,

o que mostra (2.30).

E a prova do Lema 2.1 está completa. �

Portanto, podemos considerar a seguinte formulação variacional do problema (2.20):

Sejam u0 ∈ L2(Ω) e f ∈ L2(0, T,H−1(Ω)). Queremos encontrar uma função

u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) com u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) tal que

d

dt
(u(t), v) +B[u(t), v; t] = (f(t), v) em D′(0, T ), ∀v ∈ H1

0 (Ω). (2.31)

u(0) = u0. (2.32)

Definição 2.3. Sejam u0 ∈ L2(Ω) e f ∈ L2(0, T,H−1(Ω)). Se u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω))

com u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) satisfaz (2.31)-(2.32), então dizemos que u é solução fraca de

(2.20)-(2.20).

Lembrando que∫ T

0

〈u′(t), v〉ψ(t) dt = −
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt, ∀ψ ∈ D(0, T ), ∀v ∈ H1
0 (Ω)

temos que (2.31) é equivalente a

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt+

∫ T

0

B[u(t), v; t]ψ(t) dt =

∫ T

0

(f(t), v)ψ(t) dt, (2.33)

∀ψ ∈ D(0, T ),∀v ∈ H1
0 (Ω).

Por outro lado, para cada t ∈ [0, T ] e para cada u ∈ H1
0 (Ω), a forma bilinear B[u, v; t]

define um operador linear cont́ınuo A(t) : H1
0 (Ω)→ H−1(Ω) dado por

〈A(t)u, v〉 = B[u, v; t], ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Portanto,

sup
0≤t≤T

||A(t)||L(H1
0 (Ω),H−1(Ω)) ≤ α. (2.34)

com α a constante dada em (2.29).

Então podemos escrever (2.31), (2.32) na forma equivalente:

u′(t) + A(t)u(t) = f(t) no sentido de L2(0, T ;H−1(Ω)),

u(0) = u0.
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2.3.1 Existência e unicidade

No seguinte teorema, provaremos que o problema (2.20)-(2.22) tem uma única solução

fraca:

Teorema 2.1. Para u0 ∈ L2(Ω) e f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), o problema (2.20)-(2.22) tem

uma única solução fraca.

Demonstração: Para mostrarmos a existência da solução fraca de (2.20)-(2.22) vamos

aplicar o método de Faedo-Galerkin. Para isto, seja (wk) em H1
0 (Ω) a sequência formada

pelas autofunções do operador Laplaciano, ou seja,

−∆wk = λk wk em Ω,

wk = 0 em ∂Ω.
(2.35)

Considere Vm o espaço gerado por {w1, . . . , wm}. Portanto, existe uma sequência

(u0m) tal que

u0m ∈ Vm ∀m e u0m → u0 em L2(Ω). (2.36)

Agora, considere o seguinte problema aproximado: encontrar uma função um : [0, T ]→

Vm na forma

um(t) :=
m∑
i=1

gim(t)wi, (2.37)

tal que

(u′m(t), wj) +B[um(t), wj; t] = (f(t), wj), 1 ≤ j ≤ m,

um(0) = u0m.
(2.38)

Observe que, para 1 ≤ j ≤ m, temos

(u′m(t), wj) =
m∑
i=1

g′im(t)(wi, wj),

B[um(t), wj; t] =
m∑
i=1

gim(t)B[wi, wj; t] =
m∑
i=1

βij(t)gim(t),

(f(t), wj) = f j(t),

com βij = B[wi, wj; t]. Postanto, o sistema (2.38) é equivalente ao seguinte sistema de

equações diferenciais lineares de 1a ordem:

AG′(t) +B(t)G(t) = F (t),

Gi(0) = i-ésima coordenada de u0m.
(2.39)
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com Aij = (wj, wi), Gi(t) = gim(t), Bij(t) = βji, Fi(t) = f i(t) para 1 ≤ k, j ≤ m.

Para cada m fixo, vamos provar que o problema aproximado (2.38) tem um única

solução. De fato, como os elementos da sequência (wk) são linearmente independente

temos que a matriz A é inverśıvel. Além disso, os coeficientes da matriz B(t) são dados

pelos coeficientes da forma bilinear B[u(t), v; t], ou seja, pelas funções aij(x, t), bi(x, t) e

c(x, t). Portanto, pela teoria das equações diferenciais lineares de 1a ordem (veja, por

exemplo, [4]), existe uma única G solução de (2.39) tal que gim é absolutamente cont́ınua.

Como as funções aij, bi, c ∈ L∞(Q) e a função t 7→ f i(t) pertence a L2(0, T ) temos que

g′im ∈ L2(0, T ). Deste modo garantimos que existe uma única um solução de (2.38) tal

que

um ∈ C([0, T ];Vm) e u′m ∈ L2(0, T ;Vm)

No que segue, obteremos estimativas a priori da solução um do problema (2.38). Para

isto, multiplique (2.38) por gjm(t) e some para j = 1, ...,m, para obter

d

dt
|um(t)|2 + 2B[um(t), um(t); t] = 2(f(t), um(t)). (2.40)

Aplicando a desigualdade de Cauchy no segundo membro de (2.40) e usando (2.30) ob-

temos
d

dt
|um(t)|2 + 2β ‖um(t)‖2 ≤ |f(t)|2 + c1|um(t)|2 (2.41)

com c1 = 1 + 2γ. Aplicando a desigualdade de Gronwall em (2.41) tem-se

|um(t)|2 ≤ et
(
|um(0)|2 + c1

∫ t

0

|f(s)|2ds
)

≤ c2

(
|u0|2 + ‖f‖2

L2(Q)

)
.

com c2 = eT c1. Portanto,

||um||L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C1

(
|u0|+ ‖f‖L2(Q)

)
. (2.42)

com C1 dependendo de T e γ. Integrando (2.40) em (0, T ) e usando (2.42), obtemos∫ T

0

‖um(s)‖2 ds ≤ (2β)−1

(
‖f‖2

L2(Q) + c1

∫ T

0

|um(s)|2ds
)

≤ c3

(
|u0|2 + ‖f‖2

L2(Q)

)
com c3 = (2β)−1(1 + c1c2T ). Portanto,

||um||L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C2

(
|u0|+ ‖f‖L2(Q)

)
. (2.43)
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com C2 dependendo de T , γ e β.

Das estimativas (2.42) e (2.43) temos que a sequência (um) é uniformemente limitada

em L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) e A(·)um é limitada em L2(0, T ;H−1(Ω)). Logo,

existem uma subsequência (uml) de (um) e u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)) tais

que

uml ⇀ u fraca em L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.44)

uml ⇀ u fraca-∗ em L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.45)

A(·)uml ⇀ A(·)u fraca em L2(0, T ;H−1(Ω)). (2.46)

Observação 2.1. A convergência (2.46) segue do fato de A(·) ser um operador linear

cont́ınuo de L2(0, T ;H1
0 (Ω)) em L2(0, T ;H−1(Ω)) (em particular na topologia fraca) e da

convergência (2.44).

Sejam ψ ∈ D(0, T ) e v ∈ H1
0 (Ω). Como (wk)

∞
k=1 é uma base de H1

0 (Ω), temos que

existe uma sequência vm ∈ Vm tal que vm → v (forte) em H1
0 (Ω) com cada vm uma com-

binação linear finita de certos elementos wk. Portanto, para φm(t) = ψ(t)vm e φ(t) =

ψ(t)v temos que

φml → φ forte em L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.47)

φ′ml → φ′ forte em L2(0, T ;L2(Ω)). (2.48)

De (2.38) deduzimos que

−
∫ T

0

(uml(t), φ
′
ml(t)) dt+

∫ T

0

B[uml(t), φml(t); t] dt =

∫ T

0

(f(t), φml(t)) dt. (2.49)

De (2.47) tem-se ∫ T

0

(f(t), φml(t)) dt→
∫ T

0

(f(t), v)ψ(t) dt.

Usando a convergência (2.45) e (2.48) tem-se∫ T

0

B[uml(t), φml(t); t] dt =

∫ T

0

(A(t)uml(t), φml(t)) dt→
∫ T

0

B[u(t), φ(t); t] dt.

Portanto, podemos passar o limite em (2.38) e obter

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt+

∫ T

0

B[u(t), v; t]ψ(t) dt =

∫ T

0

(f(t), v)ψ(t) dt, (2.50)
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∀v ∈ H1
0 (Ω),∀ψ ∈ D(0, T ).

Agora resta mostrarmos que u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) e a condição inicial (2.32). Para

isso, notemos que de (2.50) temos que

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt =

∫ T

0

(f(t), v)ψ(t) dt−
∫ T

0

B[u(t), v; t]ψ(t) dt

=

∫ T

0

(f(t)− A(t)u(t), v)ψ(t) dt.

Como f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) e A(·)u ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) temos que g = f − A(·)u ∈

L2(0, T ;H−1(Ω)) e

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt =

∫ T

0

(g(t), v)ψ(t) dt,

∀v ∈ H1
0 (Ω), ∀ψ ∈ D(0, T ), o que implica

u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)). (2.51)

Para provar que u(0) = u0, usaremos o seguinte resultado, cuja demonstração pode

ser encontrada em [16]:

Lema 2.2. Para toda u,w ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) com u′, w′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) e para

t ∈ [0, T ] arbitrário, vale a seguinte integração por partes generalizada:

(u(t), w(t))− (u(0), w(0)) =

∫ t

0

〈u′(τ), w(τ)〉+ 〈w′(τ), u(τ)〉 dτ

Como u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) com u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), podemos aplicar o Lema 2.2 e

obter ∫ T

0

〈u′(t), v〉ψ(t)dt = −
∫ T

0

〈u(t), v〉ψ′(t) dt− (u(0), v)ψ(0), (2.52)

∀ψ ∈ D(0, T ) tal que ψ(T ) = 0 e ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Por outro lado, de (2.50) e (2.51) temos que∫ T

0

(u′(t), v)ψ(t) dt =

∫ T

0

(f(t), v)ψ(t) dt−
∫ T

0

B[u(t), v; t]ψ(t) dt. (2.53)

De (2.38) deduzimos∫ T

0

(u′ml(t), vml)ψ(t) dt =

∫ T

0

(f(t), vml)ψ(t) dt−
∫ T

0

B[uml(t), vml; t]ψ(t) dt. (2.54)
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Além disso,∫ T

0

(u′ml(t), vml)ψ(t) dt = −
∫ T

0

(uml(t), vml)ψ
′(t) dt− (u0m, v)ψ(0). (2.55)

Passando o limite em (2.54) e (2.55) quando l→∞, obtemos

lim
l→∞

∫ T

0

(u′ml(t), vml)ψ(t) dt =

∫ T

0

(f(t), v)ψ(t) dt−
∫ T

0

B[u(t), v; t]ψ(t) dt, (2.56)

lim
l→∞

∫ T

0

(u′ml(t), vml)ψ(t) dt = −
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt− (u0, v)ψ(0). (2.57)

Usando (2.53) em (2.56) obtemos

lim
l→∞

∫ T

0

(u′ml(t), vml)ψ(t) dt =

∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt. (2.58)

Em particular, para ψ(0) = 1, comparando (2.52), (2.57) e (2.58), obtemos

(u(0), v) = (u0, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω),

ou seja,

(u(0)− u0, v) = 0, ∀v ∈ H1
0 (Ω). (2.59)

Como H1
0 (Ω) é denso em L2(Ω), (2.59) é válida ∀v ∈ L2(Ω) e tem-se u(0) = u0.

Agora, vamos provar a unicidade. Para isto, suponhamos que u1 e u2 são soluções

fracas de (2.20)-(2.22) e considere u = u1 − u2. Então, u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) com

u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) e satisfaz

〈u′(t), v〉+B[u(t), v; t] = 0, q.s. t ∈ [0, T ], ∀v ∈ H1
0 (Ω).

u(0) = 0.
(2.60)

Tomando v = u(t) e aplicando o Lema 1.4 tem-se

d

dt
|u(t)|2 + 2B[u(t), u(t); t] = 0, q.s. t ∈ [0, T ]. (2.61)

Mas, por (2.30) sabemos que

B[u(t), u(t); t] ≥ β ‖u(t)‖2 − γ|u(t)|2 ≥ −γ|u(t)|2

e (2.61) torna-se
d

dt
|u(t)|2 ≤ 2γ|u(t)|2.
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Aplicando a desigualdade de Gronwall obtemos

|u(t)|2 ≤ 0⇒ u(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ],

e provamos a unicidade da solução do problema (2.20)-(2.22).

E a prova do Teorema 2.1 está completa. �

2.3.2 Regularidade

Para obtermos mais regularidade para a solução do problema (2.20), vamos considerar

o seguinte caso particular:


u′ −∆u = f em Q,

u = 0 em S,

u(x, 0) = u0 em Ω.

(2.62)

Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.2. Seja um Ω um domı́nio de classe C2. Se u0 ∈ H1
0 (Ω) e f ∈ L2(Q) então a

única solução u do problema (2.62) satisfaz u ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)) com

u′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

Demonstração: Multiplicando a equação (2.38) por g′jm(t), e somando para k = 1, . . . ,m,

obtemos

(u′m(t), u′m(t)) +B[um(t), u′m(t); t] = (f(t), u′m(t)) q.s. em [0, T ].

Usando as desigualdades de Hölder e Young, tem-se

1

2
||u′m(t)||2L2(Ω) +

1

2

d

dt
||u′m(t)||2H1

0 (Ω) ≤
1

2
||f(t)||2L2(Ω).

Integrando em (0, t) com t ∈ (0, T ), temos

max
0≤t≤T

||um(t)||2H1
0 (Ω) +

∫ t

0

||u′m(τ)||2L2(Ω) dτ ≤ ||um(0)||2H1
0 (Ω) +

∫ T

0

||f(τ)||2L2(Ω) dτ. (2.63)

Usando ||um(0)||H1
0 (Ω) ≤ ||u0||H1

0 (Ω), deduzimos de (2.63) que um é uniformemente

limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) e u′m é uniformemente limitada em L2(0, T ;L2(Ω)). Logo,

temos que u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) com u′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).
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Agora, de (2.62), temos que −∆u(t) = f(t)− u′(t) em Ω,

u(t) = 0 em ∂Ω.

Como f(t) − u′(t) ∈ L2(Ω) q.s. em [0, T ], então pela teoria de regularidade das

equações eĺıpticas, obtemos u(t) ∈ H2(Ω) q.s. em [0, T ] tal que

||u(t)||2H2(Ω) ≤ C(||f(t)||2L2(Ω) + ||u′(t)||2L2(Ω) + ||u(t)||2L2(Ω))

Integrando em [0, T ] e usando (2.63), deduzimos que u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)).

E a prova do Teorema 2.62 está completa. �
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Caṕıtulo 3

Equações de Navier-Stokes

Este Caṕıtulo trata da teoria clássica das equações de Navier-Stokes. Investigaremos

os casos lineares e não lineares, estacionários e de evolução. Essencialmente usaremos o

método de Galerkin para investigar a existência de solução. Para o caso estacionário não

linear usaremos o método de Galerkin com argumento de ponto fixo e para o caso de

evolução não linear usaremos o método de Galerkin com argumento de compacidade.

3.1 Equações de Stokes estacionárias

Dadas uma função escalar p : Ω→ R e uma função vetorial f : Ω→ Rn, consideremos

o problema de encontrar uma função vetorial u : Ω→ Rn, tal que

−ν∆u +∇p = f em Ω (3.1)

divu = 0 em Ω (3.2)

u = 0 em ∂Ω (3.3)

Lema 3.1. Para f ∈ L2(Ω), as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) u ∈ H1
0(Ω) e existe uma distribuição p ∈ L2(Ω) tal que as equações (3.1) e (3.2)

são satisfeitas no sentido das distribuições em Ω e (3.3) no sentido do traço;

(ii) u ∈ V satisfaz ν(u , v)H1
0(Ω) = (f , v)L2(Ω), ∀v ∈ V .
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Demonstração: (⇒) Suponha que a afirmação (i) é verdadeira. Então, u ∈ H1
0(Ω) e

divu = 0 no sentido das distribuições em Ω. Logo, pelo Teorema 1.1, temos que u ∈ V .

Por outro lado,

〈−ν∆u +∇p, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) = 〈f , ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Tomando ϕ = v ∈ V ⊂ D(Ω) tem-se

ν 〈−∆u , v〉D′(Ω)×D(Ω) + 〈∇p, v〉D′(Ω)×D(Ω) = 〈f , v〉D′(Ω)×D(Ω) .

Mas,

〈−∆u , v〉D′(Ω)×D(Ω) =
n∑
i=1

〈−∆u i, v i〉D′(Ω)×D(Ω) =
n∑

i,j=1

〈Dju i, Djv i〉D′(Ω)×D(Ω)

=
n∑

i,j=1

∫
Ω

Dju i(x)Djv i(x)dx =
n∑
i=1

(u i, v i)H1
0 (Ω) = (u , v)H1

0(Ω),

(3.4)

〈∇p, v〉D′(Ω)×D(Ω) =
n∑
i=1

〈Dip, v i〉D′(Ω)×D(Ω) = −
n∑
i=1

〈p,Div i〉D′(Ω)×D(Ω)

= −〈p, divv〉D′(Ω)×D(Ω) = 0

(3.5)

e

〈f , v〉D′(Ω)×D(Ω) =
n∑
i=1

〈f i, v i〉D′(Ω)×D(Ω) =
n∑
i=1

(f i, v i)L2(Ω) = (f , v)L2(Ω). (3.6)

Então,

ν((u , v)) = (f , v)L2(Ω), ∀v ∈ V . (3.7)

Como V é denso em V , então para qualquer v ∈ V , existe uma sequência vn em V

tal que vn converge para v em V . Como as aplicações v 7→ ((u , v)) e v 7→ (f , v)L2(Ω)

são cont́ınuas em H1
0(Ω) tem-se ((u , vn)) converge para ((u , v)) e (f , vn)L2(Ω) converge

para (f , v)L2(Ω). Portanto, (3.7) vale para v ∈ V .

(⇐) Suponha a afirmação (ii) é verdadeira. Então, u ∈ V ⊂ H1
0(Ω) o que implica

que u = 0 no sentido do traço e pelo Teorema 1.1 temos que divu = 0 no sentido das

distribuições em Ω. Portanto, para v ∈ V , usando (3.4) e (3.6), obtemos

ν 〈−∆u , v〉 = ν((u , v)) = (f , v) = 〈f , v〉 ,
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ou seja,

〈f + ν∆u , v〉 = 0, ∀v ∈ V .

Aplicando proposições 1.1 e 1.2 temos que existe uma distribuição p ∈ L2(Ω) tal que

−ν∆u +∇p = f

no sentido das distribuições em Ω. �

Observe que o Lema 3.1 afirma que, para f ∈ L2(Ω), toda u que satisfaz (ii) é

solução do problema (3.1)-(3.3) no sentido dado por (i). Portanto, podemos usar a

seguinte definição de solução:

Definição 3.1. Para f ∈ L2(Ω), dizemos que u ∈ V é solução fraca de (3.1)-(3.3) se

ν((u, v)) = (f, v)L2(Ω), ∀v ∈ V. (3.8)

3.1.1 Existência e unicidade

No seguinte resultado provamos existência e unicidade da solução do problema (3.1)-

(3.3).

Teorema 3.1. Para f ∈ L2(Ω), então o problema (3.1)-(3.3) tem uma única solução

fraca.

Demonstração: Primeiro provaremos a unicidade. Para isto, suponhamos que u1 e u2

são duas soluções fracas de (3.1)-(3.3) então satisfazem (3.8), e logo,

ν((u1, v)) = ν((u2, v)) = (f , v)L2(Ω), ∀v ∈ V.

o que implica ν((u1 − u2, v)) = 0, ∀v ∈ V. Fazendo u = u1 − u2 tem-se

ν((u , v)) = 0, ∀v ∈ V

e tomando v = u obtemos ν((u ,u)) = ν ‖u‖2
H1

0(Ω) = 0, o que implica u = 0.

Para provarmos a existência de solução fraca do problema de Stokes (3.1)-(3.3)

usaremos o método de Galerkin (veja Seção 1.3 do Caṕıtulo 1).
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Como V é um espaço de Hilbert separável considere (vm) uma base de V , Vm o

subespaço gerado por {v 1, . . . , vm} e o seguinte problema aproximado: encontrar um ∈

Vm tal que

um =
m∑
i=1

ξimv i, ξi,m ∈ R, (3.9)

ν(um, v j)H1
0(Ω) = (f , v j)L2(Ω), j = 1, . . . ,m. (3.10)

Primeiro vamos mostrar que o problema aproximado (3.10) tem uma única solução.

Para isto, observe que a equação (3.10) é equivalente ao seguinte sistema de m equações

nas variáveis ξim:

ν
m∑
i=1

ξim((v i, v j)) = (f , v j)L2(Ω), j = 1, . . . ,m. (3.11)

Para mostrar a existência e unicidade de um é suficiente provar que o sistema linear

homogêneo associado a (3.11), ou seja,

m∑
i=1

ξi((v i, v j)) = 0 para j = 1, . . . ,m. (3.12)

tem somente a solução ξ1 = · · · = ξm = 0.

De fato, se ξ1, . . . , ξm satisfazem (3.12), então multiplicando cada equação de (3.12)

pelo correspondente ξj e somando as equações sobre j, temos

m∑
i,j=1

ξiξj((v i, v j)) = 0. (3.13)

Fazendo v =
m∑
i=1

ξiv i temos que (3.13) torna-se ((v , v)) = 0, o que implica v = 0,

ou seja,
m∑
i=1

ξiv i = 0. Portanto, ξ1 = · · · = ξm = 0, pois os vetores {v 1, . . . , vm} são

linearmente independentes.

Agora, obteremos uma estimativa a priori da solução de (3.10). Para isto, multiplique

(3.10) por ξjm e some para j = 1, . . . ,m para obter

ν((um,um)) = (f ,um)L2(Ω),
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ou seja,

ν||um||2H1
0(Ω) = (f ,um)L2(Ω) = 〈f ,um〉V ′×V ≤ ||f ||V ′||um||V ,

o que implica

||um||V ≤
1

ν
||f ||V ′ . (3.14)

Portanto, de (3.14) temos que a sequência (um) é limitada em V por uma constante

independente de m. Como V é um espaço de Hilbert reflexivo isto implica que existem

u ∈ V e uma subsequência (umk) de (um) tais que

umk ⇀ u em V.

Como para cada v j, a aplicação u 7→ ((u , v j)) é um funcional linear cont́ınuo em V

temos que ((umk , v j)) → ((u , v j)). Logo, tomando m = mk em (3.10) e passando ao

limite obtemos que

ν((u , v j)) = (f , v j)L2(Ω) para j = 1, . . . ,m.

Além disso, pela linearidade do produto interno tem-se

ν((u , v)) = (f , v)L2(Ω). (3.15)

para toda v ∈
∞⋃
j=1

Vj.

Como
∞⋃
j=1

Vj é denso em V temos que, para v ∈ V , existe uma sequência (vn) em
∞⋃
j=1

Vj

tal que (vn) converge para v em V . Mas, as aplicações v 7→ ((u , v)) e v 7→ (f , v)L2(Ω)

são cont́ınuas em V , logo ((u , vn)) → ((u , v)) e (f , vn)L2(Ω) → (f , v)L2(Ω). Portanto,

(3.15) vale para v ∈ V .

E a prova do Teorema 2.1 está completa. �

3.1.2 Regularidade

O seguinte resultado de regularidade para a solução fraca do problema de Stokes pode

ser encontrado em [14]
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Proposição 3.1. Seja Ω um conjunto aberto e limitado de classe Cr com r = max (m+ 2, 2),

m ∈ Z e m > 0. Se f ∈ Wm,α(Ω) e (u, p) é a solução do problema de Stokes (3.1)-(3.3)

tal que (u, p) ∈W2,α(Ω)×W 1,α(Ω) com 1 < α < +∞, então

u ∈Wm+2,α(Ω), p ∈ Wm+1,α(Ω) (3.16)

e existe uma constante c0 que depende de α, ν, m e Ω tal que

‖u‖Wm+2,α(Ω) + ‖p‖Wm+1,α(Ω)/R ≤
(
‖f‖Wm,α(Ω) + dα ‖u‖Lα(Ω)

)
(3.17)

com dα = 0 se α ≥ 2 e dα = 1 se 1 < α < 2.

3.2 Equações de Navier-Stokes estacionárias

Dada a função vetorial f : Ω → Rn, queremos encontrar uma função vetorial

u : Ω→ Rn e uma função escalar p : Ω→ R, tais que

−ν∆u +
n∑
i=1

u iDiu +∇p = f em Ω (3.18)

divu = 0 em Ω (3.19)

u = 0 em Γ (3.20)

Lema 3.2. Seja f ∈ L2(Ω), as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) u ∈ H1
0(Ω) e existe uma distribuição p ∈ L2(Ω) tais que as equações (3.18) e (3.19)

são satisfeitas no sentido das distribuições em Ω e (3.20) no sentido do traço,

(ii) u ∈ V satisfaz

ν((u , v)) + b(u ,u , v) = (f , v)L2(Ω), ∀v ∈ Ṽ .

com a forma trilinear b(u , v ,w) dada por

b(u , v ,w) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

u i(x)Div j(x)w j(x)dx.

Demonstração: (⇒) Suponha a afirmação (i) é verdadeira. Usando os mesmos argu-

mentos do Lema 3.1 temos que u ∈ V . Além disso,〈
−ν∆u +

n∑
i=1

u iDiu +∇p, ϕ

〉
D′(Ω)×D(Ω)

= 〈f , ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) , ∀ϕ ∈ D(Ω).
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Tomando ϕ = v ∈ V ⊂ D(Ω) obtemos

ν 〈−∆u , v〉D′(Ω)×D(Ω) +

〈
n∑
i=1

u iDiu , v

〉
D′(Ω)×D(Ω)

+ 〈∇p, v〉D′(Ω)×D(Ω) = 〈f , v〉D′(Ω)×D(Ω) .

Mas, 〈
n∑
i=1

u iDiu , v

〉
D′(Ω)×D(Ω)

=
n∑
j=1

〈
n∑
i=1

u iDiu j, v j

〉
D′(Ω)×D(Ω)

=
n∑
j=1

∫
Ω

(
n∑
i=1

u i(x)Diu j(x)

)
v j(x)dx

=
n∑

i,j=1

∫
Ω

u i(x)Diu j(x)v j(x)dx

= b(u ,u , v).

(3.21)

Combinando (3.4), (3.5), (3.6) e (3.21) tem-se

ν((u , v)) + b(u ,u , v) = (f , v)L2(Ω), ∀v ∈ V . (3.22)

Porém, Ṽ é o fecho de V em H1
0(Ω) ∩ Ln(Ω) e portanto para cada v ∈ Ṽ existe uma

sequência (vn) em V convergindo para v em Ṽ e pela continuidade dos membros de

(3.22) conclúımos que ((u , vn)) → ((u , v)), b(u ,u , vn) → b(u ,u , v) e (f , vn)L2(Ω) →

(f , v)L2(Ω). Logo, (3.22) vale para todo v ∈ Ṽ .

(⇐) Suponha que a afirmação (ii) é verdadeira. Então, por (3.4), (3.6) e (3.21) tem-se〈
ν∆u −

n∑
i=1

u iDiu + f , v

〉
D′(Ω)×D(Ω)

= 0, ∀v ∈ V .

Como ∆u ∈ H−1(Ω), f ∈ L2(Ω) e u iDiu ∈ L
n
n−1 (Ω), as hipóteses das Proposições

1.1 e 1.2 são satisfeitas e, logo, existe uma distribuição p ∈ L2(Ω) tal que

−ν∆u +
n∑
i=1

u iDiu +∇p = f

é satisfeita no sentido das distribuições em Ω. �

Observe que o Lema 3.2 garante que, para cada f ∈ L2(Ω), toda u que satisfaz (ii) é

solução do problema (3.18)-(3.20) no sentido dado por (i). Logo, podemos definir solução

fraca do problema (3.18)-(3.20) do seguinte modo:

Definição 3.2. Dada f ∈ L2(Ω), dizemos que u ∈ V é solução fraca de (3.18)-(3.20) se

ν((u, v)) + b(u,u, v) = (f, v)L2(Ω), ∀v ∈ Ṽ .
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3.2.1 Existência

No seguinte teorema mostraremos que o problema de Navier-Stokes estacionário tem

solução.

Teorema 3.2. Seja f ∈ L2(Ω). Então o problema (3.18)-(3.20) tem solução fraca u ∈ V

tal que p ∈ L2(Ω).

Demonstração: Para provarmos a existência de solução fraca usaremos método de Ga-

lerkin (veja seção 1.3) e argumento de ponto fixo, o Lema 1.2.

Como Ṽ é um espaço de Banach separável podemos considerar uma base (vm) ⊂ V

de Ṽ , Ṽm o espaço gerado por {v 1, . . . , vm} e o seguinte problema aproximado: encontrar

um ∈ Ṽm, tal que

um =
m∑
i=1

ξimv i, ξi,m ∈ R, (3.23)

ν((um, v j)) + b(um,um, v j) = (f , v j)L2(Ω), j = 1, . . . ,m. (3.24)

Primeiro provaremos que, para cada m fixo, o problema (3.23)-(3.24) tem uma única

solução. Por simplicidade de notação omitiremos, nesta prova, o ı́ndice m de um.

Considere, para cada u ∈ Ṽm, a aplicação F : Ṽm → R dada por

Fu(v) = ν((u , v)) + b(u ,u , v)− (f , v)L2(Ω).

Logo, Fu é um funcional linear cont́ınuo em (Ṽm, ‖·‖H1
0(Ω)). Aplicando o Teorema da

representação de Riez temos que existe um único z u ∈ Ṽm tal que

Fu(v) = ((z u , v)), ∀v ∈ Ṽm.

Deste modo, podemos considerar a aplicação Pm : Ṽm → Ṽm dada por Pm(u) = z u .

Afirmamos que Pm é cont́ınua. De fato, seja (uk) uma sequência tal que (uk) converge

para u em Ṽm. Então, (uk) é limitada, ou seja, existe M > 0 tal que ‖uk‖H1
0(Ω) ≤ M ,

∀k ∈ N.
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Fazendo v k = uk − u , usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e as propriedades

b(u ,u , v) obtemos

|((Pm(uk)− Pm(u),w))| = |Fuk(w)− Fu(w)|

≤ |ν((v k,w)) + b(v k,uk,w) + b(u , v k,w)|

≤ (ν + Cb(‖u‖H1
0(Ω) + ‖uk‖H1

0(Ω))) ‖v k‖H1
0(Ω) ‖w‖H1

0(Ω)

≤ (ν + Cb(‖u‖H1
0(Ω) +M)) ‖v k‖H1

0(Ω) ‖w‖H1
0(Ω) .

Tomando w = Pm(uk)− Pm(u) na desigualdade acima, tem-se

‖Pm(uk)− Pm(u)‖H1
0(Ω) ≤ (ν + Cb(‖u‖H1

0(Ω) +M)) ‖uk − u‖H1
0(Ω) .

Logo, a aplicação Pm é cont́ınua.

Agora provaremos que (Pm(u),u)H1
0(Ω) > 0. De fato, usando as propriedades b(u ,u , v)

e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

((Pm(u),u)) = ν ‖u‖2
H1

0(Ω) + b(u ,u ,u)− (f ,u)L2(Ω)

= ν ‖u‖2
H1

0(Ω) − (f ,u)L2(Ω)

≥ ν ‖u‖2
H1

0(Ω) − ‖f ‖L2(Ω) ‖u‖L2(Ω)

Usando a desigualdade de Poincaré, tem-se

((Pm(u),u)) ≥ ν ‖u‖2
H1

0(Ω) − cp ‖f ‖L2(Ω) ‖u‖H1
0(Ω)

≥ ‖u‖H1
0(Ω) (ν ‖u‖H1

0(Ω) − cp ‖f ‖L2(Ω)).

Portanto, para k > cp/ν ‖f ‖V ′ e ‖u‖H1
0(Ω) = k temos que ((Pm(u),u)) > 0 com cp

a constante da desigualdade de Poincaré. Deste modo, as hipóteses do Lema 1.2 são

satisfeitas e podemos concluir que existe u ∈ Ṽm tal que Pm(u) = 0,ou seja , u é solução

de (3.23)-(3.24).

No que segue, obteremos estimativas a priori da solução um do problema aproximado

(3.24). Para isto, multiplique (3.24) por ξjm, some para j = 1, . . . ,m e use o Lema 1.7

para obter

ν ‖um‖2
H1

0(Ω) = (f ,um)L2(Ω) − b(um,um,um) = (f ,um)L2(Ω) ≤ cp ‖f ‖L2(Ω) ‖um‖H1
0(Ω) .
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Portanto,

‖um‖H1
0(Ω) ≤

cp
ν
‖f ‖L2(Ω) . (3.25)

Deste modo, a seqüência (um) é uniformente limitada em V . Como V é uma espaço

de Banach reflexivo e a imersão de V em L2(Ω) é compacta temos que existe u ∈ V e

uma subsequência (umk) de (um) tais que

umk ⇀ u em V. (3.26)

umk → u em L2(Ω). (3.27)

Tomando m = mk em (3.24), usando as convergências (3.26) e (3.27) podemos passar

o limite em (3.24) e obter

ν((u , v j)) + b(u ,u , v j) = (f , v j)L2(Ω), j = 1, . . . ,m

para todo v ∈
⋃∞
m=1 Ṽm.

Como o espaço
⋃∞
m=1 Ṽm é denso em Ṽ , então igualdade acima vale para todo v ∈ Ṽ .

E a prova do Teorema 3.2 está completa. �

3.2.2 Unicidade

No seguinte teorema mostraremos que o problema de Navier-Stokes estacionário tem

solução única quando os dados satisfazem certas condições e n ≤ 4.

Teorema 3.3. Se n ≤ 4 e ν é suficientemente grande tal que

ν2 > Cb ‖f‖V ′ . (3.28)

então o problema (3.18)-(3.20) tem uma única solução.

Demonstração: Para n ≤ 4 podemos tomar Ṽ = V . Assim, a solução fraca u de

(3.18)-(3.20) satisfaz

ν((u , v)) + b(u ,u , v) = 〈f , v〉V ′×V , ∀v ∈ V. (3.29)

Agora, tomando v = u e aplicando o Lema 1.7 obtemos

ν ‖u‖2
H1

0(Ω) = 〈f ,u〉V ′×V ≤ ‖f ‖V ′ ‖u‖H1
0(Ω) ,
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o que implica

‖u‖H1
0(Ω) ≤

1

ν
‖f ‖V ′ (3.30)

Agora, sejam w e z duas soluções de (3.18)-(3.20) e u = w − z . Então,

ν((w , v)) + b(w ,w , v) = 〈f , v〉V ′×V ∀v ∈ V, (3.31)

ν((z , v)) + b(z , z , v) = 〈f , v〉V ′×V ∀v ∈ V. (3.32)

Subtraindo (3.32) e (3.31) obtemos

ν((u , v)) + b(z ,u , v) + b(u ,w , v) = 0.

Agora, tomando v = u e usando o Lema 1.7 tem-se

ν ‖u‖2
H1

0(Ω) = −b(u ,w ,u) = b(u ,u ,w).

Usando as propriedades de b(u ,u ,w) tem-se

ν ‖u‖2
H1

0(Ω) ≤ C ‖u‖2
H1

0(Ω) ‖w‖H1
0(Ω) .

Usando (3.30) para a solução w obtemos

ν ‖u‖2
H1

0(Ω) ≤
C

ν
‖f ‖V ′ ‖u‖

2
H1

0(Ω) .

Portanto, (
ν − C

ν
‖f ‖V ′

)
‖u‖2

H1
0(Ω) ≤ 0⇒

(
ν2 − C ‖f ‖V ′

)
‖u‖2

H1
0(Ω) ≤ 0.

Mas, por hipótese tem-se (3.28), o que implica que ‖u‖H1
0(Ω) = 0, ou seja, u = 0.

E a prova do Teorema 3.3 está completa. �

3.3 Equações de Stokes de evolução

Dadas as funções vetoriais f : Q → Rn e u0 : Ω → Rn, queremos encontrar uma

função vetorial u : Q→ Rn e uma função escalar p : Q→ R, tais que

∂u

∂t
− ν∆u +∇p = f em Q, (3.33)

divu = 0 em Q, (3.34)

u = 0 em S, (3.35)

u(x, 0) = u0(x) em Ω. (3.36)
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Para obtermos a formulação fraca do problema (3.33)-(3.36) consideramos u ∈
(
C2(Q)

)n
e p ∈ C1(Q) soluções clássicas de (3.33)-(3.36). Fazendo o produto escalar de v ∈ V com

(3.33), integrando sobre Ω e usando os mesmos argumentos da Seção 3.1, obtemos

(u ′(t), v)L2(Ω) + ν((u(t), v)) = (f (t), v)L2(Ω), ∀v ∈ V. (3.37)

Por outro lado, sabemos que (u ′(t), v)L2(Ω) =
d

dt
(u(t), v)L2(Ω).

Estes resultados motivam a seguinte formulação fraca para o problema (3.33)-(3.36).

Considere V e H os espaços de Hilbert definidos na Seção 1.1.1 do Caṕıtulo 1.

Formulação Variacional 3.1. Para f ∈ L2(0, T ;V ′) e u0 ∈ H, queremos encontrar

uma função u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) tal que

d

dt
(u(t), v)L2(Ω) + ν((u(t), v)) = 〈f(t), v〉V ′×V em D′(0, T ), ∀v ∈ V, (3.38)

u(0) = u0. (3.39)

Definição 3.3. Sejam f ∈ L2(0, T ;V ′) e u0 ∈ H. Se u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V )

satisfaz (3.38)-(3.39), então dizemos que u é solução fraca de (3.33)-(3.36).

No que segue, usaremos a relação entre formas e operadores descrita na Seção 1.4.4

do Caṕıtulo 1 para obter uma formulação equivalente à dada na definição 3.1.

Para cada u ∈ L2(0, T ;V ) considere a aplicação t 7−→ Au(t) defindas q.s. em [0, T ]

por

Au(t) ∈ V ′,

< Au(t), v >V ′×V = ((u(t), v)), ∀v ∈ V. (3.40)

Com o seguinte resultado obteremos algumas propriedades do operador A:

Proposição 3.1. Se u ∈ L2(0, T ;V ) então Au ∈ L2(0, T ;V ′).

Demonstração: Note que Au(t) ∈ V ′ e t 7−→ Au(t) é mensurável q.s. em [0, T ]. Como

((u(t), v)) é uma forma bilinear e cont́ınua em V temos que

| < A(u(t), v > | = |((u(t), v))H1
0(Ω)| ≤ C||u(t)|| ||v ||.
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Logo,
| < A(u(t), v > |

||v ||
≤ C||u(t)|| ⇒ ||Au(t)||2∗ ≤ C||u(t)||2.

Portanto,∫ T

0

||Au(t)||2∗ dt ≤
∫ T

0

||u(t)||2 dt⇒ ||Au ||L2(0,T ;V ′) ≤ C||u ||L2(0,T ;V ),

ou seja, Au ∈ L2(0, T ;V ′) e A ∈ L(L2(0, T ;V ), L2(0, T ;V ′)) e a prova da Proposição 3.1

está completa. �

Teorema 3.4. Se u ∈ L∞(0, T ;H)∩L2(0, T ;V ) é solução (3.38) então u′ ∈ L2(0, T ;V ′).

Demonstração: Observe que 〈Au(t), v〉V ′×V = ((u(t), v)), ∀v ∈ V . Então, pelo Lema

1.3 da Seção 1.4 do Caṕıtulo 1, cada solução u de (3.38) satisfaz

d

dt
〈u(t), v〉V ′×V = 〈f (t)− νAu(t), v〉V ′×V em D′(0, T ), ∀v ∈ V.

Logo, u ′(t) = f (t) − νAu(t) ∈ V ′. Então, aplicando a Proposição 3.1 e usando que

f ∈ L2(0, T ;V ′), o resultado segue. �

Observe que, podemos aplicar o Lema 1.4 da Seção 1.4 do Caṕıtulo 1 e obter u ∈

C([0, T ];H), o que justifica a condição (3.39).

Portanto, temos a seguinte formulação equivalente do problema (3.38)-(3.39):

Formulação Equivalente 3.1. Para f ∈ L2(0, T ;V ′) e u0 ∈ H, queremos encontrar

uma função u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) tal que

u′ ∈ L2(0, T ;V ′)

u′ + Au = f em L2(0, T ;V ′),

u(0) = u0.

(3.41)

Resta verificarmos a equivalência entre o problema (3.41) e o problema original (3.33)-

(3.36). Como (3.41) é obtida essencialmente multiplicando-se (3.33) por uma função de

V , é suficiente recuperarmos a pressão p (perdida no processo). Para isto, considere o

seguinte problema:
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Para f ∈ L2(0, T ;V ′) e u0 ∈ H, queremos encontrar o par (u , p) ∈ X × D′(Q) com

X = L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) tal que

∂u

∂t
− ν∆u +∇p = f em D′(Q)

u(x, 0) = u0(x) em Ω.
(3.42)

Lema 3.1. Os problemas (3.41) e (3.42) são equivalentes.

Demonstração: (⇐) Claramente, se (u , p) é solução de (3.42) então u satisfaz (3.41).

(⇒) suponha que u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) é solução de (3.41) e considere a

aplicação l(t; v) : H1
0(Ω)→ R definida por

l(t; v) =

∫ t

0

(
〈f (s), v〉V ′×V − ν((u(s), v))

)
ds− (u(t), v)L2(Ω) − (u0, v)L2(Ω).

Para cada t, l(t; v) é um funcional linear em H1
0(Ω) que se anula em V . Então, pelo

Lema 1.7 da Seção 1.4 do Caṕıtulo 1 temos que, para cada t, existe uma única função

P (t) ∈ L2
0(Ω) tal que

l(t; v) = − < ∇P (t), v >H−1(Ω)×H1
0(Ω), ∀v ∈ H1

0(Ω),

ou seja,

(P (t), divv)L2(Ω) =

∫ t

0

(
〈f (s), v〉V ′×V −ν(u(s), v)H1

0(Ω)

)
ds− (u(t), v)L2(Ω)− (u0, v)L2(Ω)

(3.43)

∀v ∈ H1
0(Ω).

Como Au ∈ L2(0, T ;V ′) podemos verificar que P ∈ C([0, T ], L2
0(Ω)).

Agora, diferenciando (3.43) obtemos

(P ′(t), divv)L2(Ω) = 〈f (t), v〉V ′×V − ν((u(t), v))− (u ′(t), v)L2(Ω), ∀v ∈ H1
0(Ω).

Tomando p = P ′ em D′(Q) obtemos a primeira equação de (3.42) e a prova do Lema

3.1 está completa. �

3.3.1 Existência e unicidade

No seguinte teorema, provaremos que o problema (3.38)-(3.39) tem um única solução.
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Teorema 3.5. Para f ∈ L2(0, T ;V ′) e u0 ∈ H, existe uma única solução fraca u do

problema (3.38)-(3.39).

Demonstração: Para provarmos a existência usaremos novamente o método de Faedo-

Galerkin. Para isto, considere (vm) uma base de V , Vm o espaço gerado por {v 1, . . . , vm}

e o seguinte problema aproximado: encontrar um ∈ Vm tal que

um(t) =
m∑
j=1

gjm(t)v j

(u ′m(t), v i)L2(Ω) + ν((um(t), v i)) = 〈f (t), v i〉V ′×V , i = 1, . . . ,m

um(0) = u0m ∈ Vm.

(3.44)

u0m escolhido tal que lim
m→∞

u0m = u0 em H. Por exemplo, u0m pode ser a projeção

ortogonal de u0 em Vm.

Primeiro provaremos que o problema aproximado (3.44) tem uma única solução para

cada m fixo. Para isto, note que (3.44) é um sistema linear de equações diferenciais

ordinárias de 1a ordem dado por

m∑
j=1

(v j, v i)L2(Ω) g
′
jm(t) + ν

m∑
j=1

(v j, v i)H1
0(Ω) gjm(t) = 〈f (t), v i〉V ′×V , i = 1, . . . ,m

ou na forma matricial

AG′(t) +BG(t) = F (t)

com

Aij = (v j, v i)L2(Ω), Gi(t) = gim(t),

Bij = ν(v j, v i)H1
0(Ω), Fi(t) = 〈f (t), v i〉V ′×V .

Como os vetores {v 1, . . . , vm} são linearmente independentes, a matriz A é inverśıvel

e obtemos o seguinte problema de valor inicial: G′(t) + A−1BG(t) = A−1 F (t)

G(0) = Ψ
(3.45)

para Ψi = αim os coeficientes de u0m.

Logo, pela teoria da equações diferenciais ordinárias (para mais detalhes consulte

Coddington[4]) existe uma única G(t) solução de (3.45) tal que gim é absolutamente
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cont́ınua. Mas, a função t 7→ 〈f (t), v i〉V ′×V pertence a L2(0, T ), e logo, g′im ∈ L2(0, T ).

Portanto, para cada m, existe uma única um solução de (3.44) tal que

um ∈ C([0, T ];Vm) e u ′m ∈ L2(0, T ;Vm).

No que segue, representaremos o produto interno e a norma de L2(Ω) por (·, ·) e | · |,

respectivamente. Representaremos o produto interno e a norma de H1
0(Ω) por ((·, ·)) e

‖·‖, respectivamente e 〈·, ·〉 representará o par de dualidade de V ′ e V .

Agora obteremos estivativas a priori da solução um de (3.44). Para isto, multiplique

a primeira equação de (3.44) por gim(t), some as equações com i = 1, . . . ,m para obter

(u ′m(t),um(t)) + ν ‖um(t)‖2 = 〈f (t),um(t)〉 .

Usando

2(u ′m(t),um(t)) =
d

dt
|um(t)|2

tem-se
d

dt
|um(t)|2 + 2ν ‖um(t)‖2 = 2 〈f (t),um(t)〉 . (3.46)

Observando que

2 〈f (t),um(t)〉 ≤ 2 ‖f (t)‖V ′ ‖um(t)‖ ≤ ν ‖um(t)‖2 +
1

ν
‖f (t)‖2

V ′ (3.47)

(3.46) torna-se
d

dt
|um(t)|2 + ν ‖um(t)‖2 ≤ 1

ν
‖f (t)‖2

V ′ . (3.48)

Integrando (3.48) em (0, t) com t ∈ (0, T ) obtemos

|um(t)|2 + ν

∫ t

0

‖um(s)‖2 ds ≤ |u0m|2 +
1

ν

∫ T

0

‖f (t)‖2
V ′ dt

≤ |u0|2 +
1

ν

∫ T

0

‖f (t)‖2
V ′ dt.

Logo,

sup
0≤t≤T

|um(t)|2 ≤ |u0|2 +
1

ν

∫ T

0

‖f (t)‖2
V ′ dt.] (3.49)

Integrando (3.48) em (0, T ) obtemos

|um(T )|2 + ν

∫ T

0

‖um(t)‖2 dt ≤ |u0m|2 +
1

ν

∫ T

0

‖f (t)‖2
V ′ dt

≤ |u0|2 +
1

ν

∫ T

0

‖f (t)‖2
V ′ dt.
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Logo, ∫ T

0

‖um(t)‖2 dt ≤ 1

ν
|u0|2 +

1

ν2

∫ T

0

‖f (t)‖2
V ′ dt. (3.50)

Por (3.50) e (3.49), temos que a sequência um é uniformemente limitada em L∞(0, T ;H)∩

L2(0, T ;V ). Portanto, existem u∗ ∈ L∞(0, T ;H), u ∈ L2(0, T ;V ) e uma subsequência

(um′) de (um) tais que

um′
∗
⇀ u∗ em L∞(0, T ;H),

um′ ⇀ u em L2(0, T ;V ).

Podemos mostrar que u∗ = u em L∞(0, T ;H)∩L2(0, T ;V ) (para mais detalhes consulte

Temam [14, p. 258]).

No que segue, vamos usar o seguinte resultado que pode ser encontrado em Zeidler

[16, p. 411]:∫ T

0

〈v(t),um′(t)〉 dt→
∫ T

0

〈v(t),u(t)〉 dt, ∀v ∈ L2(0, T ;V ′). (3.51)

Agora, seja ψ ∈ C1([0, T ]) tal que ψ(T ) = 0. Multiplicando (3.44) por ψ(t) e inte-

grando em (0, T ) obtemos∫ T

0

(u ′m(t), v j)ψ(t)dt+ ν

∫ T

0

((um(t), v j))ψ(t)dt =

∫ T

0

〈f (t), v j〉ψ(t)dt.

Mas, por integração por partes, temos∫ T

0

(u ′m(t), v j)ψ(t)dt = −(um(0), v j)ψ(0)−
∫ T

0

(um(t), v j)ψ
′(t)dt.

Logo,

−
∫ T

0

(um(t), ψ′(t)v j)dt + ν

∫ T

0

((um(t), ψ(t)v j))dt

= (u0m, v j)ψ(0) +

∫ T

0

〈f (t), v j〉ψ(t)dt.

Por (3.51) e a definição de u0m temos que

−
∫ T

0

(u(t), ψ′(t)v j)dt + ν

∫ T

0

((u(t), ψ(t)v j))dt

= (u0, v j)ψ(0) +

∫ T

0

〈f (t), v j〉ψ(t)dt

(3.52)

Como (3.52) é valida para cada v j, qualquer que seja j, então por linearidade

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t)dt + ν

∫ T

0

((u(t), v))ψ(t)dt

= (u0, v)ψ(0) +

∫ T

0

〈f (t), v〉ψ(t)dt (3.53)
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para todo v ∈
∞⋃
i=1

Vm. Mas,
∞⋃
i=1

Vm é denso em V , então, para cada v ∈ V , existe

uma sequência (vn) ⊂
∞⋃
i=1

Vm convergindo pra v em V . Como ambos os membros de

(3.53) definem funcionais lineares cont́ınuos na variável v temos que (3.53) vale para

todo v ∈ V .

Fazendo ψ = φ ∈ D((0, T )) em (3.53) temos que

d

dt
(u(t), v) + ν((u(t), v)) = 〈f (t), v〉 em D′(0, T ), ∀v ∈ V (3.54)

Resta mostrarmos que u(0) = u0. Para isto, multiplicando (3.54) por ψ (o mesmo ψ

usado em (3.53)), integrando em (0, T ) e usando integração por partes obtemos

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t)dt + ν

∫ T

0

((u(t), v))ψ(t)dt

= (u(0), v)ψ(0) +

∫ T

0

〈f (t), v〉ψ(t)dt. (3.55)

Combinando (3.53) e (3.55) tem-se

(u(0)− u0, v)ψ(0) = 0, ∀v ∈ V.

Logo, para ψ(0) 6= 0 temos

u(0) = u0.

Agora provaremos a unicidade de solução fraca. Para isto, suponhamos que v ,w ∈

L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) são soluções de (3.38)-(3.39) e u = v −w então

d

dt
(u(t), v) + ν((u(t), v)) = 0 em D′(0, T ), ∀v ∈ V,

u(0) = 0.

Tomando v = u(t) obtemos

d

dt
|u(t)|2 + ν ‖u(t)‖2 = 0.

Logo,
d

dt
|u(t)|2 ≤ 0, integrando em (0, T ) tem-se |u(t)|2 ≤ |u(0)|2 = 0, o que implica

v = w .

E a prova do Teorema 3.5 está completa. �
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3.3.2 Regularidade

Proposição 3.2. Sejam Ω um domı́nio de classe C2, f ∈ L2(0, T ;H) e u0 ∈ V . Se (u, p)

é a solução de (3.33)-(3.36) então

u ∈ L2(0, T,H2(Ω)), u ′ ∈ L2(0, T,H) e p ∈ L2(0, T,H1(Ω))

Demonstração: Multiplicando a primeira equação de (3.44) por g′im(t) e somando para

i = 1, . . . ,m, obtemos

|u ′m(t)|2 + ν((um(t),u ′m(t))) = (f (t),u ′m(t)),

ou ainda,

2|u ′m(t)|2 + ν
d

dt
‖um(t)‖2 = 2(f (t),u ′m(t)).

Integrando em (0, T ) e usando a desigualdade de Cauchy tem-se

2

∫ T

0

|u ′m(t)|2dt+ ν ‖um(T )‖2 = ν ‖u0m‖2 + 2

∫ T

0

(f (t),u ′m(t))dt

≤ ν ‖u0m‖2 +

∫ T

0

|f (t)|2dt+

∫ T

0

|u ′m(t)|2dt

o que implica ∫ T

0

|u ′m(t)|2dt ≤ ν ‖u0m‖2 +

∫ T

0

|f (t)|2dt. (3.56)

Podemos tomar a sequência (wm) tal que u0m seja a projeção ortogonal em V de u0

sobre Vm, logo

u0m → u0, em V e ‖u0m‖ ≤ ‖u0‖ , ∀m ∈ N

Então, (3.56) torna-se∫ T

0

|u ′m(t)|2dt ≤ ν ‖u0‖2 +

∫ T

0

|f (t)|2dt. (3.57)

Assim, a sequência (u ′m) é uniformemente limitada em L2(0, T ;H) e, logo, existe

u ′ ∈ L2(0, T ;H). Portanto, f − u ′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) e podemos considerar o seguinte

problema estacionário:

−ν∆u(t) +∇p(t) = f (t)− u ′(t) em Ω

divu(t) = 0 em Ω

u(t) = 0 em ∂Ω
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para q.s. t ∈ [0, T ]. Aplicando a proposição 3.1 da Seção 3.1 do Caṕıtulo 2, obtemos

u(t) ∈ H2(Ω) e p(t) ∈ H1(Ω). Além disso,

‖u(t)‖H2(Ω) + ‖p(t)‖H1(Ω) ≤ c0 ‖f (t)− u ′(t)‖L2(Ω) .

Portanto, u ∈ L2(0, T,H2(Ω)) e p ∈ L2(0, T,H1(Ω)).

E a prova da proposição 3.2 está completa. �

3.4 Equações de Navier-Stokes de evolução

Considere n ≤ 4. Dadas as funções vetoriais f : Q → Rn e u0 : Ω → Rn, queremos

encontrar uma função vetorial u : Q→ Rn e uma função escalar p : Q→ R tais que

u ′ − ν∆u +
n∑
i=1

u iDiu +∇p = f em Q, (3.58)

divu = 0 em Q, (3.59)

u = 0 em S, (3.60)

u(x, 0) = u0(x) em Ω. (3.61)

Formulação fraca

Para obtermos a formulação fraca do problema (3.58)-(3.61) consideramos u ∈
(
C2(Q)

)n
e p ∈ C1(Q) soluções clássicas de (3.58)-(3.61). Fazendo o produto escalar de v ∈ V com

(3.58), integrando sobre Ω e usando os mesmos argumentos da Seção 3.3 obtemos

(u ′(t), v) + ν((u(t), v)) + b(u(t),u(t), v) = (f (t), v),

u(0) = u0.

Assim, temos a seguinte formulação variacional do problema (3.58)-(3.61):

Formulação Variacional 3.2. Para f ∈ L2(0, T ;V ′) e u0 ∈ H, queremos encontrar

uma função u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) tal que

d

dt
(u(t), v) + ν((u(t), v)) + b(u(t),u(t), v) = 〈f(t), v〉 , (3.62)

u(0) = u0. (3.63)
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Definição 3.4. Sejam f ∈ L2(0, T ;V ′) e u0 ∈ H. Se u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V )

satisfaz (3.62)-(3.63), então dizemos que u é solução fraca de (3.58)-(3.61)

No que segue usaremos a relação entre formas e operadores descrita Seção 1.4.4 do

Caṕıtulo 1 para obter uma formulação equivalente à dada na definição 3.2.

Para cada u ∈ L2(0, T ;V ) considere as aplicações t 7−→ Au(t) e t 7−→ B(u(t),u(t))

defindas q.s. em [0, T ] e dadas por

Au(t), B(u(t),u(t)) ∈ V ′,

〈Au(t), v〉V ′×V = ((u(t), v)), ∀v ∈ V, (3.64)

〈B(u(t),u(t)), v〉V ′×V = b(u(t),u(t), v), ∀v ∈ V. (3.65)

Usaremos a notação B(u(t)) para B(u(t),u(t)).

Nas Proposições abaixo provaremos algumas propriedades do operador B. Para isto,

precisamos dos seguintes resultados de interpolação, cujas provas podem ser encontradas

em [14, p. 291].

Lema 3.2. Para v ∈ H1
0(Ω) temos que

||v||L4(Ω) ≤ C
√

2 ||v||1/2H1(Ω) ||v||
1/2

L2(Ω) se n = 2, (3.66)

||v||L4(Ω) ≤ C
√

2 ||v||3/4H1(Ω)||v||
1/4

L2(Ω) se n = 3. (3.67)

Proposição 3.2. Se n ≤ 4 e u ∈ L2(0, T ;V ) então Bu ∈ L1(0, T ;V ′).

Demonstração: Note que B(u(t)) ∈ V ′ e t 7−→ B(u(t)) é mensurável q.s. em [0, T ].

Como, para n ≤ 4, b(u(t),u(t), v) é trilinear e cont́ınua em V temos que

| < B(u(t), v > | = |b(u(t),u(t), v)| ≤ C||u(t)||2 ||v ||.

Logo,
| < B(u(t), v > |

||v ||
≤ C||u(t)||2 ⇒ ||Bu(t)||∗ ≤ C||u(t)||2.

Portanto,∫ T

0

||Bu(t)||∗ dt ≤ C

∫ T

0

||u(t)||2 dt⇒ ||Bu ||L1(0,T ;V ′) ≤ C||u ||L2(0,T ;V ), (3.68)

ou seja, Bu ∈ L1(0, T ;V ′) e B : L2(0, T ;V ) → L1(0, T ;V ′) e a prova da Proposição 3.2

está completa. �
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Proposição 3.3. Se u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) então

Bu ∈ L2(0, T ;V ′) se n = 2, (3.69)

Bu ∈ L4/3(0, T ;V ′) se n = 3. (3.70)

Demonstração: Pela propriedades da forma b(u(t),u(t), v), dadas nos Lemas 1.6 e 1.7

da Seção 1.5 do Caṕıtulo 1 temos que

|b(u(t),u(t), v)| = | − b(u(t), v ,u(t))| ≤ C||u(t)||2L4(Ω) ||v||.

Portanto,

| < B(u(t), v > | = |b(u(t),u(t), v)| ≤ C||u(t)||2L4(Ω) ||v ||.

Logo,
| < B(u(t), v > |

||v ||
≤ C||u(t)||2L4(Ω) ⇒ ||Bu(t)||∗ ≤ C||u(t)||2L4(Ω). (3.71)

Agora, vamos considerar separadamente os casos n = 2 e n = 3.

Se n = 2, podemos combinar (3.66) e (3.71) e obter

||Bu(t)||∗ ≤ C||u(t)||2L4(Ω) ≤ C||u(t)|| ||u(t)||H ,

o que implica

∫ T

0

||Bu(t)||2∗ dt ≤ C

∫ T

0

||u(t)||2 ||u(t)||2H dt, e logo,

||Bu ||L2(0,T ;V ′) ≤ C||u ||L2(0,T ;V )||u ||L∞(0,T ;H),

ou seja, Bu ∈ L2(0, T ;V ′) se n = 2.

Se n = 3, podemos combinar (3.67) e (3.71) e obter

||Bu(t)||∗ ≤ C||u(t)||2L4(Ω) ≤ C||u(t)||3/2 ||u(t)||1/2H ,

o que implica

∫ T

0

||Bu(t)||4/3∗ dt ≤ C

∫ T

0

||u(t)||2 ||u(t)||2/3H dt, e logo,

||Bu ||L4/3(0,T ;V ′) ≤ C||u ||3/2L2(0,T ;V )||u ||
1/2
L∞(0,T ;H),

ou seja, Bu ∈ L4/3(0, T ;V ′) se n = 3.

E prova da Proposição 3.3 está completa. �
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Teorema 3.6. Se u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) é solução de (3.62) então, para n ≤ 4,

temos que u′ ∈ L1(0, T ;V ′). Em particular,

u′ ∈ L2(0, T ;V ′) se n = 2, (3.72)

u′ ∈ L4/3(0, T ;V ′) se n = 3. (3.73)

Demonstração: Observe que 〈Au(t) − Bu(t), v〉V ′×V = ((u(t), v)) + b(u(t),u(t), v),

∀v ∈ V . Então, pelo Lema 1.3 da Seção 1.4 do Caṕıtulo 1, cada solução u de (3.62)

satisfaz

〈u ′(t), v〉V ′×V = 〈f (t)− νAu(t)−Bu(t), v〉V ′×V em D′(0, T ), ∀v ∈ V.

Logo, u ′(t) = f (t)− νAu(t)− Bu(t) ∈ V ′. Então, aplicando as Proposições 3.2 e 3.3 e

usando que f ∈ L2(0, T ;V ′), o resultado segue. �

Pelos resultados do Teorema 3.6, para n ≤ 4, tem-se u ∈ C([0, T ];V ′), o que justifica

a condição (3.63). Observe que , para n = 2, podemos aplicar o Lema 1.4 da Seção 1.4

do Caṕıtulo 1 e obter u ∈ C([0, T ];H).

Portanto, temos a seguinte formulação equivalente do problema (3.62)-(3.63):

Formulação Equivalente 3.2. Para f ∈ L2(0, T ;V ′) e u0 ∈ H, queremos encontrar

uma função u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) tal que

u′ ∈ L1(0, T ;V ′) se n ≤ 4,

u′ + Au +Bu = f em L1(0, T ;V ′),

u(0) = u0.

(3.74)

Em particular, u′ ∈ L4/3(0, T ;V ′) se n = 3 e u′ ∈ L2(0, T ;V ′) se n = 2.

Resta verificarmos a equivalência entre o problema (3.74) e o problema original (3.58)-

(3.61). Como (3.74) é obtida essencialmente multiplicando-se (3.58) por uma função de

V , é suficiente recuperarmos a pressão p (perdida no processo). Para isto, considere o

seguinte problema:

Para f ∈ L2(0, T ;V ′) e u0 ∈ H, queremos encontrar o par (u , p) ∈ X × D′(Q) com

X = L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) tal que

∂u

∂t
− ν∆u +

n∑
i=1

u iDiu +∇p = f em D′(Q)

u(x, 0) = u0(x) em Ω.

(3.75)
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Lema 3.3. Os problemas (3.74) e (3.75) são equivalentes.

Demonstração: A prova é essencialmente a dada no Lema 3.1 da Seção 3.3 deste

Caṕıtulo, definindo-se o funcional linear l(t; v) : H1
0(Ω)→ R por

l(t; v) =

∫ t

0

(
〈f (s), v〉V ′×V−ν((u(s), v))−b(u(s),u(s), v)

)
ds−(u(t), v)L2(Ω)−(u0, v)L2(Ω).

�

3.4.1 Existência

No seguinte resultado provaremos existência de solução do problema (3.62)-(3.63) (ou

(3.74)).

Teorema 3.7. Para n ≤ 4, f ∈ L2(0, T ;V ′) e u0 ∈ H, existe uma solução fraca

u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) do problema (3.62)-(3.63).

Demonstração: Para mostrarmos a existência de solução fraca do problema (3.62)-

(3.63) vamos aplicar o método de Faedo-Galerkin. Para isto, seja (vm) uma base de V ,

Vm o espaço gerado por {v 1, . . . , vm} e o seguinte problema aproximado: para cada m

fixo, encontrar uma solução aproximada um ∈ Vm na forma

um(t) =
m∑
i=1

gim(t)v i

satisfazendo, para 1 ≤ j ≤ m,

(u ′m(t), v j) + ν((um(t), v j)) + b(um(t),um(t), v j) = 〈f (t), v j〉 , (3.76)

um(0) = u0m ∈ Vm. (3.77)

u0m escolhido tal que lim
m→∞

u0m = u0 em H. Por exemplo, u0m pode ser a projeção

ortogonal de u0 em Vm.

Observe que o problema (3.76) é equivalente ao seguinte sistema de equações diferen-

ciais ordinárias:

m∑
i=1

(v i, v j)g
′
im(t) + ν

m∑
i=1

((v i, v j))gim(t) +
m∑

i,l=1

b(v i, v l, v j)gim(t)glm(t) = 〈f (t), v j〉 ,
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para 1 ≤ j ≤ m,

gim(0) = g0
im para 1 ≤ i ≤ m. (3.78)

com g0
im os coeficientes de u0m.

Como a matriz de elementos [(v i, v j)] é inverśıvel, pois {v 1, v 2, · · · , vm} são LI, temos

que (3.78) torna-se

g′jm(t) = Φj(t, g1m(t), g2m(t), · · · , gmm(t)) para 1 ≤ j ≤ m,

gim(0) = g0
im para 1 ≤ i ≤ m.

(3.79)

Agora, pelo Teorema de Carathéodory [4], o sistema (3.79) tem uma solução maximal

local um(t) no intervalo [0, tm) para algum tm ≤ T . Se tm < T então necessariamente

temos que

lim
t→t−m
||um(t)||H =∞.

Portanto, se mostrarmos que ||um(t)||H é limitada independente de m e t então prova-

remos que tm = T , ∀m, o que implica que um(t) é solução global. Para isto, multiplique

(3.76) por gjm(t), some as equações para j = 1, . . . ,m para obter

(u ′m(t),um(t)) + ν||um(t)||+ b(um(t),um(t),um(t)) = 〈f (t),um(t)〉

e pelo Lema 1.7 da Seção 1.4 do Caṕıtulo 1 obtemos

(u ′m(t),um(t)) + ν||um(t)|| = 〈f (t),um(t)〉 ,

ou seja,
d

dt
|um(t)|2 + 2ν ‖um(t)‖2 = 2 〈f (t),um(t)〉 . (3.80)

Usando (3.47) temos

d

dt
|um(t)|2 + ν ‖um(t)‖2 ≤ 1

ν
‖f (t)‖2

V ′ . (3.81)

Integrando (3.81) em (0, t) obtemos

|um(t)|2 + ν

∫ t

0

‖um(s)‖2 ds ≤ 1

ν

∫ t

0

‖f (s)‖2
V ′ ds+ |u0m|2

≤ 1

ν

∫ T

0

‖f (s)‖2
V ′ dt+ |u0|2.

(3.82)

Logo |um(t)| é limitada por uma constante que independe de m e t. Portanto, um é

uniformemente limitada em L∞(0, T ;H).
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Além disso, fazendo t = T em (3.82) obtemos

|um(T )|2 + ν

∫ T

0

‖um(t)‖2 dt ≤ 1

ν

∫ T

0

‖f (t)‖2
V ′ dt+ |u0|2. (3.83)

Logo, um é uniformemente limitada em L2(0, T ;V ). Não é complicado mostrar que

um é a única solução de (3.79). Portanto,

||um||L∞(0,T ;H) + ||um||L2(0,T ;V ) ≤ C (3.84)

com C uma constante independente de m.

No que segue, obteremos uma estimativa de alguma derivada fracionada de um. Pela

definição do espaço Hγ(0, T ;V,H) (veja Seção 1.4.5.1 do Caṕıtulo 1), primeiro estende-

remos Um(t) por zero fora de [0, T ] e depois consideramos a transformada de Fourier da

função estendida. Para isto, seja ũm : R→ V tal que

ũm(t) =

 um(t) se t ∈ [0, T ],

0 se t ∈ R \ [0, T ].

e ûm(τ) a transformada de Fourier de ũm(t).

Assim, o sistema (3.76) é estendido para R do seguinte modo:

d

dt
(ũm(t), v j) + ν((ũm(t), v j)) + b(ũm(t), ũm(t), v j) =

〈
f̃ (t), v j

〉
+

(u0m, v j)δ0 − (u(T ), v j)δT , (3.85)

com δ0 e δT as distribuições de Dirac em 0 e T , respectivamente, e f̃ a extensão de f por

zero.

Representaremos por f̂ m(τ) a transformada de Fourier de f̃ (t) e B̂m(τ) a transformada

de Fourier de B(ũm(t))

Calculando a transformada de Fourier em (3.85) obtemos, para 1 ≤ j ≤ m,

2iπτ(ûm(τ), v j) + ((ûm(τ), v j)) +
〈
B̂m(τ), v j

〉
=
〈
f̂ (τ), v j

〉
+

(u0m, v j)− (u(T ), v j)e
−2iπτT .

Multiplicando por ĝjm(t) (transformada de Fourier de g̃jm(t)) e somando para j =

1, . . . ,m tem-se

2iπτ |ûm(τ)|2 + ν||ûm(τ)||+
〈
B̂m(τ), v j

〉
=
〈
f̂ (t), ûm(t)

〉
+
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(u0m, ûm(τ))− (u(T ), ûm(τ))e−2iπτT .

Da parte imaginária da igualdade acima obtemos a seguinte cota superior:

2 π |τ | |ûm(τ)|2 ≤
(
||B̂m(τ)||∗ + ||f̂ (τ)||∗

)
||um(τ)||+

(
|û0m(τ)|+ |ûm(T )|

)
|ûm(τ)|.

Mas,

||f̂ (τ)||∗ ≤
∫ +∞

−∞
||f̃ (τ)||∗dt ≤ C1.

Além disso, por (3.68) temos

||B̂m(τ)||∗ ≤
∫ +∞

−∞
||B(ũm(t), ũm(t))||∗dt ≤ C2

∫ T

0

||um(t)||2 dt⇒ ||B̂m(τ)||∗ ≤ C3.

Lembrando que |um(0)| ≤ C e |um(T )| ≤ C obtemos a seguinte estimativa para todo

τ ∈ R:

|τ ||ûm(τ)|2 ≤ C4

(
||ûm(τ)||+ |ûm(τ)|

)
. (3.86)

Observe que∫ +∞

−∞

||ûm(τ)||
1 + |τ |σ

dτ ≤ ||um||L2(0,T ;V )

(∫ +∞

−∞

dτ

(1 + |τ |σ)2

)1/2

.

Então, para σ > 1/2, ∫ +∞

−∞

||ûm(τ)||
1 + |τ |σ

dτ ≤ C5||um||L2(0,T ;V ).

Analogamente, ∫ +∞

−∞

|ûm(τ)|
1 + |τ |σ

dτ ≤ C5||um||L2(0,T ;H).

Assim, dividindo os dois lados de (3.86) por (1+|τ |σ) para algum σ tal que 1/2 < σ < 1

e integrando em R e usando (3.84) conclúımos que∫ +∞

−∞

|τ ||um(τ)|2

1 + |τ |σ
dτ ≤ C6 para

1

2
< σ < 1, ∀m. (3.87)

Então, (3.87) junto com (3.86) implicam que∫ +∞

−∞
|τ |2γ|um(τ)|2 dτ ≤ C7

para algum γ tal que 0 < γ <
1

4
(por exemplo, γ = (1− σ)/2).

Logo, ũm é uniformemente limitada em Hγ(0, T, V,H).
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Usando as estimativas (3.86) e aplicando o Teorema 1.6 temos que existe u ∈ L∞(0, T ;H)∩

L2(0, T ;V ) e uma subsequência (u l) de (um) tais que

u l → u fraco em L2(0, T ;V ), (3.88)

u l → u fraco-∗ em L∞(0, T ;H), (3.89)

u l → u forte em L2(0, T ;H). (3.90)

As convergências (3.88), (3.89) e (3.90) nos permitirão passar o limite no problema

(3.76) com m = l. Para isto, condidere ψ ∈ C1([0, T ]) tal que ψ(T ) = 0. Multiplicando

(3.76) por ψ(t) e integrando em [0, T ] tem-se

∫ T

0

(u ′m(t), v j)ψ(t) dt+ ν

∫ T

0

((um(t), v j))ψ(t) dt+

∫ T

0

b(um(t),um(t), v j)ψ(t) dt =

∫ T

0

〈f (t), v j〉ψ(t) dt.

Mas, por integração por partes, temos∫ T

0

(u ′m(t), v j)ψ(t)dt = −(um(0), v j)ψ(0)−
∫ T

0

(um(t), v j)ψ
′(t)dt.

Logo, para 1 ≤ j ≤ m tem-se

−
∫ T

0

(um(t), v j)ψ
′(t) dt+ ν

∫ T

0

((um(t), v j))ψ(t) dt+

∫ T

0

b(um(t),um(t), v j)ψ(t) dt = (u0m, v j)ψ(0) +

∫ T

0

〈f (t), v j〉ψ(t)dt. (3.91)

Fixando um inteiro arbitrário l0 e tomando v ∈ Vl0 , (3.91) implica que

−
∫ T

0

(u l(t), v)ψ′(t) dt+ ν

∫ T

0

((u l(t), v))ψ(t) dt+

∫ T

0

b(u l(t),u l(t), v)ψ(t) dt = (u0l, v)ψ(0) +

∫ T

0

〈f (t), v〉ψ(t)dt, ∀ l > l0. (3.92)

Usando a convergência (3.88) temos que

lim
l→∞

∫ T

0

(u l(t), v)ψ′(t) dt =

∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt,

lim
l→∞

∫ T

0

((u l(t), v))ψ(t) dt =

∫ T

0

((u(t), v))ψ(t) dt.

(3.93)
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Além disso,∫ T

0

b(u l(t),u l(t), v)ψ(t) dt = −
∫ T

0

b(u l(t), v ,u l(t))ψ(t) dt

=

∫ T

0

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(u l)j
∂v i
∂xj

(u l)i φ(t)

)
dx dt,

com
∂v i
∂xj
∈ D(Ω).

Usando (3.90) temos que o produto (u l)j (u l)i converge forte para u j u i em L1(Q),

portanto

lim
l→∞

∫ T

0

b(u l(t),u l(t), v)ψ(t) dt =

∫ T

0

b(u(t),u(t), v)ψ(t) dt. (3.94)

Lembrando que, por hipótese, lim
l→∞

u0l = u0 em H e usando as convergências (3.93) e

(3.94) passamos o limite em (3.92) para obter

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt+ ν

∫ T

0

((u(t), v))ψ(t) dt

+

∫ T

0

b(u(t),u(t), v)ψ(t) dt = (u0, v)ψ(0) +

∫ T

0

〈f (t), v〉ψ(t) dt

(3.95)

para todo v ∈ Vl0 e ∀ψ ∈ C1([0, T ]) com ψ(T ) = 0.

Como l0 é arbitrário e
∞⋃
m=1

Vm é denso em V , temos que (3.95) é válida para toda

v ∈ V . Além disso, tomando ψ em D((0, T )) obtemos

d

dt
(u(t), v) + ν((u(t), v)) + b(u(t),u(t), v) = 〈f (t), v〉 em D((0, T )) ∀v ∈ V,

que é exatamente (3.62).

Resta mostrarmos que u(0) = u0. Para isto, multipliquemos(3.62) por ψ (o mesmo

ψ usado em (3.95), integrando em (0, T ) e usando integração por partes obtemos

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t) dt+ ν

∫ T

0

((u(t), v))ψ(t) dt

+

∫ T

0

b(u(t),u(t), v)ψ(t) dt = (u(0), v)ψ(0) +

∫ T

0

〈f (t), v〉ψ(t) dt.

(3.96)

Comparando (3.95) e (3.96) tem-se

(u(0)− u0, v)ψ(0) = 0, ∀v ∈ V.

Logo, para ψ(0) 6= 0 temos u(0) = u0.

E a prova do Teorema 3.7 está completa. �
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3.4.2 Unicidade para o caso bidimensional

Só temos unicidade da solução do problema (3.62)-(3.63) quando n = 2. De fato,

Teorema 3.8. Para n = 2, o problema (3.62)-(3.63) tem uma única solução

u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ).

Demonstração: Sejam u1 e u2 duas soluções do problema (3.62)-(3.63) e w = u1−u2.

Então, por (3.74), w satisfaz

w ′ − νAw +Bu1 −Bu2 = 0 em L2(0, T ;V ′),

w(0) = 0.

Logo,

〈w ′(t),w(t)〉 − ν〈Aw(t),w(t)〉+ 〈Bu1(t),w(t)〉 − 〈Bu2(t),w(t)〉 = 0, (3.97)

ou seja,

d

dt
|w(t)|2 + 2ν ‖w(t)‖2 + 2b(u1(t),u1(t),w(t))− 2b(u2(t),u2(t),w(t)) = 0.

Por outro lado,

b(w(t),u2(t),w(t)) = b(u1(t),u2(t),w(t))− b(u2(t),u2(t),w(t)) q.s em (0, T ).

Isto implica

−b(u2(t),u2(t),w(t)) = b(w(t),u2(t),w(t))− b(u1(t),u2(t),w(t)) q.s em (0, T ).

Assim,

b(u1(t),u1(t),w(t))− b(u2(t),u2(t),w(t)) = b(u1(t),u1(t)− u2(t),w(t))

+b(w(t),u2(t),w(t))

= b(w(t),u2(t),w(t))

Portanto,
d

dt
|w(t)|2 + 2ν ‖w(t)‖2 + 2b(w(t),u2(t),w(t)) = 0
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Usando as propriedades de b(w(t),u2(t),w(t)) e a desigualdade de interpolação (3.66)

obtemos

d

dt
|w(t)|2 + 2ν ‖w(t)‖2 = −2 b(w(t),u2(t),w(t))

≤ C1 ||u2(t)|| ||w(t)||2L4(Ω)

≤ C2 ||u2(t)|| |w(t)| ||w(t)||.

Usando a desigualdade de Cauchy com ε = ν

ab ≤ ν a2 +
1

4ν
b2

obtemos

d

dt
|w(t)|2 + 2ν ‖w(t)‖2 ≤ ν||w(t)||2 + C3||u2(t)||2|w(t)|2,

o que implica

d

dt
|w(t)|2 ≤ C3|w(t)|2||u2(t)||2|w(t)|2 q.s em (0, T ). (3.98)

Como w ∈ W (0, T ), pois n = 2 podemos integrar (3.98) em (0, t) e obter

1

2
|w(t)|2 ≤ C3

∫ t

0

||u2(s)||2|w(s)|2 ds.

Mas, W (0, T ) ⊂ C([0, T ] H) o que implica que a função t→ |w(t)|2 é cont́ınua em [0, T ].

Portanto, aplicando a desigualdade de Gronwall obtemos que |w(t)| = 0 em [0, T ].

E a prova o Teorema 3.8 está completa. �

3.4.3 Solução forte

Nesta Seção apresentaremos alguns resultados de regularidade da solução fraca das

equações de Navier-Stokes para os casos n = 2 e n = 3. A prova destes resultados pode

ser encontrada em [8, 9, 14].

Teorema 3.9 (solução forte no caso n = 2). Seja Ω um domı́nio limitado do R2 com

fronteira de classe C∞. Suponha que u0 ∈ V e f ∈ (L2(Ω))2. Então, a solução u dada

no Teorema 3.8 satisfaz

ui,
∂ui
∂t
,
∂ui
∂xj

,
∂2ui
∂xj∂xk

∈ L2(Q) para i, j, k = 1, 2.

Além disso, u ∈ C([0, T ];V ) e a pressão e suas derivadas pertencem a L2(Q).
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Teorema 3.10 (solução forte local no caso n = 3). Seja Ω um domı́nio limitado do R3

com fronteira de classe C∞. Suponha que u0 ∈ V e f ∈ (L2(Ω))3. Então, existe T∗,

0 < T∗ ≤ T dependendo de Ω, ν, f, u0 e T tal que em [0, T∗) existe uma única solução

u = (u1, u2, u3) do problema (3.62)-(3.63) satisfazendo

ui,
∂ui
∂t
,
∂ui
∂xj

,
∂2ui
∂xj∂xk

∈ L2(Q∗) para i, j, k = 1, 2, 3 (3.99)

com Q∗ = (0, T∗)× Ω. Além disso, u ∈ C([0, T∗);V ).

A unicidade da solução forte do Teorema 3.10 é no sentido que não existe outra

solução forte satisfazendo (3.99) com os dados u0 ∈ V e f ∈ (L2(Ω))3 e não existe outra

solução fraca em [0, T∗).

Observação 3.1. No caso bidimensional, a solução fraca das equações de Navier-Stokes

satisfaz a igualdade energia:

1

2

d

dt
|u(t)|2 + ν||u(t)||2 =< f(t),u(t) > . (3.100)

Porém, para o caso n = 3 a igualdade (3.100) não é necessáriamente satisfeita, ape-

nas podemos garantir que a seguinte desigualdade energia é satisfeita, no sentido das

distribuições:
1

2

d

dt
|u(t)|2 + ν||u(t)||2 ≤< f(t),u(t) > .

No caso bidimensional, as equações de Navier-Stokes apresentam uma propriedade

de “suavidade” (regularidade) isto é, se o dado inicial u0 é regular então a solução será

regular. Por exemplo, se u0 ∈ H e f ∈ (L2(Ω))2 então a solução u será cont́ınua (0, T ]

com valores em V , isto é u ∈ C((0, T ] V ). Assim, para dados suficientemente regulares

teremos solução suficientemente regular. Por exemplo, sem ≥ 2, Ω é de classe Cm+2, u0 ∈

V ∩ (Hm(Ω))n e f ∈ L2(0, T ; (Hm−1(Ω))n) então a solução u ∈ L2(0, T ;V ∩ (Hm+1(Ω))n)

e é cont́ınua em (0, T ] com valores em H ∩ (Hm(Ω))n.

Observação 3.2. Obsserve a solução u é cont́ınua em (0, T ] com valores em

H ∩ (Hm(Ω))n e não em [0, T ] com valores em H ∩ (Hm(Ω))n. Temos que a continuidade

valerá em [0, T ] com valores em H ∩ (Hm(Ω))n se certas “condições de compatibilidade”

nos dados forem satisfeitas. Este problema não é espećıfico das equações de Navier-

Stokes, mas aparece tem todos os problemas de equações diferenciais de evolução. Para

mais detalhes, consulte [13].
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Caṕıtulo 4

Problemas parabólicos fortemente

não lineares

Neste caṕıtulo trataremos um problema parabólico fortemente não linear e um modelo

de fluido quase-newtoniano investigado por J. L. Lions em [9, p. 207].

4.1 Problema fortemente não linear clássico

Seja p > 1, então p′ será o número real positivo que satisfaz
1

p
+

1

p′
= 1. Represen-

taremos por V o espaço normado W 1,p
0 (Ω) com norma ‖·‖ e V ′ o espaço W−1,p′(Ω) com

o par de dualidade dado por V ′ e V por 〈·, ·〉. Seja ‖·‖q a norma no espaço Lq(Ω). Em

particular, para o espaço L2(Ω), ‖·‖2 = | · | e seu produto interno será denotado por (·, ·).

Dadas as funções f : Q → R , u0 : Ω → R e p > 2, queremos encontrar uma função

u : Q→ R tal que

∂u

∂t
−

n∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

)
= f em Q = Ω× (0, T ), (4.1)

u = 0 em ∂Ω× (0, T ), (4.2)

u(x, 0) = u0(x) em Ω, (4.3)
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Formulaçao variacional

Agora vamos obter a formulação variacional do problema (4.1)-(4.3). Para isto, defi-

namos para cada u ∈ W 1,p(Ω), a aplicação Au : V → R tal que

〈Au, v〉 =
n∑
i=1

∫
Ω

|Diu|p−2DiuDiv dx

como |Diu|p−2 ∈ L
p
p−2 (Ω) e Diu,Div ∈ Lp(Ω), então aplicando a desigualdade de Hölder

generalizada temos que |Diu|p−2DiuDiv ∈ L1(Ω), portanto a aplicação Au está bem

definida. Além disso,

|〈Au, v〉| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫
Ω

|Diu|p−2DiuDiv dx

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

∫
Ω

|Diu|p−1|Div| dx

≤
n∑
i=1

‖Diu‖p−1
p ‖Div‖p ≤ n ‖u‖p−1

W 1,p(Ω) ‖v‖

o que implica, Au ∈ V ′ com

‖Au‖V ′ ≤ C ‖u‖p−1
W 1,p(Ω) .

Definição 4.1. Um operador A : V → V ′ é dito hemicont́ınuo se a função λ →

〈A(u+ λv), w〉 é cont́ınua para quaisquer que sejam u, v, w ∈ V .

Definição 4.2. Um operador A : V → V ′ é dito monótono se 〈Au−Av, u− v〉 ≥ 0,

quaisquer que sejam u, v ∈ V .

A prova das seguintes propriedades do operador A pode ser encontrada em Lions [9,

pag. 157]:

Lema 4.1. A é um operador hemicont́ınuo e monótono.

Finalmente, para u ∈ Lp(0, T ;V ) temos∫ T

0

‖A(u(t))‖p
′

V ′ dt ≤ Cp′
∫ T

0

‖u(t)‖p
′(p−1) dt = Cp′

∫ T

0

‖u(t)‖p dt <∞

logo, A(u(·)) ∈ Lp′(0, T ;V ′).

Os resultados acima motivam a seguinte definição de solução fraca do problema (4.1)-

(4.3):
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Definição 4.3. Dadas f ∈ Lp′(0, T ;V ′) e u0 ∈ L2(Ω). Diremos que u ∈ Lp(0, T ;V ) é

solução fraca de (4.1)-(4.3) se u′ ∈ Lp′(0, T ;V ′) e

〈u′, v〉+ 〈Au, v〉 = 〈f, v〉 , ∀v ∈ V em D′(0, T ) (4.4)

u(0) = u0 (4.5)

4.1.1 Existência e unicidade

No seguinte Teorema provaremos a existência e a unicidade da solução fraca do pro-

blema (4.1)-(4.3) aplicando o método de Faedo-Galerkin.

Teorema 4.1. Sejam f ∈ Lp′(0, T ;V ′) e u0 ∈ L2(Ω). O problema (4.1)-(4.3) tem uma

única solução fraca.

Demonstração: Considere (wm) uma base de V e Vm o espaço gerado por {w1, . . . , wm}

e o seguinte problema aproximado: para cada m ∈ N, queremos encontrar uma solução

aproximada um ∈ Vm tal que

um(t) =
m∑
i=1

gim(t)wi,

(u′m(t), wj) + 〈Aum(t), wj〉 = 〈f(t), wj〉 , 1 ≤ j ≤ m, (4.6)

um(0) = u0m ∈ Vm, u0m → u0 em L2(Ω). (4.7)

Não é complicado verificar que (4.6)-(4.7) é equivalente a um sistema de equações

diferenciais ordinárias não lineares e que este sistema tem uma solução maximal local

definida para algum intervalo [0, tm), 0 < tm ≤ T . Portanto, se obtivermos estimativas

uniformes desta solução, provaremos que é uma solução global. Para isto, multiplique

(4.6) por gjm(t) e some para j = 1, . . . ,m para obter

(u′m(t), um(t)) + 〈Aum(t), um(t)〉 = 〈f(t), um(t)〉 .

Portanto,

d

dt

(
1

2
|um(t)|2

)
+ ‖um(t)‖p = 〈f(t), um(t)〉 ≤ ‖f(t)‖V ′ ‖um(t)‖ . (4.8)

Aplicando a desigualdade de Young tem-se

‖f(t)‖V ′ ‖um(t)‖ ≤ 1

p′
‖f(t)‖p

′

V ′ +
1

p
‖um(t)‖p
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e (4.8) torna-se
d

dt

(
1

2
|um(t)|2

)
+

1

p′
‖um(t)‖p ≤ 1

p′
‖f(t)‖p

′

V ′ . (4.9)

Integrando (4.9) em (0, t), 0 < t ≤ tm obtemos

1

2
|um(t)|2 +

1

p′

∫ t

0

‖um(τ)‖p dτ ≤ 1

p′

∫ t

0

‖f(τ)‖p
′

V ′ dτ +
1

2
|u0m|2

≤ 1

p′

∫ T

0

‖f(τ)‖p
′

V ′ dτ +
1

2
|u0m|2.

Portanto, |um(t)| é limitada por uma constante que independe de t e m, logo tm = T .

Além disso,

sup
0≤t≤T

|um(t)|2 ≤ 2

p′

∫ T

0

‖f(τ)‖p
′

V ′ dτ + |u0m|2 (4.10)

1

2
|um(T )|2 +

1

p′

∫ T

0

‖um(τ)‖p dτ ≤ 1

p′

∫ T

0

‖f(τ)‖p
′

V ′ dτ +
1

2
|u0m|2 (4.11)∫ T

0

‖Aum(t)‖p
′

V ′ dt ≤ Cp′
∫ T

0

‖um(t)‖p dt ≤ Cp′
(∫ T

0

‖f(τ)‖p
′

V ′ dτ +
p′

2
|u0m|2

)
(4.12)

Como o lado direito das desigualdades (4.10), (4.11) e (4.12) é uniformemente limitado

tem-se 
um é limitada em Lp(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω));

um(T ) é limitada em L2(Ω);

Aum é limitada em Lp
′
(0, T ;V ′).

Logo, existe u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))∩Lp(0, T ;V ) e uma subsequência (um′) de (um) tais

que

um′
∗
⇀ u em L∞(0, T ;L2(Ω)); (4.13)

um′ ⇀ u em Lp(0, T ;V ); (4.14)

um′(T ) ⇀ ξ em L2(Ω); (4.15)

Aum′ ⇀ χ em Lp
′
(0, T ;V ′). (4.16)

Usando as convergências (4.13) vamos passar o limite na equação (4.6). Para isto,

multiplicaque(4.6) por ϕ(t) ∈ C1([0, T ]) e integre em [0, T ] para obter∫ T

0

(u′m(t), wj)ϕ(t)dt+

∫ T

0

〈Aum(t), wj〉ϕ(t)dt =

∫ T

0

〈f(t), wj〉ϕ(t)dt.
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Integrando por partes temos∫ T

0

〈u′m(t), wjϕ(t)〉 dt = (um(T ), wj)ϕ(T )− (um(0), wj)ϕ(0)−
∫ T

0

〈wjϕ′(t), um(t)〉 dt,

e logo,

(um(T ), wj)ϕ(T )− (um(0), wj)ϕ(0)−
∫ T

0

〈wjϕ′(t), um(t)〉 dt

+

∫ T

0

〈Aum(t), wjϕ(t)〉 dt =

∫ T

0

〈f(t), wj〉ϕ(t)dt.

Passando ao limite obtemos

(ξ, wj)ϕ(T )− (u0, wj)ϕ(0)−
∫ T

0

〈wjϕ′(t), u(t)〉 dt

+

∫ T

0

〈χ(t), wjϕ(t)〉 dt =

∫ T

0

〈f(t), wj〉ϕ(t)dt,

ou seja,

(ξ, v)ϕ(T )− (u0, v)ϕ(0)−
∫ T

0

〈u(t), v〉ϕ′(t) dt =

∫ T

0

〈f(t)− χ(t), v〉ϕ(t) dt (4.17)

para todo v ∈
∞⋃
m=1

Vm, mas como este espaço é denso em V e os membros de (4.17) são

cont́ınuos na variável v, então (4.17) vale para toda v ∈ V .

Se ϕ ∈ D([0, T ]) em (4.17), então

−
∫ T

0

〈u(t), v〉ϕ′(t) dt =

∫ T

0

〈f(t)− χ(t), v〉ϕ(t) dt (4.18)

Como V é reflexivo, então (4.18) satisfaz (iii) no Lema 1.3 e conclúımos que

u′ + χ = f em Lp
′
(0, T ;V ′).

Assim, para quaisquer ϕ ∈ C1([0, T ]) e v ∈ V tem-se∫ T

0

〈u′(t), vϕ(t)〉 dt =

∫ T

0

〈f(t)− χ(t), vϕ(t)〉 dt.

Integrando por partes obtemos

(u(T ), v)ϕ(T )−(u(0), v)ϕ(0)−
∫ T

0

〈u(t), v〉ϕ′(t) dt =

∫ T

0

〈f(t)− χ(t), v〉ϕ(t) dt. (4.19)

Comparando (4.17) e (4.19) tem-se

(u(T )− ξ, v)ϕ(T )− (u(0)− u0, v)ϕ(0) = 0.
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Como ϕ ∈ C1([0, T ]) é arbitrária, podemos escolher ϕ(0) = 0. e ϕ(T ) 6= 0 e obter

ξ = u(T ). Analogamente, para ϕ(0) 6= 0 e ϕ(T ) = 0 temos que u0 = u(0).

Agora vamos provar que χ = Au. Para isto, usaremos o fato de A ser um operador

monótono, mais precisamente temos

Xm′ =

∫ T

0

〈Aum′(t)− Av(t), um′(t)− v(t)〉 dt ≥ 0, v ∈ Lp(0, T ;V ).

Como ∫ T

0

〈Aum′(t), um′(t)〉 dt =

∫ T

0

〈f(t), um′(t)〉 dt+
1

2
|u0m′|2 −

1

2
|um′(T )|2.

Então,

Xm′ =

∫ T

0

〈f(t), um′(t)〉 dt+
1

2
|u0m′|2 −

1

2
|um′(T )|2

−
∫ T

0

〈Aum′(t), v(t)〉 dt−
∫ T

0

〈Av(t), um′(t)− v(t)〉 dt.

Por outro lado,

|um′(T )|2 = (um′(T ), um′(T )) = (um′(T )− u(T ), um′(T )− u(T ))

+(um′(T )− u(T ), u(T )) + (u(T ), um′(T )) ≥ (um′(T )− u(T ), u(T )) + (u(T ), um′(T )).

Logo,

lim inf |um′(T )|2 ≥ |u(T )|2.

Portanto,

lim sup Xm′ ≤
∫ T

0

〈f(t), u(t)〉 dt+
1

2
|u0|2 −

1

2
|u(T )|2

−
∫ T

0

〈χ(t), v(t)〉 dt−
∫ T

0

〈Av(t), u(t)− v(t)〉 dt.

Mas, ∫ T

0

〈f(t), u(t)〉 dt+
1

2
|u0|2 −

1

2
|u(T )|2 =

∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉 dt,

o que implica ∫ T

0

〈χ(t)− Av(t), u(t)− v(t)〉 dt ≥ 0. (4.20)

Como v é arbitrário em (4.20), podemos tomar v = u−λw, com λ > 0 e w ∈ Lp(0, T ;V )

e obter

λ

∫ T

0

〈χ(t)− A(u(t)− λw(t)), w(t)〉 dt ≥ 0,
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ou seja, ∫ T

0

〈χ(t)− A(u(t)− λw(t)), w(t)〉 dt ≥ 0.

Usando que A é hemicont́ınuo temos, para λ→ 0,∫ T

0

〈χ(t)− Au(t), w(t)〉 dt ≥ 0.

Analogamente, para λ < 0, obtemos∫ T

0

〈χ(t)− Au(t), w(t)〉 dt ≤ 0.

Portanto, χ = Au.

Para provarmos a unicidade, considere u1 e u2 soluções de (4.1)-(4.3) e w = u1 − u2.

Então

w′ + Au1 − Au2 = 0 em Lp
′
(0, T ;V ′),

w(0) = 0.

Logo,

〈w′, w〉+ 〈Au1 − Au2, u1 − u2〉 = 0.

Usando que A é um operador monótono tem-se

1

2

d

dt
|w(t)|2 ≤ 0,

o que implica |w(t)|2 ≤ |w(0)|2 = 0 e portanto w = 0.

E a prova do Teorema 4.1 está completa. �

4.2 Um modelo de fluido quase-newtoniano

Sejam V é o fecho de V em W1,p(Ω) com ‖·‖, H é o fecho de V em L2(Ω) com | · |, Vs
é o fecho de V em Hs(Ω) com 〈·, ·〉 o par de dualidade 〈·, ·〉V ′×V .

Para u ∈ C2(Q) considere

Au = −
n∑
i=1

Di(|∇u |p−2Diu).

74



E para u , v ∈W1,p(Ω) considere

〈Au , v〉 =
n∑
i=1

∫
Ω

|∇u |p−2DiuDiv dx.

Dadas as funções vetoriais f : Q→ Rn , u0 : Ω→ Rn e a constante ν > 0, queremos

encontrar uma função vetorial u : Q→ Rn e uma função escalar p∗ : Q→ R, tal que:

∂u

∂t
+ νA(u) +

n∑
i=1

u iDiu +∇p∗ = f , em Q, (4.21)

divu = 0, em Q, (4.22)

u = 0, em S, (4.23)

u(x, 0) = u0(x), em Ω, (4.24)

Definição 4.4. Dadas as funções f ∈ Lp′(0, T ;V ′) , u0 ∈ H , p ≥ 3n+2
n+2

. Diremos que

u ∈ Lp(0, T ;V ) é solução fraca de (4.21)-(4.24) se u ′ ∈ Lp′(0, T ;V ′) e

〈u ′, v〉+ ν 〈Au , v〉+ b(u ,u , v) = 〈f , v〉 , em D′(0, T )

u(0) = u0

4.2.1 Existência

Vamos provar o seguinte resultado de existência:

Teorema 4.2. Dadas as funções f ∈ Lp′(0, T ;V ′) , u0 ∈ H e

p ≥ 3n+ 2

n+ 2
.

Existe uma solução fraca u do problema (4.21)-(4.24), tal que

u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ Lp(0, T ;V ).

Demonstração: Primeiro, escolhamos s tal que s > 1 +
n

2
. Logo, Hs−1(Ω) ⊂ L∞(Ω),

pois
1

2
− s− 1

n
< 0. Portanto, se v ∈ Hs(Ω) então Div ∈ Hs−1(Ω) ⊂ L∞(Ω), o que

implica, em particular, que v ∈ Lp(Ω) e

Vs ⊂ V ⊂ H ∼= H ′ ⊂ V ′ ⊂ V ′s
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Sejam as funções (v j)
∞
j=1 uma base de Vs tal que

(v j, v)Vs = λj(v j, v), ∀v ∈ Vs.

Para mostrarmos a existência de solução fraca de (4.21)-(4.24) vamos aplicar o método

de Faedo-Galerkin. Para isto, considere Vm o espaço gerado por {v 1, . . . , vm} e o seguinte

problema aproximado: para cada m ∈ N, queremos encontrar um ∈ Vm tal que

um(t) =
m∑
i=1

gim(t)v i,

〈u ′m(t), v j〉+ ν 〈Aum(t), v j〉+ b(um(t),um(t), v j) = 〈f (t), v j〉 , (4.25)

um(0) = u0m ∈ Vm, u0m → u0 em H. (4.26)

com gjm uma função de [0, T ] em R.

Por argumentos análogos ao dados para o problema (3.76)-(3.77) temos que o pro-

blema (4.25) tem solução maximal local em algum intervalo [0, tm), 0 < tm ≤ T .

Para obter as estimativas da solução, multiplique (4.25) por gjm(t) e some para j =

1, . . . ,m para obter

〈u ′m(t),um(t)〉+ ν 〈Aum(t),um(t)〉+ b(um(t),um(t),um(t)) = 〈f (t),um(t)〉 ,

ou seja,

d

dt

(
1

2
|um(t)|2

)
+ ‖um(t)‖p = 〈f (t),um(t)〉 ≤ ‖f (t)‖V ′ ‖um(t)‖ .

Logo,

1

2
|um(t)|2 +

1

p′

∫ t

0

‖um(τ)‖p dτ ≤ 1

p′

∫ t

0

‖f (τ)‖p
′

V ′ dτ +
1

2
|u0m|2

≤ 1

p′

∫ T

0

‖f (τ)‖p
′

V ′ dτ +
1

2
|u0m|2. (4.27)

Portanto, |um(t)| é limitada por uma constante que independe de t e m, logo tm = T .

Usando (4.26) e a estimativa (4.27) conclúımos que

um é limitada em Lp(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H), (4.28)

Aum é limitada em Lp
′
(0, T ;V ′). (4.29)
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Por outro lado, para w ∈ Vs temos que Diw j ∈ L∞(Ω), e, logo

|b(um(t),um(t),w)| = | − b(um(t),w ,um(t))| ≤
n∑

i,j=1

∫
Ω

|umiDiw jumj| dx

≤
n∑

i,j=1

‖umi‖L2(Ω) ‖Diw j‖L∞(Ω) ‖umj‖L2(Ω) ≤ n2C|um(t)|2 ‖w‖Vs

(4.30)

Usando um ∈ L∞(0, T ;H) em (4.30) conclúımos que Bum ∈ L∞(0, T ;V ′s ) para

〈Bum(t),w〉V ′s×Vs = b(um(t),um(t),w).

Por outro lado, podemos escrever (4.25) na forma

u ′m + νAum +Bum = f . (4.31)

Seja Pm o operador projeção ortogonal em H sobre Vm. Temos que a sequência Pm

é uniformemente limitada em L(H;H), L(Vs;Vs) e L(V ′s ;V
′
s ). Aplicando Pm em (4.31)

obtemos

u ′m + νPmAum + PmBum = Pmf . (4.32)

Mas, Aum é uniformemente limitado em Lp
′
(0, T ;V ′), em particular em Lp

′
(0, T ;V ′s ),

e portanto PmAum é uniformemente limitado em Lp
′
(0, T ;V ′s ). Similarmente, PmBum é

limitado em L∞(0, T ;V ′s ), pois Bum é uniformemente limitado em L∞(0, T ;V ′s ) e Pmf é

limitado em Lp
′
(0, T ;V ′s ). Este resultados implicam que

u ′m é limitada em Lp
′
(0, T ;V ′s ). (4.33)

Aplicando o Teorema 1.5 para B0 = V , B = H, B1 = V ′s , p0 = p e p1 = p′, temos que

existe u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ Lp(0, T ;V ) e uma subsequência um′ tais que

um′ → u em Lp(0, T ;H). (4.34)

Além disso, de (4.28) e (4.29) temos

um′
∗
⇀ u em L∞(0, T ;H);

um′ ⇀ u em Lp(0, T ;V );

u ′m′ ⇀ u ′ em Lp(0, T, V ′s );

Aum′ ⇀ χ em Lp
′
(0, T ;V ′).

(4.35)
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Usando as convergências (4.34) e (4.35) podemos passar o limite em (4.25) e obter

〈u ′(t), v j〉+ ν 〈χ, v j〉+ b(u(t),u(t), v j) = 〈f (t), v j〉 , em D′(0, T ),

ou seja,

〈u ′(t), v〉+ ν 〈χ, v〉+ b(u(t),u(t), v) = 〈f (t), v〉 (4.36)

para toda v ∈
∞⋃
i=1

Vi, mas este espaço é denso em Vs e os membros de (4.36) são cont́ınuos

na variável v sobre Vs então (4.36) vale para toda v ∈ Vs.

Agora, queremos mostrar que (4.36) vale também para ∀v ∈ V . Para isso, notemos

W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω)

para
1

q
=

1

p
− 1

n
> 0 ou qualquer que seja q se

1

p
− 1

n
≤ 0.

Logo, b(u , v ,w) será cont́ınua sobre V se
2

q
+

1

p
≤ 1, ou seja, para termos continuidade

em qualquer caso, precisamos que p ≥ 3n

n+ 2
, que é hipótese.

Portanto, como Vs é denso em V e os membros de (4.36) dependem continuamente

de v em V , então (4.36) vale para todo v ∈ V .

Agora, queremos provar que χ = Au . Para isto, precisamos do seguinte Lema:

Lema 4.1. Se u, v ∈ Lp(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) e p ≥ 3n

n+ 2
então a função t →

b(u(t),u(t), v(t)) pertence a L1(0, T ).

Sejam s0, s ∈ (0, T ), s0 < s. Considere a função cont́ınua θm(t) e linear por partes

em [0, T ] tal que

θm(t) = 1 se s0 +
2

m
< t < s− 2

m
,

θm(t) = 0 se t > s− 1

m
ou t < s0 +

1

m
.

Além disso, seja ρn(t) uma sequência regularizante em D(R) com ρn(t) = ρn(−t), suporte

em

[
− 1

n
,

1

n

]
e ∫ +∞

−∞
ρn(t) dt = 1.

Então, para n > 2m, definamos a função v = v(t) da seguinte forma

v = ((θmu) ∗ ρn ∗ ρn)θm. (4.37)
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Portanto, temos os seguintes limites quando n→ +∞∫ T

0

〈u ′, v〉 dt =

∫ T

0

〈θmu ′, (θmu) ∗ ρn ∗ ρn〉 dt

=

∫ T

0

〈(θmu)′ ∗ ρn, (θmu) ∗ ρn〉 dt−
∫ T

0

〈θ′mu , (θmu) ∗ ρn ∗ ρn〉 dt

= −
∫ T

0

〈θ′mu , (θmu) ∗ ρn ∗ ρn〉 dt→ −
∫ T

0

θmθ
′
m|u |2 dt

e ∫ T

0

b(u ,u , v) dt→
∫ T

0

θ2
mb(u ,u ,u) dt = 0.

Usando v dada em (4.37) em (4.36) e fazendo n→ +∞ obtemos∫ T

0

(−θmθ′m)|u |2 dt+ ν

∫ T

0

θ2
m 〈χ,u〉 dt =

∫ T

0

θ2
m 〈f ,u〉 dt.

Portanto, para m→ +∞∫ T

0

(−θmθ′m)|u |2 dt→ 1

2
|u(s)|2 − 1

2
|u(s0)|2

Assim,
1

2
|u(s)|2 + ν

∫ s

s0

〈χ,u〉 dt =
1

2
|u(s0)|2 +

∫ s

s0

〈f ,u〉 dt

para quase todo s e s0.

Como u ∈ L∞(0, T ;H), então podemos tomar uma sequência s0n → 0 tal que u(s0n)

é fracamente convergente em H. E como u(s)→ u0 em V ′1 , então u(s0n) ⇀ u0 em H e

obtemos
1

2
|u(s)|2 + ν

∫ s

0

〈χ, v〉 dt ≥
∫ s

0

〈f ,u〉 dt+
1

2
|u0|2 (4.38)

para quase todo s.

Consideremos para cada v ∈ Lp(0, T ;V )

Xs
m′ = ν

∫ s

0

〈Aum′ − Av ,um′ − v〉 dt+
1

2
|um′(s)|2

tal que s é escolhido para que a desigualdade (4.38) seja válida.

Tomando uma subsequência de um′ (ainda denotada por um′) tal que um′(s) ⇀ u(s)

em H e usando que o operador A é monótono obtemos

lim
m′→+∞

inf Xs
m′ ≥

1

2
|u(s)|2.
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Mas, de (4.25) tem-se

Xs
m′ =

∫ s

0

〈f ,um〉 dt+
1

2
|u0m′ |2 − ν

∫ s

0

〈Aum′ , v〉 dt− ν
∫ s

0

〈Av ,um′ − v〉 dt,

e logo, Xs
m′ → Xs com

Xs =

∫ s

0

〈f ,u〉 dt+
1

2
|u0|2 − ν

∫ s

0

〈χ, v〉 dt− ν
∫ s

0

〈Av ,u − v〉 dt

Então, ∫ s

0

〈f ,u〉 dt+
1

2
|u0|2 − ν

∫ s

0

〈χ, v〉 dt− ν
∫ s

0

〈Av ,u − v〉 dt ≥ 1

2
|u(s)|2

e portanto,

ν

∫ s

0

〈χ− Av ,u − v〉 dt ≥ 0.

Usando que o operador A é hemicont́ınuo e procedendo como em (4.20), conclúımos

que χ = Au .

E a prova do Teorema 4.2 está completa. �
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Considerações finais

Nesta dissertação essencialmente investigamos a teoria clássica das equações de Navier-

Stokes e um modelo de fluido quase-newtoniano proposto por J. L. Lions [9]. Destacamos

os seguintes aspectos do trabalho:

(i) A técnica usada para obtenção da solução das equações diferenciais tratadas foi o

método de Faedo-Galerkin acoplado com argumento de compacidade e/ou ponto

fixo e/ou a teoria de operadores monótonos. Este procedimento possibilita uma

posterior análise numérica e/ou tratamento computacional dos problemas.

(ii) O estudo das equações de Navier-Stokes por sua importância teórica, numérica

e variada aplicação. Particularmente, a análise matemática que envolve espaços

funcionais especiais, teoria de distribuição para funções vetoriais e uma formulação

fraca adequada, que elimina a pressão. etc.

(iii) O estudo de problemas parabólicos fortemente não lineares que envolvem

operadores monótonos.

Futuramente, a partir desde trabalho, pretende-se estudar outros tipos de modelos

envolvendo as equações de Navier-Stokes, como por exemplo, modelos que descrevem

mudança de fase com interface difusa, em particular os modelos de campos de fase.
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[1] L. A. da J. Medeiros, Tópicos em Equações Diferenciais Parciais, Parte I. Rio de

Janeiro:UFRJ/IM, 2006.

[2] H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations.

Springer, 2011.

[3] G. Bachman and L. Narici, Functional Analysis. Academic Press.

[4] E.A. Coddington and N. Levinson, Theory of ordinary differential equations.

McGraw-Hill Book Company, Inc. 1955.

[5] N. Dunford, J. T. Schwartz, Linear Operators, Vol. 1, Pure and Applied Mathema-

tics, Academic Press, New York, 1958.

[6] L. C. Evans, Partial diferential equations, American Mathematical Society, vol 19,

1998.

[7] E. Kreyszig, Introductory Functional Analysis with Applications. John Wiley & Sons.

Inc., 1978.

[8] O.A. Ladyzhenskaya,The Mathematical Theory of Viscous Incompressible Flow, Gor-

don and Breach Science Publishers Inc, 1969.
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