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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucao ground-state para a seguinte classe

de equagoes quasilineares:

—Aju+ |ulP2u = f(u) em RN

(P)
u e WHP(RY),

onde 2 < p < N, Ayu = div(|VuP?Vu) e f : R — R é uma fungao de classe C.
Mostraremos também um resultado de compacidade quando o funcional associado ao

problema esté restrito a Variedade de Nehari.

Palavras-chave: Equacao Eliptica Quasilinear; p-Laplaciano; Método Variacional.



Abstract

In this work we study the existence of ground-state solution for the following class of

quasilinear equations:

() AgutJul e = f() in RY

u e WHP(RY),
where 2 < p < N, Aju = div(|VulP~?Vu) and f : R — R is a function of class C.
We will show also a compactness result for the functional associated when restriced on the

Nehari Manifold.
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Introducao

Esta dissertagao é baseada em um capitulo do artigo de Alves [1] que estuda a existéncia
de solugao para uma classe de equagoes quasilineares. Nos argumentos encontrados em [1]

¢ importante obter solu¢ao ground-state para o problema:

(P) —Apu+ |ufPPu = f(u) em RN

u € WHP(RYN),
onde —Ayu = div(| Vu P72 Vu), 2<p < Ne f:R — R uma fungido de classe C*
verificando as seguintes hipoteses :

A funcgao f satisfaz as seguintes hipoteses:

(f1)
ft)

limsup—= =0 e
t—oo | ]°

ft)

t—0 | t |p71

=0,

Np

paraalgumseRcomp—l<s<p*—1,ondep*:N—_p.

Existe 6 > p tal que

(f2)
0 < OF(t) < Lf(t),¥t > 0,

onde F(t) = [§ f(€)dé.
Existe n € (p — 1,p* — 1) com C' > 0 tal que



(fs)
F(Ot—(p—1)f(t) > Ct", V¥t > 0.

Um exemplo de func¢do que satisfaz estas trés hipoteses é dada por f(t) = t7, com

p<n<s.

Mostraremos que o problema (P) possui solugdo ground-state, ou seja, existe u €

WEP(RY) e que assume o seguinte infimo:
E(u) =inf £,
M

em que M é a Variedade de Nehari associada ao funcional E e cuja a defini¢ao sera dada

no Capitulo 1.

A solugao do problema (P) ¢ obtido como ponto critico do funcional energia definido

por

1 1
E(u):—/ |Vu|pdx+—/ |u|pd:v—/ F(u)dz.
D Jry D JrN RN

Este funcional ¢ de classe C' como mostra o Apéndice A e tem derivada dada por
E'(u)w = / | Vu [P~? VuVwdx +/ | w [P vwdx — f(uw)wdzx.
RN RN RN

Quando consideramos p = 2, os resultados aqui estudados estao relacionados ao

problema

—Au+u= f(u) em RN

(P1)
u € HY(RY),

cujos resultados podem ser encontrados em Benci & Cerami (|5] [6] [7]), Clap & Ding

[9], Rey [12] e Bahri & Coron [3|. A principal dificuldade que os problemas (P) e (F;)

apresentam é a falta de imersoes compactas dos espacos de Sobolev nos espacos LP(RY).



No problema (P) existe uma dificuldade a mais, pois o operador p-Laplaciano é um
operador nao linear definido em um espago de Banach, o que o difere do operador
Laplaciano, operador que aparece no problema (Py).

Uma outra motivagao para estudar o problema (P) é o fato do operador p-Laplaciano
aparecer em varias areas da ciéncia, como por exemplo, na Astronomia, Glaciologia,
Climatologia, fluidos nao-newtonianos, extracao de petrdleo, etc, como pode ser visto em
[2].

Este trabalho sera estruturado da seguinte maneira:

No Capitulo 1 estudaremos o Problema (P). Mais precisamente, mostraremos que (P)
possui uma solucao ground-state.

No Capitulo 2, usando o Principio Variacional de Ekeland, mostraremos um resultado
de compacidade para o funcional associado ao problema (P) quando restrito a Variedade
de Nehari.

No Apéndice A mostramos a regularidade do funcional E(u).

No Apéndice B enunciamos resultados e teoremas (demonstrando alguns) importantes

utilizadas nos Capitulo 1 e 2.



Notacoes

No corpo deste trabalho usaremos as seguintes notagoes:
|Al: Medida de Lebesgue no conjunto A.
B,.(0): Bola de raio r e centro zero.
— 1 Convergéncia forte.
— : Convergéncia fraca.
[ullP = o ([Fl? + [ul?)da.
A(h) = o(|h|) desde que \%\ — 0 quando h — 0.



Capitulo 1

A solucao ground-state para o problema

(P).

Neste capitulo estudaremos um resultado de existéncia de solucao do tipo ground state

para o problema (P).

Usaremos a versao, devido a Willem, do Teorema do Passo da Montanha sem a

condigao Palais Smale (ver Apéndice B) para mostrar a exiséncia de solugdo do problema.

Considerando o espaco de Banach W1?(R™) com a norma definida por

||u||p=/ |Vu|pdx+/ P de,
RN RN

considere o funcional energia F : W'P(RY) — R dado por
1 1
E(u):—/ |Vu\pda:+—/ |u\pdx—/ F(u)dz.
D Jry D Jry RN
Mostraremos no Apéndice A que £ € CY(WHP(RY),R) com

E'(u)w = / | Vu [P7? VuVwdx —i—/ | w [P vwdx — f(w)wdz,
RN RN RN

para todo w € W'P(RY) e assim os pontos criticos de E sao solugdes fracas de (P).

Uma

condigdo necesséria para que u € WP(RY) seja ponto critico de E ¢ que E'(u)u = 0. Esta

condigao define a Variedade de Nehari:

M = {u e WPRN)\ {0}; E'(w)u =0} .



Lema 1.1 O funcional E satisfaz a geometria do Passo da Montanha, ou seja,

(i) Existem r,p > 0 tais que E(u) > r > 0, para todo u € W'P(RY) com || u ||= p.

(ii) Eziste e € WYP(RY) com |le|| > p tal que E(e) < 0.

Demonstragao: Decorre da definigdo do funcional que F(0) = 0. Assim, por (f1),

dado € > 0, existe J. > 0 tal que

(1)
t
HE <e—l i l<elepv <o,
Ainda de (f1), dado € > 0 existe £ > 0 tal que
t
||ft(’)s‘ <e=|f(t)|<e|t|’,\V|t|>k.

Para todo | ¢ |€ [0, k] temos

o <m0 1< e
De (1.2) e (1.3)
F(0) 1< M6 e |t )= (M +.0) [£]'= Co | £

onde C. = M +e.

De (1.1) e (1.4) temos a condigao de crescimento:
| f@) |<e|tPP+C ||, V teR.
Além disso, decorre da definigao de F(t) e de (1.5) que

F(t) = /O F()de

A[wﬂw+QMPF5

IN

implicando em
t P Ce

< €|t] 4 It ‘erl’
P s+1

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)



VseRep—1<s<p*—1.

E, portanto,
1 1
E(u) = —/ \Vu|pd:£+—/ |u\pd:v—/ F(u)dx
P JrnN P Jry RN
1 P C.
Y M e T I
P RN D s+1

p C
= HUH—E/ |u P do — —= / | u |*T da.
D D JrN s+ 1 Jgn

Usando a imersao continua W'?(RY) — L"(RY) com p < r < p* obtemos as constantes

c1,co > 0 tais que

Ce C2

s+1
2

1 p __
Eu) > 5(1—601) [ ]|

Escolhendo € > 0 tal que ec; < 1, encontramos c3, ¢y > 0 tal que

Ew >c||u|P —cy |l u ||5+1,V u € Wl’p(]RN).

Note que para termos E(u) > r temos que ter

cs [ ullP —ea |l u [[*F1> 0,

implicando
e3>y || u TP
Assim )
ER
C3
IKTIES <—> :
Cy
Considerando || u ||= %(i—i)sﬁ—r' com p = %(E—E)H}—P temos que

E(u) > 7 >0, Y[ul|=p.

7



Portanto, o item (i) estd demonstrado.

(ii) Temos da condigao (f2) que

implicando em

de onde segue que

Olna—0Ilnl <InF(a) —InF(1).

Portanto,

flna <InF(a) —Ind,,

onde d; = F(1) > 0. Logo,
F F
Ina’ <lIn <ﬂ> —a’ < ﬂ,

pois In é uma funcao crescente. Dai
F(a) > d’dy,Va > 1.
Seja do € R tal que dy > 0. Assim,
F(a) > dya’ — dy,Ya > 1.
Fixando ¢ € C§°(RY) com ¢ > 0 e ¢ > 0 temos:
1
B(te) = >t~ [ Floys
p RN
tP
= Dol [ Feo.
p RN
Usando (1.7) temos
tr p 6 6
Et¢) < m | ¢ |IP —t"dy|¢ls + da|suppg|.

8



Passando ao limite quando ¢ — 400, encontramos

de onde concluimos que existe ty > 0 tal que e = tgp € WHP(RY) e E(e) < 0. [
Sendo assim, pelo Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢ao Palais-Smale (ver

Apéndice B) concluimos que existe uma sequéncia (u,) em W1P(RY) tal que
E(u,) = ¢ e E'(u,) — 0,

com

0 < ¢, = inf max E(y(t)),

onde
I'={y€C([0,1], X) : 7(0) = 0,7(1) = e}.
Agora, provaremos algumas propriedades sobre sequéncias Palais-Smale para o

funcional E.

Lema 1.2 Seja (u,) uma sequéncia (PS). para E. Entdo:
a) (u,) € limitada em WHP(RY).
b) u, — u em WH(RY) a menos de uma subsequéncia.

c) E'(u) = 0.

Demonstragao:
a)Temos que E(u) — ¢, e portanto (E(u,)) é uma sequéncia limitada em R, isto é,

existe ¢ € R tal que

E(u,) <| E(uy,) |<c¢ Vn eN.

Note que E'(u,) — 0, entao para todo € > 0 existe um ng € N tal que

H E'(un) H(Wl,p(RN))/< €, Yn > ny.

9



Observe que

-

Deste modo,

1 /
_EE (tn)(un)

Logo
Portanto,
1 1
E(un)—gE'(un)un = ;
1
0

Ly
? | B (un) (un) |
< g I1E () I} (n) | -

IA

2w ||

IN

AN

|| Un ||7 VnZno

1
E(uy) — EE’(un)un <ct | u, || -

1
/ |Vu|pdm—|——/ |un|pdx—/ F(uy,)dx
RN D JrN RN

[/ | up [P72 Vu, Vu,dz +/ |y [P upde —/ f(un)undx]
RN RN RN

e da condigao (f2), temos que

c+ ||un || > Eun) — =E'(un)uy,

AV4
VRS
D=
|
| =
N~
<

3
~

Assim,

e [ un [[P< et [ un [, ¥n €N, (1.8)

10



1 1
onde ¢; = <— — 5) > 0, mostrando que (u,) ¢ limitada em W'P(RY).
p

b) Sendo W1P(RY) reflexivo entdo, a menos de uma subsequéncia, existe u € W1hP(RY)

tal que

u, —u em WHP(RY).

c¢) Para mostrar este item é necessario, primeiramente, mostrar que
(i) upj(r) — u(z) q.t.p. em RY.
(ii) Vun;(r) — vu(z) q.t.p. em RV,

Usando a imersdao compacta WP(B,) < L*(B,), com p < s < p*, obtemos
u, — u em L°(B,).

Em particular,

Upn|, — ulp, em LP(B,) Vr > 0.
Assim, fixando r = 1, existe uma subsequéncia (ui,) C (u,) tal que
uin(z) — u(x) q.t.p. em Bj.
Usando a imersao compacta em (uy,) e fixando r = 2, existe (ug,) C (u1,) tal que
uopn () —> u(x) q.t.p. em Bs.
Usando raciocinio andlogo repetidas vezes, fixando k € N, existe (up,) C (u@—1)n) tal que
Upn () —> u(x) q.t.p. em By.
Agora, vamos provar que a sequéncia (u;;) € tal que
wjj(z) — u(r) qtp. em RN

Considere S = Jo; Sy, onde S, = {z € By;upn(z) #— u(x)}. Entao |S| = 0. Seja
r € RV \ S, entdo existe jo € N tal que x € By, € wjon(z) — u(x). Como (u;;(z)) é uma

subsequéncia de (uj,,(x)) para j > j, podemos concluir que
ujj(z) — u(x) qtp. em RN

11



Denotando ainda tal sequéncia por (u,), obtemos
Un (1) — u(z) q.t.p. em RV,

e assim demonstramos (i).

Considere ¢ € C°(RY) tal que 0 < (z) <1le

1, sex € By(0)
0, se x & By(0).
Seja € > 0 e Y (x) := 1(%). Definimos

(r) =

Po(z) = (|Vup,|P*Vu, — |VulP2Vu)(Vu, — Vu)(x)

ou ainda

Po(z) = |Vun [P — |V, [P 2Vu,Vu — |VulP2VuVu,) + |VulP.

Assim,

/ P,dx = / P, dx.
B.(0) B.(0)

Observe que no RY vale a seguinte desigualdade (ver Lema B.6 no Apéndice B):

Cp|x - y’pa se p>2
(o2 — |oP~2y,0 — y) >
Cloe —uylP
([ + [yl)*~»

Assim, P, > 0 e dai

/Pndx < / |Vun|p1peda:—/ |V, [P~ Vu, Vudz
]RN ]RN RN

- / |Vu|p_2¢6VuVun)dx+/ |Vu|Pyda
RN RN

- Jl—J2+J3+J4+J5,

12



onde

o= [ vwlides [ jepds = [ s
RN RN RN
Jo = / ]VunpowGVunVudx—/ |, [P 2 uputpedz — f(up)utbedz,
RN RN RN
J3 = —/ |Vu|p_2¢€VunVudx+/ |VulPde,
RN RN
Jy, = / ]un]p2unuw6d:v—/ \un[Piodr e
RN RN

Js = f(un)unl/}edx - f(un)u¢edx
RN

RN
Estimaremos cada uma das integrais J;, com i = 1,2,3,4,5.
Segue da definicao de J; que

5= B = [ [Vl Y, V.d.
RN
Desde que (u,t.) é limitada em W1P(RY), E'(u,) — 0 e usando a Proposigao B.1 (ver

Apéndice B), temos

lim sup J; = — limsup {/ |Vun|p_2unVunV@/)ed$}
RN

n—oo n—oo

Passando ao limite a expressao acima

lim[lim sup J;] = — lim {lim sup/ ]Vun\p_zunVunvwedw] )
=0 nooo =0 n—oo JRN
Portanto, lim,, ., J1 = 0.(1).

Observe que da definicao de .J, temos

Ja = B'(w) () - [

|V, P2V u, Vipeu,de.
RN

Procedendo de maneira analoga ao que foi feito no caso anterior, obtemos

lim JQ = 05(1)

n—oo

13



quando ¢ — 0.
Considere F(w) = [on |[Vu[P"2VuVwipeu, dx, com w € WH?(RY). Note que F é um

funcional linear continuo e desde que u,, — u em W1P(RY), entdo
/ \VulP 2 VuVwieu,de — |VulPide.
RN RN

Entao, lim,,_, J3 = 0.

Observe que |u, [P 2u,uthe — |u|Py. q.t.p. em RY e

/.

Vn € N e para algum k& > 0. Desde que 1% > 1, do Lema de Brezis-Lieb

_p
p—1
|un|1”_2unu¢6 dor = /RN lup [Pde < ||lu,||P <k

/ |un\p_2unuwedx — |U|p¢ed$
RN RN

Portanto, lim,, o Jy = 0,(1)

Para estimar J; usaremos a continuidade da f, dai

f(un) — f(u) g.t.p. no RN e
f(un)uan — f(u)uw€ g.t.p. no RY.

Da condicao de crescimento da f temos

| f () un®e| < €lun|P|he| + C€|un|8+1|@/)5|.

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

flun)untpede — | fu)urh,

RN RN

Assim,

fup)uptpedr — f(up)upedxr — 0.

RN RN

Portanto, lim,,_,+, J5 = 0,(1), demonstrando (ii).

14



Recorde que

og/ Cp|Vun—Vu|p§/ P,.
B (0) Bac(0)

Desde que lim,, o, f Bae(0) P, =0, do Teorema do Sanduiche

lim Cp|Vu, —Vulf =0

n—oo Bo. (0)

Portanto,

Oy, . ou

Assim, a menos de uma subsequéncia,
ou,, ou

qg.t.p. em B.0)

e pela arbitrariedade de ¢, usando argumento diagonal

ou,, . ou

gtp. em RY.

Agora, podemos provar que E’'(u)w = 0, para todo w € WHP(RY). Temos que
0 < [|1E (un)wl| < ||E (up)]].|[w]] — 0

pois (uy,) é (P.S.). o que implica que E'(u,)w — 0.

Da defini¢ao de derivada do funcional

E’(un)w—/\VunV”QVuan—i-/\un\p2unw—/f(un)w, Y w e WHP(RY).

Passando ao limite a expressao acima obtemos

lim E’(un)w:/]Vu|p_2Vqu+/|u|p_2uw—/f(u)w:E'(u)w.

n—00

Da unicidade do limite, segue-se que
E'(w)w =0, Vwe W ?RY),

portanto,

FE'(u) = 0.

15



|
Observe que o Lema 1.2 nao nos permite concluir que o ponto critico u de E é nao-
trivial, para isto temos o proximo lema que descreve o comportamento da sequéncia (P.S)y

para F.

Lema 1.3 Seja E o funcional associado a (P) e (u,) uma sequéncia (PS)q para E com
u, — 0. Entao, somente uma das alternativas ocorre:
a) u, — 0 em WH(RY) ou

b) Existe uma sequéncia (y,) C RY e constantes R > 3> 0 tais que

liminf/ | u, |P> 5 > 0.
Br(yn)

n—oo

Demonstragao: Suponha que b) ndo ocorra. Assim:

lim sup / | u, |P doz = 0.
Br(y)

n—o0 yGRN

Desde que (u,,) ¢ limitada em W'P(RY), segue-se de um resultado de Lions (Lema B.3 no
Apéndice B) que u, — 0 em L*(RY) com p < s < p*.

Dado € > 0 e da condicao de crescimento de f obtemos:

0< [ flun)upde < a/

RN RN

| up [P dx—l—ce/ | uy, |° dx
RN

e portanto, sendo € arbitrario, concluimos que
f(up)updx — 0.
RN

Como E'(uy,) = 0,(1), segue-se que

u, — 0 em WHP(RY)

e portanto a) ocorre.

16



Teorema 1.1 O problema (P) possui solugio Ground-state.

Demonstragao: Se o limite fraco u da sequéncia (PS), para E for nao-trivial, entdo do
Lema 1.2, u & solugdo fraca de problema (P). Portanto, E'(u)p = 0, Vo € WHP(RY).
Considerando u = 0, nao podemos ter u,, — 0, pois da continuidade do funcional F e

da unicidade do limite teriamos

c, =0,

o que ¢ absurdo. Assim, do Lema 1.3, existe uma sequéncia (y,) C RY e constantes

positivas 3 e R tais que

n—o0

liminf/ | uy, [P dx > B > 0.
Br(yn)

Definindo v,(z) = u(x + y,), temos, da invariancia do RY por translacio que (v,)
¢ limitada em WL (RY) e, portanto, da reflexividade deste espaco,a menos de uma
subsequéncia,

v, = v em WH(RM).

Usando a imersao compacta de Sobolev e fazendo a mudanca de variavel, temos

/ ]’u|pdx:liminf/ lu|Pde>p>0
Br(0) "o S Br(yn)

consequentemente v # 0.
Observe também

E(v,) = E(uy,) = c+ o,(1).

Além disso, Vip € WHP(RY) com || ¢ || < 1 segue que

| E'(on(2))9(@) | = | E'(un(z + ya))() |
= [ E'(un(2))0(z = yn) |

17



de onde encontramos

I E"(on) |<I] E"(un) [|= 0n(1).

Portanto, (v,) ¢ uma sequéncia (PS).. para E e v é solugdo do problema (P).
Mostraremos que esta solucao é ground-state. De fato, desde que v é solugao nao-trivial,

segue-se que E'(v)v = 0 implica que v € M e assim ¢, < E(v). Além disso,

¢ < E(v)
1
= FE(v)—=-FE'(v)v
p (v)
1
= / [—f(v)v—F(v) dzx.
RN | P
Do Lema de Fatou encontramos
. 1
¢ < hmlnf/ [—f(vn)vn—F(vn) dx
n—oo RN p

= liminf
n—oo

E(v,) — Z%E'(vn)vn]

et C*

mostrando que E(v) = c,.

18



Capitulo 2

Um resultado de compacidade para o

funcional associado ao problema (P).

Neste capitulo vamos estabelecer um resultado de compacidade na Variedade de Nehari
envolvendo sequéncias minimizantes.
Primeiramente, vamos demonstrar o Teorema da Funcao Implicita, necessario para a

prova do resultado principal deste capitulo.

Lema 2.1 Sejam X C R™, K C R¥ compacto, f: X x K — RP continua e ¢ € RP. Se
f~Ye) € o grdfico de uma aplicagdo & : X — K, isto €, para cada x € X existe um inico

y=~£&(x) € K com f(x,&(x)) = c. Entao & € continua.

Demonstracao: Dado zy € X e seja yp = &(xp). Definimos uma sequéncia de pontos
x, € X, queremos provar que lim&(x,) = yo. Como &(z,) € K para todo n entao ({(z,))

é limitada, basta provar que para toda subsequéncia (/) temos
limé(z)) =yo em RE.

Veja que se lim £(2/)) = y em R* entdo y € K pois K é fechado. Como f(2/,,&(2',) = c.

Pela unicidade de yg, temos y = yp 0 que demonstra o lema.
Teorema 2.1 (Teorema da Fungdao Implicita) Sejam f : U — R uma funcdo de classe C*,
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k > 1, definida num aberto U C R?, e (xg,y0) € U tal que f(zo,y0) = ¢, ?(xo,yo) # 0.
Y

Entao existe um retangulo aberto I x J, de centro (zo,vo), tal que f~(c)N (I x J) é o

_Of/ox
of /0y

grdfico de uma fungdo & : I — J, de classe C*. Tem-se &'(x) = estas derivadas

sendo calculadas no ponto (x,&(x)).

Demonstragao: Suponha que g—zjj(.ﬁl}'g,yo) > 0. Como 189_5 é continua, existem 6 > 0
e € > 0 tais que, pondo I = (v — 6,20 +d) e J = (yo — €, 4o + €), temos [ x J C e

of
9y

(x,y) > 0 para todo ponto (x,%) € I x J. Em particular, como f(z¢,%) = ¢, temos
f(zo,y0 —€) < ce f(xo,yo+ €) > c. Pela continuidade da f, podemos supor § tao pequeno
que, para todo x € I, tenhamos f(xg,y0—€) < ce f(xo,yo+€) > c¢. Pelo Teorema do Valor
Intermediério existe, para cada = € I, um tnico y = £(x) € J tal que f(z,y) = c. Tem-se
obrigatoriamente y € J, portanto f~1(c) N (I x J) = f~Y(c) N (I x J) é o grafico de uma
funcao € : I — J. Vamos mostrar que £ é de classe C*, ou seja, que existe £'(z), para todo
reequel : I — Rédeclasse CF 1. Seja k = E(x +h) —&(x), temos E(x+ h) = £(x) + k,
logo

fle+h () +k) = fr,8(x) =c

Pelo Teorema do Valor Médio, existe 8, com 0 < 6 < 0, tal que

desta maneira

0 = flz+h&x)+k) = f(r,é(x))
of of

= oo +9h,£(w)+9k)h+a—y( + 0h, &(x) + Ok).

Portanto
E@+h) —&@x) kS +0n@) + oK)

h b S+ 0h(x) + 0k)

De acordo com o Lema 2.1, £ é continua.Assim, temos lim,_,o k = 0. E da continuidade

das derivadas parciais da f temos

¢le) = i SEFEW =E@) R G(eg 1)

h—0 h h _g—i(x7§(x))
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Veja que se f é de classe C, sendo as derivadas parciais de f e £ continuas, (2.1) mostra
que &' é continua, logo & € C'. Da mesma maneira, se f € C? entdo as derivadas parciais
de f e £ sdo de classe Ct. A féormula que mostra que £ também mostra que £ € C1, assim,

¢ € C?. Repetindo este procedimendo intimeras vezes, temos que se f € CK entdo ¢ € C*.

Teorema 2.2 (Teorema de compacidade na Variedade de Nehari) Seja (u,) C WHP(RY)
uma sequéncia satisfazendo E(u,) — c. e (u,) C M. Entao, (u,) € fortemente
convergente ou existe (y,) C RY com |y,| — oo tal que a sequéncia v,(x) = u,(z + yn) €

fortemente convergente para v € WHP(RN) verificando
E(w)=c. eve M.
Demonstragao: Observe que u,, #— 0, pois se ocorresse, da continuidade de E terfamos

lim E(u,) =0 = c,.

n—so0
Assim, do Lema 1.3, existe (7,) C RV tal que fBR(y”n) |un|P > B > 0 para algum 3, R > 0.
Considere v,(z) = u,(z + 9y,). Temos que v, — v em W'P(RY) com v # 0. De fato,
desde que E(u,) — ¢, e E'(u,)u, = 0 segue-se que (u,) ¢ limitada em W'P(RY) e da
invariancia do RY por translagdo, (v,) ¢ limitada em W1P(RY). Da reflexividade deste

espaco, segue-se v, — v em W1IP(RY). Além disso, pelas imersoes compactas

/ |v[Pdx = liminf/ |vp|Pda = liminf/ |up[Pdz > 8 > 0.
Br(0) "o JBR(0) "% JBR(yn)

Para cada n € N seja ¢, > 0 tal que t,v, = v, € M (ver Apéndice B, Lema B.7). Temos

que

¢ = E(v,) = E(vpty)
= E(upty)

<
max E(unt),
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de onde concluimos que

IN

E(uy)

Cx

= c+o,(1).

Assim, E(v,) — ¢ e (¥,) C M. Temos também que, a menos de uma subsequéncia,
tn, — to > 0. De fato, desde que v, #— 0 existe 6 > 0 tal que 0 < § < ||v,||. Da limitacao
de (v,,) segue-se

0 < [tn]d < [[tnvnl| = |lon]] < k-
Assim, (¢,) é limitada. Passando a subsequéncia, temos t, — ¢y > 0. Concluimos que

to > 0 pois se £ty = 0 terfamos
0 = [|tn]| = |[tnvn]] < [talk — 0

e da continuidade de FE, teriamos E(0) = ¢, = 0, o que é um absurdo.

Considere o seguinte espac¢o métrico completo: (M, d) = (M, ||.||+), temos que F é limitado
invariante em M e desde que M C W1P(RY), segue-se que E : M — R é semicontinuo
inferiormente. Do Principio Variacional de Ekeland com e = % eN= \/Lﬁ existe

(i) v, C M tal que

(i)  E(vn) < E(vn)

(731)  ||Un — VUnl], quando n — oo
() E(v,) < E(u) + \/LﬁHu — U, Yu # U,.
Temos de (i) e (i7) que

E(v,) — c..
Provaremos que E'(v,,) — 0. Observe que
M= {u e WHRY)\{0}; J(u) = 0},
onde
J(u) = / |Vu|Pdx +/ lulPdx — / f(uw)udzx.
RN RN RN
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Desde que f € C'(R,R) segue-se que J € C*(W'P(RY), R). Afirmamos que J'(u) # 0,
Yu € M. De fato,

J (u)u —p/ |Vul|Pdx +p/ \ulPdx —/ f(u)udx — f(u)uPda.
RN RN RN RN

Desde que u € M, segue-se que [oy |VulPdz + [on [ufPde = [on f(u)udz. Assim, pela

igualdade acima e por (f3):
J/ = d _ d _ / d
(= p [ Swde— [ fuuds = [ pyuds
= (p—1) fu)udx — 1 (w)udz
RN RN

< —C/u"“dw
Q

ondep<n<p'—1leC >0.
Seja w € M com ||w|| < 1. Considere h, : R* — R definida por

ha(t,s) = J (0, + tw + s0,).

Temos que

a) h, € C*(R% R), pois h, = Jop e ) : R2 — WHP(RY) com
W(t, s) = 0, + tw + svy,.

b) h,(0,0) = J(v,) = 0, pois (0,) C M.

)

Ol 91 04)(0,0)

0s Os
= ((0,0)24(0,0)

— J(0,)in £ 0
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Do Teorema 2.1 aplicado a h, no ponto (0,0), existe § > 0 e uma aplicagao
T, : (—0,0) — R tal que T,, € C'((—4,0),R) e h(t,T,(t)) = 0 para todo t € (—4,9)
e T,(0) = 0. Assim,
J (U, + tw + T, (t)0y,) = 0,
dai a(t) = 0, + tw + st,(t)v,) € M, para todo t € (=9, 0).
Temos que «(0) = 0,, e &/(0) = w + T7,(0)0y,.

De (iv), obtemos

1
E(0, + tw+ T,(t)v,) — E(0,) > —%Htw—an(t)@nH
t t (| Talt) .
— el - —= W] vt e (0.9)
> —full - {260 e 0.)
Portanto,
Bla(t) - E(a(0) _ 1 1|7
: > =l = =l = 0|
Considere a aplicacao
G:R — R

t s G(t) = B(a(t)).

Temos que G € CH(RY), G(0) = E(d,) e G'(0) = E'(9,)’(0). Assim,

> —ﬁllwl\—ﬁHTA(O)(@n)H,

ou seja,
1 1
B (6n) 1+ T3 0)8) = == llul] = Z=IT2(0)0)]
implicando em
B (0w + T (0) B (i) > ———[lwl| — —=|IT2.(0) (8]



Como E'(0,)v, = 0, temos

/[~ _ W 1 ! /i\}
E(in)u > ——=lul| = =T, 0)E)
Para —w, temos
E(5,) s%nwufum ) (6a)]|-
e entao
B (8,)uw] < %ku - %IITA(O)(%)II,

uma vez que ||w|] <1, concluimos que

|| E (n )w|!<\/— \/—||T’()( n)ll-

Desde que (©,,) ¢ limitada em W1P(RY), passando ao limite quando n — oo, segue-se

1B (0n)]] = 0n(1).

Sem perda de generalidade, podemos concluir

[1E" (un) || = 0n(1).

Agora, podemos dividir nosso estudo em dois casos: u # 0 ou u = 0.

Caso 1: u # 0.

Usando argumentos conhecidos temos
Vun,(z) — Vu(z) qtp. em RY. (2.2)

Do Lema 1.2, temos E'(u)u = 0. Assim,

¢ < E(u) = E(u) — gEl(u)u

Implicando em
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L (uyu — F(u)

1 1
NG [ P Pyd dr.
c_(2 8)4¢W@H+«A>x+AN9 .
Do lema de Fatou
o 11 1
' < liminf [ = —- / (IVu,|P) + |u,|P)dx +/ —f(up)u, — Fuy) |de < c,
n—oo 2 9 RN RN 9
onde I' = (3 — %) [on (IVulP) + [u|P)dz + [on |5/ (w)u — F(u)|dz.
Concluindo que
im [ ([Vunl?) + |un?)de = / (IVul?) + |uf’)dz. (2.3)
n—oo RN RN

De (2.2) e (2.3), chegamos a
U, — u em WH(RMN).

Caso 2: u=0.

Por argumentos vistos no Lema 1.3, existe uma sequéncia (y,) C RY e constantes

R > n > 0 tais que

lim sup/ | u, |P>n > 0.
BR(yn)

n—o0

Da imersao de Sobolev, temos que |y,| — 0. Definindo v, (z) = u,(z + y,), e obtemos
E(v,) — ¢« e E'(v,) — 0.

Da invariancia do RY por translacio, temos que (v,) é limitada em W1P(RY) e,

portanto, da reflexividade deste espaco,a menos de uma subsequéncia,
v, = v em WH(RM).
Da imersao compacta de Sobolev, temos que

/ lv|P = liminf/ o |P = liminf/ |un|? > n.
Br(0) "o JBR(0) "0 Br(yn)

Repetindo os argumentos usados no Caso 1, segue que

v, — v em WU(RY),
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Apéndice A
Regularidade do funcional associado.

Neste apéndice, mostraremos que o funcional E associado ao problema (P) é de
classe C*(WHP(RY);R). Para isto, enunciaremos algumas defini¢oes e proposigoes sobre

funcionais diferenciaves.

Definicao A.1 Seja [ : A — R um funcional onde A é um subconjunto aberto de um
espaco de Banach X. Dizemos que I tem uma derivada de Gateauz, f € X', em u € A se,

para qualquer h € X

=0.

7/ (u)h = timg L0 R) = 1(0) = [(th)

t—0 t
Definicao A.2 Seja [ : A — R um funcional onde A é um subconjunto aberto de um
espaco de Banach X. Dizemos que I tem uma derivada de Fréchet, f € X', em u € A se,

para qualquer h € X

—0.
[R]]—0 |[h]|

Proposicao A.1 Seja X um espaco de Banach e I um funcional definido em X, se I tem

derivada de Gateaur continua em X, entio, I € CH(WIP(RV);R).

Demonstracao: Ver [14]

Proposicao A.2 O funcional E relacionado ao problema (P) ¢é de classe

C'Whr(RY); R).
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Demonstracgao:

Mostraremos que E possui derivada de Gateaux e é continua.

Para facilitar os calculos, consideraremos os funcionais Ey, Fs, E5 : lep(RN ) — R

definidos por Ei(u) = © fon | Vu [P dz, Ey(u) = 2 [on | u [P dz e E3(u) = fon F
Desta forma F = E, + Ey — Ejs.

Inicialmente, observemos que o funcional E estd bem definido. De fato

Temos que | Vu |€ LP(RY), Vu € WIP(RY). Portanto

1
El(u)——/ | Vu [P dzx < 0.
D Jry
Temos que | u |€ LP(RY), Vu € WHP(RY). Portanto

1
Eg(u):—/ | u |P de < oo.
RN

b
[ Foar<|[ Pl [ /tf(ﬁ)df

Lembre que | f(t) |[< €|t [Pt +C, | t |* e considerando u > 0 temos

/0 f(é)ds' < / 7€) | de

< /|a|p1d£+0/ € " de

= ! [+ [

Note que
dx.

+1

-1/ of(é)dé‘ ¢

< / | F(©) | dede

p—1
< /m d5+c/ €] de
= Sl e

+1

Da imersdo continua W7 (RY) L’”(RN) com p < r < p* temos

/F(u)d:c < / Elu!”daﬁ— c / | u |*! dr < oo.
RN RN P s+1 RN

Para u <0




De (i), (ii) e (iii) concluimos que E estd bem definido. Feito isto, provaremos que

E e C'(W'"»(RV);R).
Afirmagao A.1 O funcional E; € C*(WYP(RY); R).

Para demonstrar a afirmacao, mostraremos que F; possui Derivada de Gateaux. Seja
te€Rcom 0 <|t|<1ewuveWPRYN). Considere g : [0,1] — R funcio definida por
g(s) = %|Vu + stVu|P. Observe que

Jd(s) = |Vu+ stVol|P"3(Vu + stVo)tVu,
o(1) = %WU + VP,
o(0) = |Vl
p
Sendo g continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1) entao, pelo Teorema do Valor Médio,
existe v € (0,1) tal que g(1) — g(0) = ¢'(7), isto é,

%|Vu + tVulP — %|Vu|p
t

= |Vu + 1tVo[P~2(Vu + ytVv)Vu.

Logo, sendo (t,,) uma sequéncia tal que ¢, — 0 quando n — oo, temos

1 1
- SIVu+ 6, VulP — [ Vul?

N—00 tn

= |VulP~2Vu + Vo.

Note que
S| Vu+ tVulP — [ Vaul?

" < (IVul + [Vo )P Vo

com |yt| < 1. Desde que (|Vu|+|Vo|)P~! € L7 1(RY) e Vv € LP(RY). Da desigualdade de
Holder, (|Vu|+|Vv])P~1Vv € LYRY). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue

- %|Vu(a:) + t,Vu(z)|P — %]Vu(ac)\p

n—0 RN tn

dr = /]RN |Vu(x)|P*Vu(r)Vo(z)dz.
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Ou seja,

E t - F
Ej(u)v = lim 1(ut tnv) 1 (1)

tn—0 tn
1 1
=\Vu +t,VulP — =|VulP
= lim p| wVel p| | dz
n—0 RN tn

= / |VulP?VuVudz.
RN
Mostrando que existe a derivada de Gateaux do funcional E)(u), sendo
Ei(u)v = / IVulP2VuVudz.
RN

Mostraremos a continuidade da derivada de Gateaux de Ej.
Seja (u,) C WP(RY) tal que u, — uw em WIP(RY). Assim, |Vu,| — |Vu| em

LP(RY). Logo, a menos de uma subsequéncia,

Vu,(z) — Vu(z) q.t.p. em RY (A1)

| Vu,(z)| < r(z) q.t.p. em RY (A.2)

onde r € LP(RM).

Para todo v € WP(RY) com ||v|| < 1 temos

| Eq(un)v — Eqy(u)v] =

/ |Vun|p_2Vuan—/ |VulP~2VuVv
RN RN

/ (|Vun|P2Vu, — |VulP2Vu)Vo
RN

= / || Vua P2V, — [VulP>Vu| | Vo
RN

Usando Holder para -2 e p, obtemos
p—1

p—1

/ || Vua P2V, — [VulP*Vu| | Vo| < (/ ||Vun|p—2vun—|vu|1°—2vu\p'ﬁ> o]l
RN RN
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Assim,

p—1

p

|E (un)v — Ef(u)v] < (/ || Vua P>V, — |Vu|p_2Vu‘pgl) vl
RN

Como
Sup | B (up)v = EY(u)o] = [|Ef(un) — EY(W)]] gprmmv)y
entao
p—1
1| By (wn) — B3 ()l gyroyy, < ( Jow || Vit P2V, — |vu|Hvu|ﬁ) z (A.3)

Segue de (A.1) que

p

' | Vi (z) | Van(z)— | Va(z) P2 Vau(z)] — 0 qt.p. em RV

e por (A.2)

p

1 p
<201 (rP 4+ |Vu [P),Vn € N

‘ | Vu,(2) | Vg (2)— | Vu(z) |P~? Vu(r)

onde 17, | Vu [P€ LY(RN) e, assim, 271 (r? + |Vu |P) € L'(RY). Entdo, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue,

| Vg (2) | Vu,(z)— | Vu(z) P72 Vu(z)

lim
n—o0 RN

De (A.3), quando n — oo

|| E5(un) = E3(u)]] o)y — 0
ou seja,

B} (uy) — E)(u) em (WHPEDY
Portanto, E; € CH(WHP(RY); RY).

Afirmagao A.2 O funcional Ey € CY(WHP(RY); R).
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Mostraremos que E5 possui Derivada de Gateaux.

Sejat € R com 0 <|t|<1ewu,ve WH(RY). Considere g : [0,1] — R fungao definida

por g(s) = t|u + stv|P. Observe que

T p
g(s) = |u+stv]P~?(u+ stv)tv,

1
g(l) = —|u+tvl?,
(1) pl
1
g(0) = —|ul”.
(0) pl |
Sendo g continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1) entao, pelo Teorema do Valor Médio,
existe v € (0,1) tal que g(1) — g(0) = ¢'(7), isto é&,
%|u + tulP — %|u|p

; = |u 4+ ytv[P~2 (u + ytv)o.

Logo, sendo (t,) uma sequéncia tal que ¢, — 0 quando n — oo, entéo

1 1
“lu+ thul? — |uf?
limp| nt| i = [ufP"?u +v.
n

Note que
%|u + tul? — %|u|p

t

< (Jul + o) o]

com |vt| < 1. Desde que (Ju| + |[v])P~! € L7 T(RY) e |v| € LP(RY). Da desigualdade de
Holder, (Ju| + |v])P~tv| € L*(RY). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue
Slu(@) + tou(z) P — Jlu(z)lP

lim v _ /R @)l u(a)o(z).

n—0 RN tn

Ou seja,

E. — F
Ey(u)v = lim 2(u + tnv) 2(u)

tn—0 tn
1 1
“lu+ thulP — Sjul?
g [ Rl dx
n—0 RN tn

= / lu|P~2uvdx
RN

mostrando que existe a derivada de Gateaux do funcional Ey(u), sendo
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Ej(u)v = [on [u[P"2uvdx para todo v € WHP(RY).

Mostraremos a continuidade da derivada de Gateaux de Ej.
Seja (u,) C WHP(RYN) tal que u, — u em WHP(RY). Assim, |u,| — |u| em LP(RY).

Logo, existe uma subsequéncia, ainda denotada por (u,) e uma fungao € LP tais que

Up(z) — u(z) q.t.p. em RY (A.4)

| un(2)] < j(z) q.t.p. em RY (A.5)

onde j € LP(RV).

Com [|v]| < 1 e para todo v € WHP(RY), temos

/ |un|p_2unvdm—/ |u|P~2uvdx
RN RN

/ (|tn|P~2updr — |uP~?u)vdz
RN

_ / ( 1 24?2t — il 2] | m)m
RN

Usando Holder para £ e p, obtemos
p—1

Sl = ] ol < (/ R |u|p-2u}”p1>
R R

De WP(RY) — LP(RY), temos

| E5(un)v — Es(ujv| =

p—

1
P
Al

p—1

_p_ P
|ES(un)v — Ey(u)v] < ¢ (/N “ U [P — |u’P—2u|p1) J|vl]-
R

Como

sup | B (un)v — Ey(u)v] = [|E5(un) = E5 ()] 107,

)/
|lvf|<1

entao,

33



p—1

1 E3(un) — B3 () < (e | a2t Jul=2uf77) 7 (46)
Segue de (A.6) que

p

p—1

’ | un () | un(z)— | u(z) P2 u(z)] — 0 q.t.p. em RY

e por (A.5)

p

’ (@) | un(w)— | ule) 2 ula)| < 255 (7 4 Ju ), ¥n € N

onde j7,| uw |P€ LY(RM) e, assim, 25 1(5P + |u |P) € L. Entao, pelo Teorema da
J J

Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim
n—oo RN

| un(@) | un(2)— | u(z) 72 u(=)

De (A.6), quando n — oo

| By(ua) — B4 (w)l|wasganyy — 0
ou seja,

Ej(u,) — Eju) em (Wo(RY)Y.

Mostrando que a aplica¢do u — F(u) é continua no dual de W2EY) e o funcional é de

classe C1(W1P(RY); RY).
Afirmagao A.3 O funcional E3 € C*(WYP(RY); R).

Demonstracgao
Mostraremos que E3 possui Derivada de Gateaux.
Sejat € Rcom 0 <| t |< 1eu,ve WRN). Considere q : [0,1] — R uma fungao
definida por ¢(s) = F(u + stv). Observe que
d(s) = Jlut st
q(1) = F(u+tv) e
q(0) = F(u).
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Como ¢ é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), entdo pelo Teorema do Valor Médio,
existe v € (0,1) tal que ¢(1) — ¢(0) = ¢/(7), ou seja

F(u+tv) — F(u)
t

= f(u+ ~ytv)v.

Note que

= [f(u+to)|lv].

‘F(u—i—tv)—F(u)
t

Da condigao de crescimento da f temos
[f(u+to)| < 277 e(julP " + o) + 2°Ce(ful* + [o]).

Dai
<2 ([T (oY) + 2°C(Jul® + [v])

‘F(u—i—tv)—F(u)
t

onde 2P te([ulP7t + |u|P71) + 25C (|ul® + |v]*) € LYRY). Observe que

F _
lim (u+ tv) — F(u)
t—0 t

~ f(u)e.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

F(u+tv) — F(u)

F tv) — F
/ lim (ut tv) (u)dx = lim dx = f(u)v.
RN t—0 t t—0 RN t
Assim,
E tv) — E,
Ej(u)v = lim s(u+ tv) 3(v)
t—0 t
_ limF(u+tv)_F(u)dx
t—0 t
= f(u)vde.
RN
Mostrando que o funcional E3 ¢ Gateaux Diferenciavel e Ej(u)(v) = [pn f(u)vdz,

Vo € WHP(RY).
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Mostraremos a continuidade da derivada de Gateaux de Fjs.
Seja (u,) C WHP(RYN) tal que u, — u em WHP(RY). Assim, |u,| — |u|] em LP(RY).

Logo, existe uma subsequéncia, ainda denotada por (u,) e uma fungao h € LP tais que

Up(2) — u(z) q.t.p. em RY

| up ()| < h(z) q.t.p. em RY
onde h € L¥(RY). Como f é continua temos que

flun(z)) — f(u(z)) q.t.p. no RY e
fup(2))v(z) — f(u(z))v(z) q.t.p. no RY.

Da condigao de crescimento da f temos
| f (un(@))v(@)] < elun(@)[P ()] + Celun (2) "o ()]
Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

f(up)vde — f(u)vdz. (A7)

RN RN

Logo, para todo € > 0, existe ng € N tal que

Jaw flun)vde — [on fu)vda

< ¢, para todo n > ny.

O que implica

sup <e

llvf|<1

Y

f(up)vde — f(u)vdx
RN

RN

para todo n > ng, ou seja,

|[E3 — E:;HWLP(RN) <€

mostrando que u — Ej(u) é continua no dual do WP(R") e o funcional E3 é de classe
CHWLP(RN); RY),
Pela Afirmacao A.1, A.2 e A.3 temos que £ € CH{WLP(RN); RY).
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Apéndice B
Teoremas e resultados importantes.

Lema B.1 Seja X um espago de Banach. Suponha que I € C*(X,R), c € R, ¢ > 0.

Assuma que
VeIl c—2¢c+2d)):||I'(w)]] > 2e
Entao existe n € C(X, X) tal que
(i) n(u) = u,Yu & I([c — 2¢, ¢+ 2¢])
(i) n(I°T¢) C I¢ ¢

Demonstracao: Ver [11]

Teorema B.1 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espa¢o de Banach e I €
CY(X,R) com I(0) = 0. Suponha que:
(Hy) Existem a,r > 0 tais que I(u) > a > 0 para todo uw € X tal que || u |[|=r

(Hy) Eziste e € X tal que || e ||>r e I(e) <O.

(Hg) b:= inf||u‘|:rl(u) > [(O) > I(e).

Entao, para cada € > 0, existe (u) € X tal que:
a) c—2e < I(u) < c+ 2,

b) [[I"(w)]] < 2,
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onde

0 <c= inf max I(y(t))

I'={y € C([0,1], X) : 7(0) = 0,7(1) = e}.

Demonstragao: Assumindo (Hj3) implica que
b < max I(v(t)).

0<t<1

De fato, seja v € I' e definamos a aplicacao v : [0, 1] — R tal que

o(t) = (@I, Vielo1].

Pela continuidade da norma e de 7, segue-se que ¥ é continua. Desde que |le|| > p,

temos
¥(0) = [ly(0)| = llo]] =0 < p
e
D(1) = @I = llell > p.
Assim,

P(0) < p <P(1).

Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢y € (0, 1) tal que

U(to) = [ (to)ll = p-

Portanto,
I(7(to)) =2 ¢ :=inf I(7(ty)) > 1(0) = I(e),
logo,
max [(y(t)) > ¢, Vyel.

tel0,1]
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Pelo Postulado de Dedekind, a expressao acima possui infimo em R, ou seja,

inf max I(y(t)) = c.
Inf max (v(t) =¢

E, entao

b<c¢< max I(t).
0<t<1

Suponha que, para algum € > 0, o teorema nao é satisfeito. Considerando f:=mno~y ,
onde 7 é dado pelo lema de deformagao (Lema B.1). Sendo n € C(X, X) e~ € C([0,1], X),
segue que 5 € C([0,1], X). Uma vez que 0,e € X, entao:

c—2e>1I(e). (B.1)

Logo, I(e) & [c — 2¢,c+ 2¢], e assim e € I ([c — 2¢, ¢ + 2¢]).
Do mesmo modo
c—2e>1(0). (B.2)
Logo, 1(0) & [c — 2¢, ¢+ 2¢], e assim 0 &€ I~ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]).

Usando (7) , temos

e similarmente, 5(1) = e, de modo que § € I'. Assim,

I(y(t)) < mnax I(y(t)) < c+e

implicando em

cy(t) € 175, YVt e [0,1].
Segue de (ii) que
plt) =n(y(t) € I, vVt €[0,1],
ou seja,
I(B(t) <c—e, Vtelo1].
Logo,

I ) <ce-—
max (B(t) <c—p¢
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e desde que inf,er maxyep 17 I(y(t)) = ¢, temos

< <c-—
c_tgl[gﬁf(ﬁ(t))_c 3

isto é uma contradigao. ]

Os itens (a) e (b) implicam em uma sequéncia Palais Smale no nivel c.

Lema B.2 Seja X um espago de Banach e I € C(X,R) verificando a condigio (P.S) com
I1(0) = 0. Suponha que:

(Hy) Ezistem a,r > 0 tais que I(u) > a > 0 para todo w € X tal que || u ||=r.

(Hy) Existe e € X tal que || e ||> 7 e I(e) < 0.

Para

['={yeC([0,1],X) : 7(0) = 0,7(1) = €}

defina

0 <e=inf max I(y(t))

Entao ¢ > « e ¢ € o valor critico de 1.

Demonstragao: Ver [14].

Teorema B.2 (Principio Variacional de Ekeland) Sejam X wum espagco de Banach e
G € C*(X,R) tal que para todo v € V = {v € X;G(v) = 1}, temos G (v) # 0. Sejam

veVee d>0 com

F(v)ging%—s;

entao existe u € V' tal que

a)F(u) <infy F + 2¢

b)ll w— v |< 26;

cJminyeg || F'(u) = AG'(u) ||< 82/4.
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Demonstragao: Ver [14].

Teorema B.3 Seja H um espago de Banach reflexivo. Se (u,) € uma sequéncia limitada

em H, entdo evistem uma subsequéncia (un;) de (u,) e u € H tais que
Up; — U em H.
Demonstragao: Ver [8].

Lema B.3 (Lema de Lions) Sejar >0 ep < q<p*. Se (u,) € limitada em WP(R"N) e

se

sup / |un|?dz — 0,
yeRN J B(y,r)

entio u, — 0 em LY(RN) para p < q < p*

Demonstragao: Vamos considerar o caso N > 3. Seja q < s < p* e u € WHP(RY). Pelas

desigualdades de Hélder e Sobolev temos
-2 A
|ulLs By < |u’2‘1(3(y,r))‘u’LP*(B(y,r))

C|u’2;()\B(y7r)) [/B(y r)(|u|p + ’Vu|1’)dx]

S

IN

S Escolhendo \ = ]2, obtemos
pr—qs S

s s 1-X\)s
/ lul*dz < ¢ \u|(Lq(B)(y,r)) / (|ul? + |VulP)dx
B(y,r) B(y,r)

Agora, cobriremos RY com bolas de raio r, de tal forma que cada ponto do RY esta

onde \ :=

3 >

contido em, no maximo, N + 1 bolas. Assim, encontramos

/ lu*dz < (N + 1) supyegn [/ |U|(1’\)3dav] / (lulP + |Vu|p)%d9€-
RN B(y,r) RN

Pela hipotese do lema, u, — 0 em L*(R™). Desde que p < s < p*, u, — 0 em

LY(RYN) para p < q < p*, pelas desigualdades de Holder e Sobolev. |
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Teorema B.4 (Brézis -Lieb) Seja 2 um subconjunto aberto de RN e seja u,, C LP(§) com

1 <p<oo.Se
(1) u, € limitada em LP(S2).
(11) u, — u q.t.p em Q, entdo
’un’;l[),p(g) = ‘un‘}[ip(ﬂ) + ‘un - u|]2p(g) + On(l)

Demonstracao: Ver [14].

Lema B.4 (Brézis -Lieb) Seja Q um subconjunto aberto de RN e (f,) C LP(Q),
f e LP(Q) com p > 1. Suponha que f,(xr) — f(z) qt.p em Q e exista C > 0, tal

que

/]fn|pdx <C¥neN.

Entao,

/fngodx — /fgodx,Vgp € LY(w)

onde , —i—%:l.

=

Demonstracao: Ver [10].

Teorema B.5 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque) Seja (f,) uma

sequéncia de fungoes em LY(Q2). Suponhamos que:

(a) fo(x) = f(x) q.t.p Q;
(b) Existe g € LY(Q) tal que |f,(z)] < g(x) para todo n € N q.t.p em Q. Entio
ferL'(Q)e

/andx—>/ﬂfdx.

Demonstracao: Ver [4].
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Lema B.5 (Lema de Fatou) Seja u,, uma sequéncia de fungées integraveis nao negativas,

entao

/ lim inf u,,dx < lim inf / Updr.
Demonstracao: Ver [4].

Teorema B.6 Sejam (f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(R2), tais que

fo— fem LP(Q).

Entao existe uma subsequéncia (fn;) C (fa) tal que

(i) fo;(x) = f(x) q.t.p em Q;
(i) | fn,(x)] < h(z) q.t.p em Q Vj , onde h € LP(Q).

Demonstracao: Ver [4].
Lema B.6 Para todos, v,w € RN com N >1ep> 2

(o]~ — Jw P~ w) (v — w) > v — w].
Demonstracao: Ver [13]

Teorema B.7 (Desigualdade de Hélder) Seja f € LP(2) e g € LY(R2), onde 1 <p < oo e
117 + % = 1. Entao

fge L) e |fglpa < |flw@lglra@)

Demonstracao: Ver [§]

Proposigao B.1 Seja (u,) uma sequéncia (P.S.)., 1 € C(RY) tal que 0 < ¢p(x) <1 e

1, sex € By(0)
0, se x ¢ By(0).

() =
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Seja € >0 e Y (x) := (). Entdo

lim {limsup/ |Vun|p_2unVunV1/)€dx] =0.
RN

€00 n—00

Demonstragao: Observe que

/ |V, [P~ u, Vi, Vipd §/ (V[P u,| [V |da.
RN RN

Da desigualdade de Hélder com ﬁ e p, obtemos

p—1

< / IV [Pdz / [PV [P
RN RN

e desde que (uy) ¢ limitada em WHP(RY), 4. = 1 se Be(x;) e supp(¢e) C Be(x;) temos que

/ V[P~ u, Vi, Vihed
RN

p—1 1

( / rVun|de> ( / \unmvwewx) < H%H“( / |un|prwe|pd:c>
RN RN Be(xi)

< c( / |un|p|Vw€|pdx> (B.3)
Be(zi)\Bg (z:)

3=

3=

onde C' = ||u,|[P~t. Desde que WHP(RN) — LP

loc
em Lj, (Be(2:)\Bg(z:)), tal que |u,| < g(z) q.t.p. em Bc(x;)\Bg(x;). Assim, fazendo

(R™), a menos de subsequéncia, u,, — u

fn(x) = |uy(2)[P|Vibe(x) [P, concluimos que
falz) — f(z) qt.p. em B(x;)\Bg(zi)
onde f(x) = |u(x)[P|Vi|P. Além disso,
[fa(@)] = lun(@)PIVYel” < g(@)7|Vibe] € Lipo(RY).
Segue do Teorema da Converéncia Dominada de Lebesgue

lim — / iy (2) [PV P = / ()| Vb P da (B.A).
n—00 Be(i)\Bg (i Be(zi)\Bg ()
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Portanto, de (B.3) e (B.4), concluimos que

< c( / |u|p|we|pda:) (B.5)
Be(xi)\Bg (z:)

Usando, novamente, a desigualdade de Holder com L_p e % no segundo membro da

lim sup
n—oo

/ |V, [P~ uy, Vi, Vihedr
RN

N

desigualdade acima, obtemos

N-—p

/ |u|P*dx / [Vipe| N

e desde que Bc(z;)\Bs(7;) C Bc(z;) segue que

lim sup <C

n—o0

/ |V, [P~ u, Vi, Vi,
RN

N-p N
P

(/ mwm) (/ |vmwm>
Be(x;) Be(x;)

8@&5_}% T — T
or; € €

Sl

<C

lim sup
n—oo

/ IV, [P~ 21, Vi, Vi,
RN

(B.6)
Mas, pela Regra da Cadeia

e fazendo
T — T
Yy = = s =ey 41, = doe=Vdy
€
além disso
|z — ;| <e = ley| <e = |y| < 1.
Assim

(/ ]vwﬁ\pdx> = </ ]vwe\pd:c> )
Be(z;) B1(0)

De onde obtemos por (B.6) que

N—p

gc(/ mwm) 7. (B.7)
Be (331)

Considere a sequéncia h(z) = |u(x)[P*X . (z,) com €, — 0 quando n — oco. Temos que

lim sup
n—oo

/ |V, [P~ u, Vi, Vipd
RN

he(x) — 0 q.t.p. em RY. Além disso,
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|he(@)] = [u(2)P*[XB. (@)

< |u(z)P* € LY(RM).

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim / |ulP*dx
e—0 Be(xz)

Portanto, de (B.7) e (B.8)

~ lim / (@)X goda| = 0. (B.S)
e—0 B1(0)

lim [limsup/ |Vun|p_2unVunV¢€da:] = 0.
RN

€00 n—00

Lema B.7 Seja M = {u € WUWRN)\ {0}; F'(v)u = 0}. FEntio, para qualquer
u € WIYP(RYN), nao-nulo, existe um tinico t, tal que t,u € M. Além disso, o mdzimo

de E(tu), para todo t > 0, € atingido em t,u e a aplicagdo

¢: WHRY) — RT

u — olu) =t,
é continua.

Demonstragao: Fixaremos u € W'P(RY)\ {0} arbitrario. Considere a aplicacao:

g: Rt — RT

t — g(t) = E(tu).
Temos que ¢'(t) = 0 se, e somente se,
ol [ feu) <o, (B.9)
RN
o qual é equivalente a tu € M.
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Além disso, g(0) = 0, g(¢f) > 0 para t > 0 suficientemente pequeno e g(t) < 0 para

t > 0 suficientemente grande. Assim, existe ¢, > 0 tal que
te) = t '(t,) = 0.
g(ts) =maxg(t) e g'(t:) =0

Para mostrar a unicidade, seja t1,ts € R tais que 0 < t; < t, com

gd(t)=0 e ¢(ta) = 0.

Assim,

= [ LG8~
Ry 1}

[lul[P = / f(t{ul)udx =0.
RN 15

Seja A = {z € RV;u(z) = 0}. Assim
f(tw)udx :/ f(tlu)udx.
RN\ A

p—1 p—1
RN 1y 21

rva | 5 !

Usando a hipotese (f3) e o fato de que u? > 0 em RV \ A, segue-se que

/ fltw)u  f(tiw)u
gva | 5 &

contradizendo (B.10). Logo, t, é tnico.

Seja agora (u,,) uma sequéncia WHP(RY) tal que

Logo,
de =0 (B.10)

dx > 0,

u, — u em WH(RY)\{0}.

Seja (t,) uma sequéncia em RT tal que, para cada n € N, (¢t,u,) € M. Assim,

J(tnun) (un)P

|[un| [P = /RN tz—_lfm

onde A, = {z € RY; (u,)(z) = 0}.

(B.11)
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Temos que (t,) nao pode ter uma sequéncia convergindo para zero, caso contrario,

considerando a sequéncia

fRN f(tnun(x)xun(x))pd

r, se u, #*0
(bt 71 , Up 7

hn(7) =
0, se u, =0

e desde que a hipotese (fs) e (u,) ¢ limitado em W1P(RY), segue-se que

ho(z) — 0 qt.q. em RY.

Além disso, da condigdao de crescimento da f, de u, — u em WIP(RY)\ {0} e das
imersoes temos que existe h € L'(RY) tal que |h,(z)| < h(z) q.t.p. em RY. Do Teorema

da convergéncia Dominada de Lebesgue, segue-se que

/ hy,dx — 0
RN

e assim

u, — 0 em W'P(Ry)\ {0}

o que é um absurdo.

IO
=

Dado R > 0, existe (t,;) C (t,) tal que (t,;) > R. Assim, por t —

(Ruy, )P~
(Run(2))(un(2)) |

lunllP = /R 5 f(Bun(@)) ()"
_ / f
RN\ A, (R)p—1

Z.

Do Lema de Fatou

Rl

/ f(Bu(z))(u(z)) |
RN\ A (Ru)pt

|un|lP > /RN\A f(Ru(a:))(u(x))dx

Z.
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Passando ao limite quando R — oo temos por (fa) que ||u,|[P — o0, 0 que é um
absurdo.
Deste modo, temos que (t,,) é uma sequéncia limitada e por (B.11) toda subsequéncia

de (t,) tem o mesmo limite ¢,. Assim,
t, — to e thu, — tou.

Passando ao limite em ambos os membros de (B.11) quando n — oo , obtemos

ftou
Il = | HEe

Logo,

de onde concluimos que
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