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Resumo

A proposta deste trabalho é estudar a estabilizacao da equacgao de onda com damping
na fronteira, onde Q é um dominio limitado de IR (n > 1) com fronteira I' de classe C?
e denotamos por v o vetor normal (unitério) exterior a I'. Fixemos um ponto xzy € R

arbitrariamente e o conjunto

uy —Au = 0 em € x (0,00)
u = 0 sobre Q_ x (0,00)
% + Lu+ Kuy, = 0 sobre Q, x (0,00)
v

u(z,0) = wup(z) em

u(z,0) = wuy(z) em Q

onde K, L € L>(I'_) sao duas fun¢des nao negativas.

Palavras - chaves: Solugoes Fortes e decaimento exponencial.

v



Abstract

The proposal of this paper is to study the stabilization of the ware equation with damping
at border, where € is a limited domain of IR (n > 1) with boundary I' of class C? and
denote by v the vector normal(unitary) pool I'. Let us fix an arbitrary point xy € IR and

the set

Utt—UA = 0 in QX(0,00)
u = 0 on Q_ x (0,00)

0
—u—i-Lu—i-Kut
v

0 on Q. x (0,00)
u(z,0) = wup(xr) in Q

u(z,0) = w(z) in Q.

where K, L € L>°(I'_) are two non-negative functions.

Key words: Strong solutions and Exponential decay.
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Introducao

Nas tultimas décadas, varios tipos de equacoes tém sido utilizadas como modelo
matematico que descreve algumas propriedades fisicas, quimicas, biolégicas e engenharia
de sistemas. Entre elas, os modelos matematicos de vibracao, estruturas flexiveis, tem sido
estimulados consideravelmente nos 1ltimos anos por um nimero crescente de questoes de
interesse pratico. Algumas pesquisas sobre a estabilizacao dos sistemas de parametros
distribuidos sao em grande parte voltadas a estabilizacao de modelos de dinamicas
individuais de membros estruturais, tais como, cordas, membranas e vigas.

O decaimento de energia de solugoes da equacao de onda no dominio exterior tem sido
exaustivamente investigada desde o inicio dos anos 1960; veja: Lax [8] Lax e Phillips [9].
O estudo do problema analogo em dominios limitados com uma ”de absorcao de energia”
comegou em meados da década de 1970; Conforme Quinn e Russell [13], Rauch e Taylor
[14], Slemrod [16]. Para este ultimo problema, o decaimento exponencial da energia foi
comprovado por Chen [3], adaptando as multiplas técnicas desenvolvidas anteriormente
para o problema exterior.

A pesquisa foi continuada ao longo de duas, um pouco opostas, linhas:

v' Encontrar grandes classes de feedbacks dando decaimento exponencial;
v' Encontrar feedbacks especiais que dao rapido decaimento de energia.

Na primeira diregao os resultados mais gerais até agora foram provados por Bardos,
[1]. Destacamos que o método nao fornece estimativas da taxa de decaimento explicitas.

Neste trabalho estamos interessados na segunda linha de pesquisa, ou seja, na
estabilizacao exponencial associada a equacao de onda com amortecimento atuando na

fronteira. Dado por



uy —Au = 0 em Q x (0,00)
u = 0 sobre I'_ x (0,00)

0
a—u—i—Lu—l—Kut = 0 sobre I'y x (0, 00)
v

uw(z,0) = wup(z) em Q

u(z,0) = wy(z) em Q

Onde Q um dominio limitado de IR com fronteira I" de classe C? tal que ' =T, UT_
el,NT_=0.

Aqui u denota o deslocamento vertical de onda e k,L € L*(I'}) sdo duas fungoes
nao-negativas e J, a derivada normal. Com as notacoes acimas desejamos mostrar que o
problema em questao é bem posto e em seguida obter o decaimento exponencial.

O trabalho estad organizado da seguinte maneira: No Capitulo 1, apresentamos alguns
lemas, teoremas e algumas desigualdades que serao fundamentais para o desenvolvimento
do trabalho. Alguns desses resultados serao demonstrados e outros serao omitidos, porém
indicada na bibliografia.

No capitulo 2, enunciamos e demonstramos o teorema de existéncia e unicidade da
solucao global, usando o metédo de Galerkin. No Capitulo 3, mostramos o resultado

principal do trabalho, isto é, a estabilizacao na fronteira da equacao de ondas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos definicbes e nocoes basicas da Teoria das Equacoes
Diferenciais Parciais, bem como alguns teoremas, lemas e proposi¢oes que nos auxiliarao
como pré-requisitos necessarios para melhor compreensao dos capitulos subsequentes.
Desse modo, nao nos preocupamos nas demonstragoes de possiveis resultados utilizados
preliminarmente, pois mencionamos as referéncias bibliograficas onde poderao ser

encontradas.

1.1 Alguns Resultados Importantes

A seguir enunciaremos mais alguns resultados que serao utilizados posteriormente.

Definigao 1.1 (Convergéncia Fraca). Sejam E um espago de Banach e (u,),oy uma

seqiiéncia de E. Entao u, — u fraco se, e somente se,
(o up) = (p,u) ,Vu e E.

Definigdo 1.2 (Convergéncia Fraca Estrela). Sejam E um espaco de Banach, ¢ € E'e

(Vv),en wma seqiiéncia de E'. Diz-se ¢, — ¢ fraco -x se, somente se,
(ov,u) = (p,u) ,Vu € E.

Lema 1.1 (Lema de Gronwall). Sejam ¢,¢ : [a,b] — R funcgées continuas e nao-

negativas, a > 0. Se

¢<t>§a+/¢<s>w<s>ds,

3



entao,

¢
v (t) < aexp [/ w(s)ds] ,Vt € [a,b].
Em particular, ¢ (t) € limitada e se o = 0, entdo p = 0.

A seguir daremos nogoes de convergéncia em C§°(€2), tornando-o um espago vetorial

topolégico.

1.1.1 Convergéncia em Cj°(f2)

Dizemos que uma sucessao (¢n)neny de fungoes em C§°(§2) converge para ¢ em C§°(£2)

quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:

(i) Existe um conjunto compacto K C ( tal que

supp (p) C K e supp(p,) C K,Vn € IN

(ii ) D%p, — D%p uniformemente em K para todo multi-indice «.

O espago vetorial C§° (£2), junto com a nogao de convergéncia definida acima é um
espago vetorial topolégico que denotamos por D({2), e é denominado espagos das

funcoes testes.

Denotamos por LP(€2), 1 < p < oo, 0 espago das fungoes u : 2 — R, mensurdveis e
tais que |ul? sdo Lebesgue integraveis em Q. O espago LP(£2), é um espago de Banach com

a norma

ey N

Quando p = oo, L*() denota o espago de Banach de todas as funcoes reais

essencialmente limitadas com norma
[ulloo = supseqesslu(z)].
Quando p = 2, L?(Q) é um espago de Hilbert com produto interno
(u,v) = / u(z)v(z)de,
Q

e norma induzida

= [ Juto) e



Observagao 1.1 Sendo Q limitado, obtemos D()) < LP(QY), para todo p, tal que

1 <p<oo, comimersio continua e densa. De fato, dado ¢ € D(Q2), temos que

/'90 )" dz < sup [ (x)[" m (Q) < oo.

z€eQ
Isto prova a inclusdo algébrica. Para a continuidade, seja v, — ¢ em D(2). Mostraremos

que

/|g0n ()P dz — 0.

note que,

Lle@ =gl e = [ ont@) = o @ de

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesqgue,

lim \SOn( ) =@ (@)["de = lim |80n( ) — @ (@) dx
= / lim |, () — ¢ (x)[" dz = 0.
Kn*)OO

Podemos ainda mostrar que a imersao anterior € densa. Para isso ver [10]

Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder) Sejam 1 < p,q tais que % + % = 1ce
felP(Q) egeL4N). Entio, fg e L'(Q) e

@it <1 £ ol g o

Teorema 1.2 (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 um aberto limitado do R™. Entdao,

existe uma constante ¢ dependendo de €2 e n tal que, para todo u € Wé’p(Q),

@< el Ve

1.1.2 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o intuito de estudar os espagos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada
distribucional para objetos de D’(£2).

A motivagao no conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada
distribucional, dado por Sobolev, se deve a féormula de integracao por partes do Calculo,

sendo este conceito generalizado para distribuigoes quaisquer em D’ (£2), por L. Schwartz.
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Seja T uma distribuicao sobre €2 e o um multi-indice. A derivada no sentido das

distribuicoes de ordem « de T' é definida como sendo o funcional linear
DT :D(Q) — R
tal que
(DT, ¢) = (=1)*U(T, D*¢) ,p € D(Q).

Segue da definicao acima que cada distribuicao 7" sobre €2 possui derivadas de todas as

1

e (£2) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das

ordens. Assim as funcgoes de L

distribuicoes. Observe que a aplicacao
D*: D' (Q) = D (Q)
¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (2). Isto significa que:

lim T, =T em D'(Q) entao lim DT, = DT em D' ().

v—r0O0 V—>00

Observacao 1.2 Qutro resultado interessante a ser mencionado é que a derivada de uma

1
loc

1
loc

fungao L;,.(Q), nao € em geral, uma funcao L, . (S), como mostra o exemplo a sequir.

Exemplo 1.1 Seja u a fungdo de Heaviside, isto €, u é definida em IR e tem a sequinte

forma:

1 se x>0
u(z) = ;
0 se x<0
assumindo qualquer valor em x = 0.

1

1. (Q) mas sua deriwada u' nao pertence a L}, (). Com

Esta fun¢ao u pertence a L loc

efeito, basta verificar que u' = .
De fato:

00 0
<uU,p>=—<uQ >:—/ w/(x)dxz/ ¢ (x)dz = p(0) =< 8y, >,V € D(Q).
0

o

Tal fato, motivard a definicao de uma classe significativa de espagos de Banach de

fungoes, conhecidos sob a denominacao de Espacos de Sobolev.

Observagao 1.3 Se u € C*(IR"), para cada || < k , entdo a nogdo de derivada no

sentido classico coincide com a nogao de deriwada no sentido das distribuicoes, isto €
«
D Tu:TDO‘u V|a| Sk,

€ uma consequéncia simples da formula de integracdo de Gauss.



1.2 Espacos de Sobolev

Apresentamos nesta secao uma classe de espacos fundamentais para o estudo das Equacoes

Diferenciais Parciais, que sao os espacos de Sobolev.

1.2.1 O espago H" (Q)

Seja 2 um aberto do IR" com fronteira regular I'. Foi observado na secao anterior que se
u € LP (£2), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes. Viu-se que
D%y nao é, em geral, uma distribuigao definida por uma fungao de L (2). Estamos
interessados em espagos de distribuigdes v € LP(Q2) cujas derivadas distribucionais
permanecam em L (). Tais espagos serao denominados Espacos de Sobolev.

Dados um inteiro m >0e 1 <p < oo, o0 espago de Sobolev de ordem m sobre €2,
é o espago vetorial denotado por WP (§2), constituido das fungoes u € LP (Q2) para as

quais D%u € L (2), para todo «, com |a| < m. Em simbolo temos
WmP(Q) ={u e LP(Q) : D € L (), Vo, multi-indice, com |a| < m}.

O espago W™P () sera munido da norma
1/p

llwmeey = | D IDullyq) | 2 1<p<oo

laj<m

esep=o0

HUHWMO(Q) = Z HDQUHLOO(Q)'
la|<m
Em ambos os casos WP () é um espago de Banach.
O espago W™P () é um espago reflexivo se 1 < p < 0o e separavel se 1 < p < 0.

No caso particular em que p = 2, o espaco W™? (2) é um espaco de Hilbert, denotamos

por H™ (£2), isto é,

H™(Q) ={ue L*(Q); D € L*(Q),Va, |a] <m},

1.3 O Trago em H'(Q)

Demonstra-se em [11] que as fung¢oes de H™ () podem ser aproximadas na norma de

H™ (), por fungao de D (Q), onde D (©2) ¢ o conjunto {¢,_;¢ € D(R")} que se pode

7



definir a restrigao a fronteira T' de Q. Dada ¢ € H' (1), consideremos uma seqiiéncia

(¢v)yen em D () com
0, — o em H'(Q).
Definimos o operador v : H' (2) — L?(T") por

Yo () = Jim Orlp

sendo o limite considerado na norma de L? (T").

O operador 7y, denominado operador de traco, ¢ continuo, linear e seu nicleo ¢ H} ().
De forma mais simples escrevemos ¢|. em vez de yy¢ assim podemos caracterizar o espago
H (Q) por:  H} (Q) = {¢p € H' (Q); ¢, =0}. A generalizacio do operador de traco

para os espagos H™ (£2) ocorre de forma natural e, no caso m = 2, temos:

0
B @) ={o e @)ip, =0, =0},

O dual topoldgico do espago W™ () representamos por W7 () se 1 < p < oo com
p e g indices conjugados. Se p € W™ (Q), entao |, € D' (Q).
Quando p = 2, Wy™*(Q) é denotado por HJ" (Q), cujo dual é H~™ ().

A seguir anunciaremos sem demonstrar o teorema que caracteriza o espago W =" (Q).

Teorema 1.3 Seja T € D' (2). Entio, T € W™™P(Q) se, e somente se, existem
Ja € L1(Q) tais que T = > D%g,.

laj<m

Demonstragao:: Ver [10].

Proposigao 1.1 (Caracterizagio de H='(Q)) Se T for uma forma linear continua sobre

H} (Q), entao existem n + 1 fungoes ug, uy, . .., u, de L*(Q), tais que:

T:UQ—FZn:auz

i=1

Demonstragao:: Ver [11].
De posse destes dois resultados podemos concluir que se u € Hj (), entdo Au €

H='(Q), sendo o operador A : H} () — H~! (), linear, continuo e isométrico.



Capitulo 2

Existéncia e unicidade da solucao

global

O objetivo principal deste capitulo é estudar a existéncia de solucao fraca e forte para o

seguinte sistema de equacao de onda com damping linear na fronteira, dado por:

ur —Au = 0 em 2 x (0,00) (2.1)

u = 0 sobre I'_ x (0,00) (2.2)

% + Lu+ Ku; = 0 sobre I'y x (0, 00) (2.3)

u(z,0) = ug(x), ur(z,0) = wuy(z) em (2.4)

Aqui por © estamos denotando um conjunto aberto limitado de IR'(n > 1) com
fronteira I" regular. Também aqui estamos considerando que K, L € L*(I';) sao duas
funcgoes reais nao-negativas.

Fixe um ponto arbitrario xg € IR" e considere a fungao
m(z) =z —x (r € R") e R=sup{|m(x)|:z e Q}. (2.5)
Sejam 'y e I'_ dois subconjuntos abertos e disjuntos de I' tal que

'y ={zel:mwv>0},

' ={zel:muv<0}. (2.6)

Entaio =T, UT_el,NI_=@.

Considere os espacos de Hilbert
V={veH(Q):v=0 sobre T'_}

9



H={veV:AvelL*Q)}

Além disso, o sistema é dissipativo e a energia do sistema aqui estudado é definida por

1 1

E=Bl) =2 / w(®)? + [Vu(t)2dz + - / Lu(t)*dr. (2.7)
2 Ja 2 Jr,
Consideramos ainda, as seguintes condicoes
1
k> = e klm| <1 sobre I', (2.8)
e

n—1

K = (muv)k e L= (m.v)k=. (2.9)

2

O teorema a seguir garante a existéncia de solugao forte para o problema (2.1)-(2.4).

Teorema 2.1 Suponhamos que os dados iniciais {ug,u1} € VN H*(Q) x V satisfazem
a condi¢ao de compatibilidade %LVO + Lug + Kuy =0 sobre T'y. Entao o problema (2.1)-
(2.4) possui uma tnica solugdo u na classe u € L>=(0,00; V N H*(Q)) u; € L(0,00; V)
uy € L°(0,00; L2(Q)).

Demonstragao: Seja {w,} uma base de V. Com essa base podemos construir uma
base especial {w,} para o problema (2.1)-(2.4) da seguinte forma:
Se ug e up sao linearmente independentes, definimos w; = ug, wy = uq € para n > 3 0s
vetores de w, sao escolhidos de modo que sejam l.i. com uy e u;. Se os vetores ug € uy
sao linearmente dependentes, escolhemos w; = ug e para w;, j > 2 os vetores de w, que

sao l.i. com ug. Desse modo podemos considerar o subspaco
Vm = [wl, Wa, ..., wm]

gerado por wy, ..., w,,. Em V,, considere o problema aproximado:

um(t) = Y tw; €V,

j=1
/ug(t)w — jdz + / Vu™ (t)Vw,dx + Ku;”(t)wjdl“—l—/ Lu™(t)w;dl’ = 0, Vw € V}2.10)
u™(0) = ugm; u'(0) = wupm, VmelN

10



onde
m m
UY,m = Z {/ Uow]dl‘} U)j, Ul,m = Z {/ ulw]dx} w]
j=1 7% j=1 /@
O problema aproximado tem solugao local u,,(t) de acordo com o Teorema de Picard.
A extens@o destas solugoes para o intervalo [0,7], 0 < T < oo, é consequéncia das

estimativas a seguir:

2.1 Estimativa a Priori 1

Multiplicando a equagao (2.10) por v;,, e somando em i = 1,2, 3, ..., m obtemos,

/Q upy Z 'y;mwidx + /Q VumV(Z VimWi)dz + /
=1

I+

Kuj Z Vi mwidl + / Lu™ Z Vi mwidl = 0.
i=1 i=1

r+

m
. . / o m
Substituindo E YimWi = Uy, temos
i=1

Kui"uy"dl’ +/ Lu"u"dl’ = 0.
I+

/uttut dx—i—/VumVu;"d:U—l—
Q

'+

Dali, segue que

1d
m m 2 m\2 .
2dt/\ut 2 dx+ /|Vu et [ G g [ pweyar=o
logo,
sl P e v+ [ pampary+ [ Gz o
¢ I+ I+
portanto
1d
—— — [ K(u)?dI <0.
2 dt /F+ (w)ydl <

Integrando a desigualdade acima em [0, 7], encontramos
E™ v t) < E(u™(0),u;*(0),0),Vm € N,Vt € [0,T].
o que implica
B, u 1) < / s |2 + [Vt Pl +/F (1t 2T
+

11



Da escolha sobre ug ., € u1,m,, segue que

E(u™ ut) < C,Ym € N,Vt € [0,T].
Portanto,
(u™) ¢é limitada em L>(0,7T; V)
(uf) é limitada em L>(0,T; L*(9)) (2.11)
(u) é limitada em L>(0,T; L*(T',))

2.2 Estimativa a Priori 11

O nosso objetivo é obter uma 2% estimativa da energia. Para isto, vamos estimar os dados
iniciais uj(0) na norma L?(€2). Multiplicando a equacao (2.10) por 7/,,(0) e somando em

7, de 1 a m obtemos

/ [uf (0)|*dx = —/ Vugm-Vug (0)de — / Ky yugy (0)dl — / Lug pmupy (0)dl
Q Q ry I+
Usando a Identidade de Green, e as condigoes de compatibilidade segue que
[l (0)||]2 < C,¥m € N. (2.12)
Diferenciando a equagao (2.10) em relagao a t, obtemos

Kuj} w;dl’ +/ Lug" w;dl' = 0 Yw € Vm. (2.13)

ry

/ugf.wjdx—k/VuT.ijdx—i—
Q Q

ry
Multiplicando a equagao (2.13) por 7/, e somando em i, de 1 a m, temos

Kuy. uttdF—l—/ Ly uypdl’ = 0.

Ty

/ﬂum (T dx+/ﬂVu?.Vu;’t‘dx +

Ty

Logo, segue que

th/ luit|Pdz + 2dt/ |Vul"2dx + F+Kuttuttdf‘+ 5% L|u™|?dl’ = 0
portanto,
2d{/|u 2+ |V dx+/ L]ut]dl“}— / K|u™|%dT < 0
t It
EQ(t)

12



Integrando o resultado de 0 a ¢, temos

1 t
E(u, ufy, t) < C E(u*(0), ujy(0), 0) + 5/ </ L|U§n’2dF) ds.
0 Iy

Usando o Lema de Gronwall, obtemos
E(ui", ugy, t) < C, Vvt € 0,T],Vm € N.

Logo,
u") é limitada em L*>°(0,7T;V
(wr) 0.T51) o1
(uf) é limitada em L (0, T'; L*(Q))

As estimativas feita em (2.11) e (2.14), permite-nos obter subsequéncias (u™)

denotadas da mesma forma, satisfazendo
u™ =y e L*(0,T;V)
upt —* uy € L>(0,T;V) (2.15)
ut —* uy € L0, T; L*(2))
Passagem ao limite

Multiplicando a equacao (2.10) por 8 € C?([0,T]) e integrando de 0 a T, obtemos

T T
/ / uyy w;B(t)dxdt +/ / Vu™. Vw;[(t)dxdt
0o Ja o Ja
T T
+/ Ku" w; f(t)dldt + / / Lu" w;.B(t)dldt = 0. (2.16)
o Jry o Jry
Considerando as convergéncias (2.14) podemos passar ao limite quando m — oo em

(2.16) de forma que

/OT/Quttwjﬁ(t)dxdt—i_/OT/QVMV%ﬁ(t)dxdt

T T
+/ Kuy,w; B(t)dl'dt +/ / Luy.w;.B(t)dldt = 0.
o Jry 0 JTy
Por regularidade eliptica, concluimos que
u € L™(0,00; H*(Q)).

Os dados iniciais seguem imediatamente a partir das convergéncias obtidas e a
unicidade ¢ obtida usando o Método da Energia, conforme Lions [10].

Portanto segue que u ¢ solugao forte do sistema (2.1)-(2.4).

13



Capitulo 3

Comportamento Assintético

O objetivo deste capitulo é estudar o comportamento assintético do sistema (2.1)-(2.4).
Para isso, vamos considerar o seguinte Lema devido a Haraux cuja demonstracao podemos

encontrar em [4,5].

Lema 3.1 . Seja E : [0,00[— [0,00[ wma fungcdo ndo decrescente localmente

absolutamente continua tal que existem constantes nao-negativas 3 e A com
/ E@t)PTdt < AE(S), VS >0.
s

Entao temos

1—- YV E(0 Y 0 =0
B < {ea:p( A)l/}g (0), t > se I5; ,
(A (1 n %)) 118, vt >0 se  B>0.

O Teorema a seguir resulta o decaimento exponencial para o problema aqui estudado.

Teorema 3.1 Fize uma fungao positiva k € L™ tal que

1

k> In e klm| <1 sobre r,

e considere

n—1
2

K = (muv)k e L= (m.v)k>.

Para n = 2,3 as solugoes de (2.1)-(2.4) satisfazem as sequintes estimativas:

E(t) < e'=WARE(0) Vt > 4R se  n=2, (3.1)

E(t) < e'=2R p(0) Vt > 2R se  n=3. (3.2)
A demonstra¢ao do Teorema (3.1) serd consequéncia dos Lemas sequintes.

14



O Lema a seguir garante a propriedade dissipativa do sistema (2.1)-(2.4).

Lema 3.2 . Seja u a solugdo forte do sistema (2.1)-(2.4), entao

E(S)—E(T):/ST [ K.

(3.3)

Demonstragao: Multiplicando a equagao (2.1) por w,; e integrando sobre Q x (S,T')

obtemos

T
0 = / /ut(utt—Au)d:vdt,
s Ja
T T
- / /Ut uttdzpdt—/ /ut Audxdt.
s Ja s Ja

Usando a férmula de Green obtemos

T T T ou
—/ /ut Audxdt:/ /Vut Vud:cdt—/ /ut —dI'dt.
s Ja s Ja s Jr Ov

A partir das condigoes de fronteira (2.2) e (2.3) obtemos

/ /utAud:vdt / /|Vu|2dxdt+ / /L|u| det+/ / E|ug|*dTdt.

Substituindo (3.5) em (3.4) e notando que

Td
/ /ututtd:pdt / —/ |, |2 dadt,
s dt Jo
T d T
/ —E(t):—/ / Kl [2dTdt,
g dt s Jr,

obtemos

onde

1 1
E(t) = 5/9(]%\2 + | Vul?)dz + é/r L|u|?dr,
+

¢ a energia do sistema. Entao encontramos
T
B(S) — E(T) = / K |us 2T
s Jry

O que conclui a demonstragao do Lema.

15
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A identidade seguinte é essencial e é devido a F. Rellich [15].

Lema 3.3 . Dado ¢ € H*(Q2), temos

/Q(2<A<P)m-Vg0 + (2= n)|Vo|)da = /

T

0
2 (—‘p) m.V — (m.v)|Ve|2dr.
. \ov
Demonstracgao:Da férmula de Green obtemos
d¢
2 [ (Ap)m.Vedr = 2 5 ) ™ Vpdl' — 2 ch V(m.Vy)dz,
Q

)
— 2/ (6f)mwdr /2|Vg0|2+m.V|Vg0|2dx,

0
= 2 [ (5) mTe— (malVipar + n-2) [ Vo
r \ Ov Q

De onde segue a conclusao do Lema.

Estabeleceremos a seguir uma identidade bésica que sera usada posteriormente.

Lema 3.4 . Seja u a solugdo forte do sistema (2.1)-(2.4). Entao

T T au 2 T
2/ E(t)dt —/ / (m.v) <—> dl'dt + {/ w(2m.Vu+ (n — 1)u)dx
S s Jr_ ov Q s
T
= / (m.v)|u* — |Vul® + Lu® — (ku; + Lu)(2m.Vu + (n — 1)u)dDdt,
s Jry
com 0<S<T < .

Demonstragao: Multiplicando a equagao (2.1) por 2m.Vu + (n — 1)u e integrando

por partes encontramos

0 = / ' / (2m.Vu + (n — Du)(uy — Au)dadt,

= (1-n / /u—dth + (/Q u(2m.Vu + (n — 1)u)d.7c):

+ / / (m.Vu)Au — m.V(u)?* + (n — 1)(|Vul]® — u))dzdt

_ /S /F(l B n)@é@ — (m.v)u2dDdt + (/ﬂ uy(2m.Vu + (n — 1)U)dm>:

+ /T (=2(m.Vu)Au + u; + (n — 1)|Vul?)dzdt. (3.6)
s Ja

16



Aplicando o Lema (3.3) obtemos

T

/ /ut + | VulPdzdt + [/ ut(2m.Vu+ (n — 1)u)dz

S

/ /mi/ 2 _ |Vuf?) + (2m Vu + (n — 1)u)dldt.

(3.7)

Usando as condigoes de fronteira e substituindo a equagao (3.7) em (3.6) obtemos a

desigualdade desejada.

Para demonstrar a estabilidade assintotica necessitamos dos seguintes lemas.

Lema 3.5 . A solucao do problema (2.1)-(2.4) satisfaz

<2RE, VWt>0,

/ u(2m.Vu + (n — 1)u)dz

onde E € a energia do sistema.
Demonstragao: Aplicando o Teorema da divergéncia obtemos
/(2m.Vu + (n—1u)’dxr = /((2m Vu)? + (n— 1)+ (2n — 2)m.Vu?)dz,
Q

= /{ (2m.Vu)® + (n — 1)*u® — (2n — 2)nu’}dx

= /{ (2m.Vu)* + (n* — 2n + 1 — 2n® + 2n)u*}dx

4 2n—2)/r( V) U2}l

- /Q((Qm.Vu)2 + (1 = n*)u’}dr + (2n — 2)/ (m

Iy

Usando as condigoes (2.5) e (2.6) obtemos

/Q(Qm.Vu + (n—1Nu)?der < 4R /Q |Vu|“dx + (2n — 2)/ (m.v)u“dl.

T+

v)u?}dr.

(3.8)

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, da desigualdade acima e usando as condigoes

(2.8) e (2.9) obtemos:

/ u(2m.Vu+ (n — 1)u)dx

17
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_ (QR /Q ]ut\de>l/2 ( /Q %(2m.Vu+(n—1)u)d:c>l/2

1
R||ut||%2 + ﬁ||2m.Vu + (n— 1)u||%2,

4R? 2(n—1
R/Q g |2dx + E/Q|Vu|2da:+ (4—R)/F+(m.1/)u2dl",

— R{/ﬂ(|ut|2+ |vu|2d:c+/F+ (7;;%21)(m.y)u2dF},

R {/Q(]ut|2 + |Vul*dz + /r+ Q(m.u)k2 quF} :

< R{/(|ut\2+|Vu|2dx—|—/ Lu2dF},
0 Ty

IN

IN

IN

Portanto

/ u(2m.Vu+ (n — 1)u)dz

= 2RE
UJ
Lema 3.6 . A solugdo forte do problema (2.1)-(2.4) satisfaz
T
/ /(ml/){|ut|2 — |Vul’} + {Lu* — (ku; + Lu)(2m.Vu + (n — 1)u) }dldt
s Jr
9, 3 =N, 4
< [ 2RK (u)” + Ludl’,  (3.9)
r

para qualquer 0 < .S < T < 0.

Demonstragao: Da condigao (2.9) temos que o lado esquerdo da equagao em (3.9)
é igual a

/(m.l/){|ut|2 —|Vu?} + (”2;%2 u? — (kug + (”2;1)1@2u)(2m.vu + (n — 1)u)}dr. (3.10)
r

Aplicando Cauchy-Schwarz e usando a condigao (2.8) temos:

1/2 1/2
/ e+ =Y k20 om vuar| < / Geun+ "= Y220 b o2 / |Vu2dD |
—1)2
< |m|2k’2/ ufdr+u|m|2k2k2/ w2dl
—1
+ 2|m|2(ni)k;2k wudl + |Vu|?dl,
2 I, I,
—1)2
< / utzdf‘—i—(n )|m|2k2/ u?dl
r, 4 r,
+ (nfl)k/ wudl + [ |Vul|?dl. (3.11)
I, I,

18



Por outro lado,

+

f/ ey + "= L k20 (0 — 1)udl = —(n — 1)k/
r, 2 r
Substituindo (3.11) e (3.12) em (3.10) obtemos

/F+(m.V){ ~ v+ >k2 ’ ?+wk2u2

+(n — Dkuu, + |Vul|® — (n — 1)kuu, — (n _2 1>2k2u2} dr,

_ /m(m'y) {2 <(n ; 1) N (”—41)2 _(n _2 1)2> k2u2}df,
_ % /F (m.v)kuidl /F G 5 n) (n 3 U jezar,

<or [ Kutar+ © 3 n) / Lu?dr.
Ly

S

O que conclui a demonstragao do Lema.

Lema 3.7 . A solugao forte do problema (2.1)-(2.4) satisfaz

T 3 -n T
2 / E(t)dt + / / Lu*dldt.
s 2 s Jry

para qualquer 0 < .S < T < 0.

Demonstragao: De acordo com os Lemas (3.5) e (3.6) encontramos

2/ t)dt — / / m.v (@) dl'dt
< 2R(E(S) / / 2RKu? + Lu?dT.dt
'y

Aplicando o Lema (3.2) concluimos que

QLTE(t)dt—/qTA(m.u) (%>2drdt

o T
<2RE(S)+2E(T)+2RE(S) —2E(T) + S / / Lu?dl.dt,
L

<4RE(S / / Lu?dldt.
Ly

Como m.v < 0 sobre I'_, obtemos a conclusao do Lema.
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O

Para demonstrar e Teorema (3.1) assumimos que n # 2. Entao, o segundo termo em

(3.13) é nao-negativo visto que L > 0 sobre I'y, e L = 0 se n = 1. Entao,
T
/ E(t)dt < 2R(E(S), 0<S<T < o0
S
Fazendo T" — oo concluimos que
/ E(t)dt < 2R(E(S), VSe[0,00[ s n#2 (3.15)
s

Agora aplicando um argumento usual do tipo Gronwall, podemos reescrever (3.15) na

forma

4 (es/ﬁR/ E(t)dt) <0 Vs>0,
ds s
e concluir que
eS/QR/ E(t)dtg/ E(t)dt  Vs>0.
s 0

Desde que E(t) é decrescente e ndo-negativa (conforme Lema (3.2) e (2.7)), a integral
do lado esquerdo é minorada por 2RE(S + 2R). Por outro lado, a integral do lado direito
¢ majorada por 2RE(0)(como em (3.15)). Entao

2REC/*WE(S + 2R) < 2RE(0),

no qual é equivalente a (3.2).
Assumindo que n = 2. Entao o segundo termo em (3.13) nao é necessariamente maior
ou igual a zero, mas é sempre minorada por — |, ST E(t)dt (como em (2.7)). Isto leva para

estimativa
T
/ E(t)dt < AR(E(S), 0<S<T < o0,
S

em vez de (3.15) e, substituindo 2R por 4R em todo raciocinio acima, obtemos a estimativa

(3.1). O que conclui a demonstragdo do Teorema.
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