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Resumo

O objetivo deste trabalho é mostrar a existéncia e regularidade de solugoes e o decai-
mento geral para placas termoviscoelésticas com memoria. Observe que o termo meméria
significa a propriedade que o material constitutivo possui de recuperar sua posicao inicial
em razao da viscosidade [1]. Em particular estudamos o caso de uma placa fina, ho-

mogénea, isotropica, termoviscoelastica, de densidade uniforme, modelada pelas equacoes

t

Uy — hAuy + A%u — / g(t — s)A*u(s)ds + aAd =0 em Q x (0,00),
0

0y — EAO + 70 — aAuy =0 em 2 x (0,00),

com as seguintes condicoes iniciais:

U(l‘7y, 0) = uO(xay)v ut(x7y70) = ul(xvy)7 9(1’7:% 0) = HU(ny) (ZE,y) S Q7

e condicoes de fronteira:

k?—i—)\é—o sobre I' x (0, 00),
u:%zo sobre 'y x (0, 00),

Biu + af — Bl{/gt—s s}: sobre 'y x (0, 00),
Ouy
Bou — h—— + oz——BQ g (t —s)u(s)ds p =0 sobre I'y x (0,00),
onde

Biu = Au+(1— u)Byu,

0Au 0Bsu
B = -+ —m—5
sendo B; e By, dados por
0*u 0*u 0%u
B = 2mmg 5 128y2 2 2
0*u Pu 0%
_ 2 _ 2
BQU = (Vl )aa + 11/2{8_3/2_@}.

iv



Aqui © é um conjunto aberto limitado de R? com fronteira I regular tal que, I' = ['\UI'
com [y N T} = @, ambas com medida de Lebesgue positiva.

A existéncia sera obtida usando o Método de Galerkin e para o comportamento ass-
intotico, usaremos o Método da energia.

Palavras-chave: Decaimento geral, Dissipacao tipo memoria.



Abstract

The objective is to show the existence and regularity of solutions and the general decay
termoviscoelastic plates with memory. Note that the term memory means the property
that the constitutive material has to regain his starting position because of the viscosity
[1]. In particular we study the case a thin of homogeneous, isotropic termoviscoelastic

plate, of uniform thickness, modeled by equations

t

Uy — hAuy + A%u — / g(t — s)A*u(s)ds + aAd =0 em Q x (0,00),
0

0y — EAO + 70 — aAuy =0 em 2 x (0,00),

with the following initial conditions:

U(l‘7y, 0) = uO(xay)v ut(x7y70) = ul(xvy)7 9(1’7:% 0) = HU(ny) (ZE,y) S Q7

with the following boundary conditions:

ka——i—)\Q—O sobre I' x (0, 00),
u:%zo sobre 'y x (0, 00),

Biu + af — Bl{/gt—s s}: sobre 'y x (0, 00),
Ouy
Bou — h—8 oz— — By g (t —s) dsp =0 sobre I'y x (0,00),
v
where

Biu = Au+(1— u)Byu,

0Au 0Bsu
= _— 1 —
Bau 5 + (1 — p) 5
and By and B, are given by
0*u ,0*u  ,0%u

B1U = 2V1V2
0*u v O%u
Bou = (vi— 2)8 2y + 11/2{8—3/2_@}.

vi



Here Q is a open bounded set of R? such that I' = I'y U Ty with Iy N Ty = @, both
with positive Lebesgue measure.

The existence will be obtained using the Galerkin method and the asymptotic behavior,
we use the method of energy.

Keywords: General decay, memory dissipation.
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é estudar o decaimento geral das solugoes para o
sistema de placas termoviscoelasticas na presenca de um efeito memoria. Isto é, mostrar
que a taxa de decaimento da solucao nao depende da taxa de decaimento da funcao

relaxamento g.

Este trabalho estd baseado no artigo de Munoz Rivera e Barreto [20] o qual os autores
provaram que a taxa de decaimento da solucao do sistema de placas termoviscoelasticas

depende da taxa de decaimento da funcao relaxamento g.

Em [3] Dafermos mostrou que a solugdo para problemas viscoeléasticos se estabiliza
sem taxa de decaimento. Lagnese [10]| considerou a equagao linear viscoelastica, obtendo
taxas uniformes de decaimento, mas introduzindo um termo adicional de amortecimento
agindo na fronteira. Por outro lado, taxas uniformes de decaimento para solucoes de
equagOes lineares viscoelasticas com memoria sé6 foram obtidas por Mufioz Rivera [17]
em 1994. Posteriormente, significativos progressos sobre o aspecto linear e nao-linear do
sistema termoelastico foram obtidos; veja [2, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 17, 18, 19|, onde os

autores obtiveram a existéncia, unicidade e decaimento uniforme da solucao.

A nossa contribuicao neste trabalho, consiste em generalizar o resultado de decaimento
visto anteriormente em [20]. Mais precisamente, mostrar que a energia decai com uma taxa
de decaimento similar a da funcao relaxamento, que nao é necessariamente um decaimento
na forma exponencial ou polinomial. De fato, nosso resultado permite uma grande classe

de fungoes relaxamento.

O trabalho esta organizado do seguinte modo: No Capitulo 1, apresentamos alguns
lemas, teoremas e algumas desigualdades que serao fundamentais para o desenvolvimento
do trabalho, por exemplo: Lema Du Bois Raymond e Desigualdade de Korn. Alguns desses
resultados serao demonstrados e outros serao omitidos, porém indicada a bibliografia

adequada. Faremos também, uma introducao as equacoes integrais de Volterra.

No Capitulo 2, enunciamos e demonstramos o teorema de existéncia e o teorema de
reguralidade da solugao do sistema dado. Para mostrar a existéncia da solugao, usamos

o metodo de Galerkin.



No Capitulo 3, mostramos o resultado principal associado com a estabilidade do sis-
tema de placa termoviscoelastica com memoria. Para isto, usamos algumas condigoes,
sobre a funcao relaxamento g, com as necessarias modificacoes exigidas pela natureza do

nosso problema.



Capitulo 1
Fundamentos

Neste capitulo apresentamos definicoes e nogoes basicas da Teoria das Equagoes Difer-
enciais Parciais, bem como alguns teoremas, lemas e proposicoes que nos auxiliarao como
pré-requisitos necessarios para melhor compreensao dos capitulos subsequentes. Desse
modo, nao nos preocuparemos nas demonstracoes de possiveis resultados utilizados pre-
liminarmente, pois mencionaremos as referéncias bibliograficas onde poderao ser encon-

tradas.

1.1 Teoria das Distribuicoes Escalares

1.1.1 Espacgos Funcoes Testes

Sejam 2 C R" um aberto limitado e ¢ : 2 — R, uma fun¢ao continua. Denominamos
suporte de ¢, ao fecho, em €2, do conjunto dos pontos = pertencentes a {2 onde ¢ nao se

anula. Denota-se o suporte de ¢ por supp (). Simbolicamente, tem-se:

supp (p) = {z € Q¢ () # 0} em Q.

Usando a defini¢do conclui-se que o supp (¢) é o menor fechado fora do qual ¢ se

anula, e vale as seguintes relacgoes:

1. supp (¢ + 1) C supp (@) U supp (¢)
2. supp () C supp (v) N supp (¥)
3. supp (Ap) = X supp (¢), A € R — {0}.

Exemplo 1.1 Seja ¢ : (0,1) — R tal que p(x) = 1,Yax € (0,1): Verifica-se que o

supp (p) = (0,1), nao € um conjunto compacto.

3



Neste estudo, demos destaque especial as fungoes ¢ : 2 — R, com suporte compacto
contido em () que, sejam infinitamente diferenciaveis. Com esse intuito definiremos o
espagos C§°(2), como sendo o espaco vetorial das fungoes indefinidamente diferenciaveis
e de suporte compacto contido em 2. Os elementos de C5°(€2) sdo denominados fungoes

testes em ().

Exemplo 1.2 Dados xg € R", r > 0, denotamos por B, (xy) a bola aberta de centro x

e raio r, isto €, B, (xg) = {x € R"; ||x — x¢|| < r} . Se B, (x9) C 2, define-se
p:Q— R

o
lx—a0||*—r2

exp( ) se ||z —xo| <7

o (z) =

0 se ||lx — xol| > 7.
Neste exemplo, verificamos que supp (p) = B,(x9) € um compacto e que C°(2) € nao
vazio. O espago CF*(Q) € de grande importdncia para o nosso estudo, visto que estamos

interessados em estudar funcionais lineares continuos definidos em C§°().

Observagao 1.1 Por um multi-indice, entendemos, uma n-upla o = (aq,...,qy) de
nidmeros inteiros nao negativos. Denotamos por |a| = a; + -+ + «, a ordem do multi-

indice e por D* o operador derivagao parcial, de ordem |a|,

olal
pr=_%
N
Para o = (0,...,0), temos por definicio D°p = .

A seguir daremos nogoes de convergéncia em C§°(£2), tornando-o um espago vetorial

topologico.

1.1.2 Convergéncia em C§°(2)

Dizemos que uma sucessao (¢, )nen de fungdes em C§°(€2) converge para ¢ em C§°(€2)

quando forem satisfeitas as seguintes condicoes:

(i) Existe um conjunto compacto K C  tal que

supp (p) C K e supp(p,) C K,Vn € N

(ii ) D*p, — D*p uniformemente em K para todo multi-indice a.

O espaco vetorial Cg° (£2), junto com a nogao de convergéncia definida acima é um
espaco vetorial topologico que denotamos por D(f2), e é denominado espagos das

funcoes testes.



Denotamos por LP(Q2), 1 < p < oo, 0 espago das fungoes u : 2 — R, mensuraveis e
tais que |ul? sdo Lebesgue integraveis em ). O espaco LP(2), é um espago de Banach com

a norma
e

Quando p = oo, L>(2) denota o espaco de Banach de todas as funcoes reais essen-

cialmente limitadas com norma
[u]loe = supreaess|u(w)].
Quando p = 2, L2(2) é um espago de Hilbert com produto interno

(u,v) = /Q u(z)v(z)dz,

e norma induzida

o = [ Ju(o)ds.

Observacao 1.2 Sendo Q) limitado, obtemos D(Q2) — LP(Q), para todo p, tal que 1 <

p < oo, com imersao continua e densa. De fato, dado ¢ € D(S2), temos que

z€Q

/wadx < sup [ ()" m () < oo.

Isto prova a inclusao algébrica. Para a continuidade, seja o, — ¢ em D(QY). Mostraremos

que

/Qm (2) — ¢ (@) dz — 0.

note que,
/Q on (@) — ¢ () do = /K n (@) — ¢ (@) da.

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim [ Jon (z) =@ (@) de = lim [ |pn(2) — ¢ (2)]" do
= / lim |, () — ¢ (x)[" dz = 0.
KTL_)OO

Podemos ainda mostrar que a imersao anterior é densa. Para isso ver [10]



1.1.3 Distribuicoes Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de fungoes sobre €2, introduz-se o conceito de

distribuicoes escalares.

Denomina-se distribui¢do escalar sobre €2 a toda forma linear e continua sobre D(€2),

isto é, uma fungao T : D(2) — R que satisfaz as seguintes condi¢oes:

(i) T(ap+ Bv) = aT(p) + BT()Yp, 10 € D (), ¥a, 3 € R.

(ii ) T é continua, isto &, se (¢,),J converge para o, em D (€2), entao

T (o) — T(p) em R.

O valor da distribuicdo 7' na fungao teste ¢, é denotado por (T, ). Muniremos o

espaco vetorial das distribuigoes escalares da seguinte nogao de convergéncia:

Considera-se o espaco de todas as distribuicoes sobre ). Neste espaco, diz-se que a
sucessao (1,), N, converge para T', quando a sucessao ((1,, p)), N converge para (T, p)
em R para toda ¢ € D(Q2). O espago das distribui¢oes sobre €2, com esta nocao de

convergéncia é denotado por D'(Q).

As distribuigoes que aparecem com mais freqiiéncia sao aquelas definidas a partir de

funcoes localmente integraveis.

Definicao 1.1 Diz-se que uma funcao u : 2 — R € localmente integravel em €).quando

u € integrdvel a Lebesque em todo compacto K C Q). O espaco das fungoes localmente

1

loe (82). Em simbolo temos:

integraveis € denotado por L

u € L}, (Q) <= / lu(z)|dr < oo
K

para todo compacto K C ().

Exemplo 1.3 Seja u € Li,.(Q) e definamos T, : D(Q) — R por

loc
< Ty, >= /U(ZL‘)(,D({E) dz.
Q
Nestas condicoes T,, é uma distribuicao escalar sobre 2.

De fato, a linearidade de T, seque da linearidade da integral. Resta-nos mostrar que

T, € continua; seja dada uma segiiéncia (p,), . de fungoes testes sobre ) convergindo



em D () para uma fungao teste p. Entdo

(Tor 00) — (T )] = T 00 — 0] = / ul(@) (g — ) (z) da| < / (@) (9 — o) ()] da
Q

Q

<suplp, ol [ fu(o)]do -0,
Q
pois, v, — © uniformemente.

A distribuicao T, assim definida é dita gerada pela funcao localmente integravel u
e, usando o Lema Du Bois Raymond, tem-se que T, é univocamente determinada por

u, no seguinte sentido: T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em ). Neste

1

sentido identificamos v com a distribuigao T, e o espago L,

() das fungdes localmente

integraveis pode ser visto como parte do espaco das distribuicoes D’ Q).

Lema 1.1 (de Du Bois Raymond) Seja u € L}, (Q). Entio T, = 0 se, e somente se,

loc

u =0 quase sempre em €.
Demonstracao: ver [11]

Vale ressaltar que existem distribuigoes niao definidas por fungoes de L; (), como

pode ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 1.4 Seja zy um ponto de Q) e definamos a fungdo 9., : D (Q2) — R dada por

< Oy 0 >= ().

E fdcil verificar que 0z € uma distribuicao, conhecida por Distribuicao de Dirac, em
homenagem ao fisico inglés Paul A.M. Dirac(1902-1984). Entretanto, mostra-se que a

distribui¢do 6, nao é definida por uma funcao u € L}, (), isto é, ndo existeu € Ly, ()

tal que

/Q u(@)p(x)dz = p(z0), Y € D(Q).

De fato, suponhamos que a distribuicao o,, € definida por alguma funcao

u € L} (Q). Entio tem-se:

loc

< Gy >= [ ulo)g(a)de = plan) Vi € D (2).
Q
Tomando € € D () definida por

E(w) = llo — o] ()



temos,
E(xg) =< gy, & >= /ﬂu(x) ||z — x0||2 o(z)dr =0,V¢ € D(Q).

Pelo Lema 1.1, seque que |z — xo||* u(z) = 0 quase sempre em Q, logo u(x) = 0 quase
sempre em ), isto €, < 04, >= 0, para toda ¢ € D(Q), ou seja, p(xy) = 0, para toda
¢ € D (), que é uma contradi¢ao.

~ R . ’ . L, .
Com essa nogao de convergéncia, D (£2) passa a ser um espaco vetorial topoldgico e

temos a seguinte cadeia de injecoes continuas e densas
D(Q) — L (Q) — L. () — D (Q),1 <p < o0.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder) Sejam 1 < p,q tais que ; + o = 1 e
felr(Q) egeL4YN). Entio, fge L'(Q) e

/Q F@)g(@)ldz <) £ lwyll ¢ ooy

Teorema 1.2 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q2 um aberto limitado do R"™. Entao,

existe uma constante ¢ dependendo de 2 e n tal que, para todo u € Wé’p(Q),

I ey < el Vu f[u o)

1.1.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o intuito de estudar os espacos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada

distribucional para objetos de D'(2).

A motivacao no conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada
distribucional, dado por Sobolev, se deve a formula de integracao por partes do Calculo,

sendo este conceito generalizado para distribui¢oes quaisquer em D’ (Q2), por L. Schwartz.

Seja T uma distribui¢do sobre {2 e a um multi-indice. A derivada no sentido das

distribuicoes de ordem « de T" é definida como sendo o funcional linear
DT :D(Q) — R,
tal que
(DT, ¢) = (=1)*U(T, D¢) ,p € D ().

Segue da definicdo acima que cada distribuicao 7" sobre €2 possui derivadas de todas as
ordens. Assim as fungdes de L] (Q) possuem derivadas de todas as ordens no sentido

das distribui¢oes. Observe que a aplicacao
D*:D' (Q) — D (Q)

8



¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (€2). Isto significa que:

lim 7, =T em D'(Q) entao lim DT, = DT em D' ().

V—0O0 vV—>00

Observacao 1.3 Qutro resultado interessante a ser mencionado é que a derivada de uma

fung¢ao L. (Q), ndo é em geral, uma funcio Li, . (Q), como mostra o exemplo a sequir.

Exemplo 1.5 Seja u a func¢ao de Heaviside, isto €, u é definida em R e tem a sequinte

forma:

1 >0
u<x>={ N

0 se <0

assumindo qualquer valor em x = 0.

1

1. () mas sua derivada u' nao pertence a L}, (). Com

Esta funcdao u pertence a L loc

efeito, basta verificar que u' = dg.

De fato:

e 0
<u,p>=—<up >= —/ gpl(x)dx:/ ¢ (x)dz = ¢(0) =< 8o, >,V € D(Q).
0

e}

Tal fato, motivard o definicao de uma classe significativa de espagos de Banach de

funcoes, conhecidos sob a denominacao de Espacos de Sobolev.

Observagao 1.4 Se u € C*(R"), para cada || < k , entdo a nogdo de derivada no

sentido cldssico coincide com a nocao de derivada no sentido das distribuicoes, isto €
DT, =Tpey Y|a| <k,

€ uma conseqiiéncia simples da formula de integracao de Gauss.

1.2 Espacgos de Sobolev

Apresentamos nesta secao uma classe de espacos fundamentais para o estudo das

Equacoes Diferenciais Parciais, que sao os espagos de Sobolev.

1.2.1 O espago H" (1)

Seja 2 um aberto do R" com fronteira regular I'. Foi observado na se¢do anterior que

se u € LP (), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes. Viu-se



que D%u ndo é, em geral, uma distribui¢do definida por uma fungdo de LP (Q2). Esta-
mos interessados em espagos de distribui¢oes u € LP (§2) cujas derivadas distribucionais

permanecam em L (). Tais espacos serao denominados Espacos de Sobolev.

Dados um inteiro m >0e 1 <p < oo, o0 espaco de Sobolev de ordem m sobre 2,
¢ o espaco vetorial denotado por W™P (Q), constituido das funcoes u € LP (€2) para as

quais D*u € L* (§2), para todo «, com |a| < m. Em simbolo temos
WmP(Q) ={ue LP () : D € LP(Q), Vo, multi-indice, com |a| < m}.

O espaco W™P () sera munido da norma
1/p

lullymoiy = | D 1D ullfpy | 1 <p<o0

la|<m

e sep=o00

||U||meoo(9) = Z ||Dau||L°°(Q)'

laj<m

Em ambos os casos WP (Q) é um espago de Banach.
O espago W™P () é um espaco reflexivo se 1 < p < 0o e separavel se 1 < p < co.

No caso particular em que p = 2, o espago W™2 (Q) é um espaco de Hilbert, denotamos
por H™ (), isto é,

H™(Q) ={ue L?(Q); D € L*(Q),Va, |a] <m},

1.3 Desigualdade de Korn

Na matematica, a desigualdade de Korn é um resultado sobre as derivadas de funcoes
de Sobolev. Além disso, esta desigualdade desempenha um papel importante na teoria

da elasticidade linear.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Korn) Sejam [v] e ||v||g1(q) normas equivalentes em V',

1sto €, existem constantes ci,co > 0, tais que
allvllme) < [v] < eflv]lr@)
para todo v em V.

Demonstragao: Consultar [6]
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1.4 O Traco em H'(Q)

Demonstra-se em [12] que as fun¢oes de H™ (€2) podem ser aproximadas na norma de
H™(Q), por funcao de D (ﬁ), onde D (ﬁ) ¢ o conjunto {¢|_;» € D(R")} que se pode
definir a restricao a fronteira I' de Q. Dada ¢ € H' (), consideremos uma seqiiéncia

(¢1),en em D () com

0, — ¢ em H'(Q).
Definimos o operador v, : H' (2) — L*(T") por

Yo () = ]}1_{1010 Prlr
sendo o limite considerado na norma de L? (T).

O operador 7y, denominado operador de trago, ¢ continuo, linear e seu nicleo ¢ H} ().
De forma mais simples escrevemos ¢|. em vez de yy¢ assim podemos caracterizar o espago
Hi (Q) por:  H} (Q) = {p € H (Q); ¢. =0}. A generalizacio do operador de trago

para os espagos H™ (€2) ocorre de forma natural e, no caso m = 2, temos:
2 2 dp

O dual topologico do espago Wy () representamos por W=7 (Q) se 1 < p < oo com
p e g indices conjugados. Se ¢ € W™ (Q), entao p|,, € D' (Q).

Quando p = 2, Wg"”’Q (Q2) & denotado por HJ" (), cujo dual & H™™ ().
A seguir anunciaremos sem demonstrar o teorema que caracteriza o espaco WP (1) .

Teorema 1.4 Seja T € D' (). Entdo, T € WP (Q) se, e somente se, existem ¢, €
L1(Q) tais que T = >, D%,

la<m

Demonstragao: Ver [11].

Proposigao 1.1 (Caracterizagio de H=' (Q)) Se T for uma forma linear continua sobre

H} (), entdo existem n + 1 fungdes ug, uy, ..., u, de L? (), tais que:
T = uy+ .

Demonstragao: Ver [12].

De posse destes dois resultados podemos concluir que se u € Hg (), entdo Au €

H~1(Q), sendo o operador A : Hy (Q) — H~' (Q), linear, continuo e isométrico.
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1.5 Equacao Integral de Volterra

Nesta secao serd feita uma introducao a teoria das equacoes de Volterra.

Definicdo 1.2 E um tipo especial de equacdio integral. Tais equagdes sio divididas em
dois grupos, referenciados como do primeiro tipo e do sequndo tipo.

Uma equacao de Volterra do primeiro tipo é expressa na forma

f@zzmwﬁ@m

enquanto uma equacao de Volterra do sequndo tipo é dada por
t
fO=g6)+ [ Kt (s)as (1)
0

Na teoria dos operadores e na teoria de Fredholm, as equacoes correspondentes sao
denominadas operadores de Volterra. Uma equagao integral de Volterra ¢ uma convolucao,

se

(wa®+/kWﬂﬁ@@

to

A funcao k na integral é denominada ntcleo.

Teorema 1.5 Seja k(t,s) uma func¢ao continua em 0 < s <t < T, T >0 e g(t) uma
funcao continua em 0 <t <T. Entao, existe uma tnica func¢ao continua f:[0,T] — R

satisfazendo

Demonstragao: Ver [21].

1.6 Equacao Resolvente

Pelo teorema anterior vimos que, dada g € C([0,7]) existe uma unica f € C([0,7]),
tal que

ﬂﬂjAMWV®%—ﬂ$

Desta forma, consideremos o operador
K:Cl0,T] — CJ[0,T]
t
f o KIfI= 0 [ K fs)as
0

12



O operador K é linear e bijetivo. De fato,

K é linear.

K[f1 + Afq]

ﬁ@+wﬁ@wﬁékm®uu$+xﬁ@wu
= fl(t)+)\f2(t)+/t (t,s)fi(s ds+/\/ktsf2

t

t
= A0+ [ KA 1AL+ [ bR
0 0
= K[fi] + AK[f2]-
K é bijetivo
A sobrejetividade segue do fato que dada g € CJ0,T], pelo teorema de existéncia e
unicidade, existe uma tnica f € C[0,7] tal que K[f] = g. A injetividade é obtida de
maneira analoga, pois K[f] = 0 pode ser interpretada como a equacao K|[f] = ¢ sendo
g = 0 e pelo teorema de existéncia e unicidade existe uma tnica f € C[0,T] que satisfaz

essa equacao, a saber f(z) = 0. A fun(;&o K(t,s) ¢ chamada ntcleo do operador de

Volterra. Note que, como definido, (¢ fo (t,s)po(s)ds, de onde segue que

wwzzékw@%@m

::A%@@AEuﬂwme
— /Ot /Ttk(t,s)k(s,T)g(T)deS
— /Ot /Ttk(t,s)k(S,T)ng(T)dTa

pois o integrando é continuo em 0 < 7 < s <t. Assim

w@ZAb@ﬂWMﬂ

sendo

t
kg(t,f):/ k(t, )k (s, 7)ds.
Indutivamente .
eult) = [ halt)g(s)ds o = 1.
0
sendo  ki(t,s) = k(t,s), kn(t,s) = f:k}(t,T)k}n_l(T,S)dT para n
Como f,(t) =1, ¢i(t) temos

VvV
)

nwzlnﬁ@wwm
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sendo r,(t,s) = > ki(t,s). Usando a continuidade da fungdo k temos, |k(t,s)| <

Kn(t—s)n 1
(n—1)!

r(t,s) = >0 kn(t,s) é absoluta e, portanto, uniformente convergente. A funcao r(t, s)

K. Analogamente, podemos mostrar que |k,(t,s)| < . Dai, segue que a série

¢ chamada o nicleo resolvente de k(¢ s).

Teorema 1.6 Se k(t,s) e g(t) sao continuas entdo a unica solu¢ao continua de ?7 € dada

por

Demonstracgao

Das relacoes anteriores

Como a série converge uniformemente podemos permutar a ordem do somatoério com

a integracao, obtendo
[ rttstatonis =3 [ kit ogtsds = i) = 6 = gto)

ou seja,

O

Observacao 1.5 O teorema anterior mostra que o operador inverso K=! tem a forma de

uma equacao integral de Volterra, ou seja,
K™:Clo, 7] — CJ[0,T]

g — K=ot + 1t 5)g(s)ds.

1.7 Outros Resultados Importantes

A seguir enunciaremos mais alguns resultados que serdo utilizados posteriormente.

Definigcao 1.3 (Convergéncia Fraca). Sejam E uwm espago de Banach e (u,),cy uma

seqiéncia de E. Entdao u, — u fraco se, e somente se,
(1) — (,u) ,Yue E .
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Definigdo 1.4 (Convergéncia Fraca Estrela). Sejam E um espaco de Banach, ¢ € E'e

(QOV),,GN uma seqiéncia de E'. Diz-se 0, — @ fraco -x se, somente se,
(pu,u) — (p,u) ,Yu € E.

Lema 1.2 (Lema de Gronwall). Sejam p,v : |a,b] — R fungdes continuas e nao-

negativas, a > 0. Se

sy sat [oveds,

entao,
t
¢ (t) < aexp [/ Q/J(s)ds] Vit € [a,b].
Em particular, ¢ (t) € limitada e se o =0, entdo ¢ = 0.

Demonstragao: Fazendo w (t) = o + fatgo(s)w (s)ds, decorre da hipotese que ¢ (t) <
w (t) e pelo teorema fundamental do calculo, segue que w' (t) = ¢ (t) ¥ (1)

Logo,
W) Sw (B (t),
onde segue,
Z—%) <(t).

Integrando a tltima desigualdade de a até ¢, obtemos

[ oo

Assim
t d t
/QEIH(M(S))dSS/a P (s)ds.
Portanto,
w (t) '
n () < [ v
isto é,

w(t) < aexp (/atw(s)ds>, telab].

Desta desigualdade e de ¢ (t) < w (t), segue o Lema.
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Capitulo 2

Existéncia e Regularidade de Solucao

2.1 Sistema Acoplado de uma Placa Termoelastica

Seja © um aberto limitado de R? com fronteira I" regular. Assumimos que a fronteira

I' esta dividida em duas partes, tal que

' =TyUTl; com IZyNT1 =@ e Iy # @ (2.1)

Denotamos por v = (11, 2) 0 vetor unitario normal exterior a I" e por 7 = (—vs,14) 0
vetor tangente unitirio orientado positivamente sobre I'. Tendo em vista estas notagoes,
consideremos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira que descreve as pequenas
vibragoes de uma placa fina, homogénea, isotropica, termoviscoelastica, de densidade
uniforme h dado por:

t

Uy — hAuy + A%u — / g(t — s)A*u(s)ds + aAd =0 em Qx (0,00), (2.2)
0

Oy — kA +~v0 —aAu, =0 em Qx (0,00), (2.3)

com as seguintes condicoes iniciais:

u(x,y, O) = UQ(.I',y), ut(x,y,O) = ul(mvy)7 H(x,y, O) = 90($7y> (xay) € Qa (2‘4)

e condicoes de fronteira:

k? + A0 =0 sobre I x (0,00), (2.5)
v
ou
u=o = 0 sobre Iy x (0,00), (2.6)
Biu+ ab — B; {/ g(t —s)u 5} =0 sobre T'; x(0,00), (2.7)
0
5utt
Bau — hE — — DB g(t —s)u(s)ds p =0 sobre I'y x (0,00), (2.8)
0



onde

0Au 0Bsu
— _— 1 —
Bau g T
sendo B; e B, dados por
0%u ,0%u 0%

Blu = 2V1V2

oxdy "1 o2 202

0*u Pu 0%
B2U = (1/12—1/22 x—y—FVlVQ{a—yQ—@}'

Em (2.2)-(2.3), u = u(z,y,t) denota a posicdo da placa no instante de tempo t e
0 = 0(x,y,t) a diferenca de temperatura. Podemos interpretar a equagio (2.2) dizendo

que as tensoes a qualquer momento depende do comportamento completo das tensoes que

o material sofreu.

Por g € C*(R,R) denotamos uma fungdio real positiva e por y uma constante tal que

p €]0,1/2[. Assumimos que as constantes k, v, «, h e A sdo positivas.

Além disso, supomos que g satisfaz as seguintes condicoes:

9.9 g" € L}(0,00). - / g(s)ds > 0, (2.9)
0

g(t) 20, g'(t) <0 (2.10)

E ainda, supomos que existe uma funcao diferenciavél £ satisfazendo
g'(t) < =&(t)g(t), &) >0,8() <0, t>0- (2.11)

Existem muitas fun¢oes que satisfazem (2.11), por exemplo, para a > 0 e w > 0 a ser

escolhido corretamente,
-se g(t) = ae ™Y’ 0 < p <1 temos & = pw(t + 1)P7L.
-se g(t) =a(t+1)7, ¢ < —1 temos & = q(t + 1)~

1 1
—Seg(t>:m7t20tem0852m.

Para estudar a existéncia de solugao da equacao (2.2)-(2.3), consideramos os seguintes

espacos funcionais:

V = {ve HY(Q);v =0 sobre I'y},
ow

W = {we HQ);w= e 0 sobre I'g}-
v

Considere a forma bilinear a(.,.), dada por

[(Tuly By (Fue Gudey o O ),
0x?0x?  Oy? 0y P\ 822 oy?  Oy? 0x? K 0x0Qy 0x 0y

a(u,v) =

17



Devido a desigualdade de Korn a forma bilinear a(.,.) define uma norma em W

equivalente a norma usual de H?(€2). Note que, o espago V junto com a norma

ol = [ Vo,
Q
é um espaco de Hilbert.

Lema 2.1 Sejam u e v fungoes em H*()) N W. Entao, temos:
2 ov
(A*u)vdA = a(u,v) + (Bau)v — <Blu>8 dl'y
Q I

Demonstracao: Da férmula de Green, temos

0Au 81} 0Au
/A (Au)vdA = — Z/ o, 81:@ o vdly, (2.12)

sendo
0 v O0Au Ov 0%v

integrando em 2, somando em ¢ e usando o Lema de Gauss, obtemos

—Z/ aaijt g; /QAuAvdA—/Fl Au?drl (2.13)
Substituindo (2.13) em (2.12) tem-se
/Q A(Au)vdA = 3 8(9Aljuvdfl— / Au%dl}—i— /Q AuAvdA
— /Fl aaAVuvdFl — /1“1 Au%df‘l +a(u,v) + (1 — p) g %%
+ %%M 2= p) Q ;fgy éi‘zgydA

Pela definicao de B; e By e usando o fato que

’ud*v  0*ud*v *u  0*v OByu ov
/Q {8:152 92+ 8y23_y2} AA=2 | vy oaoy™ = /F {( an ) v= By }drl’

o resultado é obtido.

U

Para mostrar a existéncia de solugoes regulares, primeiro obtemos usando o método
de Galerkin, a existéncia de solugao fraca, e em seguida usamos a regularidade eliptica

para obter a regularidade de solugoes para a equacao da placa termoviscoeléstica.
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Para simplificar nossa analise, definimos os seguintes operadores binarios:
t
godtu = [ gt s)alult) = u(s),u(t) - u(s))ds,
0
t
gOVu = / g(t — s)/ |Vu(x,t) — Vu(x, s)|*dAds,
0 Q
t
gOu = / g(t — s)|u(z,t) — u(z, s)|*dAds-
0
Com esta notacao obtemos o seguinte Lema.

Lema 2.2 Para qualquer v € C1(0,T; H*(QY)), temos:

t
a </ g(t — s)v(s)ds, vt> = —%g(t)a(v,v) + %g’D@QU
0
1d t
_ =23 q00%y —
5 {g 0“v (/0 gds) a(v,v)},
! 1 1
// g(t — s)Vu(s)dsVu,dA = ——g(t)/|Vv[2dA+—g’DVv
QJo 2 Q 2
! 1 1
// g(t — s)v(x, s)dsv(z,t)dA = ——g(t)/|v\2dA—|——g’E\v
aJo 2 0 2
1d K )
__ Oy — )
5 {g v (/o gds> /Q|v| dA}

Demonstracao: Da simetria de a(-, ), temos

oy = G [ ot = atulo) - o), 000) — w(s)is)

- /0 J(t — s)a(v(t) — v(s), v(t) — v(s))ds
—1—/0 g(t — S)dS%(I(U,U) - 2/0 g(t — s)a(vy, v(s))ds.

Como
t d d t
| ot = as fatw) = 5 [ g(s)asate.) - g(oja(o.v).
segue que
d 2 T
—g00°v = ¢00v+ — [ g(s)dsa(v,v) — g(t)a(v,v)
i i o



Entao

t
2 [t = aluvio)ds = —glt)av,o) +g00% - Lg00%
0

t

+e [ g(s)asato.v)

Logo

a (/Otg(t — s)v(s)ds, vt> = —%g(t)a(v,v) + %g’Dazv

%% {gma% - (/Otg(s)ds) a(v,v)} :

O que prova a primeira identidade. A partir desta demonstragdo podemos fazer as

outras duas identidades usando as mesmas idéias.

A definicao de solucao fraca que usamos neste trabalho é dada a seguir.

Defini¢ao 2.1 Dizemos que o par (u,v) é uma solug@o fraca das equagoes (2.2) - (2.8)
seu e CH[0,T;V)NC[0,T;; W), 0 € CO0,T]; H'(2)) e as sequintes identidades sdo

satisfeitas:

T T T
/ /(—utgpt — hVu,Vy)dA + / a(u, p)dt + a/ / OApdAdt
0o Jo 0 o Jo

T
—/ a(g*u, gO)dt:/ulgo(.,O)dAJrh/Vu1Vg0(.,O)dA, (2.14)
0 Q Q

T T T
- / / O d Adt + / / EVOVY + v0dAdt — o / / Augpd Adt
0 Q 0 Q 0 Q

T
:/Gow(.,o)dA—a/Auow(.,o)dA—)\/ gudTdt,  (2.15)
Q Q 0 I

para qualquer funcao o € CL([0, T); W) tal que (., T) =0, os(.,T) =0 ey € CL([0,T]; V)
tal que (., T) = 0.

Lema 2.3 A energia associada com a solugao forte do sistema (2.2)-(2.8) sastisfaz a

sequinte condicao:

E(t) = % {/Q(|ut|2 + h|Vu,|* + |0°)dA + (1 - /Otg(s)ds> a(u,u) + gD@Qu} :
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Demonstragao: De fato, multiplicando a equacdo (2.2) por u; e integrando em €2, obte-

mos:

t
/uttutdA—h/AuttutdA—i-/A2uutdA—// g(t — s)A%u(s)dsu,dA
Q Q Q aJo

a/ AbudA =0. (2.16)
Q

Agora, multiplicando a equagao (2.3) por € e integrando em 2 encontramos:

/HthA—k/A@@dAer/%dA—a/AutGdA:O. (2.17)
Q Q Q Q

Analisando separadamente cada termo da equagao (2.16), temos que

Aplicando a férmula de Green, obtemos

o / AugudA = h / YV, Vi dA — h / w21,
Q Q Ty ov
ﬁutt

Usando o Lema 2.1, temos
AuugdA = alu,ug) + (Bau)uy — (Byu)—— ¢ dl'y
Q Iy v

_ %%a(u u) + /F 1{(32@% (Blu>‘9a“t}dr1. (2.20)

Usando novamente a fomula de Green, obtemos:

- [ Jate = 82utepasuan —[ate - atuts), s —[5:{ e - s,

+/F1 B, {/Otg(t - S)u(S)dS} %drh (2.21)

a/AHutdA: —a/V@VutdA—i-oz/ ut%drl (2.22)
Q Q ov

De forma analoga, analisando separadamente os termos da equacao (2.17) obtemos:

/HtHdA_ -—/ 0124 A. (2.23)
Q
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Usando a formula de Green, temos

—k/ AfOdA = k/ VOVodA — k/—GdF
Q

- k:/ Vo) dA+>\k/ 6]2dr, (2.24)
Q r
W/HQdA:V/ 024 A. (2.25)
Q Q
Novamente, usando a formula de Green, obtemos

5’ut
—a | AulbdA =o | VuVOdA — « 6—dF1 (2.26)

Q Q v

Substituindo (2.18) - (2.26) em (2.16) e (2.17), encontramos

ou 1d
2dt/|Ut’ dA—|— /|Vut| dA — h/ uta—”dFl T a(u,u)

+ /F | {(BQU) (Blu)é(;;t}dl“l— /0 gl — $)a(u(s), u)ds

_/Fl Bg{/Otg(t—s)u(s)ds}utdl“l%—/rl B, {/Otg(t—s)u(s)d }%dn

—a/ VQVutdA—i—oz/ ut@dfl =0, (2.27)
Q aV

th/ |0|2dA+k/ Vo) dA+)\k/|9| dl“+7/ 7 dA+oz/VutV0dA
3ut
02 ar, — 0. (2.
/ Sdly = 0- (2.28)

Somando (2.27) e (2.28) obtemos

1d 1d
2 R 2 - 2
2dt/|ut] dA+ /|Vut| dA+ 5 Calu ) + /\e\ iA

2 dt
/ g(t — s)a(u(s),uy)ds + / {Bgu — h% - a@
0 I

ov ov

B, < /0 Calt— s)u(s)ds> } uydl'y — /F (Butof
_B, (/Otg(t _ s)u(s)ds) } %drl k (/ﬂ V62dA
+)\/F|0|2d1“) —7/Q|9|2dA- (2.29)
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Usando as condicoes de fronteira (2.7) e (2.8) obtemos:
2 na 2 e La 2
th/]ut| dA+2dt/|Vut] dA+2dt +2dt/|9| dA

_/Otg(t_s)a(u(s),ut)dp k (/Q|V6’]2dA+)\/F|0|2dF) —7/Q|9|2d14- (2.30)

Usando o Lema 2.2, temos que

/Otg(t — s)a(u(s),us)ds = a (/Otg(t — s)u(s)ds, ut)

1 1
= —59(t)a(u,u) + 59’5(‘9%

_%% {g 0% — (/Otg(s)ds> a(u,u)} : (2.31)

Substituindo (2.31) em (2 30) obtemos

d 1d
2 R 2 - - 2

+29(t) a(u, u) — %g 00%u + %di {gua2u _ (/Otg(s)ds) a(u,u)}
- (/Q]VH\QdAJr)\/F]GPdF) —fy/Q|6\2dA-

Assim sendo, segue que

t
2dt/| t|2 A+__/ |vut|2dA+§E (1—/0 g(s)ds) a(u,u)

1 1 1
+ya 108 4+ 3 S0P = ~Sgft)alu, ) + 3900

2dt
(/ |V0|2dA—|—)\/|9|2dF) —7/ 0]? dA.
Logo
t
2dt {/ ]ut|2dA—i—h/ |Vut|2dm+/ 0)? dA + g00%u + (1 —/ g(s )ds) a(u, u)}

S o(alu,uw) + 39’05 — k (/ |V9|2dA+>\/|0| dP> /|9|2dA

dai vem que

Lo = —Loau,w) + L¢ootu — & (/ |V0\2dA+>\/ |ey2dr) —7/ 102 dA-
dt 2 2 o . o

Portanto

Blt) = % {/Q(\utﬁ T+ RVul? + 10]2)dA + (1 - /Otg(s)ds> a(u, u) + gma2u} -
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2.2 Existéncia de Solucao

A existéncia de solucao fraca é dado no teorema abaixo.

Teorema 2.1 Suponhamos que g satisfaz (2.9) e (2.10). Entao para quaisquer dados
iniciais (ug,u1,0p) € W xV x L2(Q), h >0 e T > 0, existe uma tinica solugao fraca para
0 sistema (2.2) — (2.8).

Demonstracao: A demonstracao serd baseada no método de Galerkin. Para isto, seja
{w; € W;i € N} uma base ortonormal de . O nosso objetivo aqui é determinar u™(z, t)

e 0™ (x,t) tais que

solucoes do seguinte problema
/ upw;dA + h/ Vuy Vw;dA + a(u™, w;) — a(gxu™, w;) + a/ 0" Aw;dA=0- (2.32)
Q Q Q

/anvjdAJrk:/V@vajJrv/@mvjdA—a/Au;”vjdA: —)\/vajdl". (2.33)
Q Q Q Q

r
u™(.,0) = ugm : u"(.,0) = Upm, : 6™(.,0) = Oy m,

onde

Uo,m = Z {/ uowidA} wi, Uy m = Z {/ uledA} w;,
- QO . Q

i=1 i=1

i=1

Denotamos por A = (a;;) a matriz dada por
Q35 = (/ wlw]dA + h/ VwZVw]dA) s
Q Q

A = (a;;) ¢ uma matriz definida positiva. De fato, seja x = (21,22, -+ , z,,). Entao,

onde dA = dxdy.

m

ZETA;C = Zixiaijxj = iixl (/ 'UJﬂUJdA + h/ leijdA) X,
Q Q

i=1 j=1 i=1 j=1

— xiii/gwiwjdflxj +xiiih/ngiijdz4%a

i=1 j=1 i=1 j=1
- / Zm:wixi iwjxjdA + h/ Xm:Vwixi Xm:ij:cjdA.
2 =1 j=1 Q=1 =1
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m
Se v = Z:piwi, v € V, obtemos

i=1
TAr = ii/(wixi)(wjmj)dfl—i—hii/(Vwixi)(ijxj)dA,
i=1 j=1"7% i=1 j=1 7
TAr = /Q|v|2dA—|— h/Q |Voul2dA > 52||v||§{1(9) > 0, (2.34)
para 1,h > 0, onde 05 = min{l, h}.
Portanto A é definida positiva, logo inversivel.

Como A é uma matriz definida positiva, segue que a existéncia de solucao local para o
problema aproximado é garantida. O proximo passo é estender a solucao u™ e 6™ a todo

intervalo [0, T, para todo T' > 0. Isto sera feito através de estimativas a priori.
Estimativa a priori

Multiplicando a equagao (2.32) por A}, e somando em j =1,2,3,...,m obtemos,

/ upt > b widA+ b / Vulv (Z h;.,mwj> dA+a(u™,y "I, w))
L ) & j=1 j=1
—a(g*u™, Z W mw;) + 04/ 6™ A <Z h;mwj) dA =0,
j=1 @ j=1

m
substituindo E W mwj = uy, temos
Jj=1

/ uguy"dA + h/ Vug Vul'dA + a(u™, uy*) — a(gu™, uy*) + a/ 0" Auy*dA = 0-
Q Q Q

Dai, segue que

1d m h d " 1d , .. . mm
§E/Q|Ut |2dA+§E/Q|Vut |dA+§Ea(u Ju™) — a(gxu™, ul")
+a / o AUTIA =0 (2.35)
Q
Multiplicando a equagao (2.33) por b;,, e somando em j =1,2,3,...,m temos,

/ 0> " bjmuvidA + k / \ARY (Z bj7mvj) dA + / 0" " bjmvidA
Q@ 54 Q = Q@ 4
—a / AT bjmudA = =) / 0™ " bjmvsdl,
Q = r =

m
substituindo ijymvj = 0™, obtemos,
j=1

/H?deA—l—k:/ VQmVHmdA—l—v/ QmﬁmdA—a/ Au"0mdA = —/\/QmﬁmdF,
Q Q Q Q r
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de onde vem que

2dt/ |60™] 2dA+k/ Vo | dA+’y/ 10" dA—&/AuQ”deA—
) / 72 (2.36)
r
Somando (2.35) e (2.36) encontramos
m m d m m
2dt | t|dA+ |V |dA+——a(u u™) — a(gxu™, uy")
+§E/ |60™| dA—I—k:/ Vo™ dA—I—v/ 6™ dA——/\/|9m| dr-
Usando o Lema 2.2 concluimos que
/| ™|2d A—l— /|V 7 dA—i——ia(u u )—i—lg(t)a(um u™)
2dt t 2 dt 2 ’
82um+1i 0o*u™ — /t ds ) a(u™ u™ —i———/]9m| dA
2 2dt? . ’ 2 dt
—l—k‘/ |V9m|2dA—|—'y/ |0 2dA = —A/|9m| dr.
Q Q r
Logo
t
{/| "2dA 4 h ]Vui”|2dA+<1 —/gds) a(u™, u™) 4+ g00*u™ +/\9m|2dA}
th Q 0 Q
1
gma2 m——g(t)a(um,um)—k/ \vemdeA—y/ \Om\QdA—)\/wm]?dF.
"~ 2 2 Q Q r
Em vista das hipoteses sobre g obtemos
1iE(t u™, 0™) 1 ’D82um—1 (t)a(u™, u™) —k/ VO™ |*dA — /|0m|2dA
2dt 29 29 ’ o 7,
—)\/ |6™2dT" < 0-
r

Integrando a desigualdade acima em [0,t] e levando em consideracdo as condigoes

iniciais g m, U1m € Oom concluimos que
m m m m
E(t,u™,0™) < E(0,u™,0™)-

Da escolha sobre g, U1 € 0y, segue que

m

u™ ¢ limitada em  C([0,7); W) N C*([0,T]; V),
0™ ¢ limitada em  C([0,T]; L*(Q)) N L*([0, T]; H*(Q))-
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Multiplicando a equagao (2.32) por 8 € C?*([0,T]), tal que 3(T) = 0 e integrando
sobre [0, T obtemos

T T T T
—//u?wjﬁtdAdt +h //Vu?ijﬁtdAdt —i—/a(um,wj)ﬁdt —/a(g*um,wj)ﬁdt
0J/Q 0/Q 0 0
T
o Ja Q Q

Analogamente, multiplicando a equagao (2.33) por [ temos

// mv]ﬁtdAdt+k//VQijﬁdAdt+’y// mvjﬁdAdt+a//Au v, B dAdt
=—A // ijﬁdf‘dt—l—/907mvjﬁ(0)dA—a/Auqmﬂjﬂ(())dA- (2.38)
0JT Q Q
Visto que,
0™ — 6 forte em L*(0,T;L*(Q)),

e usando a densidade dos termos w;3 ; j € N, § € C([0,T)), e fazendo m — oo nas

equagoes (2.37) e (2.38), segue que o par (u, ) é solucao fraca do sistema (2.2) - (2.8).

O

2.3 Regularidade de Solucao

Para provar a regularidade da solucao consideremos a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.2 Dizemos que (ug, u1,0q) € k-reqular se u; € H*™*3(Q)NW, j=0,...,k,
upp1 €V, 0; € H*(Q), onde u; e 0; sio obtidos pela sequinte formula recursiva:
Ujt2 — hAUj+2 = AQUJ' - OéAej - fk(O),

Qj—&-l — k)AQJ + ’70]' = OéAUj_H,
han+2 060

. Bauj + aa sobre I'y,
0,

68——1—)\0 = 0 sobre T,

e
8uj .
ujzazosobre Iy, Biuy = 0 sobre I'y, Vi =1,...,k,

onde f; € dado por

fO = 07

fior = i) =gy, f; € LY(O,T5L%(Q),  j=1,....k
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Para mostrar a regularidade usaremos o seguinte lema.

Lema 2.4 Suponhamos que f € L*(Q), g € H%(Fl) e h € H%(Fl); entao qualquer
solu¢ao de

a(v,w)—/fwdA+/ gwdF1+/ ha—wdFl, Yw e W
0 I r, Ov

satisfaz v € HY(Q) e

A*v=f em

0
v = a—z = sobre T,
Biv = h, Bov =g sobre I

Além disso, se (f,g,h) € H*(Q) x H*2(I'y) x H3(Ty), entdo v € H*(Q).

Demonstracado: Consulte [11].

A regularidade de solucao é dada a seguir.

Teorema 2.2 Suponhamos que o dado inicial (ug,ui,6p) € k-reqular (k > 2) e a hipdtese

2.1 seja vdlida. Entao existe somente uma solucao do sistema dado satisfazendo

u € CH[0,T]; V N H*(Q)) N[0, T); W N H*2(Q)),
0 cC0,T); H*7(Q)),j =0,..., k.

w € CU[0,T]; VN H279(Q));0 € CI([0,T; VN H"(Q)),j =0,...,k
Demonstracgao: Fazendo

Vo = Ukt1, V] = Upt2, ®0 = 1, = fut1,

entao segue do Teorema 2.1 que existe somente uma solugao fraca (v, ¢) do sistema (2.2)-
(2.8) satisfazendo

ve CH[0, T V)n ([0, T w),  6°([0,T]; L*(€2)) N L*([0, T]; V)-

Escrevendo
k 4 t o pt t1
u(.,t) = ui,——i-// / v(s)dsdty .. .dty,
(0 = B [ [ [ oodsan
k-1 4 t ptp_a t1
0(,1) = Y 0=+ / / 0(s)dsdt; ... dty_;.
- v 0o Jo 0



Temos que
we CMN([0, T V) NCH(0, T W), 6 .€ CH(0,T); L*()),

e satisfaz u(0) = ug, u(0) =uy e f =0.

Fazendo ¢ = wn com n € C(0,T), w € W na equagao (2.14) e ¢ = w7 com
7€ C§(0,T), w € V, na equagao (2.15), obtemos:

T T T T
/ /—utwntdA—/ /hVutintdA+/ a(u,wn)dt+/ /QAwndAdt
0o Ja o Jao 0 o Jo
T
—/ a(g*u, wn)dt = 0,
0

e

T T T T
—/ /HthdAdt~l—/ /kV@VwTdAdt+/ /vewTdAdt—a/ /AuthdAdt
0 Jo 0 Ja o Ja 0o Ja

T
= —)\/ /QwTdth.
o Jr
Integrando por partes as equagoes acima em (0, 7T), obtemos

T T T T
/ /uttwndA—h/ /VuttindA—l—/ a(u, wn)dt—i—/ /HAwndAdt
0o Ja 0o Ja 0 o Jo

T
—/ a(g*u, wn)dt = 0,
0

T T T T
—/ /GthdAdt—i—k:/ /VQVwTdAdt+7/ /QwTdAdt—oz/ /AuthdAdt
o Ja o Ja o Ja o Ja
T
= —)\/ /HwTdth.
o Jr

Pelo Lema Du Bois-Raymond, concluimos que

/UtﬂUdA h/ AugywdA + h/ %wdl“l + a(u, w) — a(g*u, w)
Q Q

—i—oz/ AGwdA — a/ —wdF1 =0
Q

Logo

a(u,w) — a(gxu,w) = — / upwdA + h/ AuywdA — oz/ AfwdA
0

—h/ %wdfl + o —wdF1
It

Fl
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Portanto,

ofu,w) ~ algruw) = - [

(utt — hAUtt + CYAH)U]CZA — /
Q

I

Usando o método da inducgao e supondo que k = 2. Concluimos que

0 C(0,T; H*(Q)).

Logo o Lema 2.4 implica que u—g*u € H*(Q), e também satisfaz as seguintes condigoes

de fronteira

Biu+ af — Bigxu =0 sobre I'q,

0
B*u — y—a;tt + ag— — Bygxu =0 sobre T
v v

Usando a equagao resolvente de Volterra, segue que u € H*(Q). Entdo, o resultado é

valido para k = 2, o que significa que u satisfaz (2.2) - (2.8) no sentido forte.

Diferenciando (k - 2) vezes a equacao (2.2) - (2.8) obtemos

t
u® — hAU® 4 A2 o AgED) / g(t — )A2u*kD(s)ds = fr, em  Qx]0,00],
0

p=1) _ pAg-2) 4 79(1%2) —aAu* Y =0 em Qx]0, ool
o) _ au(k—Q)
ov

g(t — s)ut=2(, s)ds} =0 sobre I'1x]0,00],

ul =0 sobre I(x]0,00],

t

af®=2 + Bu*2 — B, {

t

S— S—

ouk) 00(k—2)
Bou? 2, ~ B, g(t — s)u™ (. s)ds ¢ =0 sobre T;x]0,00],
ov ov
o
+20%=2 =0 sobre ['x]0, ool
v
Usando novamente a equacio resolvente de Volterra temos que u*~2) satisfaz
A2 = F
Ouk—2)
w2 = u@ = 0 sobre T,
v
t
B2 = ae(’“_l)a/ r(t — 5)0%Yds sobre Ty,
0
Ou®) 90k—=1) t Ou® 96(k=1)
Bou*? = ;y — on +/O r(t —s) ;1/ -« i ds sobre TI'y,

J/

-~

=G

em que r é o ntcleo de Volterra associado a g e

¢
F = —/ r(t—s) {u(k)(., s) — Aut) () s) + angk=D 4 fi}ds
0

—u® (1) + AuP (1) + aAg*D 4 f
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Da hipotese (2.1) e da regularidade eliptica dada no lema 2.4 concluimos que

u® € C(0,T; H*(Q)) = u*? € C(0,T; HY(Q)) e 6% € C(0,T; H(Q)),
w2 € C(0,T; HH(Q) = u*=Y € 00, T; HY(Q)) e 0% € (0, T; HY(Q)),
w1 € €(0,T; H(Q) = w9 € 00, T; HY(Q)) e 0%79 € (0, T; HY(Q))-

Novamente, usando o método da indugao obtemos

w2 e C(0,T; HYP(Q)) & u € CF2(0,T; HY(Q))-

Usando o teorema da derivada intermediaria [11] nossa conclusao segue. A unicidade

¢ imediata para solugdes k-regulares (k > 2). Portanto, a prova agora esta completa.
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Capitulo 3
Comportamento Assintotico

O objetivo deste capitulo é estudar o comportamento assintotico da solucao do sistema
(2.2)-(2.8). Mais precisamente, mostrar o decaimento geral da solugdo associada a este

sistema.

Note que, como foi demonstrado no capitulo 2, a energia associada com a solucao forte

do sistema (2.2)-(2.8) satisfaz

E(t,u,0) = 1gD82u—lg V@ 2dA — v (9 2dA — X 6 dr. (3.1
2

dt 2

Este resultado mostra a propriedade dissipativa do sistema (2.2)-(2.8).

Para provar o decaimento geral consideremos w = u— g*u. Entao segue que w satisfaz

wy — hAwy + A*w + ¢'(0){u — hAu} + g(0){u; — hAu,}

+¢" % {u — hAu} + aAf =0 em Q x (0, 00), (3.2)
0 — kAO — aAu, =0 em Q x (0, 00), (3.3)
w(x, Y, 0) = Uo(l', y)v wt(xv Y, O) = ul(xa y) - g(O)UO(fL‘, y)7 (34)

com as seguintes condicoes de fronteira:

ow
W= = 0 sobre I'y x (0,00), (3.5)

Biw + af = 0 sobre I'; x (0,00), (3.6)
Ouy ou ag" x u 00
q h

ey ey + as = 0 sobre I'; x (0,00), (3.7)

00
81/

+ A0 =0 sobre T x (0,00)- (3.8)
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A principal dificuldade para provar o decaimento geral consiste em estimar os termos
Jo lwPdA e [, |[Vu,|*dA. Para superar este problema consideremos o funcional de energia
E(t) associado ao sistema (3.2)-(3.8), dado por

1
£t) = 3 { [ e + 19l + soaal + 35,0

onde S;(t) ¢ dado por

S = g'<20)/9{’u|2+ (/Otgds> |u\2_2(g*u)u} 4A— gt

Sy(t) = @{

Sy(t) = @h{/ﬁg(O) {\Vu\z—l— (/Otg’ds> yvu@ dA—g’DVu},
S() = —5 {g”Du—l—/ﬁ[[g’*uF—(/Otg”ds> W} dA},

Se(t) = —%h{g”DVu+/Q{\g’*Vu|2— (/Otg”ds> yvu@ dA}-

Esta fun¢ao permite as estimativas para os termos [, [u|*dA e [, |Vu|*dA, mas inclui

termos do tipo a(u,v). O lema seguinte estabelece uma desigualdade para E(t).

Lema 3.1 Com a notag¢do acima, o funcional E(t) satisfaz a sequinte desigualdade:

is(t) < CE{/g(t)|Vu|2dA—l—gDVu+/ |V0|2dA}
Q Q

dt
L CLg(t)alu, u) + g0dPu} + ¢ / VuPdA - g(0) / (lel? + h|Vr[2)dA.
Q Q

onde € € uma constante positiva suficientemente pequena, C. = C(e) e C = C(Q2) sao

constantes positivas.

Demonstragao: Multiplicando a equacdo (3.2) por w; e integrando em €2, obtemos

/wttwtdA—h/AwttwtdA—i—/Azwwt—i—/g’(O){u—hAu}wtdA
Q 0 Q 0

+/ 9(0){us — hAu; }wdA + / g" * {u — hAu}wdA + a/ AbwdA = 0-
v 0 Q
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Usando a fomula de Green, temos

8wtt ]_d
Iy
2dt/|wt]dA+ /|th|dA h/ Ay + 5 alw, w)

+/ [(ng) — (Byw) %wt} dl'y + ¢'(0) / uw; — hVuVw,dA
Q
+hg'(0 / —wydl + g(0) / ww; — hVuNVwdA + h / g(O)%wtdF
0 r
-l—/{g" xu — hg" * AutwdA + a/ AbwdA = 0-
Q Q

Visto que

aUJtt ’ ow 6wt awt B
N h/F1 { oy Y (0)52@ —9(0)—— By }UJtdrl /F1 {(Bzw)wt (Biw)— 5 }dFl =0,

1d
S {/ﬂ|wt|2dA+h/ﬂ|th|2dA+a(w,w)} = ;Jj, (3.9)
onde
Iy = —a/AHwtdA,
Q
L = —9/(0)/thd147
0
I, = —g/(O)h/VqutdA,
Q
L= =g(0) [ wwida
Q
I, = —g(O)h/VutitdA,
Q
I; = —/(g”*u)wtdA,
Q
Iy = —h/(g”*Au)wtdA-
Q
Analisando cada termo [; e usando o Lema (2.2) obtemos
"(0) d d
L = —g’(O)/uwtdA:—M—/ |u|2dA—g'(O)—/(g*u)udAJrg/(O)/(g*u)utdA
9'(0) d/ 5 / d/ 9’(0)/ 2 g'(0) d
- g dA — ¢(0)< dA+ 250 [ gy ufaa — 9222 00
5 Q|U! g0 Q(Q*U)u +75 Qg( )ul 5 790U

9’(0)d/ /t 5
— d dA
+ > dt ), Ogs |ul
d (1 1 ! 1 g'(0)
— —d(0)—< = 2 - 21 dA — —gO AN
g(O)dt{Q/Q@u] +g*uu+2(/0 gds)\u!}d 2g u}—l— 5 g'0Ou

::;{(t)

g'(0)g(t) >
-0 /Q uf2dA-
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Logo

L(t) = %51( t)+ @g’Du _g0)g®)

ul?dA-
Q

Similarmente temos que

iSQ(t) + h#g’DVU - Mh/ |Vul2dA-
Q

L) =%

De I5 temos:

I(t) = /|ut| dA + ¢(0) /g Juug + (g * u)udA
0

_ —g(O)/|ut|2dA 4(0) d {gfuu / ’ds/|u| dA — g(0 /| |dA} 9O gy,
A > di
753

.

Portanto
/
B(t) = 550 = 900) [ fufaa+ 43 Dyrou— 200 [ jupaa
Q
Por simetria encontramos
"t
L(t) = ESAL / |V, |? dA + 22 ) hg"OVu — %h/ |Vul?dA-
Q

Finalmente consideremos I, entao:

L) = /g - <jtg *u) (¢ 1) — g(0)ulg” * u)dA

th{ /|g *ul? — /t ”ds|u|2dA}
/ / {9(0)g"(t — 5) — ¢'(0)g'(t — 5)}{u(s) — u(t) }dsdA
—{9(0)g'(t) }/ u|2dA,
e analogamente obtemos

) = Ssult) — h{a(0)g"(1) — g (0)g' (1) / VuldA

—h/Vu (/ {9(0)g'(t — 5) g'(O)g(t—s)}{Vu(s)—Vu(t)}ds) dA.

A partir das igualdades acima, da desigualdade de Poincaré e das hipoteses sobre g con-

cluimos que
d
I;(t) < %Sj(t) + C. {/ g(t)|Vul*dA + gDVu} + 6/ |Vu|dA,
Q Q
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para j # 3,4, e para j = 3,4 temos

B(t) = 450 -90) [ \utﬁw{guwg(w / |u12dA},

Li(t) = %54@) — g(O)h/Q |V, |* + C {gDVu +g(t) /Q \Vu\%lA} :
Finalmente, estimamos o termo Ij.
I(t) = —a/QutAH — ¢ xulAf — g(0)AbGudA
= « /Q VOVu, + VOg' * Vu+ g(0)VOVudA

< C(;{/ |V9]2dA+gDau}+5/ |V [*dA-
Q Q

Assim, a partir da ultima desigualdade nosso resultado é obtido.
O

Além disso, consideremos os seguintes lemas que sdo essenciais para a demonstracao

do teorema do decaimento geral.
Lema 3.2 FEriste uma constante k > 0 tlal que

E(t) < KE(t).

Demonstracgao: De fato, mostramos que existe uma constante positiva k tal que

/ lwi|? + h|Vw*dA + a(w, w) < KE(t)-
Q

Provamos somente a desigualdade

/ lw,|*dA < KE(t),
Q

pois, a partir desta, as outras sao similares. Notando que

wy = u; — g(t)u — /0 gt —s)u(.,s) —ul.t)ds,

/ lwy|*dA < li{/ |ut|2dA+g(t)/ |u|2dA+gDu}.
Q Q Q

Resultando em

temos

/ lwy|? + h|Vw,[*dA + a(w, w) < KE(t)-
Q
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Portanto, pela desigualdade de Korn, concluimos que

E(t) < KE(t)-

O

Lema 3.3 Para toda solugao forte do sistema (2.2)-(2.8) definimos o sequinte funcional

J(t) = /(utu + hVu;Vu)dA-
Q

FEntao

L < /Q|ut|2—|—h]Vut]2dA—(1—e)a(u,u)

dt
1 t
+C€/ |VO|2dA + — (/ gds> ¢g00%u-
Q de 0

Demonstragao: Multiplicando a equacdo (2.2) por u e integrando sobre €2, obtemos

¢
/uttudA - h/ AuyudA + / AuudA + a/ AbudA — / / g(t — s)A*u(s)dsudA = 0
Q Q Q Q aJo

Usando a formula de Green, temos que

—/utudA /\ut] dA+h—/VutVudA h/ Vo |2dA — h/%udr

Valu, u) + /F {(Bgu)u—(Blu)gZ}dF+a /Q AfudA — /0 gt — s)a(u(s), u)ds

_/FBQ {/Otg(t—s)u(s)ds}udl“+/rl31 {/Otg(t—s)u(s)d }?dl“

{/ wudA + h/ VutVudA} / lusPdA + h|Vu*dA — a(u, u)

{ (Brju = Bl“)g }d”a (/Otg(t—s)u@)ds,u) —a/QAOudA
/F {/ t—S)U(S)ds}udF—/FBl {/Otg(t—s)u(s)d }%df

dai
d

H~
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Usando as condigoes de fronteira, obtemos

L = /Q|ut|2dA+h|Vut|2dA — a(u,u) — /F {(Bgu)u - (Blu)%} dr

dt
+ a ( /0 gl — s)u(s)d&u) —a /Q AGudA-

Portanto, pela desigualdade de Poincaré, concluimos que

iJ(t) < /]ut|2dA+h]Vut]2dA—(1—e)a(u,u)+05/ IVO2dA
Q Q

dt
1 t
+ — (/ gds) ¢g00%u-
de \ J,

Provamos, em seguida, o resultado principal do nosso trabalho.

3.1 Decaimento Geral

Nesta secao mostramos o decaimento geral da solucao para um sistema de placas

termoviscoelasticas com memoria. Neste sentido, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1 Suponha que os dados iniciais (ug, u,0y) sao 2-reqular e o nicleo g satisfaz

as sequintes condigoes (2.9)-(2.11) entao existem constantes positivas ko e ky tal que

E(t,u,0) < koE(0,u,8)e* fo &6)ds.

Demonstracao: Considerando o funcional

£() = € VEE + £6) + S 1)),

com N > 0, temos

%E(t) =&'(t) |NE(t) + E(t) + @J(t)} +§(t)dit [NE(t) +E(t) + @J(t) ,

e usando o fato que £'(t) <0 e [NE(t) + £(t) + L2 J(1)] > 0, segue que

Cri < s {NE(t)+5(t)+@J(t)}
< Ne) g +ew T em + e )
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Usando a condic¢ao (3.1), o Lema (3.3) e escolhendo e suficientemente pequeno e N
suficientemente grande, obtemos

d
CLH) < —REON (), (3.10)
onde
N(t) = {/ [ug|? + h|Vu® + |0]2dA + a(u, u) + gD82u} :
Q
e ko € uma constante positiva.

Escolhendo N suficientemente grande temos

3/\f (t) < L(t) < NN(t)-

De fato, p L
0
- < _ < .
9 21) < ~kON(D) < — eyt
Entao reescrevendo (3.10) encontramos

d

L) < —RE()L(),

— ko
onde k = -

Integrando a desigualdade acima, obtemos que

L(t) < L£(0)e &),
Da relacao de equivaléncia entre os funcionais E(t) e L(t), dada por
N —k [t e(s)ds —k [t e(s)ds
§N(t) < L(t) < L(0)e "o < NE(0)e "o ,
concluimos que existe uma constante positiva kq tal que
d
S B0 < —k&ME(®)-

Integrando a desigualdade acima, concluimos que

E(t) < E(0)e " Jo s, (3.11)
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Conclusao

Neste trabalho concluimos que as estimativas de decaimento exponencial e polinomial
obtidos nos trabalhos anteriores como, por exemplo, em |20], sdo apenas casos particulares
de (3.11).

Exemplos:

1) Obtemos decaimento exponencial para £(¢) = a com a > 0 uma constante, ou seja,

E(O)G_kl I adt’
E(t) < E(0)e ™"

jsa
G
IN

2) Temos decaimento polinomial para £(t) = a(1 +¢)™!, ou seja,

E(t) < E(O)eikl Joa(1+t)~ ldt’
Et) < E(O)e—klaln (1+1),

E(t) < E(O)(1+t) —ha
E(t) < E0)——

(1+ t)
onde p = kia.

Além disso, concluimos que todos os resultados existentes na literatura sobre o sistema
de placas termoviscoelasticas com memoria sao somente validos para p > 2, também sendo
um caso particular de nossa hipétese sobre g. Tendo em vista que, o resultado encontrado

neste trabalho também ¢ valido para p < 2.
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