
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARÁ

INSTITUTO DE CIÊNCIAS EXATAS E NATURAIS

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA

Lucélia Lima Costa

DECAIMENTO GERAL DA ENERGIA ASSOCIADA

AS PLACAS TERMOVISCOELÁSTICAS COM

MEMÓRIA

Orientador: Prof. Dr. Mauro de Lima Santos

Belém

2011



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARÁ

INSTITUTO DE CIÊNCIAS EXATAS E NATURAIS

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA

Lucélia Lima Costa

DECAIMENTO GERAL DA ENERGIA ASSOCIADA

AS PLACAS TERMOVISCOELÁSTICAS COM

MEMÓRIA

Dissertação apresentada ao Programa de

Pós-graduação em Matemática e Estatística

- PPGME - da Universidade Federal do

Pará, como pré-requisito para obtenção do

título de Mestre em Matemática.

ORIENTADOR: Prof. Dr. Mauro de Lima Santos

Belém

2011



Costa, Lucélia Lima

Decaimento geral da energia associada as placas termoviscoelásticas com

memória/(Lucélia Lima Costa); orientador, Mauro de Lima Santos. - 2011.

61 f. il. 28 cm

Dissertação (Mestrado) - Universidade Federal do Pará. Instituto de Ciências

Exatas e Naturais. Programa de Pós-graduação em Matemática e Estatística.

Belém, 2011.

1. Equações Diferenciais Parciais. 2. Método de Galerkin. I. Santos, Mauro

de Lima, orient. II. Universidade Federal do Pará, Instituto de Ciênciais Exatas

e Naturais, Programa de Pós-Graduação em Matemática e Estatítica. III. Título.

CDD 22. ed. 515.353



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARÁ

INSTITUTO DE CIÊNCIAS EXATAS E NATURAIS

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA

Lucélia Lima Costa

DECAIMENTO GERAL DA ENERGIA ASSOCIADA AS PLACAS

TERMOVISCOELASTICAS COM MEMÓRIA

Dissertação apresentada ao Programa de

Pós-graduação em Matemática e Estatística

da Universidade Federal do Pará, como pré-

requisito para obtenção do título de Mestre

em Matemática.

Data da defesa:

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Mauro de Lima Santos (Orientador)

PPGME - UFPA

Prof. Dr. Dilberto da Silva Almeida Júnior (Membro)

PPGME - UFPA

Prof. Dr. Marcus Pinto da Costa da Rocha (Membro)

PPGME - UFPA

Prof. Dr. Jaime Edilberto Muñoz Rivera (Membro)

LNCC - UFRJ
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Resumo

O objetivo deste trabalho é mostrar a existência e regularidade de soluções e o decai-

mento geral para placas termoviscoelásticas com memória. Observe que o termo memória

signi�ca a propriedade que o material constitutivo possui de recuperar sua posição inicial

em razão da viscosidade [1]. Em particular estudamos o caso de uma placa �na, ho-

mogênea, isotrópica, termoviscoelástica, de densidade uniforme, modelada pelas equações

utt − h∆utt + ∆2u−
∫ t

0

g(t− s)∆2u(s)ds+ α∆θ = 0 em Ω× (0,∞),

θt − k∆θ + γθ − α∆ut = 0 em Ω× (0,∞),

com as seguintes condições iniciais:

u(x, y, 0) = u0(x, y), ut(x, y, 0) = u1(x, y), θ(x, y, 0) = θ0(x, y) (x, y) ∈ Ω,

e condições de fronteira:

k
∂θ

∂ν
+ λθ = 0 sobre Γ× (0,∞),

u =
∂u

∂ν
= 0 sobre Γ0 × (0,∞),

B1u+ αθ − B1

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
= 0 sobre Γ1 × (0,∞),

B2u− h
∂utt
∂ν

+ α
∂θ

∂ν
− B2

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
= 0 sobre Γ1 × (0,∞),

onde

B1u = ∆u+ (1− µ)B1u,

B2u =
∂∆u

∂ν
+ (1− µ)

∂B2u

∂τ
,

sendo B1 e B2 dados por

B1u = 2ν1ν2
∂2u

∂x∂y
− ν2

1

∂2u

∂y2
− ν2

2

∂2u

∂x2
,

B2u = (ν2
1 − ν2

2)
∂2u

∂x∂y
+ ν1ν2

{
∂2u

∂y2
− ∂2u

∂x2

}
·
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Aqui Ω é um conjunto aberto limitado de R2 com fronteira Γ regular tal que, Γ = Γ0∪Γ1

com Γ0 ∩ Γ1 = ∅, ambas com medida de Lebesgue positiva.

A existência será obtida usando o Método de Galerkin e para o comportamento ass-

intótico, usaremos o Método da energia.

Palavras-chave: Decaimento geral, Dissipação tipo memória.
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Abstract

The objective is to show the existence and regularity of solutions and the general decay

termoviscoelastic plates with memory. Note that the term memory means the property

that the constitutive material has to regain his starting position because of the viscosity

[1]. In particular we study the case a thin of homogeneous, isotropic termoviscoelastic

plate, of uniform thickness, modeled by equations

utt − h∆utt + ∆2u−
∫ t

0

g(t− s)∆2u(s)ds+ α∆θ = 0 em Ω× (0,∞),

θt − k∆θ + γθ − α∆ut = 0 em Ω× (0,∞),

with the following initial conditions:

u(x, y, 0) = u0(x, y), ut(x, y, 0) = u1(x, y), θ(x, y, 0) = θ0(x, y) (x, y) ∈ Ω,

with the following boundary conditions:

k
∂θ

∂ν
+ λθ = 0 sobre Γ× (0,∞),

u =
∂u

∂ν
= 0 sobre Γ0 × (0,∞),

B1u+ αθ − B1

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
= 0 sobre Γ1 × (0,∞),

B2u− h
∂utt
∂ν

+ α
∂θ

∂ν
− B2

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
= 0 sobre Γ1 × (0,∞),

where

B1u = ∆u+ (1− µ)B1u,

B2u =
∂∆u

∂ν
+ (1− µ)

∂B2u

∂τ
,

and B1 and B2 are given by

B1u = 2ν1ν2
∂2u

∂x∂y
− ν2

1

∂2u

∂y2
− ν2

2

∂2u

∂x2
,

B2u = (ν2
1 − ν2

2)
∂2u

∂x∂y
+ ν1ν2

{
∂2u

∂y2
− ∂2u

∂x2

}
·
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Here Ω is a open bounded set of R2 such that Γ = Γ0 ∪ Γ1 with Γ0 ∩ Γ1 = ∅, both

with positive Lebesgue measure.

The existence will be obtained using the Galerkin method and the asymptotic behavior,

we use the method of energy.

Keywords: General decay, memory dissipation.
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Introdução

O objetivo principal deste trabalho é estudar o decaimento geral das soluções para o

sistema de placas termoviscoelásticas na presença de um efeito memória. Isto é, mostrar

que a taxa de decaimento da solução não depende da taxa de decaimento da função

relaxamento g.

Este trabalho está baseado no artigo de Muñoz Rivera e Barreto [20] o qual os autores

provaram que a taxa de decaimento da solução do sistema de placas termoviscoelásticas

depende da taxa de decaimento da função relaxamento g.

Em [3] Dafermos mostrou que a solução para problemas viscoelásticos se estabiliza

sem taxa de decaimento. Lagnese [10] considerou a equação linear viscoelástica, obtendo

taxas uniformes de decaimento, mas introduzindo um termo adicional de amortecimento

agindo na fronteira. Por outro lado, taxas uniformes de decaimento para soluções de

equações lineares viscoelásticas com memória só foram obtidas por Muñoz Rivera [17]

em 1994. Posteriormente, signi�cativos progressos sobre o aspecto linear e não-linear do

sistema termoelástico foram obtidos; veja [2, 4, 5, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 17, 18, 19], onde os

autores obtiveram a existência, unicidade e decaimento uniforme da solução.

A nossa contribuição neste trabalho, consiste em generalizar o resultado de decaimento

visto anteriormente em [20]. Mais precisamente, mostrar que a energia decai com uma taxa

de decaimento similar a da função relaxamento, que não é necessariamente um decaimento

na forma exponencial ou polinomial. De fato, nosso resultado permite uma grande classe

de funções relaxamento.

O trabalho está organizado do seguinte modo: No Capítulo 1, apresentamos alguns

lemas, teoremas e algumas desigualdades que serão fundamentais para o desenvolvimento

do trabalho, por exemplo: Lema Du Bois Raymond e Desigualdade de Korn. Alguns desses

resultados serão demonstrados e outros serão omitidos, porém indicada a bibliogra�a

adequada. Faremos também, uma introdução às equações integrais de Volterra.

No Capítulo 2, enunciamos e demonstramos o teorema de existência e o teorema de

reguralidade da solução do sistema dado. Para mostrar a existência da solução, usamos

o metódo de Galerkin.
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No Capítulo 3, mostramos o resultado principal associado com a estabilidade do sis-

tema de placa termoviscoelástica com memória. Para isto, usamos algumas condições,

sobre a função relaxamento g, com as necessárias modi�cações exigidas pela natureza do

nosso problema.
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Capítulo 1

Fundamentos

Neste capítulo apresentamos de�nições e noções básicas da Teoria das Equações Difer-

enciais Parciais, bem como alguns teoremas, lemas e proposições que nos auxiliarão como

pré-requisitos necessários para melhor compreensão dos capítulos subsequentes. Desse

modo, não nos preocuparemos nas demonstrações de possíveis resultados utilizados pre-

liminarmente, pois mencionaremos as referências bibliográ�cas onde poderão ser encon-

tradas.

1.1 Teoria das Distribuições Escalares

1.1.1 Espaços Funções Testes

Sejam Ω ⊂ IRn um aberto limitado e ϕ : Ω→ IR, uma função contínua. Denominamos

suporte de ϕ, ao fecho, em Ω, do conjunto dos pontos x pertencentes a Ω onde ϕ não se

anula. Denota-se o suporte de ϕ por supp (ϕ). Simbolicamente, tem-se:

supp (ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ (x) 6= 0} em Ω.

Usando a de�nição conclui-se que o supp (ϕ) é o menor fechado fora do qual ϕ se

anula, e vale as seguintes relações:

1. supp (ϕ+ ψ) ⊂ supp (ϕ) ∪ supp (ψ)

2. supp (ϕψ) ⊂ supp (ϕ) ∩ supp (ψ)

3. supp (λϕ) = λ supp (ϕ), λ ∈ IR− {0}.

Exemplo 1.1 Seja ϕ : (0, 1) → IR tal que ϕ(x) = 1, ∀x ∈ (0, 1): Veri�ca-se que o

supp (ϕ) = (0, 1), não é um conjunto compacto.
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Neste estudo, demos destaque especial às funções ϕ : Ω −→ IR, com suporte compacto

contido em Ω que, sejam in�nitamente diferenciáveis. Com esse intuito de�niremos o

espaços C∞0 (Ω), como sendo o espaço vetorial das funções inde�nidamente diferenciáveis

e de suporte compacto contido em Ω. Os elementos de C∞0 (Ω) são denominados funções

testes em Ω.

Exemplo 1.2 Dados x0 ∈ IRn, r > 0, denotamos por Br (x0) a bola aberta de centro x0

e raio r, isto é, Br (x0) = {x ∈ IRn; ‖x− x0‖ < r} . Se Br (x0) ⊂ Ω , de�ne-se

ϕ : Ω −→ IR

ϕ (x) =

 exp
(

r2

‖x−x0‖2−r2

)
se ‖x− x0‖ < r

0 se ‖x− x0‖ ≥ r.

Neste exemplo, veri�camos que supp (ϕ) = Br(x0) é um compacto e que C∞0 (Ω) é não

vazio. O espaço C∞0 (Ω) é de grande importância para o nosso estudo, visto que estamos

interessados em estudar funcionais lineares continuos de�nidos em C∞0 (Ω).

Observação 1.1 Por um multi-índice, entendemos, uma n-upla α = (α1, . . . , αn) de

números inteiros não negativos. Denotamos por |α| = α1 + · · · + αn a ordem do multi-

índice e por Dα o operador derivação parcial, de ordem |α|,

Dα =
∂|α|

∂α1
x1 . . . ∂αnxn

.

Para α = (0, . . . , 0), temos por de�nição D0ϕ = ϕ.

A seguir daremos noções de convergência em C∞0 (Ω), tornando-o um espaço vetorial

topológico.

1.1.2 Convergência em C∞0 (Ω)

Dizemos que uma sucessão (ϕn)n∈N de funções em C∞0 (Ω) converge para ϕ em C∞0 (Ω)

quando forem satisfeitas as seguintes condições:

( i ) Existe um conjunto compacto K ⊂ Ω tal que

supp (ϕ) ⊂ K e supp(ϕn) ⊂ K, ∀n ∈ IN

( ii ) Dαϕn −→ Dαϕ uniformemente em K para todo multi-índice α.

O espaço vetorial C∞0 (Ω), junto com a noção de convergência de�nida acima é um

espaço vetorial topológico que denotamos por D(Ω), e é denominado espaços das

funções testes.
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Denotamos por Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, o espaço das funções u : Ω → R, mensuráveis e
tais que |u|p são Lebesgue integráveis em Ω. O espaço Lp(Ω), é um espaço de Banach com

a norma

‖u‖pLp(Ω) =

∫
Ω

|u|pdx.

Quando p = ∞, L∞(Ω) denota o espaço de Banach de todas as funções reais essen-

cialmente limitadas com norma

‖u‖∞ = supx∈Ωess|u(x)|.

Quando p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert com produto interno

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx,

e norma induzida

|u|2 =

∫
Ω

|u(x)|2dx.

Observação 1.2 Sendo Ω limitado, obtemos D(Ω) ↪→ Lp(Ω), para todo p, tal que 1 ≤
p <∞, com imersão contínua e densa. De fato, dado ϕ ∈ D(Ω), temos que∫

Ω

|ϕ (x)|p dx ≤ sup
x∈Ω
|ϕ (x)|pm (Ω) <∞.

Isto prova a inclusão algébrica. Para a continuidade, seja ϕn → ϕ em D(Ω). Mostraremos

que ∫
Ω

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx→ 0.

note que, ∫
Ω

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx =

∫
K

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx.

Logo pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

∫
Ω

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx = lim
n→∞

∫
K

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx

=

∫
K

lim
n→∞

|ϕn (x)− ϕ (x)|p dx = 0.

Podemos ainda mostrar que a imersão anterior é densa. Para isso ver [10]
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1.1.3 Distribuições Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de funções sobre Ω, introduz-se o conceito de

distribuições escalares.

Denomina-se distribuição escalar sobre Ω a toda forma linear e contínua sobre D(Ω),

isto é, uma função T : D(Ω) −→ IR que satisfaz as seguintes condições:

( i ) T (αϕ+ βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ),∀ϕ, ψ ∈ D (Ω) ,∀α, β ∈ IR.

( ii ) T é contínua, isto é, se (ϕν)ν∈IN converge para ϕ, em D (Ω), então

T (ϕν) −→ T (ϕ) em IR.

O valor da distribuição T na função teste ϕ, é denotado por 〈T, ϕ〉. Muniremos o

espaço vetorial das distribuições escalares da seguinte noção de convergência:

Considera-se o espaço de todas as distribuições sobre Ω. Neste espaço, diz-se que a

sucessão (Tν)ν∈IN, converge para T , quando a sucessão (〈Tν , ϕ〉)ν∈IN converge para 〈T, ϕ〉
em IR para toda ϕ ∈ D(Ω). O espaço das distribuições sobre Ω, com esta noção de

convergência é denotado por D′(Ω).

As distribuiçoes que aparecem com mais freqüência são aquelas de�nidas a partir de

funções localmente integráveis.

De�nição 1.1 Diz-se que uma função u : Ω −→ IR é localmente integrável em Ω.quando

u é integrável à Lebesgue em todo compacto K ⊂ Ω. O espaço das funções localmente

integráveis é denotado por L1
loc (Ω). Em símbolo temos:

u ∈ L1
loc (Ω)⇐⇒

∫
K

|u(x)| dx <∞

para todo compacto K ⊂ Ω.

Exemplo 1.3 Seja u ∈ L1
loc (Ω) e de�namos Tu : D(Ω) −→ IR por

< Tu, ϕ >=

∫
Ω

u(x)ϕ (x) dx.

Nestas condições Tu é uma distribuição escalar sobre Ω.

De fato, a linearidade de Tu segue da linearidade da integral. Resta-nos mostrar que

Tu é contínua; seja dada uma seqüência (ϕν)ν∈IN de funções testes sobre Ω convergindo

6



em D (Ω) para uma função teste ϕ. Então

|〈Tu, ϕν〉 − 〈Tu, ϕ〉| = |〈Tu, ϕν − ϕ〉| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

u(x) (ϕν − ϕ) (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

|u(x) (ϕν − ϕ) (x)| dx

≤ sup |ϕν − ϕ|
∫

Ω

|u (x)| dx→ 0,

pois, ϕν → ϕ uniformemente.

A distribuição Tu assim de�nida é dita gerada pela função localmente integrável u

e, usando o Lema Du Bois Raymond, tem-se que Tu é univocamente determinada por

u, no seguinte sentido: Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Ω. Neste

sentido identi�camos u com a distribuição Tu e o espaço L1
loc (Ω) das funções localmente

integráveis pode ser visto como parte do espaço das distribuições D′ (Ω) .

Lema 1.1 (de Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então Tu = 0 se, e somente se,

u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração: ver [11]

Vale ressaltar que existem distribuições não de�nidas por funções de L1
loc(Ω), como

pode ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 1.4 Seja x0 um ponto de Ω e de�namos a função δx0 : D (Ω)→ IR dada por

< δx0 , ϕ >= ϕ(x0).

É fácil veri�car que δx0 é uma distribuição, conhecida por Distribuição de Dirac, em

homenagem ao físico inglês Paul A.M. Dirac(1902-1984). Entretanto, mostra-se que a

distribuição δx0 não é de�nida por uma função u ∈ L1
loc (Ω), isto é, não existe u ∈ L1

loc (Ω)

tal que ∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx = ϕ(x0),∀ϕ ∈ D (Ω) .

De fato, suponhamos que a distribuição δx0 é de�nida por alguma função

u ∈ L1
loc(Ω). Então tem-se:

< δx0 , ϕ >=

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx = ϕ(x0),∀ϕ ∈ D (Ω) .

Tomando ξ ∈ D (Ω) de�nida por

ξ(x) = ‖x− x0‖2 ϕ(x)

7



temos,

ξ(x0) =< δx0 , ξ >=

∫
Ω

u(x) ‖x− x0‖2 ϕ(x)dx = 0,∀ξ ∈ D (Ω) .

Pelo Lema 1.1, segue que ‖x− x0‖2 u(x) = 0 quase sempre em Ω, logo u(x) = 0 quase

sempre em Ω, isto é, < δx0 , ϕ >= 0, para toda ϕ ∈ D (Ω), ou seja, ϕ(x0) = 0, para toda

ϕ ∈ D (Ω), que é uma contradição.

Com essa noção de convergência, D′ (Ω) passa a ser um espaço vetorial topológico e

temos a seguinte cadeia de injeções contínuas e densas

D (Ω) ↪→ LP (Ω) ↪→ L1
loc (Ω) ↪→ D

′
(Ω) , 1 ≤ p <∞.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hölder) Sejam 1 ≤ p, q tais que 1
p

+ 1
q

= 1 e

f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω). Então, fg ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤‖ f ‖Lp(Ω)‖ g ‖Lq(Ω)

Teorema 1.2 (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω um aberto limitado do Rn. Então,

existe uma constante c dependendo de Ω e n tal que, para todo u ∈W1,p
0 (Ω),

‖ u ‖Lp(Ω)≤ c ‖ ∇u ‖Lp(Ω)

1.1.4 Convergência e Derivada Distribucional

Com o intuito de estudar os espaços de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada

distribucional para objetos de D′(Ω).

A motivação no conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada

distribucional, dado por Sobolev, se deve a fórmula de integração por partes do Cálculo,

sendo este conceito generalizado para distribuições quaisquer em D′ (Ω), por L. Schwartz.

Seja T uma distribuição sobre Ω e α um multi-índice. A derivada no sentido das

distribuições de ordem α de T é de�nida como sendo o funcional linear

DαT : D (Ω)→ IR,

tal que

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ϕ ∈ D (Ω) .

Segue da de�nição acima que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas de todas as

ordens. Assim as funções de L1
loc (Ω) possuem derivadas de todas as ordens no sentido

das distribuições. Observe que a aplicação

Dα : D′ (Ω)→ D′ (Ω)
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é linear e contínua no sentido da convergência de�nida em D′ (Ω). Isto signi�ca que:

lim
v−→∞

Tv = T em D′ (Ω) então lim
v−→∞

DαTv = DαT em D′ (Ω) .

Observação 1.3 Outro resultado interessante a ser mencionado é que a derivada de uma

função L1
loc (Ω), não é em geral, uma função L1

loc (Ω), como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.5 Seja u a função de Heaviside, isto é, u é de�nida em IR e tem a seguinte

forma:

u(x) =

{
1 se x > 0

0 se x < 0
,

assumindo qualquer valor em x = 0.

Esta função u pertence a L1
loc (Ω) mas sua derivada u′ não pertence a L1

loc (Ω). Com

efeito, basta veri�car que u′ = δ0.

De fato:

< u
′
, ϕ >= − < u,ϕ

′
>= −

∫ ∞
0

ϕ
′
(x)dx =

∫ 0

∞
ϕ
′
(x)dx = ϕ(0) =< δ0, ϕ >, ∀ϕ ∈ D (Ω) .

Tal fato, motivará a de�nição de uma classe signi�cativa de espaços de Banach de

funções, conhecidos sob a denominação de Espaços de Sobolev.

Observação 1.4 Se u ∈ Ck(IRn), para cada |α| ≤ k , então a noção de derivada no

sentido clássico coincide com a noção de derivada no sentido das distribuições, isto é

DαTu = TDαu ∀ |α| ≤ k,

é uma conseqüência simples da fórmula de integração de Gauss.

1.2 Espaços de Sobolev

Apresentamos nesta seção uma classe de espaços fundamentais para o estudo das

Equações Diferenciais Parciais, que são os espaços de Sobolev.

1.2.1 O espaço Hm (Ω)

Seja Ω um aberto do IRn com fronteira regular Γ. Foi observado na seção anterior que

se u ∈ Lp (Ω), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições. Viu-se
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que Dαu não é, em geral, uma distribuição de�nida por uma função de Lp (Ω). Esta-

mos interessados em espaços de distribuições u ∈ Lp (Ω) cujas derivadas distribucionais

permaneçam em Lp (Ω). Tais espaços serão denominados Espaços de Sobolev.

Dados um inteiro m > 0 e 1 ≤ p ≤ ∞, o espaço de Sobolev de ordem m sobre Ω,

é o espaço vetorial denotado por Wm,p (Ω), constituído das funções u ∈ Lp (Ω) para as

quais Dαu ∈ Lp (Ω), para todo α, com |α| ≤ m. Em símbolo temos

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) : Dαu ∈ Lp (Ω) , ∀α,multi-índice, com |α| ≤ m} .

O espaço Wm,p (Ω) será munido da norma

‖u‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

1/p

, 1 ≤ p <∞

e se p =∞

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω) .

Em ambos os casos Wm,p (Ω) é um espaço de Banach.

O espaço Wm,p (Ω) é um espaço re�exivo se 1 < p <∞ e separável se 1 ≤ p <∞.

No caso particular em que p = 2, o espaçoWm,2 (Ω) é um espaço de Hilbert, denotamos

por Hm (Ω), isto é,

Hm (Ω) =
{
u ∈ L2 (Ω) ;Dαu ∈ L2 (Ω) ,∀α, |α| ≤ m

}
,

1.3 Desigualdade de Korn

Na matemática, a desigualdade de Korn é um resultado sobre as derivadas de funções

de Sobolev. Além disso, esta desigualdade desempenha um papel importante na teoria

da elasticidade linear.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Korn) Sejam [v] e ‖v‖H1(Ω) normas equivalentes em V ,

isto é, existem constantes c1, c2 > 0, tais que

c1‖v‖H1(Ω) ≤ [v] ≤ c2‖v‖H1(Ω)

para todo v em V .

Demonstração: Consultar [6]
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1.4 O Traço em H1(Ω)

Demonstra-se em [12] que as funções de Hm (Ω) podem ser aproximadas na norma de

Hm (Ω), por função de D
(
Ω
)
, onde D

(
Ω
)
é o conjunto {ϕ|Ω ;ϕ ∈ D (IRn)} que se pode

de�nir a restrição à fronteira Γ de Ω. Dada ϕ ∈ H1 (Ω), consideremos uma seqüência

(ϕν)ν∈N em D
(
Ω
)
com

ϕν −→ ϕ em H1 (Ω) .

De�nimos o operador γ0 : H1 (Ω) −→ L2 (Γ) por

γ0 (ϕ) = lim
k→∞

ϕk|Γ ,

sendo o limite considerado na norma de L2 (Γ) .

O operador γ0, denominado operador de traço, é contínuo, linear e seu núcleo é H1
0 (Ω).

De forma mais simples escrevemos ϕ|Γ em vez de γ0ϕ assim podemos caracterizar o espaço

H1
0 (Ω) por: H1

0 (Ω) =
{
ϕ ∈ H1 (Ω) ; ϕ|Γ = 0

}
. A generalização do operador de traço

para os espaços Hm (Ω) ocorre de forma natural e, no caso m = 2, temos:

H2
0 (Ω) =

{
ϕ ∈ H2 (Ω) ;ϕ|Γ = 0,

∂ϕ

∂ν
|Γ = 0

}
.

O dual topológico do espaço Wm,p
0 (Ω) representamos por W−m,q (Ω) se 1 ≤ p < ∞ com

p e q índices conjugados. Se ϕ ∈ W−m,q (Ω), então ϕ|D(Ω)
∈ D′ (Ω).

Quando p = 2, Wm,2
0 (Ω) é denotado por Hm

0 (Ω), cujo dual é H−m (Ω).

A seguir anunciaremos sem demonstrar o teorema que caracteriza o espaço W−m,p (Ω) .

Teorema 1.4 Seja T ∈ D′ (Ω). Então, T ∈ W−m,p (Ω) se, e somente se, existem gα ∈
Lq (Ω) tais que T =

∑
|α|≤m

Dαgα.

Demonstração: Ver [11].

Proposição 1.1 (Caracterização de H−1 (Ω)) Se T for uma forma linear contínua sobre

H1
0 (Ω), então existem n+ 1 funções u0, u1, . . . , un de L2 (Ω), tais que:

T = u0 +
n∑
i=1

∂ui
∂xi

.

Demonstração: Ver [12].

De posse destes dois resultados podemos concluir que se u ∈ H1
0 (Ω), então ∆u ∈

H−1 (Ω), sendo o operador ∆ : H1
0 (Ω)→ H−1 (Ω), linear, contínuo e isométrico.
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1.5 Equação Integral de Volterra

Nesta seção será feita uma introdução à teoria das equações de Volterra.

De�nição 1.2 É um tipo especial de equação integral. Tais equações são divididas em

dois grupos, referenciados como do primeiro tipo e do segundo tipo.

Uma equação de Volterra do primeiro tipo é expressa na forma

f(t) =

∫ t

0

k(t, s)f(s)ds,

enquanto uma equação de Volterra do segundo tipo é dada por

f(t) = g(t) +

∫ t

0

k(t, s)f(s)ds. (1.1)

Na teoria dos operadores e na teoria de Fredholm, as equações correspondentes são

denominadas operadores de Volterra. Uma equação integral de Volterra é uma convolução,

se

f(t) = g(t) +

∫ t

t0

k(t− s)f(s)ds

A função k na integral é denominada núcleo.

Teorema 1.5 Seja k(t, s) uma função contínua em 0 ≤ s ≤ t ≤ T , T ≥ 0 e g(t) uma

função contínua em 0 ≤ t ≤ T . Então, existe uma única função contínua f : [0, T ] −→ R
satisfazendo

f(t) = g(t) +

∫ t

0

k(t, s)f(s)ds.

Demonstração: Ver [21].

1.6 Equação Resolvente

Pelo teorema anterior vimos que, dada g ∈ C([0, T ]) existe uma única f ∈ C([0, T ]),

tal que

f(t)−
∫ t

0

k(t, s)f(s)ds = g(s)

Desta forma, consideremos o operador

K : C[0, T ] −→ C[0, T ]

f 7−→ K[f ] = f(t)−
∫ t

0

k(t, s)f(s)ds·
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O operador K é linear e bijetivo. De fato,

K é linear.

K[f1 + λf2] = f1(t) + λf2(t) +

∫ t

0

k(t, s)(f1(s) + λf2(s))ds

= f1(t) + λf2(t) +

∫ t

0

k(t, s)f1(s)ds+ λ

∫ t

0

k(t, s)f2(s))ds

= f1(t) +

∫ t

0

k(t, s)f1(s)ds+ λ(f2(t) +

∫ t

0

k(t, s)f2(s)ds)

= K[f1] + λK[f2]·

K é bijetivo

A sobrejetividade segue do fato que dada g ∈ C[0, T ], pelo teorema de existência e

unicidade, existe uma única f ∈ C[0, T ] tal que K[f ] = g. A injetividade é obtida de

maneira análoga, pois K[f ] = 0 pode ser interpretada como a equação K[f ] = g sendo

g ≡ 0 e pelo teorema de existência e unicidade existe uma única f ∈ C[0, T ] que satisfaz

essa equação, a saber f(x) = 0. A função K(t, s) é chamada núcleo do operador de

Volterra. Note que, como de�nido, ϕ1(t) =
∫ t

0
k(t, s)ϕ0(s)ds, de onde segue que

ϕ2(t) =

∫ t

0

k(t, s)ϕ1(s)ds

=

∫ t

0

k(t, s)

∫ s

0

k(s, τ)g(τ)dτds

=

∫ t

0

∫ t

τ

k(t, s)k(s, τ)g(τ)dτds

=

∫ t

0

∫ t

τ

k(t, s)k(s, τ)dsg(τ)dτ,

pois o integrando é contínuo em 0 ≤ τ ≤ s ≤ t. Assim

ϕ2(t) =

∫ t

0

k2(t, τ)g(τ)dτ,

sendo

k2(t, τ) =

∫ t

τ

k(t, s)k(s, τ)ds.

Indutivamente

ϕn(t) =

∫ t

0

kn(t, s)g(s)ds ∀n ≥ 1,

sendo k1(t, s) = k(t, s), kn(t, s) =
∫ t
s
k(t, τ)kn−1(τ, s)dτ para n ≥ 2.

Como fn(t) =
∑n

i=1 ϕi(t) temos

fn(t) =

∫ t

0

rn(t, s)g(s)ds,
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sendo rn(t, s) =
∑n

i=1 ki(t, s). Usando a continuidade da função k temos, |k(t, s)| ≤
K. Analogamente, podemos mostrar que |kn(t, s)| ≤ Kn(t−s)n−1

(n−1)!
. Daí, segue que a série

r(t, s) =
∑∞

n=1 kn(t, s) é absoluta e, portanto, uniformente convergente. A função r(t, s)

é chamada o núcleo resolvente de k(t, s).

Teorema 1.6 Se k(t, s) e g(t) são contínuas então a única solução contínua de ?? é dada

por

f(t) = g(t) +

∫ t

0

r(t, s)g(s)ds.

Demonstração

Das relações anteriores∫ t

0

r(t, s)g(s)ds =

∫ t

0

∞∑
i=1

ki(t, s)g(s)ds.

Como a série converge uniformemente podemos permutar a ordem do somatório com

a integração, obtendo∫ t

0

r(t, s)g(s)ds =
∞∑
i=0

∫ t

0

ki(t, s)g(s)ds =
∞∑
i=1

ϕi(t) = f(t)− g(t),

ou seja,

f(t) = g(t) +

∫ t

0

r(t, s)g(s)ds.

�

Observação 1.5 O teorema anterior mostra que o operador inverso K−1 tem a forma de

uma equação integral de Volterra, ou seja,

K−1 : C[0, T ] −→ C[0, T ]

g 7−→ K−1[g] = g(t) +

∫ t

0

r(t, s)g(s)ds.

1.7 Outros Resultados Importantes

A seguir enunciaremos mais alguns resultados que serão utilizados posteriormente.

De�nição 1.3 (Convergência Fraca). Sejam E um espaço de Banach e (uν)ν∈N uma

seqüência de E. Então uν ⇀ u fraco se, e somente se,

〈ϕ, uν〉 → 〈ϕ, u〉 ,∀u ∈ E
′
.

14



De�nição 1.4 (Convergência Fraca Estrela). Sejam E um espaço de Banach, ϕ ∈ E ′e
(ϕν)ν∈N uma seqüência de E

′
. Diz-se ϕν → ϕ fraco -? se, somente se,

〈ϕν , u〉 → 〈ϕ, u〉 , ∀u ∈ E.

Lema 1.2 (Lema de Gronwall). Sejam ϕ, ψ : [a, b] → R funções contínuas e não-

negativas, α ≥ 0. Se

ϕ (t) ≤ α +

∫ t

a

ϕ (s)ψ (s) ds,

então,

ϕ (t) ≤ α exp

[∫ t

a

ψ (s) ds

]
,∀t ∈ [a, b] .

Em particular, ϕ (t) é limitada e se α = 0, então ϕ ≡ 0.

Demonstração: Fazendo ω (t) = α +
∫ t
a
ϕ (s)ψ (s) ds, decorre da hipótese que ϕ (t) ≤

ω (t) e pelo teorema fundamental do cálculo, segue que ω
′
(t) = ϕ (t)ψ (t)

Logo,

ω
′
(t) ≤ ω (t)ψ (t) ,

onde segue,

ω
′
(t)

ω (t)
≤ ψ (t) .

Integrando a última desigualdade de a até t, obtemos∫ t

a

ω
′
(s)

ω (s)
ds ≤

∫ t

a

ψ (s) ds.

Assim ∫ t

a

d

ds
ln (ω (s)) ds ≤

∫ t

a

ψ (s) ds.

Portanto,

ln

(
ω (t)

ω (a)

)
≤
∫ t

a

ψ (s) ds,

isto é,

ω (t) ≤ α exp

(∫ t

a

ψ (s) ds

)
, t ∈ [a, b] .

Desta desigualdade e de ϕ (t) ≤ ω (t), segue o Lema.

�
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Capítulo 2

Existência e Regularidade de Solução

2.1 Sistema Acoplado de uma Placa Termoelástica

Seja Ω um aberto limitado de R2 com fronteira Γ regular. Assumimos que a fronteira

Γ está dividida em duas partes, tal que

Γ = Γ0 ∪ Γ1 com Γ0 ∩ Γ1 = ∅ e Γ0 6= ∅· (2.1)

Denotamos por ν = (ν1, ν2) o vetor unitário normal exterior a Γ e por τ = (−ν2, ν1) o

vetor tangente unitário orientado positivamente sobre Γ. Tendo em vista estas notações,

consideremos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira que descreve as pequenas

vibrações de uma placa �na, homogênea, isotrópica, termoviscoelástica, de densidade

uniforme h dado por:

utt − h∆utt + ∆2u−
∫ t

0

g(t− s)∆2u(s)ds+ α∆θ = 0 em Ω× (0,∞), (2.2)

θt − k∆θ + γθ − α∆ut = 0 em Ω× (0,∞), (2.3)

com as seguintes condições iniciais:

u(x, y, 0) = u0(x, y), ut(x, y, 0) = u1(x, y), θ(x, y, 0) = θ0(x, y) (x, y) ∈ Ω, (2.4)

e condições de fronteira:

k
∂θ

∂ν
+ λθ = 0 sobre Γ× (0,∞), (2.5)

u =
∂u

∂ν
= 0 sobre Γ0 × (0,∞), (2.6)

B1u+ αθ − B1

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
= 0 sobre Γ1 × (0,∞), (2.7)

B2u− h
∂utt
∂ν

+ α
∂θ

∂ν
− B2

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
= 0 sobre Γ1 × (0,∞), (2.8)
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onde

B1u = ∆u+ (1− µ)B1u,

B2u =
∂∆u

∂ν
+ (1− µ)

∂B2u

∂τ
,

sendo B1 e B2 dados por

B1u = 2ν1ν2
∂2u

∂x∂y
− ν2

1

∂2u

∂y2
− ν2

2

∂2u

∂x2
,

B2u = (ν2
1 − ν2

2)
∂2u

∂x∂y
+ ν1ν2

{
∂2u

∂y2
− ∂2u

∂x2

}
·

Em (2.2)-(2.3), u = u(x, y, t) denota a posição da placa no instante de tempo t e

θ = θ(x, y, t) a diferença de temperatura. Podemos interpretar a equação (2.2) dizendo

que as tensões a qualquer momento depende do comportamento completo das tensões que

o material sofreu.

Por g ∈ C2(R,R) denotamos uma função real positiva e por µ uma constante tal que

µ ∈]0, 1/2[. Assumimos que as constantes k, γ, α, h e λ são positivas.

Além disso, supomos que g satisfaz as seguintes condições:

g, g′, g′′ ∈ L1(0,∞), 1−
∫ ∞

0

g(s)ds > 0, (2.9)

g(t) ≥ 0, g′(t) ≤ 0· (2.10)

E ainda, supomos que existe uma função diferenciavél ξ satisfazendo

g′(t) ≤ −ξ(t)g(t), ξ(t) > 0, ξ′(t) < 0, t ≥ 0· (2.11)

Existem muitas funções que satisfazem (2.11), por exemplo, para a > 0 e w > 0 a ser

escolhido corretamente,

- se g(t) = a e−w(t+1)p , 0 < p < 1 temos ξ = pw(t+ 1)p−1.

- se g(t) = a(t+ 1)q, q < −1 temos ξ = q(t+ 1)−1.

- se g(t) = 1
ln(3+t)

, t ≥ 0 temos ξ = 1
(3+t)(ln(3+t))

.

Para estudar a existência de solução da equação (2.2)-(2.3), consideramos os seguintes

espaços funcionais:

V = {v ∈ H1(Ω); v = 0 sobre Γ0},

W = {w ∈ H2(Ω);w =
∂w

∂ν
= 0 sobre Γ0}·

Considere a forma bilinear a(., .), dada por

a(u, v) =

∫
Ω

{
∂2u

∂x2

∂2v

∂x2
+
∂2u

∂y2

∂2v

∂y2
+ µ

(
∂2u

∂x2

∂2v

∂y2
+
∂2u

∂y2

∂2v

∂x2

)
+ 2(1− µ)

∂2u

∂x∂y

∂2v

∂x∂y

}
dA·
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Devido a desigualdade de Korn a forma bilinear a(., .) de�ne uma norma em W

equivalente à norma usual de H2(Ω). Note que, o espaço V junto com a norma

‖ψ‖2
V =

∫
Ω

|∇ψ|2dx,

é um espaço de Hilbert.

Lema 2.1 Sejam u e v funções em H4(Ω) ∩W . Então, temos:∫
Ω

(∆2u)vdA = a(u, v) +

∫
Γ1

{
(B2u)v − (B1u)

∂v

∂ν

}
dΓ1

Demonstração: Da fórmula de Green, temos∫
Ω

∆(∆u)vdA = −
n∑
i=1

∫
Ω

∂∆u

∂xi

∂v

∂xi
dA+

∫
Γ1

∂∆u

∂ν
vdΓ1, (2.12)

sendo

∂

∂xi
(∆u

∂v

∂xi
) =

∂∆u

∂xi

∂v

∂xi
+ ∆u

∂2v

∂x2
i

,

integrando em Ω, somando em i e usando o Lema de Gauss, obtemos

−
n∑
i=1

∫
Ω

∂∆u

∂xi

∂v

∂xi
dA =

∫
Ω

∆u∆vdA−
∫

Γ1

∆u
∂v

∂ν
dΓ1 (2.13)

Substituindo (2.13) em (2.12) tem-se∫
Ω

∆(∆u)vdA =

∫
Γ1

∂∆u

∂ν
vdΓ1 −

∫
Γ1

∆u
∂v

∂ν
dΓ1 +

∫
Ω

∆u∆vdA

=

∫
Γ1

∂∆u

∂ν
vdΓ1 −

∫
Γ1

∆u
∂v

∂ν
dΓ1 + a(u, v) + (1− µ)

∫
Ω

∂2u

∂x2

∂2v

∂x2

+
∂2u

∂y2

∂2v

∂y2
dA− 2(1− µ)

∫
Ω

∂2u

∂x∂y

∂2v

∂x∂y
dA·

Pela de�nição de B1 e B2 e usando o fato que∫
Ω

{
∂2u

∂x2

∂2v

∂x2
+
∂2u

∂y2

∂2v

∂y2

}
dA− 2

∫
Ω

∂2u

∂x∂y

∂2v

∂x∂y
dA =

∫
Γ1

{(
∂B2u

∂η

)
v − (B1u)

∂v

∂ν

}
dΓ1,

o resultado é obtido.

�

Para mostrar a existência de soluções regulares, primeiro obtemos usando o método

de Galerkin, a existência de solução fraca, e em seguida usamos a regularidade elíptica

para obter a regularidade de soluções para a equação da placa termoviscoelástica.
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Para simpli�car nossa análise, de�nimos os seguintes operadores binários:

g2∂2u =

∫ t

0

g(t− s)a(u(t)− u(s), u(t)− u(s))ds,

g2∇u =

∫ t

0

g(t− s)
∫

Ω

|∇u(x, t)−∇u(x, s)|2dAds,

g2u =

∫ t

0

g(t− s)|u(x, t)− u(x, s)|2dAds·

Com esta notação obtemos o seguinte Lema.

Lema 2.2 Para qualquer v ∈ C1(0, T ; H2(Ω)), temos:

a

(∫ t

0

g(t− s)v(s)ds, vt

)
= −1

2
g(t)a(v, v) +

1

2
g′2∂2v

−1

2

d

dt

{
g2∂2v −

(∫ t

0

gds

)
a(v, v)

}
,∫

Ω

∫ t

0

g(t− s)∇v(s)ds∇vtdA = −1

2
g(t)

∫
Ω

|∇v|2dA+
1

2
g′2∇v

−1

2

d

dt

{
g2∇v −

(∫ t

0

gds

)∫
Ω

|∇v|2dA
}
,∫

Ω

∫ t

0

g(t− s)v(x, s)dsvt(x, t)dA = −1

2
g(t)

∫
Ω

|v|2dA+
1

2
g′2v

−1

2

d

dt

{
g2v −

(∫ t

0

gds

)∫
Ω

|v|2dA
}
.

Demonstração: Da simetria de a(·, ·), temos

d

dt
{g2∂2v} =

d

dt

{∫ t

0

g(t− s)a(v(t)− v(s), v(t)− v(s)ds)

}
=

∫ t

0

g′(t− s)a(v(t)− v(s), v(t)− v(s))ds

+

∫ t

0

g(t− s)ds d
dt
a(v, v)− 2

∫ t

0

g(t− s)a(vt, v(s))ds.

Como ∫ t

0

g(t− s)ds d
dt
a(v, v) =

d

dt

∫ t

0

g(s)dsa(v, v)− g(t)a(v, v),

segue que

d

dt
g2∂2v = g′2∂2v +

d

dt

∫ t

0

g(s)dsa(v, v)− g(t)a(v, v)

−2

∫ t

0

g(t− s)a(vt, v(s))ds.
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Então

2

∫ t

0

g(t− s)a(vt, v(s))ds = −g(t)a(v, v) + g′2∂2v − d

dt
g2∂2v

+
d

dt

∫ t

0

g(s)dsa(v, v)·

Logo

a

(∫ t

0

g(t− s)v(s)ds, vt

)
= −1

2
g(t)a(v, v) +

1

2
g′2∂2v

+
1

2

d

dt

{
g2∂2v −

(∫ t

0

g(s)ds

)
a(v, v)

}
·

O que prova a primeira identidade. A partir desta demonstração podemos fazer as

outras duas identidades usando as mesmas idéias.

�

A de�nição de solução fraca que usamos neste trabalho é dada a seguir.

De�nição 2.1 Dizemos que o par (u, v) é uma solução fraca das equações (2.2) - (2.8)

se u ∈ C1([0, T ];V )∩C0([0, T ];W ) , θ ∈ C0([0, T ];H1(Ω)) e as seguintes identidades são

satisfeitas:∫ T

0

∫
Ω

(−utϕt − h∇ut∇ϕt)dA+

∫ T

0

a(u, ϕ)dt+ α

∫ T

0

∫
Ω

θ∆ϕdAdt

−
∫ T

0

a(g∗u, ϕ)dt =

∫
Ω

u1ϕ(., 0)dA+ h

∫
Ω

∇u1∇ϕ(., 0)dA, (2.14)

−
∫ T

0

∫
Ω

θψtdAdt+

∫ T

0

∫
Ω

k∇θ∇ψ + γθψdAdt− α
∫ T

0

∫
Ω

∆utψdAdt

=

∫
Ω

θ0ψ(., 0)dA− α
∫

Ω

∆u0ψ(., 0)dA− λ
∫ T

0

∫
Γ1

θψdΓdt, (2.15)

para qualquer função ϕ ∈ C1([0, T ];W ) tal que ϕ(., T ) = 0, ϕt(., T ) = 0 e ψ ∈ C1([0, T ];V )

tal que ψ(., T ) = 0.

Lema 2.3 A energia associada com a solução forte do sistema (2.2)-(2.8) sastisfaz a

seguinte condição:

E(t) =
1

2

{∫
Ω

(|ut|2 + h|∇ut|2 + |θ|2)dA+

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
a(u, u) + g2∂2u

}
·
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Demonstração: De fato, multiplicando a equação (2.2) por ut e integrando em Ω, obte-

mos: ∫
Ω

uttutdA− h
∫

Ω

∆uttutdA+

∫
Ω

∆2uutdA−
∫

Ω

∫ t

0

g(t− s)∆2u(s)dsutdA

+α

∫
Ω

∆θutdA = 0. (2.16)

Agora, multiplicando a equação (2.3) por θ e integrando em Ω encontramos:∫
Ω

θtθdA− k
∫

Ω

∆θθdA+ γ

∫
Ω

θθdA− α
∫

Ω

∆utθdA = 0. (2.17)

Analisando separadamente cada termo da equação (2.16), temos que∫
Ω

uttutdA =
1

2

d

dt

∫
Ω

|ut|2dA. (2.18)

Aplicando a fórmula de Green, obtemos

− h
∫

Ω

∆uttutdA = h

∫
Ω

∇utt∇utdA− h
∫

Γ1

ut
∂utt
∂ν

dΓ1

=
h

2

d

dt

∫
Ω

|∇ut|2dA− h
∫

Γ1

ut
∂utt
∂ν

dΓ1. (2.19)

Usando o Lema 2.1, temos∫
Ω

∆2uutdA = a(u, ut) +

∫
Γ1

{
(B2u)ut − (B1u)

∂ut
∂ν

}
dΓ1

=
1

2

d

dt
a(u, u) +

∫
Γ1

{
(B2u)ut − (B1u)

∂ut
∂ν

}
dΓ1. (2.20)

Usando novamente a fómula de Green, obtemos:

−
∫

Ω

∫ t

0

g(t− s)∆2u(s)dsutdA =−
∫ t

0

g(t− s)a(u(s), ut)ds−
∫

Γ1

B2

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
utdΓ1

+

∫
Γ1

B1

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
∂ut
∂ν

dΓ1, (2.21)

e

α

∫
Ω

∆θutdA = −α
∫

Ω

∇θ∇utdA+ α

∫
Γ1

ut
∂θ

∂ν
dΓ1. (2.22)

De forma análoga, analisando separadamente os termos da equação (2.17) obtemos:∫
Ω

θtθdA =
1

2

d

dt

∫
Ω

|θ|2dA. (2.23)
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Usando a fórmula de Green, temos

− k
∫

Ω

∆θθdA = k

∫
Ω

∇θ∇θdA− k
∫

Γ

∂θ

∂ν
θdΓ

= k

∫
Ω

|∇θ|2dA+ λk

∫
Γ

|θ|2dΓ, (2.24)

e

γ

∫
Ω

θθdA = γ

∫
Ω

|θ|2dA. (2.25)

Novamente, usando a fórmula de Green, obtemos

− α
∫

Ω

∆utθdA = α

∫
Ω

∇ut∇θdA− α
∫

Γ1

θ
∂ut
∂ν

dΓ1. (2.26)

Substituindo (2.18) - (2.26) em (2.16) e (2.17), encontramos

1

2

d

dt

∫
Ω

|ut|2dA+
h

2

d

dt

∫
Ω

|∇ut|2dA− h
∫

Γ1

ut
∂utt
∂ν

dΓ1 +
1

2

d

dt
a(u, u)

+

∫
Γ1

{
(B2u)ut − (B1u)

∂ut
∂ν

}
dΓ1 −

∫ t

0

g(t− s)a(u(s), ut)ds

−
∫

Γ1

B2

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
utdΓ1 +

∫
Γ1

B1

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
∂ut
∂ν

dΓ1

−α
∫

Ω

∇θ∇utdA+ α

∫
Γ1

ut
∂θ

∂ν
dΓ1 = 0, (2.27)

e

1

2

d

dt

∫
Ω

|θ|2dA+ k

∫
Ω

|∇θ|2dA+ λk

∫
Γ

|θ|2dΓ + γ

∫
Ω

|θ|2dA+ α

∫
Ω

∇ut∇θdA

−α
∫

Γ1

θ
∂ut
∂ν

dΓ1 = 0· (2.28)

Somando (2.27) e (2.28) obtemos

1

2

d

dt

∫
Ω

|ut|2 dA+
h

2

d

dt

∫
Ω

|∇ut|2 dA+
1

2

d

dt
a(u, u) +

1

2

d

dt

∫
Ω

|θ|2 dA

−
∫ t

0

g(t− s)a(u(s), ut)ds+

∫
Γ1

{
B2u− h

∂utt
∂ν
− α∂θ

∂ν

−B2

(∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

)}
utdΓ1 −

∫
Γ1

{B1u+ αθ

−B1

(∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

)}
∂ut
∂ν

dΓ1 = −k
(∫

Ω

|∇θ|2dA

+λ

∫
Γ

|θ|2dΓ

)
− γ

∫
Ω

|θ|2 dA· (2.29)

22



Usando as condições de fronteira (2.7) e (2.8) obtemos:

1

2

d

dt

∫
Ω

|ut|2 dA+
h

2

d

dt

∫
Ω

|∇ut|2 dA+
1

2

d

dt
a(u, u) +

1

2

d

dt

∫
Ω

|θ|2 dA

−
∫ t

0

g(t− s)a(u(s), ut)ds = −k
(∫

Ω

|∇θ|2 dA+ λ

∫
Γ

|θ|2dΓ

)
− γ

∫
Ω

|θ|2 dA· (2.30)

Usando o Lema 2.2, temos que∫ t

0

g(t− s)a(u(s), ut)ds = a

(∫ t

0

g(t− s)u(s)ds, ut

)
= −1

2
g(t)a(u, u) +

1

2
g′2∂2u

−1

2

d

dt

{
g2∂2u−

(∫ t

0

g(s)ds

)
a(u, u)

}
· (2.31)

Substituindo (2.31) em (2.30) obtemos

1

2

d

dt

∫
Ω

|ut|2 dA+
h

2

d

dt

∫
Ω

|∇ut|2 dA+
1

2

d

dt
a(u, u) +

1

2

d

dt

∫
Ω

|θ|2 dA

+
1

2
g(t)a(u, u)− 1

2
g′2∂2u+

1

2

d

dt

{
g2∂2u−

(∫ t

0

g(s)ds

)
a(u, u)

}
= −k

(∫
Ω

|∇θ|2 dA+ λ

∫
Γ

|θ|2dΓ

)
− γ

∫
Ω

|θ|2 dA·

Assim sendo, segue que

1

2

d

dt

∫
Ω

|ut|2dA+
h

2

d

dt

∫
Ω

|∇ut|2 dA+
1

2

d

dt

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
a(u, u)

+
1

2

d

dt

∫
Ω

|θ|2 dA+
1

2

d

dt
g2∂2v = −1

2
g(t)a(u, u) +

1

2
g′2∂2u

−k
(∫

Ω

|∇θ|2 dA+ λ

∫
Γ

|θ|2dΓ

)
− γ

∫
Ω

|θ|2 dA.

Logo

1

2

d

dt

{∫
Ω

|ut|2 dA+ h

∫
Ω

|∇ut|2dx+

∫
Ω

|θ|2 dA+ g2∂2u+

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
a(u, u)

}
=

−1

2
g(t)a(u, u) +

1

2
g′2∂2u− k

(∫
Ω

|∇θ|2 dA+ λ

∫
Γ

|θ|2dΓ

)
− γ

∫
Ω

|θ|2 dA,

daí vem que

d

dt
E(t) = −1

2
g(t)a(u, u) +

1

2
g′2∂2u− k

(∫
Ω

|∇θ|2dA+ λ

∫
Γ

|θ|2dΓ

)
− γ

∫
Ω

|θ|2 dA·

Portanto

E(t) =
1

2

{∫
Ω

(|ut|2 + h|∇ut|2 + |θ|2)dA+

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
a(u, u) + g2∂2u

}
·

�
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2.2 Existência de Solução

A existência de solução fraca é dado no teorema abaixo.

Teorema 2.1 Suponhamos que g satisfaz (2.9) e (2.10). Então para quaisquer dados

iniciais (u0, u1, θ0) ∈ W ×V ×L2(Ω), h > 0 e T > 0, existe uma única solução fraca para

o sistema (2.2)− (2.8).

Demonstração: A demonstração será baseada no método de Galerkin. Para isto, seja

{wi ∈ W ; i ∈ N} uma base ortonormal deW . O nosso objetivo aqui é determinar um(x, t)

e θm(x, t) tais que

um(., t) =
m∑
i=1

hi,m(t)wi(.), , θm(., t) =
m∑
i=1

bi,m(t)vi(.),

soluções do seguinte problema∫
Ω

umttwjdA+ h

∫
Ω

∇umtt∇wjdA+ a(um, wj)− a(g∗um, wj) + α

∫
Ω

θm∆wjdA = 0 · (2.32)∫
Ω

θmt vjdA+ k

∫
Ω

∇θm∇vj + γ

∫
Ω

θmvjdA− α
∫

Ω

∆umt vjdA = −λ
∫

Γ

θmvjdΓ. (2.33)

um(., 0) = u0,m , umt (., 0) = u1,m , θm(., 0) = θ0,m,

onde

u0,m =
m∑
i=1

{∫
Ω

u0widA

}
wi, u1,m =

m∑
i=1

{∫
Ω

u1wjdA

}
wi,

θ0,m =
m∑
i=1

{∫
Ω

θ0vidA

}
vi.

Denotamos por A = (aij) a matriz dada por

aij =

(∫
Ω

wiwjdA+ h

∫
Ω

∇wi∇wjdA
)
,

onde dA = dxdy.

A = (aij) é uma matriz de�nida positiva. De fato, seja x = (x1, x2, · · · , xm). Então,

xTAx =
m∑
i=1

m∑
j=1

xiaijxj =
m∑
i=1

m∑
j=1

xi

(∫
Ω

wiwjdA+ h

∫
Ω

∇wi∇wjdA
)
xj,

= xi

m∑
i=1

m∑
j=1

∫
Ω

wiwjdAxj + xi

m∑
i=1

m∑
j=1

h

∫
Ω

∇wi∇wjdAxj,

=

∫
Ω

m∑
i=1

wixi

m∑
j=1

wjxjdA+ h

∫
Ω

m∑
i=1

∇wixi
m∑
j=1

∇wjxjdA.
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Se v =
m∑
i=1

xiwi, v ∈ V , obtemos

xTAx =
m∑
i=1

m∑
j=1

∫
Ω

(wixi)(wjxj)dA+ h
m∑
i=1

m∑
j=1

∫
Ω

(∇wixi)(∇wjxj)dA,

xTAx =

∫
Ω

|v|2dA+ h

∫
Ω

|∇v|2dA ≥ δ2‖v‖2
H1(Ω) > 0, (2.34)

para 1, h > 0, onde δ2 = min{1, h}.

Portanto A é de�nida positiva, logo inversível.

Como A é uma matriz de�nida positiva, segue que a existência de solução local para o

problema aproximado é garantida. O próximo passo é estender a solução um e θm a todo

intervalo [0, T ], para todo T > 0. Isto será feito através de estimativas a priori.

Estimativa a priori

Multiplicando a equação (2.32) por h′j,m e somando em j = 1, 2, 3, . . . ,m obtemos,∫
Ω

umtt

m∑
j=1

h′j,mwjdA+ h

∫
Ω

∇umtt∇

(
m∑
j=1

h′j,mwj

)
dA+ a(um,

m∑
j=1

h′j,mwj)

−a(g∗um,
m∑
j=1

h′j,mwj) + α

∫
Ω

θm∆

(
m∑
j=1

h′j,mwj

)
dA = 0,

substituindo
m∑
j=1

h′j,mwj = umt , temos∫
Ω

umttu
m
t dA+ h

∫
Ω

∇umtt∇umt dA+ a(um, umt )− a(g∗um, umt ) + α

∫
Ω

θm∆umt dA = 0·

Daí, segue que

1

2

d

dt

∫
Ω

|umt |2dA+
h

2

d

dt

∫
Ω

|∇umt |dA+
1

2

d

dt
a(um, um)− a(g∗um, umt )

+α

∫
Ω

θm∆umt dA = 0· (2.35)

Multiplicando a equação (2.33) por bj,m e somando em j = 1, 2, 3, . . . ,m temos,∫
Ω

θmt

m∑
j=1

bj,mvjdA+ k

∫
Ω

∇θm∇

(
m∑
j=1

bj,mvj

)
dA+ γ

∫
Ω

θm
m∑
j=1

bj,mvjdA

−α
∫

Ω

∆m
t

m∑
j=1

bj,mvjdA = −λ
∫

Γ

θm
m∑
j=1

bj,mvjdΓ,

substituindo
m∑
j=1

bj,mvj = θm, obtemos,

∫
Ω

θmt θ
mdA+ k

∫
Ω

∇θm∇θmdA+ γ

∫
Ω

θmθmdA− α
∫

Ω

∆umt θ
mdA = −λ

∫
Γ

θmθmdΓ,
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de onde vem que

1

2

d

dt

∫
Ω

|θm|2dA+ k

∫
Ω

|∇θm|2dA+ γ

∫
Ω

|θm|2dA− α
∫

Ω

∆umt θ
mdA =

−λ
∫

Γ

|θm|2dΓ· (2.36)

Somando (2.35) e (2.36) encontramos

1

2

d

dt

∫
Ω

|umt |2dA+
h

2

d

dt

∫
Ω

|∇umt |dA+
1

2

d

dt
a(um, um)− a(g∗um, umt )

+
1

2

d

dt

∫
Ω

|θm|2dA+ k

∫
Ω

|∇θm|2dA+ γ

∫
Ω

|θm|2dA = −λ
∫

Γ

|θm|2dΓ·

Usando o Lema 2.2 concluímos que

1

2

d

dt

∫
Ω

|umt |2dA+
h

2

d

dt

∫
Ω

|∇umt |2dA+
1

2

d

dt
a(um, um) +

1

2
g(t)a(um, um)

−1

2
g′2∂2um +

1

2

d

dt
g2∂2um −

(∫ t

0

gds

)
a(um, um) +

1

2

d

dt

∫
Ω

|θm|2dA

+k

∫
Ω

|∇θm|2dA+ γ

∫
Ω

|θm|2dA = −λ
∫

Γ

|θm|2dΓ.

Logo

1

2

d

dt

{∫
Ω

|umt |2dA+ h

∫
Ω

|∇umt |2dA+

(
1−
∫ t

0

gds

)
a(um, um) + g2∂2um +

∫
Ω

|θm|2dA
}

=
1

2
g′2∂2um − 1

2
g(t)a(um, um)− k

∫
Ω

|∇θm|2dA− γ
∫

Ω

|θm|2dA− λ
∫

Γ

|θm|2dΓ.

Em vista das hipóteses sobre g obtemos

1

2

d

dt
E(t, um, θm) =

1

2
g′2∂2um − 1

2
g(t)a(um, um)− k

∫
Ω

|∇θm|2dA− γ
∫

Ω

|θm|2dA

−λ
∫

Γ

|θm|2dΓ ≤ 0·

Integrando a desigualdade acima em [0, t] e levando em consideração as condições

iniciais u0,m, u1,m e θ0,m concluímos que

E(t, um, θm) ≤ E(0, um, θm)·

Da escolha sobre u0,m, u1,m e θ0,m segue que

um é limitada em C([0, T ];W ) ∩ C1([0, T ];V ),

θm é limitada em C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2([0, T ];H1(Ω))·
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Multiplicando a equação (2.32) por β ∈ C2([0, T ]), tal que β(T ) = 0 e integrando

sobre [0, T ] obtemos

−
∫ T

0

∫
Ω

umt wjβtdAdt+h

∫ T

0

∫
Ω

∇umt ∇wjβtdAdt+

∫ T

0

a(um, wj)βdt−
∫ T

0

a(g∗um, wj)βdt

+α

∫ T

0

∫
Ω

θm∆wjβdAdt =

∫
Ω

u1,mwjβ(0)dA+ h

∫
Ω

∇u1,m∇wjβ(0)dA· (2.37)

Analogamente, multiplicando a equação (2.33) por β temos

−
∫ T

0

∫
Ω

θmvjβtdAdt+ k

∫ T

0

∫
Ω

∇θ∇vjβdAdt+ γ

∫ T

0

∫
Ω

θmvjβdAdt+ α

∫ T

0

∫
Ω

∆umvjβtdAdt

= −λ
∫ T

0

∫
Γ

θvjβdΓdt+

∫
Ω

θ0,mvjβ(0)dA− α
∫

Ω

∆uo,mvjβ(0)dA· (2.38)

Visto que,

θm −→ θ forte em L2(0, T ;L2(Ω)),

e usando a densidade dos termos wjβ ; j ∈ N, β ∈ C([0, T ]), e fazendo m → ∞ nas

equações (2.37) e (2.38), segue que o par (u, θ) é solução fraca do sistema (2.2) - (2.8).

�

2.3 Regularidade de Solução

Para provar a regularidade da solução consideremos a seguinte de�nição.

De�nição 2.2 Dizemos que (u0, u1, θ0) é k-regular se uj ∈ H2+k−j(Ω)∩W , j = 0, . . . , k,

uk+1 ∈ V , θj ∈ Hk−j(Ω), onde uj e θj são obtidos pela seguinte fórmula recursiva:

uj+2 − h∆uj+2 = ∆2uj − α∆θj − fk(0),

θj+1 − k∆θj + γθj = α∆uj+1,

h
∂uj+2

∂ν
= B2uj + α

∂θ

∂ν
sobre Γ1,

∂θj
∂ν

+ λθj = 0 sobre Γ,

e

uj =
∂uj
∂ν

= 0 sobre Γ0, B1u1 = 0 sobre Γ1, ∀j = 1, . . . , k,

onde fj é dado por

f0 := 0,

fj+1 = fj(t)− g(t)∆2uj , fj ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), j = 1, . . . , k·
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Para mostrar a regularidade usaremos o seguinte lema.

Lema 2.4 Suponhamos que f ∈ L2(Ω), g ∈ H
1
2 (Γ1) e h ∈ H

3
2 (Γ1); então qualquer

solução de

a(v, w) =

∫
Ω

fwdA+

∫
Γ1

gwdΓ1 +

∫
Γ1

h
∂w

∂ν
dΓ1, ∀w ∈W

satisfaz v ∈ H4(Ω) e

∆2v = f em Ω,

v =
∂v

∂ν
= 0 sobre Γ,

B1v = h, B2v = g sobre Γ1·

Além disso, se (f, g, h) ∈ Hk(Ω)×Hk+ 1
2 (Γ1)×Hk+ 3

2 (Γ1), então v ∈ Hk+4(Ω).

Demonstração: Consulte [11].

A regularidade de solução é dada a seguir.

Teorema 2.2 Suponhamos que o dado inicial (u0, u1, θ0) é k-regular (k ≥ 2) e a hipótese

2.1 seja válida. Então existe somente uma solução do sistema dado satisfazendo

u ∈ C1([0, T ];V ∩Hk+1(Ω)) ∩ C0([0, T ];W ∩Hk+2(Ω)),

θ ∈ C0([0, T ];Hk−j(Ω)), j = 0, . . . , k.

e

u ∈ Cj([0, T ];V ∩Hk+2−j(Ω)); θ ∈ Cj([0, T ];V ∩Hk−j(Ω)), j = 0, . . . , k.

Demonstração: Fazendo

v0 = uk+1, v1 = uk+2, φ0 := θk+1, f := fk+1,

então segue do Teorema 2.1 que existe somente uma solução fraca (v, φ) do sistema (2.2)-

(2.8) satisfazendo

v ∈ C1([0, T ];V ) ∩ C0([0, T ];W ), θ0([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2([0, T ];V )·

Escrevendo

u(., t) =
k∑
i=0

ui
ti

i!
+

∫ t

0

∫ tk

0

. . .

∫ t1

0

v(s)dsdt1 . . . dtk,

θ(., t) =
k−1∑
i=1

θi
ti

i!
+

∫ t

0

∫ tk−1

0

. . .

∫ t1

0

θ(s)dsdt1 . . . dtk−1.
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Temos que

u ∈ Ck+1([0, T ];V ) ∩ Ck([0, T ];W ), θ ∈ Ck([0, T ];L2(Ω)),

e satisfaz u(0) = u0, ut(0) = u1 e f = 0.

Fazendo ϕ = wη com η ∈ C∞0 (0, T ), w ∈ W na equação (2.14) e ψ = wτ com

τ ∈ C∞0 (0, T ), w ∈ V , na equação (2.15), obtemos:∫ T

0

∫
Ω

−utwηtdA−
∫ T

0

∫
Ω

h∇ut∇wηtdA+

∫ T

0

a(u,wη)dt+

∫ T

0

∫
Ω

θ∆wηdAdt

−
∫ T

0

a(g∗u,wη)dt = 0,

e

−
∫ T

0

∫
Ω

θwτtdAdt+

∫ T

0

∫
Ω

k∇θ∇wτdAdt+

∫ T

0

∫
Ω

γθwτdAdt− α
∫ T

0

∫
Ω

∆uwτtdAdt

= −λ
∫ T

0

∫
Γ

θwτdΓdt.

Integrando por partes as equações acima em (0, T ), obtemos∫ T

0

∫
Ω

uttwηdA− h
∫ T

0

∫
Ω

∇utt∇wηdA+

∫ T

0

a(u,wη)dt+

∫ T

0

∫
Ω

θ∆wηdAdt

−
∫ T

0

a(g∗u,wη)dt = 0,

e

−
∫ T

0

∫
Ω

θtwτdAdt+ k

∫ T

0

∫
Ω

∇θ∇wτdAdt+ γ

∫ T

0

∫
Ω

θwτdAdt− α
∫ T

0

∫
Ω

∆utwτdAdt

= −λ
∫ T

0

∫
Γ

θwτdΓdt.

Pelo Lema Du Bois-Raymond, concluímos que∫
Ω

uttwdA− h
∫

Ω

∆uttwdA+ h

∫
Γ1

∂utt
∂ν

wdΓ1 + a(u,w)− a(g∗u,w)

+α

∫
Ω

∆θwdA− α
∫

Γ1

∂θ

∂ν
wdΓ1 = 0·

Logo

a(u,w)− a(g∗u,w) = −
∫

Ω

uttwdA+ h

∫
Ω

∆uttwdA− α
∫

Ω

∆θwdA

−h
∫

Γ1

∂utt
∂ν

wdΓ1 + α

∫
Γ1

∂θ

∂ν
wdΓ1.
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Portanto,

a(u,w)− a(g∗u,w) = −
∫

Ω

(utt − h∆utt + α∆θ)wdA−
∫

Γ1

{
h
∂utt
∂ν
− α∂θ

∂ν

}
wdΓ1.

Usando o método da indução e supondo que k = 2. Concluímos que

θ ∈ C(0, T ;H2(Ω)).

Logo o Lema 2.4 implica que u−g∗u ∈ H4(Ω), e também satisfaz as seguintes condições

de fronteira

B1u+ αθ − B1g∗u = 0 sobre Γ1,

B2u− γ ∂utt
∂ν

+ α
∂θ

∂ν
− B2g∗u = 0 sobre Γ1·

Usando a equação resolvente de Volterra, segue que u ∈ H4(Ω). Então, o resultado é

válido para k = 2, o que signi�ca que u satisfaz (2.2) - (2.8) no sentido forte.

Diferenciando (k - 2) vezes a equação (2.2) - (2.8) obtemos

u(k) − h∆u(k) + ∆2u(k−2) + α∆θ(k−2) −
∫ t

0

g(t− s)∆2u(k−2)(s)ds = fk em Ω×]0,∞[,

θ(k−1) − k∆θ(k−2) + γθ(k−2) − α∆u(k−1) = 0 em Ω×]0,∞[,

u(k−2) =
∂u(k−2)

∂ν
= 0 sobre Γ0×]0,∞[,

αθ(k−2) + B1u
(k−2) − B1

{∫ t

0

g(t− s)u(k−2)(., s)ds

}
= 0 sobre Γ1×]0,∞[,

B2u
(k−2) − γ ∂u

(k)

∂ν
+ α

∂θ(k−2)

∂ν
− B2

{∫ t

0

g(t− s)u(k−2)(., s)ds

}
= 0 sobre Γ1×]0,∞[,

∂θ(k−2)

∂ν
+ λθ(k−2) = 0 sobre Γ×]0,∞[·

Usando novamente a equação resolvente de Volterra temos que u(k−2) satisfaz

∆2u(k−2) = F,

u(k−2) =
∂u(k−2)

∂ν
= 0 sobre Γ0,

B1u
(k−2) = αθ(k−1)α

∫ t

0

r(t− s)θ(k−1)ds sobre Γ1,

B2u
(k−2) = γ

∂u(k)

∂ν
− α∂θ

(k−1)

∂µ
+

∫ t

0

r(t− s)∂u
(k)

∂ν
− α∂θ

(k−1)

∂µ
ds︸ ︷︷ ︸

:=G

sobre Γ1,

em que r é o núcleo de Volterra associado a g e

F = −
∫ t

0

r(t− s)
{
u(k)(., s)−∆u(k)(., s) + α∆θ(k−1) + fk

}
ds

−u(k)(., t) + ∆u(k)(., t) + α∆θ(k−1) + fk·
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Da hipótese (2.1) e da regularidade elíptica dada no lema 2.4 concluímos que

u(k) ∈ C(0, T ;H2(Ω))⇒ u(k−2) ∈ C(0, T ;H4(Ω)) e θ(k−2) ∈ C(0, T ;H4(Ω)),

u(k−2) ∈ C(0, T ;H4(Ω))⇒ u(k−4) ∈ C(0, T ;H6(Ω)) e θ(k−4) ∈ C(0, T ;H6(Ω)),

u(k−4) ∈ C(0, T ;H6(Ω))⇒ u(k−6) ∈ C(0, T ;H8(Ω)) e θ(k−6) ∈ C(0, T ;H8(Ω))·

Novamente, usando o método da indução obtemos

u(k−2j) ∈ C(0, T ;H2j+2(Ω))⇔ u ∈ Ck−2j(0, T ;H2j+2(Ω))·

Usando o teorema da derivada intermediária [11] nossa conclusão segue. A unicidade

é imediata para soluções k-regulares (k ≥ 2). Portanto, a prova agora está completa.

�
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Capítulo 3

Comportamento Assintótico

O objetivo deste capítulo é estudar o comportamento assintótico da solução do sistema

(2.2)-(2.8). Mais precisamente, mostrar o decaimento geral da solução associada a este

sistema.

Note que, como foi demonstrado no capítulo 2, a energia associada com a solução forte

do sistema (2.2)-(2.8) satisfaz

d

dt
E(t, u, θ) =

1

2
g′2∂2u− 1

2
g(t)a(u, u)− k

∫
Ω

|∇θ|2dA− γ
∫

Ω

|θ|2dA− λ
∫

Γ

|θ|2dΓ. (3.1)

Este resultado mostra a propriedade dissipativa do sistema (2.2)-(2.8).

Para provar o decaimento geral consideremos w = u−g∗u. Então segue que w satisfaz

wtt − h∆wtt + ∆2w + g′(0){u− h∆u}+ g(0){ut − h∆ut}

+g′′ ∗ {u− h∆u}+ α∆θ = 0 em Ω× (0,∞), (3.2)

θt − k∆θ − α∆ut = 0 em Ω× (0,∞), (3.3)

w(x, y, 0) = u0(x, y), wt(x, y, 0) = u1(x, y)− g(0)u0(x, y), (3.4)

com as seguintes condições de fronteira:

w =
∂w

∂ν
= 0 sobre Γ0 × (0,∞), (3.5)

B1w + αθ = 0 sobre Γ1 × (0,∞), (3.6)

B2w − h
∂wtt
∂ν

+ g(0)h
∂ut
∂ν

+ g′(0)h
∂u

∂ν
+ h

∂g′′ ∗ u
∂ν

+ α
∂θ

∂ν
= 0 sobre Γ1 × (0,∞), (3.7)

∂θ

∂ν
+ λθ = 0 sobre Γ× (0,∞)· (3.8)

32



A principal di�culdade para provar o decaimento geral consiste em estimar os termos∫
Ω
|ut|2dA e

∫
Ω
|∇ut|2dA. Para superar este problema consideremos o funcional de energia

E(t) associado ao sistema (3.2)-(3.8), dado por

E(t) =
1

2

{∫
Ω

|wt|2 + h|∇wt|2 + |∆v|2dA
}

+
6∑
j=1

Sj(t),

onde Sj(t) é dado por

S1(t) = −g
′(0)

2

∫
Ω

{
|u|2 +

(∫ t

0

gds

)
|u|2 − 2(g ∗ u)u

}
dA− 1

2
g2u,

S2(t) = −g
′(0)

2
h

{∫
Ω

[
|∇u|2 +

(∫ t

0

gds

)
|∇u|2 − 2(g ∗ ∇u)∇u

]
dA− hg2∇u

}
,

S3(t) =
g(0)

2

{∫
Ω

[
g(0)|u|2 +

(∫ t

0

g′ds

)
|u|2
]
dA− g′2u

}
,

S4(t) =
g(0)

2
h

{∫
Ω

g(0)

[
|∇u|2 +

(∫ t

0

g′ds

)
|∇u|2

]
dA− g′2∇u

}
,

S5(t) = −1

2

{
g′′2u+

∫
Ω

[
|g′ ∗ u|2 −

(∫ t

0

g′′ds

)
|u|2
]
dA

}
,

S6(t) = −1

2
h

{
g′′2∇u+

∫
Ω

[
|g′ ∗ ∇u|2 −

(∫ t

0

g′′ds

)
|∇u|2

]
dA

}
·

Esta função permite as estimativas para os termos
∫

Ω
|ut|2dA e

∫
Ω
|∇ut|2dA, mas inclui

termos do tipo a(u, v). O lema seguinte estabelece uma desigualdade para E(t).

Lema 3.1 Com a notação acima, o funcional E(t) satisfaz a seguinte desigualdade:

d

dt
E(t) ≤ Cε

{∫
Ω

g(t)|∇u|2dA+ g2∇u+

∫
Ω

|∇θ|2dA
}

+C{g(t)a(u, u) + g2∂2u}+ ε

∫
Ω

|∇u|2dA− g(0)

∫
Ω

(|ut|2 + h|∇ut|2)dA.

onde ε é uma constante positiva su�cientemente pequena, Cε = C(ε) e C = C(Ω) são

constantes positivas.

Demonstração: Multiplicando a equação (3.2) por wt e integrando em Ω, obtemos∫
Ω

wttwtdA− h
∫

Ω

∆wttwtdA+

∫
Ω

∆2wwt +

∫
Ω

g′(0){u− h∆u}wtdA

+

∫
Ω

g(0){ut − h∆ut}wtdA+

∫
Ω

g′′ ∗ {u− h∆u}wtdA+ α

∫
Ω

∆θwtdA = 0·
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Usando a fómula de Green, temos

1

2

d

dt

∫
Ω

|wt|2dA+
h

2

d

dt

∫
Ω

|∇wt|2dA− h
∫

Γ1

wt
∂wtt
∂ν

dΓ1 +
1

2

d

dt
a(w,w)

+

∫
Γ1

[
(B2w)wt − (B1w)

∂wt
∂ν

]
dΓ1 + g′(0)

∫
Ω

uwt − h∇u∇wtdA

+hg′(0)

∫
Γ

∂u

∂ν
wtdΓ + g(0)

∫
Ω

utwt − h∇ut∇wtdA+ h

∫
Γ

g(0)
∂ut
∂ν

wtdΓ

+

∫
Ω

{g′′ ∗ u− hg′′ ∗∆u}wtdA+ α

∫
Ω

∆θwtdA = 0·

Visto que

− h
∫

Γ1

{
∂wtt
∂ν
− g′(0)

∂w

∂ν
wt − g(0)

∂wt
∂ν

}
wtdΓ1 −

∫
Γ1

{
(B2w)wt − (B1w)

∂wt
∂ν

}
dΓ1 = 0,

temos

1

2

d

dt

{∫
Ω

|wt|2dA+ h

∫
Ω

|∇wt|2dA+ a(w,w)

}
=

6∑
j=0

Ij, (3.9)

onde

I0 = −α
∫

Ω

∆θwtdA,

I1 = −g′(0)

∫
Ω

uwtdA,

I2 = −g′(0)h

∫
Ω

∇u∇wtdA,

I3 = −g(0)

∫
Ω

utwtdA,

I4 = −g(0)h

∫
Ω

∇ut∇wtdA,

I5 = −
∫

Ω

(g′′ ∗ u)wtdA,

I6 = −h
∫

Ω

(g′′ ∗∆u)wtdA·

Analisando cada termo Ij e usando o Lema (2.2) obtemos

I1 = −g′(0)

∫
Ω

uwtdA = −g
′(0)

2

d

dt

∫
Ω

|u|2dA− g′(0)
d

dt

∫
Ω

(g ∗ u)udA+ g′(0)

∫
Ω

(g ∗ u)utdA

= −g
′(0)

2

d

dt

∫
Ω

|u|2dA− g′(0)
d

dt

∫
Ω

(g ∗ u)udA+
g′(0)

2

∫
Ω

g(t)|u|2dA− g′(0)

2

d

dt
g2u

+
g′(0)

2

d

dt

∫
Ω

(∫ t

0

gds

)
|u|2dA

= −g′(0)
d

dt

{
1

2

∫
Ω

[
|u|2 + g ∗ uu+

1

2

(∫ t

0

gds

)
|u|2
]
dA− 1

2
g2u

}
︸ ︷︷ ︸

:=S1(t)

+
g′(0)

2
g′2u

−g
′(0)g(t)

2

∫
Ω

|u|2dA·
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Logo

I1(t) =
d

dt
S1(t) +

g′(0)

2
g′2u− g′(0)g(t)

2

∫
Ω

|u|2dA·

Similarmente temos que

I2(t) =
d

dt
S2(t) + h

g′(0)

2
g′2∇u− g′(0)g(t)

2
h

∫
Ω

|∇u|2dA·

De I3 temos:

I3(t) = −g(0)

∫
Ω

|ut|2dA+ g(0)

∫
Ω

g(0)uut + (g′ ∗ u)utdA

= −g(0)

∫
Ω

|ut|2dA−
g(0)

2

d

dt

{
g′2u−

∫ t

0

g′ds

∫
Ω

|u|2dA− g(0)

∫
Ω

|u|2dA
}

︸ ︷︷ ︸
:=S3(t)

+
g(0)

2
g′′2u

−g(0)g′(t)

2

∫
Ω

|u|2dA·

Portanto

I3(t) =
d

dt
S3(t)− g(0)

∫
Ω

|ut|2dA+
g(0)

2
g′′2u− g(0)g′(t)

2

∫
Ω

|u|2dA·

Por simetria encontramos

I4(t) =
d

dt
S4(t)− g(0)h

∫
Ω

|∇ut|2dA+
g(0)

2
hg′′2∇u− g(0)g′(t)

2
h

∫
Ω

|∇u|2dA·

Finalmente consideremos I5, então:

I5(t) = −
∫

Ω

g′′ ∗ uut −
(
d

dt
g′ ∗ u

)
(g′ ∗ u)− g(0)u(g′′ ∗ u)dA

1

2

d

dt

{
g′′2u−

∫
Ω

|g′ ∗ u|2 −
∫ t

0

g′′ds|u|2dA
}

−
∫

Ω

u

∫ t

0

{g(0)g′′(t− s)− g′(0)g′(t− s)}{u(s)− u(t)}dsdA

−{g(0)g′(t)− g′(0)g(t)}
∫

Ω

|u|2dA,

e analogamente obtemos

I6(t) =
d

dt
S6(t)− h{g(0)g′′(t)− g′(0)g′(t)}

∫
Ω

|∇u|2dA

−h
∫

Ω

∇u
(∫ t

0

{g(0)g′(t− s)− g′(0)g(t− s)}{∇u(s)−∇u(t)}ds
)
dA·

A partir das igualdades acima, da desigualdade de Poincaré e das hipóteses sobre g con-

cluímos que

Ij(t) ≤
d

dt
Sj(t) + Cε

{∫
Ω

g(t)|∇u|2dA+ g2∇u
}

+ ε

∫
Ω

|∇u|dA,
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para j 6= 3, 4, e para j = 3, 4 temos

I3(t) =
d

dt
S3(t)− g(0)

∫
Ω

|ut|2 + C

{
g2u+ g(t)

∫
Ω

|u|2dA
}
,

I4(t) =
d

dt
S4(t)− g(0)h

∫
Ω

|∇ut|2 + C

{
g2∇u+ g(t)

∫
Ω

|∇u|2dA
}
·

Finalmente, estimamos o termo I0.

I0(t) = −α
∫

Ω

ut∆θ − g′ ∗ u∆θ − g(0)∆θudA

= α

∫
Ω

∇θ∇ut +∇θg′ ∗ ∇u+ g(0)∇θ∇udA

≤ Cδ

{∫
Ω

|∇θ|2dA+ g2∂u

}
+ δ

∫
Ω

|∇ut|2dA·

Assim, a partir da última desigualdade nosso resultado é obtido.

�

Além disso, consideremos os seguintes lemas que são essenciais para a demonstração

do teorema do decaimento geral.

Lema 3.2 Existe uma constante κ > 0 tal que

E(t) ≤ κE(t)·

Demonstração: De fato, mostramos que existe uma constante positiva k tal que∫
Ω

|wt|2 + h|∇wt|2dA+ a(w,w) ≤ κE(t)·

Provamos somente a desigualdade∫
Ω

|wt|2dA ≤ κE(t),

pois, a partir desta, as outras são similares. Notando que

wt = ut − g(t)u−
∫ t

0

g′(t− s)u(., s)− u(., t)ds,

temos ∫
Ω

|wt|2dA ≤ κ

{∫
Ω

|ut|2dA+ g(t)

∫
Ω

|u|2dA+ g2u

}
·

Resultando em ∫
Ω

|wt|2 + h|∇wt|2dA+ a(w,w) ≤ κE(t)·
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Portanto, pela desigualdade de Korn, concluímos que

E(t) ≤ κE(t)·

�

Lema 3.3 Para toda solução forte do sistema (2.2)-(2.3) de�nimos o seguinte funcional

J(t) =

∫
Ω

(utu+ h∇ut∇u)dA·

Então

d

dt
J(t) ≤

∫
Ω

|ut|2 + h|∇ut|2dA− (1− ε)a(u, u)

+Cε

∫
Ω

|∇θ|2dA+
1

4ε

(∫ t

0

gds

)
g2∂2u·

Demonstração: Multiplicando a equação (2.2) por u e integrando sobre Ω, obtemos∫
Ω

uttudA− h
∫

Ω

∆uttudA+

∫
Ω

∆2uudA+ α

∫
Ω

∆θudA−
∫

Ω

∫ t

0

g(t− s)∆2u(s)ds udA = 0

Usando a fórmula de Green, temos que

d

dt

∫
Ω

utudA−
∫

Ω

|ut|2dA+ h
d

dt

∫
Ω

∇ut∇udA− h
∫

Ω

|∇ut|2dA− h
∫

Γ

∂utt
∂ν

udΓ

+a(u, u) +

∫
Γ

{
(B2u)u− (B1u)

∂u

∂ν

}
dΓ + α

∫
Ω

∆θudA−
∫ t

0

g(t− s)a(u(s), u)ds

−
∫

Γ

B2

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
udΓ +

∫
Γ

B1

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
∂u

∂ν
dΓ,

daí

d

dt

{∫
Ω

utudA+ h

∫
Ω

∇ut∇udA
}

=

∫
Ω

|ut|2dA+ h|∇ut|2dA− a(u, u)

−
∫

Γ

{
(B2u)u− (B1u)

∂u

∂ν

}
dΓ + a

(∫ t

0

g(t− s)u(s)ds, u

)
− α

∫
Ω

∆θudA

+

∫
Γ

B2

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
udΓ−

∫
Γ

B1

{∫ t

0

g(t− s)u(s)ds

}
∂u

∂ν
dΓ·
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Usando as condições de fronteira, obtemos

d

dt
J(t) =

∫
Ω

|ut|2dA+ h|∇ut|2dA− a(u, u)−
∫

Γ

{
(B2u)u− (B1u)

∂u

∂ν

}
dΓ

+ a

(∫ t

0

g(t− s)u(s)ds, u

)
− α

∫
Ω

∆θudA·

Portanto, pela desigualdade de Poincaré, concluímos que

d

dt
J(t) ≤

∫
Ω

|ut|2dA+ h|∇ut|2dA− (1− ε)a(u, u) + Cε

∫
Ω

|∇θ|2dA

+
1

4ε

(∫ t

0

gds

)
g2∂2u·

�

Provamos, em seguida, o resultado principal do nosso trabalho.

3.1 Decaimento Geral

Nesta seção mostramos o decaimento geral da solução para um sistema de placas

termoviscoelásticas com memória. Neste sentido, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1 Suponha que os dados iniciais (u0, u1, θ0) são 2-regular e o núcleo g satisfaz

as seguintes condições (2.9)-(2.11) então existem constantes positivas k0 e k1 tal que

E(t, u, θ) ≤ k0E(0, u, θ)e−k1

∫ t
0 ξ(s)ds.

Demonstração: Considerando o funcional

L(t) = ξ(t){NE(t) + E(t) +
g(0)

2
J(t)},

com N > 0, temos

d

dt
L(t) = ξ′(t)

[
NE(t) + E(t) +

g(0)

2
J(t)

]
+ ξ(t)

d

dt

[
NE(t) + E(t) +

g(0)

2
J(t)

]
,

e usando o fato que ξ′(t) ≤ 0 e [NE(t) + E(t) + g(0)
2
J(t)] ≥ 0, segue que

d

dt
L(t) ≤ ξ(t)

d

dt

[
NE(t) + E(t) +

g(0)

2
J(t)

]
≤ Nξ(t)

d

dt
E(t) + ξ(t)

d

dt
E(t) +

g(0)

2
ξ(t)

d

dt
J(t)·
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Usando a condição (3.1), o Lema (3.3) e escolhendo ε su�cientemente pequeno e N

su�cientemente grande, obtemos

d

dt
L(t) ≤ −k0ξ(t)N (t), (3.10)

onde

N (t) =

{∫
Ω

|ut|2 + h|∇ut|2 + |θ|2dA+ a(u, u) + g2∂2u

}
,

e k0 é uma constante positiva.

Escolhendo N su�cientemente grande temos

N

2
N (t) ≤ L(t) ≤ NN (t)·

De fato,
d

dt
L(t) ≤ −k0ξ(t)N (t) ≤ −k0

N
ξ(t)L(t)·

Então reescrevendo (3.10) encontramos

d

dt
L(t) ≤ −kξ(t)L(t),

onde k = k0

N
.

Integrando a desigualdade acima, obtemos que

L(t) ≤ L(0)e−k
∫ t
0 ξ(s)ds.

Da relação de equivalência entre os funcionais E(t) e L(t), dada por

N

2
N (t) ≤ L(t) ≤ L(0)e−k

∫ t
0 ξ(s)ds ≤ NE(0)e−k

∫ t
0 ξ(s)ds,

concluímos que existe uma constante positiva k1 tal que

d

dt
E(t) ≤ −k1ξ(t)E(t)·

Integrando a desigualdade acima, concluímos que

E(t) ≤ E(0)e−k1

∫ t
0 ξ(s)ds· (3.11)

�
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Conclusão

Neste trabalho concluímos que as estimativas de decaimento exponencial e polinomial

obtidos nos trabalhos anteriores como, por exemplo, em [20], são apenas casos particulares

de (3.11).

Exemplos:

1) Obtemos decaimento exponencial para ξ(t) = a com a > 0 uma constante, ou seja,

E(t) ≤ E(0)e−k1

∫ t
0 adt,

E(t) ≤ E(0)e−k1bt,

2) Temos decaimento polinomial para ξ(t) = a(1 + t)−1, ou seja,

E(t) ≤ E(0)e−k1

∫ t
0 a(1+t)−1dt,

E(t) ≤ E(0)e−k1a ln(1+t),

E(t) ≤ E(0)(1 + t)−k1a

E(t) ≤ E(0)
1

(1 + t)p
,

onde p = k1a.

Além disso, concluímos que todos os resultados existentes na literatura sobre o sistema

de placas termoviscoelásticas com memória são somente válidos para p > 2, também sendo

um caso particular de nossa hipótese sobre g. Tendo em vista que, o resultado encontrado

neste trabalho também é válido para p ≤ 2.
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