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Resumo

Neste trabalho investigaremos a existéncia, unicidade e regularidade da solucao de
dois modelos matematicos que descrevem fenomenos de mudanca de fase, conhecidos
como modelos Caginalp e Penrose-Fife. Estes modelos sao do tipo interface difusa, pois
consideram que a interface que separa as fases sélida e liquida, no processo de solidificacao,

tem uma certa espessura, possivelmente fina.

O modelo Caginalp foi muito estudado por G. Caginalp e seus colaboradores (veja,
por exemplo, [1, 2, 15]) e consiste de uma equacao de evolugdo para a fase, a qual é
conhecida como equacao de Allen-Cahn, acoplada a uma equagao de evolucao para a

temperatura, oriunda de um balanco de energia.

O modelo Penrose-Fife, proposto por P. Penrose e P. C. Fife [8, 10], formula as
equagoes de evolucao da fase e da temperatura baseado na 2% lei da termodinamica (e
portanto, chamado termodinamicamente consistente) e foi muito estudado por véarios

pesquisadores, entre os quais citamos os trabalhos [14, 15, 16].

Investigaremos as solucoes dos modelos Caginalp e Penrose-Fife usando o teorema da
contragao. Para isto, definiremos um operador, num adequado subconjunto fechado de
um espaco métrico completo, cujo ponto fixo é a solugao desejada. Em seguida, prova-
remos que este operador é uma contracao estrita. Para o modelo Caginalp obteremos
solucao global no tempo e para o modelo Penrose-Fife solucao local no tempo. Os resul-
tados de existéncia, unicidade e regularidade da teoria de equacoes lineares parabdlicas

serao fundamentais na aplicagdo o teorema da contracao.

Palavras-chave: campo de fase, teorema da contracao, modelo Caginalp, modelo Penrose-

Fife.
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Introducao

Neste trabalho investigaremos a existéncia, unicidade e regularidade da solugao de dois
modelos matematicos do tipo interface difusa, que descrevem fenémenos de mudanca de

fase, conhecidos como modelos Caginalp e Penrose-Fiife.

Modelos de interface difusa consideram que a interface que separa a fase sélida e a
fase liquida no processo de solidificacao tem uma espessura, possivelmente fina, e pode ser
tratada como uma regiao interfacial, na qual as quantidades fisicas variam continuamente.
Um exemplo importante de modelos de interface difusa sao os conhecidos modelos de
campos de fase. Estes modelos consideram uma func¢ao ¢(x,t), chamada campo de
fase ou parametro de ordem, cujos valores indicam a fase do material. Por exemplo, se
¢ =1 tem-se a fase sdlida; se ¢ = 0 tem-se a fase liquida , se 0 < ¢ < 1 tem-se a fase de

1

mistura e a interface localiza-se em ¢ = 3

A formulagao do modelo Caginalp, essencialmente, usa um funcional energia livre
para descrever o processo de mudanca de fase, com dois tipos de contribuicoes para a
energia: uma parcela dependendo do gradiente do campo de fase (e que basicamente
fornece a energia acumulada na interface) e outra correspondente a densidade de energia

potencial. Este funcional é conhecido como funcional energia Ginzburg-Landau:
g
F= [ f0.0)+ 3 Vel de
Q

Neste caso, temos o seguinte sistema de equagoes diferenciais:

(

0% g o)t em Ox(07),
ou l0p

E—kAU——ia em ()X (O,T),
=0, u=0 em 0Q x (0,7),
p(r,0) = @o(x), u(z,0)=up(z) em L,




com ¢ o campo de fase, u a temperatura, 2 um dominio limitado do R"™. As constantes
positivas a;, &, k e £ estao relacionadas com o tempo de relaxacao, a espessura da interface,

a condutividade térmica e o calor latente.

Por outro lado, a formulacao do modelo Penrose-Fife, essencialmente, usa um funci-

onal entropia para descrever o processo de mudanca:

Ste.e) = [ ste.p) = 2Vl da

[APki

com “e” a energia interna e s(e, ¢) a densidade de entropia.

Neste caso, temos o seguinte sistema de equagoes diferenciais:

(
68_9:_§2A¢:(¢—¢3)+¥ em x(0,7),
o0 dp 1
dp a0
8_77_07 a—n—O em 8Q><(O,T),
\ QO(.T,O) - ¢0(x)7 6(1’70) = 80(:1:) €mnl Q7

com ¢ o campo de fase, f a temperatura, £ e K constantes positivas. () uma fungao

linear dada por a g com a > 0 constante e 6y(z) > 0.

Maiores detalhes sobre a obtencao dos sistemas de equacoes diferenciais descritos

acima podem ser encontrados em [9] e [13], respectivamente,
O nosso trabalho foi organizado do seguinte modo:

No capitulo 1 descreveremos as notagoes, espacgos funcionais e alguns resultados
classicos da teoria das equacoes diferenciais que serao usados no trabalho. Entre eles,
destacamos o teorema da contracao, que sera a principal ferramenta para a resolucao dos

problemas propostos neste trabalho.

No capitulo 2 investigaremos a solucao de dois problemas diferenciais parabdlicos: um
problema linear e outro nao linear. Para obtermos existéncia e regularidade do problema
parabdlico linear usaremos o método de Galerkin e para resolvermos o problema nao
linear usaremos o teorema da contracao. O procedimento de resolucao do problema nao

linear serd o método usado na resolugao dos modelos propostos no trabalho.

A referéncia usada para o estudo dos resultados deste capitulo foi o livro de equacoes

diferenciais parciais [5].



No capitulo 3 investigaremos a existéncia, unicidade e regularidade do modelo
Caginalp. Para isto, definiremos um operador cujo ponto fixo é a solucao desejada.
Primeiro, obteremos um resultado local no tempo e depois estenderemos a solucao para
todo intervalo do tempo. A referéncia usada para o estudo dos resultados deste capitulo
foi o livro de equagoes diferenciais parciais [16, cap. 4].

Finalmente, no capitulo 4 investigaremos a existéncia, unicidade e regularidade do
segundo modelo de campo de fase, o modelo Penrose-Fife. Do ponto de vista matematico,
este modelo é mais complexo do que o modelo Caginalp, devido a presenca do inverso
da temperatura na equacao da temperatura e um termo altamente nao linear. Por esta
razao, trabalharemos em espacos muito regulares e aplicaremos um principio de maximo.
Na secao 4.1 trataremos um problema parabdlico linear associado a este modelo cuja re-
solucao nao se encontra facilmente nos livros cléssicos da teoria da equagoes diferenciais
parabdlicas. Usaremos o método de Galerkin para resolver este problema linear. Para
resolvermos o modelo Penrose-Fife adotaremos o mesmo procedimento usado na resolugao
do modelo Caginalp, o que sera feito na segao 4.2. As referéncias usadas para o estudo
dos resultados deste capitulo foram o artigo [15] e o livro de equagdes diferenciais parciais

[16, cap. 4].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que serao ferramentas

importantes no desenvolvimento do trabalho.

1.1 Notacoes e espacos funcionais

As seguintes notacgoes serao usadas no trabalho:
R"™ representara espaco euclidiano n-dimensional.
) é um aberto limitado do R™ com fronteira 0f).
@ representard o cilindro €2 x (0,7).
S = 082 x (0,T) representara a superficie lateral do cilindro Q.
7] representara a normal unitaria exterior a S.

n
V = <%) representara o operador gradiente.
i/ i=1
A= E —+—5 representara o operador Laplaciano.

— Ox;

=1
Di e Dy sao as derivadas com relagio as varidveis x1, Ta, ..., T, de ordem j e com relagio

Ou = U e%

a t, respectivamente. Algumas vezes teremos as derivadas parciais

up = .

E ¢ o somatdério sobre todos os possiveis j.
€)



N 1/2 " o\ 1/2
ou
2 , .-
— : Vu| = lid dexreR"ed t
|| (;Zl %) e |Vul < g <0:1:Z) ) ¢ norma euclidiana de x e do vetor

i=1
gradiente.

No que segue vamos considerar 0 < 7" < oo, B um espago de Banach qualquer com

norma || .||; e apresentar a defini¢ao de alguns espagos funcionais:

C™(Q)) é o espago das fungdes com todas as derivadas de ordem < m continuas em

(m inteiro positivo ou m = 00).

D(€2) é o espago vetorial das fungoes em C'*(€2) com suporte compacto em 2 e D'(2)

o seu dual. Também usaremos os espagos D(0,7) e D'(0,T).

L9(2) é o espago de Banach das (classes de) fungoes u(z) de € em R mensuraveis (no

sentido de Lebesgue) e g-integraveis (¢ > 1) cuja norma é dada por

1/q
rmmmu:(/wuwmQ (1< q <o),
Q
i) = es5 sup ) (g = o0).

WP(Q) é o espago de Banach (com p inteiro) das fungdes u(z) em L9(€2) com derivadas
generalizadas (no sentido usual) de ordem < p que pertencem a L%({2) e cuja norma é

dada por

ullwr @) = ZZ HDiuHLq(Q) .

p
J=0 ()

0
W 2(2) representara o fecho de D(£2) em WP(2).

Observacao 1.1 Para o caso particular de ¢ = 2, a notacdo dos espacos de Sobolev serd

WE(Q) = HP(Q) e W 5(2) = H(S).

LP(0,T; B) é o espago de Banach das (classes de) fungdes u : [0,7] — B, mensuraveis
tal que a funcdo t € [0,7] — ||u(t)||p (definidas q.s.) é p-integrével (1 < p < oo0) com

norma dada por
T 1/p
llora = [ @) 0 <p<co)
0
||| Lo 0,8y = €ss sup ||u(t)|lz (p = 00).
0<t<T

5



C([0,T7]; B) é o espago de Banach das fungoes u : [0,7] — B continuas, cuja a norma

¢é dada por

.By = t .
l[ulleom:B) ax |[u(t)||

WmP(0,T; B) é o espago das (classes de) fungdes em LP(0,T; B) cujas derivadas
generalizadas de ordem < m também pertencem a LP(0,7; B). Em particular, para

p = 2, temos a notacao H™(0,7; B).

1.2 Resultados Auxiliares

Nesta se¢ao, enunciaremos alguns resultados auxiliares que serao usados no trabalho.

1.2.1 Imersoes de Sobolev

Lema 1.1 Seja Q um dominio limitado do R™ de classe C%. Se k, m e p sao inteiros e

p > 1 entao as sequintes imersoes sao continuas:

k * * np
[/LP<Q) C L? (Q) para kp <n e p* = m,
k m () n
W, (2) € C™(2) para0§m<k—5.

Lema 1.2 Seja 0 um dominio limitado do R"™ de classe C?* er > 1, p < o0o. Sejem

sao inteiros tais que 0 < j < m e

entdo a seguinte imersio € compacta: W™ (Q) C WJ(€).

0
As imersoes acima sdo também validas para W ?(€2) com © C R™ arbitrario.

1.2.2 Teorema da contracao

Agora, vamos enunciar o teorema da contragao, uma das principais ferramentas
para a resolucao dos problemas prospostos neste trabalho. A demonstracao deste teorema

pode ser encontrada em [12, p. 336].



Definicao 1.1 Seja (X, d) um espago métrico completo. Dizemos que uma aplicagdo

¢ : X — X € uma contragdo em X se existe uma constante k € (0,1) tal que
d(®(z), ®(y)) < kd(z,y),

para todo x,y € X. Além disso, dizemos que x € X € um ponto fixo de ® se &(x) = x.

Teorema 1.1 (Principio da Contracao) Toda contragio ® : X — X definida no

espago métrico completo (X, d) tem um wunico ponto fixo.

Teorema 1.2 (Subespago completo) Um subconjunto A de um espag¢o métrico com-

pleto (X, d) é completo se, e somente se, o conjunto A é fechado em X.

Observe que, pelo teorema 1.1, se X é um espago de Banach com d(z,y) = ||z — y|| e

A C X é fechado, entao A é completo. Neste caso, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.3 Se A é um conjunto nao vazio e fechado do espago de Banach (X, |||

ed:A— A € uma contragao. Entao ® tem um tnico ponto fixro em A.

1.2.3 Principio de Maximo

Na resolucao do modelo Penrose-Fife aplicaremos alguns resultados de principio de
minimo, por esta razao enunciaremos alguns destes resultados nesta secao. As demons-
tracoes destes teoremas podem ser encontradas em [6, 11].

Sejam () um dominio (n+1)-dimensional, o operador

n

02 & ou ou
Lu = Z a;j(x,t) Oa:i@:rju + Zbi(x, t)a—xl + c(z, t)u — n (1.1)

i=1

i,j=1
e as seguintes hipdteses:

(Hy) L é um operador parabdlico em @Q: para todo (x,t) € @) e para qualquer vetor

nao nulo £ € R™ tem-se
n

Z aij(x, )& > 0; (1.2)

ij=1

(Hs) os coefiecintes de L sao fungoes continuas em @ e ¢(x,t) < 0 em @Q;



(H3) as fungoes u(z,t) que satisfazem (1.1) sdo de classe C? na variavel = e de classe

C' na variavel t.

Para qualquer ponto P, = (z1,t;) de @, representaremos por S(P;) o conjunto de
pontos P de () que sao ligados ao ponto P, por uma curva continua simples contida em
@ a qual, na variavel ¢, é crescente de P a P;. Representaremos por C(P;) a componente

(com t =t;) de QU {t = to} que contém P;. Note que C(P;) C S(P,).

O seguinte resultado é conhecido como principio de mdzimo forte:

Teorema 1.4 Suponhas que as hipdoteses (Hy), (Hsy) e (H3) sao verdadeiras.
Se Lu > 0(Lu < 0) em @ e u(z,t) atinge o seu valor de mdzimo positivo (minimo

negativo) no ponto Py entao u(P) = u(P;) para todo P € S(Py).

Definicao 1.2 Seja Py = (xq,ty) um ponto da fronteira 0Q do dominio Q). Dizemos que
Py tem propriedade forte da esfera interior se existe uma bola fechada D com centro

em (x9,t3) tal que D C Q, DNOQ = {Py} e x5 # xy.

Entenderemos por direcao nao tangencial “para dentro” uma direcao que, a partir de

Py, aponta para o interior da bola D cuja fronteira tangéncia 0Q) em F,.

Vamos supor que @ é limitado e que as hip6teses (H;), (Hs) e (H3) sao verdadeiras
em (). Suponha que u(x,t) é uma funcio continua em Q e que Lu > 0 em Q. Se u(x,t)
tem um valor de maximo positivo M entao, pelo teorema 1.4, u(FPy) = M para algum P

na fronteira 0Q) de Q).

Teorema 1.5 Suponha que Q) € limitado e que as hipdoteses (Hy), (Hy) e (H3) sao ver-
dadeiras em Q. Suponha que u(xz,t) é uma funcio continua em Q e que Lu > 0 em Q.
Seja Py um ponto com a propriedade forte da esfera interior. Suponha também que, para
alguma vizinhanga V' de Py, tem-s u(x,t) < M em QNV. Entdo, para qualquer dire¢cad

nao tangencial “para dentro” T,

ou
E<0 em Po.



1.2.4 Algumas desigualdades

1) Desigualdade de Holder:
Seja 2 C R", n > 1,um conjunto nao vazio e mensuravel. Se u € LP(Q2) e v € LI(Q)

1 1
tal que —+ - =1, com 1 < p < 00, entao

/Q|uv|dx < |ull e ||v]| L

3) Desigualdade de Young: Para todo a,b > 0, e para p, q tal que p~* +¢~! = 1, com

1 < p < oo tem-se
ab? bl
ab < — + —,
p q
1 b
Fazendo a = (ep)ra e b = ( )1 , Ve > 0 na desigualdade de Young, obtemos
€p)r

ab < ea? + C(e)b?

com C(e) = ¢ (ep) 7.

5) Desigualdade de Interpolagao:
1 0 1—-6
Sejal<s<r<t<oo e—-=-+ ( ; ) Suponha que u € L5(Q2) N LY(Q). Entao
r s

ueL"(Q)e

Doy lul |1L?i))‘

[lullzr@) < []ul

6) Desigualdade de Interpolacao Gagliardo-Nirenberg:

Seja 0 C R™ um diminio limitado com 09 de classe C2. Sejam j, m inteiros tais que

0< 7 <m. SepE]R,1§q,r§ooeiga§1taisque
m
1 j 1 1
—l:(l/(——@)—’—(]_—()é)—.
n q

Entao, existem constantes positivas ¢; e ¢o tais que, para u € W (Q) N L9(£2), tem-se

1D7ullzre) < exl| D™ ullfr o) llull ooy + callullzomega) (1.3)

: . J . , o .
com a seguinte excecao: se — < a < lel <r <ooem—j— — éum inteiro nao
m r

negativo entao (1.3) vale.



7) Desigualdade de Gronwall (forma diferencial):

Seja n(.) uma fungado absolutamente continua nao negativa em [0,7], que satisfaz,

para t q.s, a desigualdade diferencial

n'(t) < o(t)n(t) + (1),

em que ¢(t), () sdo fungodes integraveis nao negativas em [0,7]. Entao

n(t) < oJo #(s) ds [77(0) + /Ot W(s) ds}, (1.4)

para todo t € [0, 7).
8) Desigualdade de Poincaré:

Seja 2 um dominio limitado do R™ e u € H}(Q2). Entdo existe uma constante Cp > 0

que depende de () e n, tal que
||u||L2(Q) S Cp||Vu||L2(Q), VU < H(}(Q)

9) Férmula de Green:
Seja Q um dominio limitado de classe C' e I' = 9f2. Entao, para u,v € H*(Q) e
1=1,---,n tem-se

ov
U

ou
Yo d:z:—/rfy(u)’y(v)mdS—/QaJ;ivdx

com 7); as componentes da normal exterior 1 e v o operador traco.

’

E comum usarmos u no lugar de vy(u). No que segue, vamos enunciar a seguinte

conseqiiéncia da férmula de Green: se u € H*(2) e v € H(Q) entao

/Vu.Vvda::—/(Au)vdx%—/@vd&
Q Q r on

1.2.5 Aproximagao de Galerkin

Para resolvermos uma equacao de operadores F'u = y definida no espaco de Banach
B podemos considerar problemas aproximados F,,u = vy, em subespagos B,, de di-
mensao finita. Se as seqiiéncias (F,,) e (By,) convergem, em algum sentido, para F e

B, respectivamente, entao gostariamos de obter da sequiéncia de solugoes aproximadas

10



(tm) de Fp iy, = Ym em B, uma subseqiiéncia (u,,,) convergindo para a solucao de
Fu =y em B. Por exemplo, se B é um espago de Banach com base (¢,,)men pode-
mos considerar B, o subespago gerado pelas m primeiras fungoes de (¢ )men, Ou seja,
By = [p1,02, -+, ¢m], as projecoes P,, : B — B, definidas por P,u = ijgoj com

j=1
o0

u = g xjp; e os problemas aproximados em B,
=1

F,u,, = P,y para u,, € B,, (1.5)

com Fp, = P F, .
O sistema (1.5) é chamado método ou aproximagao de Galerkin da equagéo
Fu = y. No caso que B é um espaco reflexivo podemos usar o seguinte resultado de

compacidade fraca (veja, por exemplo [5, p.639]):

Teorema 1.6 (Teorema de compacidade fraca) Seja B uma espago de Banach re-
flexivo. Suponha que a sequéncia (Uy)men C B seja limitada. Entao existe uma sub-

sequéncia (U, )jen de (Um)men € ug € B tais que wy,, — up.
Assim, para resolvermos Fu = y passando o limite em (1.5) precisamos:

1. determinar estimativas a priori da sequéncia de solugoes (u,,), ou seja, obter
l|um|| < M com M uma constante que independe de m, e portanto, obter uma

subsequéncia (u,,;) que converge fracamente para uo;

2. usar as propriedades de F' e da construgao de Galerkin para mostrar que uy é

solucao do problema original, isto é, Fug = y.
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Capitulo 2
Equacao de evolucao parabdlica

Neste capitulo investigaremos a existéncia, unicidade e regularidade de solucao da
equagao de evolugao parabdlica linear e uma equacao diferencial nao linear. Por todo
este capitulo, vamos considerar {2 um aberto limitado do R™ com fronteira 0f2 de classe

C?,Q=0x(0,T)e S=090x(0,T) para algum T > 0 fixo.

2.1 Equacao diferencial parabdlica linear

Nesta secao vamos estudar o seguinte problema parabdlico linear:

g—? +Lu = f emQ,
u = 0 emlS, (2.1)
u = ug em {2,

com f:Q >R up: Q2—=>Reu:Q — R.

O operador diferencial L é dado na forma divergente, ou seja,

"9 ou “ ou
Lu=— Z 8_$ (aij(x,t)£> + Z bZ(ZL‘, t>a_$ + C(ZL’, t)u. (22)
¢ ’ i=1

i,j=1 v

Por toda esta se¢ao, vamos considerar as seguintes hipoteses:

(A1) Q C R™ um aberto limitado com n = 2 ou 3 e fronteira IQ de classe C?. Q =
Qx(0,T)eS=002x(0,T) para algum T > 0 finito;
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(A2) a;j,b;,c: Q — R fungdes mensuraveis e limitadas, isto ¢, funcoes de L>(Q);

(A3) Existe uma constante p > 0, que indenpende de z, ¢, tal que

> a6 = 0> IR, (2.3)

ij=1 i=1
g.s em @) e V¢ € R".

Para resolvermos o problema (2.1) adotaremos o seguinte procedimento:

1. Formulagao variacional do problema (2.1);

2. Existencia de solucao.

a) Formulacao do problema aproximado: uso do método de Galerkin; wu,,;

(
(

)
b) Estimativas a priori: obtengao de convergéncia fraca, fraca-* e/ou forte;
(c) Passagem do limite: w,, — u;

)

(d) Demonstracao que u é a solugao de (2.1);

3. Unicidade.

2.1.1 Formulacao variacional

Vamos considerar os espagos de Hilbert separdveis Hg (2) e L2(€2) com (-, -) o produto
interno do L*(Q2), H~(Q) o dual de H}(Q2) com (-, -) o par de dualidade H} () e H'(£2)
e norma || - ||, e as imersdes continuas H}(Q) C L*(Q) € H(Q).

Queremos achar a solu¢do fraca do problema parabdlico linear (2.1). Para isso,
consideraremos u : [0,T] — H}(Q), dada por u(t)[z] := u(z,t),x € Q. Ou seja, va-
mos considerar uma aplicagao u de [0, 7] no espago Hy(£2). Analogamente, definiremos
f:]0,T] = L*(Q) dado por f(t)[z] = f(z,t).

Seja 0 < T < oo, representamos por W (0,7 o seguinte espago:
W(0,T)={u;ue L*0,T; Hy(Q)); v € L*(0,T; H'(Q))}.
Entao, temos as seguinte propriedades:
W(0,T) c C([0,T]; L*(Q)). (2.4)

13



Parau € W(0,T) e v € Hj(Q) tem-se

Lembrando que (2.5) é equivalente a

/0 (W' (t),v)(t) dt = —/0 (u(t),v)(t)dt, Yip € D(0,T). (2.6)

2.1.1.1 Forma bilinear

Vamos definir uma forma bilinear associada ao operador L. Sejam v,w € H} ().

Multiplicando a equagao diferencial em (2.1) por v, integrando em €2 e usando a férmula

Aum<)m+3 )vst] = /f

ov
Blw, v; t] Z/a”xtﬁxz )8x]()dx

i,7=1

de Green, obtemos

com

- ow
bi 7t a_ d ,t d s 2.7
+ ; (z )8% (@)v(z) dz + c(z, hw(z)v(z) do (2.7)
quase sempre em [0, T]. Observe que para w,v € Hj(Q2) a fungao t — Blw,v;t] é men-
suravel.

No seguinte lema, provaremos as principais propriedades da forma bilinear Blw, v;t]:

Lema 2.1 Parat € (0,T), a forma bilinear B[-,-,t] : H3(Q) x H}(Q) — R € continua e
coerciva, ou seja, existem constantes o, 3 >0 e v > 0 tais que

|Blw,vit]] < allwl|gaollvlla@), (2.8)

Blv,vit] +9llvl[2@) = Bllvll ), (2.9)

para todo w,v € H}(Q), g.s. em [0,T].

Demonstracao: Pela hipdsete (A,) temos que

sup( sup ess |aij(m,t)|> < Cy, sup( sup ess |b;(x, t)|) <y,
ij (z,t)eQ z,t)EQ

sup ess |e(x,t)| < Cs.
(z,t)EQ
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Portanto, para w,v € H}(Q) e q.s. t € [0,T] tem-se

Z/a”xtﬁxz 8% d:c—i—Z/ xt@xz v(x) de

i,7=1

wvt

T /ﬂ c(z, tyw(z)v(z) dz) .
Assim,
|Blw,vit]] < Co (i/ﬂ gZ(x)de)l/Q <i/ﬂ 80_;(:6) 2>1/2
" (/QX; e 2“)1/2 ( /Q lv<x>|2dx)1/2

+ (/ w( \%m) v (/ |U(:C)\2da:)l/2

< COHVU’HL?(QHVUH Q)+Cl||vw|| Q)HUH Q)+C2||w||L2(Q||U||L2(Q

e pela desigualdade de Poincaré obtemos
Bw, v; 1] < Ol 10130y,

Logo, provamos que Blw, v;t] é continua em HJ () x HL(Q) q.s em [0, T].

Para mostrar a coercividade, usaremos a hipétese (A3z). Assim, para v € H(Q) e

(/ 3 dq;) " (/ﬂ |v(x)|2dx) "

C?
< SIIVollie + 5 HUHLz

q.s. t € [0,7] tem-se

a:t

| /\

8%

N

/c(x,t)|v(m)|2dx < Oyl [v][22)
Q

CQ
Entao, escolhendo v — Cy — 2—1 > (, obtemos
P

P Cr
Blv,v;t] + ’vaHiz(Q) > §HVUH%2(Q) + <’Y —Cy — 2—;> HUH%Q(Q) 2 5”“”%13(9)

E a prova do lema 2.1 esta completa. a

Portanto, podemos considerar a seguinte formulagao variacional do problema (2.1):
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Sejam vy € L*(Q) e f € L*(0,T, H (). Queremos encontrar uma fungao u €
L*(0,T; HY(Q)) com v’ € L*(0,T; H1(Q)) tal que

%(u(zﬁ),v) + Blu(t),v;t] = (f(t),v) em D(0,T), Yv € Hy(Q). (2.10)

u(0) = uo. (2.11)
Lembrando que

/0 (W (1), 0)(t) dt = — /O (u(t),0)(t)dt, ¥ € D(0,T), Vv € HH(Q)

temos que (2.10) é equivalente a

- / (ult), o)/ (1) di + / Blu(t), v; fl(t) dt = / GO0 d,  (212)

Vi € D(0,T), Yo € HL(Q).
Por outro lado, para cada t € [0,7] e para cada u(t) € Hj(f2), a forma bilinear
Blu(t),v;t] define um operador linear continuo A(t) : H}(Q) — H~1(Q) dado por

(A(t)u(t),v) = Blu(t),v;t], Vv € Hy(Q).

Portanto,

ol ) S @ 2.13
og%“ Ol eag@).n-1@) < (2.13)

com « a constante dada em (2.8).

Entao podemos escrever (2.10), (2.11) na forma:

u'(t) + A(t)u(t) = f(t) no sentido de L*(0,T; H (),
u(0) = up.

2.1.2 Existéncia e unicidade de solucao

Agora vamos provar o seguinte resultado de existéncia e unicidade:

Teorema 2.1 Sejam ug € L*(Q) e f € L*(0,T; L*(2)) fungées dadas. Entao o problema
(2.1) tem wma tnica solugao fraca uw € L*(0,T; H}(Q)) com «' € L*(0,T; H1(Q)).
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2.1.2.1 Problema aproximado

Vamos aplicar o método de Galerkin (veja segao 1.2.5) para obter a solugao fraca
do problema parabdlico linear (2.1). Para isto, seja (wy)reny uma base de H}(Q) (as

autofungbes do operador Laplaciano) definida por

—Awk = )\k: Wp em Q,

(2.14)
w =0 em Of).
Seja V,,, = [wq, wa, - + -, w,y,] entao existe uma seqiiéncia (uom )men tal que
Uom € Vin ,Vm e ugm —> ug em L*(€). (2.15)

Entao, temos o seguinte problema aproximado: achar uma fungao u,, : [0,7] — V,,

na forma
U (£) 5=, (t)wy, (2.16)
k=1
tal que

(up, (£), w;) + Blum(t), wy; 1] = (f(£),w;), 1<j<m,

U (0) = ugm.

(2.17)

Primeiro vamos resolver o problema aproximado:

Lema 2.2 Para cada m, eziste uma unica solugdo u,, do problema (2.17) tal que u,, €

C([0,T); V) com ' € L*(0,T; V).
Demonstracao: Observe que, para 1 < j < m, temos

(uh (), wy) = D () () (wi, wy),

idfn(t)wk,wj;t] =
(f(t)ij> = fj(ta

Bluy(t),w;;t] = B df, () Blwe, wy; ] =Y B ()d}, (1),
k= k=1

1

com (" = Blwy,w;;t]. Entdo, o sistema (2.17) é equivalente ao seguinte sistema de

equagoes diferenciais lineares de 1% ordem:

Ko/ (t) + B(t)a(t) = F(t), (2.18)

a(0) = agm.
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a(t), F(t) vetores m x 1 e K, B(t) matrizes m x m cujos elementos ay(t), Fj(t), ax; e

Brj sao definidos, respectivamente, por

ar(t) = dy, (), Fi(t) = f(1), aje = (we,wy), Brj(t) = Blux(t), u;(£): 1],

para 1l < k,7 <m.

Como (wy)reny sao LI entdo a matriz K é inversivel. Além disso, os coeficientes
da matriz B(t) sao dados pelos coeficientes da forma bilinear Blu(t), v;t], e logo, pelas
fungoes a;j(x.t),b;(xz,t), c(z,t), Como a;,b;,c € L®(Q) e a funcao ¢t — f7(t) é uma
fungao de L?(2) entdo pela teoria cldssica das equagoes diferenciais ordindrias (veja, por
exemplo, [3, p.97]), existe uma unica solugao continua a(t) = [d} (t), d2,(t), ...,d™(t)] do

sistema (2.18) definida em [0, 7.

E a prova do Lema 2.2 esta completa. O

2.1.2.2 Estimativas a priori

Nesta secao obteremos estimativas uniformes com relacao a m. Para isto, multiplique
(2.17) por d* (t) e some para k = 1, ..., m, para obter

1d

Sl (B By + Bl (8), 1 (2); 8] = (£(0), (1)), (219)

Integrando em (0,¢) tem-se

1

SOl + | Bl (8) (01t = 5

t
ol + [ 70 un(0) dr
Usando (2.9) (veja Lema 2.1 com v = 0), obtemos

1 t 1 ¢
Sllum(D)][Z20) + 8 / [t ()] 11300 dt = 510l [F2(0) + / (F(), u(t) dt (2:20)

Além disso, note que

|[tom!|r2) < col|tol|r2(), com ¢y independente de m

(2.21)
GO un®) < 55 [ 1N+ 2 [ fm(Dlgo

Usando (2.21) em (2.20), obtemos

t T
i Olfsey + 28 | tn(Dlfigaydr < C(llnllia + [ IFOIE). @22

q.s em [0, t] com C' > 0 independente de m.
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2.1.2.3 Passagem do limite

Deduzimos de (2.22) e (2.13) que a sequéncia (u,,)men ¢ uniformemente limitada em
L*(0,T; H} () e L>(0,T; L*(9)), e A(*)ty, é limitada uniformemente em L?(0,T; H~(Q)).
Aplicando o Teorema de Compacidade Fraca (Teorema 1.6, p. 11), temos que existe uma

subsequéncia (um, )ien C (Um)men € u € L*(0,T; Hy () U L>=(0,T; L*(2)) tal que

Uy, —u  fracaem  L*(0,7T; Hy(S2)), (2.23)
Uy, — u fraca-x em L°(0,T; L*(Q2)), (2.24)
A( ), — A()u em L*(0,T; H (). (2.25)

Observagao 2.1 A convergéncia (2.25) seque do fato de A(-) ser um operador linear
continuo de L*(0,T; Hy(Q)) em L*(0,T; H*(Q)) (em particulra na topologia fraca) e da

convergéncia (2.23).

Sejam ¢ € D(0,T) e v € H}(Q). Como (wy,)ren é uma base de Hg (), temos que
existe uma sequéncia v,, € V;, tal que v,, — v (forte) em H} () com cada v,, uma

combinagao linear finita de certos elementos wy. Portanto, podemos considerar

() = V(v e B(t) = P(t)v.
Deste modo, temos que

G — ¢ forte em  L*(0,T; Hy(9)), (2.26)
¢, — ¢ forte em L*(0,T; L*(Q)). (2.27)

De (2.17) deduzimos que

- / (ta(£), &0 (8)) it + / Blum(t), dma(t): 1] dt = / () bmal)) dt. (2.28)

De (2.26) tem-se

/O(f(t),qul(t))dt%/o (F(t), )0 (t) dt.

Usando a convergéncia (2.24) e (2.27) tem-se
[ Bl ottt = [ Anle), sunte)at > [ Blu(e), o0y ).
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Portanto, podemos passar o limite em (2.17) e obter

5Lm@mwwwaémewwwﬁzlammwwﬂ, (2.29)

Vo € Hi(2),Vv € D(0,T).

2.1.2.4 u(t) é solugao do problema (2.10)

Nesta secao provaremos o seguinte resultado:
Lema 2.3 A funcado limite u(t) é solu¢ao do problema (2.10)

Demonstragao: Para provamos o Lema 2.3 resta mostrarmos que v’ € L?(0,T; H1(Q))
e a condigao inicial (2.11).

De (2.29) deduzimos que

iAW@MW®ﬁ=AUmWW@ﬁiABWWMW@¢

aAuw—mmmmwmw

Como f € L*(0,T; H () e A(-)u(-) € L*(0,T; H1(Q)) temos que g = f — A(-)u €
L2(0,T: H-1(Q) o

T T T
- [ [ = [ oo
Vv € Hy (), Vb € D(0,T), o que implica
u' € L*(0,T; HH(Q)). (2.30)
Para provar que u(0) = ug, usaremos o seguinte resultado

Lema 2.4 Para toda u,w € L*(0,T;HL(Q)) com o/, w' € L*(0,T; H(Q)) e para

t € [0,T) arbitrdrio, vale a sequinte integra¢ao por partes generalizada:

(u(t), w(t)) 2y — (w(0), w(0))r2(0) = /O (' (7), w(T)) + (w'(7), u(r)) d7
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Como u € L2(0,T: H(Q)) com ' € L2(0,T; H-1()), podemos aplicar o Lema 2.4 ¢
obter .

/0 (' (t), (1) v) = —(u(t), V)¢ (t) dt — (u(0), v)(0), (2.31)
Vip € D(0,T) tal que (T) = 0 e Yo € H}(Q). Por outro lado, de (2.10) e (2.30) temos

que

jéwwmwmﬁzﬁummwwwiémeuWWﬁ. (2.32)

De (2.17) deduzimos
—A(%ﬁmWwwﬁzﬁpmmmwwﬁ;ABmmm%mwww<wa
A(%NMWW@ﬁZ—Ahwmev®ﬁ—w%Mwmw%®

Passando o limite em (2.33) e (2.34) para [ — oo, obtemos

i [ (0o de= [ (000 - [ Bluo. oo 235
lim [ (0o te)dt = = [ 0,000t~ (10, 00000). (230

Usando (2.32) em (2.35) obtemos
T

lim (u;nl(t),vml)w(t)dt:/() (u(t),v)y'(t) dt. (2.37)

l—00 0

Em particular, para ¢(0) = 1, comparando (2.31), (2.36) e (2.37), obtemos
(u(0),v) = (ug,v), Vv € Hy(Q). (2.38)

Como H}(€) é denso em L?(Q), (2.38) é valida Vv € L3(2), e logo, u(0) = ug.

E a prova do Lema 2.3 esta complete. O

2.1.2.5 Unicidade

Para provarmos que a soluc¢do u(t) é tnica, suponha que u; e us sdo solugdes fracas
distintas do problema (2.1) e considere u = u; — uy. Entao, u € L*(0,T; H}(Q)) com
u' € L*(0,T; H(Q)) e satisfaz

(W' (t),v) + Blu(t),v;t] =0, Yv e H}(Q),
u(0) = 0.

(2.39)
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Fazendo v = u(t) em (2.39) e integrando em (0, t) obtemos
t
||u(t)||%2(9) + 2/0 Blu(r),u(r); 7] dT = 0. (2.40)
Usando em (2.40) a coersividade (2.9) com v = 0 tem-se
lu(®)[|72) < 0= u(t) =0, ¥t e0,T],

e concluimos a prova da unicidade de solugdo do problema (2.1).

2.1.2.6 Regularidade da solugao

Para obtermos mais regularidade para a solu¢ao do problema (2.1), vamos considerar

o seguinte caso particular:

% —Au = f emQ,
u = 0 emlS, (2.41)
u(z,0) = wup em €.

Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.2 Se ug € HY(Q) e f € L*(Q) entdo a inica solugdo u do problema (2.41)
satisfaz u € C([0,T); HY(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) com «’ € L*(0,T; L*(Q)).

Demonstragao: Multiplique a equacao (2.17) por dﬁ,/(t), e some k = 1,2,...,m para
obter
(py (1), i, (£)) + Blum (t), un, (8);: 1] = (f (1), u, () a.s. em [0,7].

Usando as desigualdades de Holder e Young, tem-se
1 1 ! 2 1 2
St (Ol 2@y + 5 3 1 (D) < 51Oy

Integrando em (0,7"), temos

0<t<T

T
i i g+ [ 11Dy < Oy + [ 15 . (242

Usando [|up (0)|] g1 ) < [[uol| g (), deduzimos de (2.42) que u,, é uniformemente limitada
em L>(0,T; H'(Q)) e v/, é uniformemente limitada em L*(0,T; L?(2)). Logo, temos que
u e L(0,T; HY(Q)) com u' € L*(0,T; L*(2)).
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Agora, de (2.41), temos que

—Au(t) = f(t)—u(t) em Q,
u(t) = 0 em Of).

Como f(t) —u/(t) € L*(Q) q.s. em [0, T], entao pela teoria de reqularidade das equagies
elipticas, obtemos u(t) € H*(Q) q.s. em [0,T] tal que

lu(®)l[7r20) < CUF O T2 + 10/ OIZ20) + [[u(®)][Z2@)
Integrando em [0, 7] e usando (2.42), deduzimos que u € L*(0,T; H*(Q2)).
E a prova do teorema 2.2 estda completa. ad
2.1.2.7 Condigao de fronteira de Neumann

Usando o método de Galerkin podemos também obter existéncia, unicidade e regula-

ridade para o seguinte problema:

% —Au = f em(Q,
ot 9
o
u(z,0) = wup em €.

Teorema 2.3 Se ug € L*(Q), f € L*(0,T; L*(Q)) entdo existe uma tinica solugdo u €
L*(0,T; HY(Q)) N C([0,T]; L*(2)) do problema (2.43).

Para obtermos mais regularidade podemos derivar a equagao (2.43) com relagdo ao

tempo e exigir mais regularidade dos dados do problema para obter o seguinte resultado:

Teorema 2.4 Suponha que ug € H3(Q) e satisfaz as condi¢oes de compatibilidade. Su-
ponha também que f € C([0,T]; H*(Q)) e f' € C([0,T]; H'(R)) entdo a solugdo u do
problema (2.43) satisfaz v € C([0,T); H*(Q)) N L*(0,T; H*(Q)), v € C([0,T]; H*(2)) N
L3(0,T; H3(Q)) e u” € L*([0,T]; H*(2)).
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2.2 Uma equacao parabdlica nao linear

Nesta se¢ao vamos aplicar o Principio da Contragao para obter existéncia e unicidade
da solucao para o seguinte problema parabdlico nao linear. Seja {2 C R™ um aberto
limitado com fronteira 0f2 suficientemente regular, e f : R — R uma func¢ao Lipschitz

continua, isto é, existe uma constante C';, > 0 tal que

f(@) = fW < Crle—yl,  VoyeR
Em particular, para = € R, tem-se
[f(@)] < C(1+ |z]). (2.44)
Queremos investigar a existéncia e unicidade de solugao do seguinte problema nao linear:
S A = fw) emQ
u = 0 em S, (2.45)
u(z,0) = wup(z) em Q,
com uy € L*(Q).
Teorema 2.5 Suponhamos que ug € L*() e f : R — R é Lipschitz continua. Entao

existe uma unica solugdo fraca local para o problema (2.45). Ou seja, existe t* € (0,T)

tal que u € L*(0,t*; Hy () com v’ € L*(0,t*; H1(Q)) satisfaz

(W' (t),v) + (Vu(t), Vv) = (f(u(t)),v) em D'(0,T), Yo € Hy (),
com (+,-) o produto interno de L*(Q) e (-,-) o par de dualidade de H}(2) e H1(Q).
Demonstracao: Vamos aplicar o Teorema da Contracao. Para isto, sejam T" > 0 alguma

constante dada, w € C([0,T]; L*(Q2)) e u = ®(w) a solu¢ao do problema linearizado:

w € L*(0,T; HY (), € L*(0,T; H1(Q)) (2.46)
(W (t),v) + (Vu(t), Vo) = (f(u(t)),v) Yve HN{Q), qs. em [0,T] '

Considere X = C([0,T]; L*(2)) com a norma ||w||x = H%S%] [[w(®)||z2@) e ®: X — X.
te|0,
Observe que f(w) € L*(0,T; L*(f2)). De fato, por (2.44), tem-se

/0 @) < C / (1 + [[w(t)] )

< 2 T .
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Logo, pelo teorema 2.1 temos que o problema (2.46) tem uma unica solugao
u € L*0,T; H}(Q)) com v € L*(0,T; H'(Q)). Logo, u € C([0,T]; L*(Q?)) e portanto,
® esta bem definido.

Agora, provaremos que ¢ é uma contracao, ou seja, mostraremos que existe uma

constante k € (0,1) tal que, para wy,ws € X,
1@ (wr) — P(w2)||x < klJwy — wellx.

Assim, para wy, wy € X, pela definicao de ®, temos que u; = ®(wy) e us = ®(wy), o0 que

implica que uy,uy € L*(0,T; Hi (2)) tal que
<ug(t)v U> + (vuz(t)v VU) = (f(wz(t))7 U)? (247)

parai = 1,2, Vv € H}(Q), q.s. em [0,T]. Fazendo-se u = u; —uy e subtraindo as equagoes

dadas em (2.47), resulta que

(1), 0) + (Tu(t), Vo) = (flwr(8) = flwa(t)),v)),

Yo € H}(Q), q.s. em [0,T]. Escolhendo v = u(t), obtemos

1d

S OBy + IV = (Fn(0) = Flaa(®),u()-

Como f é Lipschitz tem-se que o operador de Nemytskii f(w) esta definido em L*(Q),

entao
S @720 + VU] [72) < [1f(wi(t) = f w2 ()] 2@l [u®)]|2(0)-

Usando as desigualdades de Young e Poincaré, obtemos

d 1
auuwim +[[Vu(®)llf ) < 1= UlF (wn(t)) = Flwa(0))|[72() + €CplIVu(t)|[72(q)-

Pelo fato de f ser Lipschitz continua, resulta que

d
—u®llzz0) + Va0 < Cllwn(t) = wa(D)l]12@)-

com C' uma constante positiva que depende de €2 e da constante de Lipschitz C7.

Integrando em (0,t) para t € [0,7] e usando que u(0) = 0, tem-se
t
lu()][720) < C/O w1 (1) = wa(7)| |70 dT-
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Assim,

max [[u(®)l[72q) < COT max [lwn () = wa(t)]|Z2()

Logo,
1@ (w1) — P(w2)[x < VT Cllwy — ws|x.

1 1
Escolhendo t* tal que vCT = 2 ou seja, t* = ek concluimos que

1
@ (w1) — P(ws)||x < §\|w1 — wyl|x-

Entao, pelo teorema da contracao, ® tem um tinico ponto fixo em C([0, t*]; L?(£2)). Como
f(u) € L*0,t*; L?(2)), para u € C([0,t*]; L*(Q2)), entdo concluimos, pelo teorema 2.1,
que u € L*(0,t*; H}(Q)), com v’ € L*(0,t*; H1(Q)).

E a prova do teorema 2.5 esta completa. a

2.2.0.8 Existéncia de solugao global

Nesta secao faremos alguns comentarios e apresentaremos os resultados para obtencao

de solucao global no tempo.

Para a forma bilinear B : H,(Q)x Hj(Q2) — R dada por B(u,v) = (Vu, Vv), podemos
associar um operador linear e continuo A : Hj(2) — H'(Q) do seguinte modo: para
cada u € H} (), a aplicagao v — B(u,v) de H}(€2) em R é linear e continua, e portanto,
define um elemento de &, € H~*(€2). Representando por A a transformacao u — &, de
H}(Q) em H1(Q), temos, pelas propriedades de B(u,v), que A é linear e continuo. De
fato,

[€u(0)] = [B(u, v)| < Ml[ul|m3el[0]] 30,

o que implica que [|A(u)|]. = sup b 0) < MJul| 3 (- Logo, A € L(Hy, H™Y).

v#0 HUHH(}(Q)
Reciprocamente, dado um operador linear e continuo A, podemos associar a ele a

forma linear continua B : H}(Q) x H}(2) — R definida por
(A(u),v) = B(u,v) = (Vu, Vo), Vu,v € Hy ().
Além disso, pela desigualdade de Poincaré, temos que
B(u,u) = ||Vullf2) < Cpllullf q)-
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Logo, B(u,v) é uma forma bilinear, continua e coerciva. Entdo, pelo teorema de Laz-
Milgram, o operador A : H}(Q2) x H~*(Q) é um isomorfismo. Considerando as seguintes

imersoes e as respectivas densidades:
Hy(Q) — L*(Q) = (LX(Q)) — H (),
definimos o dominio do operador A em L?(f2) por
D(A) = {v € Hy(); A(v) € L*()}.

Assim, o problema (2.45) pode ser formulado como uma equagao diferencial ordinéria em

espagos de Banach do tipo:
du

— +Au = f(u
dt fw) (2.48)
u(0) =y,
com u: [0,T] = H}(Q), A=—Ae D(A) = H*(Q) N H ().
O seguinte resultado pode ser encontrado em [7, teorema 4.4, p. 244]:

*
max

Teorema 2.6 Se f : R — R € localmente Lipschitz, entao existe um t mazximal tal

que a unica solug¢ao do problema (2.48) satisfaz

u € C([0, £0]; L () N C([0, 1,05 D(A)) N CH([0, 1,05 L*(C)).

? Ymax ? Ymax ? Ymax

*
max

Além disso, se t},,, < oo, entdo lim ||u(t)||p1q) = oo. Neste caso, dizemos que a
t—=th ax 0

solucao “explode” em tempo finito.

A pergunta que surge naturalmente é se podemos estender a solucao local de modo
que se torne global. Note que, se t; . < 0o e tivermos uma estimativa uniforme a priori

da solucdo, entao esta pode ser estendida em [0, 7.

O seguinte teorema pode ser encontrado em [15, teorema 1.4.4, p.23]:

Teorema 2.7 Para f : R — R localmente Lipschitz e t},,. < 00, se a solu¢ao u do

X

problema (2.45) tem uma estimativa a priori

lu®llmy@) < C, VEE€ [0, Lhul,

? Ymax

com C sendo uma constante positiva que independe de t (mas pode depender de t .. ).

Entao, o problema (2.45) admite uma unica solugdo global.
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Capitulo 3

Modelo Caginalp

Neste capitulo, vamos investigar a existéncia, unicidade e regularidade do seguinte

sistema de equagoes:

Oy 2 _1 3
asr §As0—§(s0 ©”) + 2u
ou {0y
ot FAu= 9y
p=0, u=0

go(x,O) = 900(:5)7 u(x,O) = u0($)
com 2 C R", Q) = x (O,T) e S =00 x (O,T).

Para este sistema, temos os seguintes resultados:

em

em

em

em

Teorema 3.1 Seja QO C R", n < 3 um dominio limitado de classe C?. Suponha que

wo € H}(Q) e ug € L*(Q). Entao, existe um T* > 0 que depende de g, uy tal que o

problema (3.1) — (3.4) tem wma tnica solugdo (p,u) que satisfaz ¢ € C([0,T*]; H3 (%)),

com ' € L*(0,T*;, L*(Q)) e w € C([0,T*]; L*(Q)) com v’ € L*(0,T*; H1(Q)).

Teorema 3.2 Sejam 0 < T < oo e 2 CR", n <3 um dominio limitado com fronteira
0Q de classe C*. Suponha @y € HY(Q) e ug € L*(Q). Entao, o problema (3.1)-(5.4) tem
uma tunica solugao (p,u) que satisfaz p € C([0,T]; Hy(Q2)) com ' € L*(0,T; L*(2)) e

u e C([0,T]; LA(Q)).
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3.1 Solucao local: prova do teorema 3.1

Para provarmos o teorema 3.1 vamos considerar o seguinte conjunto:

X ={(eu) s (o) € COTEH@), e wlloprpmay: < B}, (5
com 0 <T* < oo e R >0 constantes a serem determinadas.

Seja @ : X — X um operador defindo por: para (¢¥,v) € X, (p,u) = ®(¢,v) é a

Unica solucao do seguinte problema linearizado:

g — EAp = %(w 420 em Q, (3.6)
~ kAu— —g% em O, (3.7)

o(z) =0, u(®) =0 em 09, (3.8)

o(2,0) = po, u(z,0) = 1y em Q. (3.9)

Lembrando que H}(Q) C L%(Q) e (v,v) € (C([0,T*]; H3(Q)))?, obtemos que 3 €
C([0,T*]; L*(2)) e, logo, %(1/1 — ¢ +2v € O([0,T*]; L*(Q)). Portanto, pelos resultados
de existéncia e unicidade das equagoes diferenciais parabdlicos lineares (veja capitulo 2
teorema 2.2, p. 21), temos que existe uma tinica solugao ¢ tal que ¢ € C([0,T*]; Hi(Q))N
L*(0,T*; H*(Q)) com ¢’ € L*(0,T*; L*()).

Agora, aplicando novamente os resultados de existéncia e unicidade das equagoes
diferenciais parabdlicos lineares com ¢’ € L*(0,7*; L*(?)) e ug € L*() obtemos que
existe uma tnica solugdao u tal que u € L2(0,T;H}(2)) N C([0,T]; L*(R2)) com v’ €
L2(0,T*; H1(Q)).

Para provarmos que o operador ® estd bem definido, ou seja, ®(1,v) = (¢, u) € X
devemos fazer uma escolha adequada da constante R > 0 e impor algumas restri¢oes em
T*. Para isto, precisamos obter algumas estimativas das solugoes do problema linearizado
(3.6)-(3.9).

Multiplicando (3.6) por ¢, integrando em €2 e usando a férmula de Green, obtemos

S e Ol + VeI < 5 [ 106 = @le®lde+2 [ ol do

Usando desigualdades de Holder, Young e Poincaré, obtemos
LI o320y < C Ok oIl Collv()|]3
a—le@llza) + Elle®)lz2() < CLlllVO)lz2() + 1V B)[Zo@) + Callv(t)l[z2(0)
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com () e (5 sao constantes positivas dependendo apenas de €2, a e £.

Agora, integrando no tempo em (0,¢) com t € [0,7*], temos
2 ? 2 2 6
e @I|72@) + EHVSDHB(Q) < leollz2(q) + ClT*(’WHC([O,T*};LG(Q))JF

||¢||%([0,T*];L2(Q)) + HU“%([O,T*];L?(Q)))

Logo,
oax, (®)1720) < llpolliz@) + ClT*(”w"g([O,T*};Lﬁ(Q))+
\WH?J([O,T*];B(Q)) + HUHQC([O,T*};B(Q)))-
Portanto,
lellE o220y < ol F2i) + CoT*(R® + R?). (3.10)

Multiplicando (3.6) por —Agp, integrando em {2, usando a férmula de Green e as desi-

gualdades de Holder e Young, obtemos

2
gaHAsO(t)Him) < Gs(ll W)z + 11U (O]72() + T @)[Z2)-

d 2
SV Bay + 3

Integrando em (0,t) com ¢ € [0, T*], obtemos
\V4 2 52 A 2 < IV 2 C.T* 6
IVo)l12e) + %H ellrzq) < IVeolliz@) + CsT (1Yo, r:08(0))

11 oz + 101 o ropzzcan

Logo,
HVQOH%’([O,T*];LQ(Q)) < HV§00||%2(Q) + CiT*(R® + R?). (3.11)

Somando as estimativas (3.10) e (3.11) tem-se
1eWE o820 < Nlwollin ) + CsT(R® + R?). (3.12)

com a constante positiva C5 dependendo de €2, a e .

Multiplicando (3.6) por ¢y, integrando em €2, usando a férmula de Green e as desi-

gualdades de Holder e Young, obtemos

e ()1720) + =V (O)72) < Co (10| Z21) + [911Fs) + 10|72 )-
o dt
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Integrando em (0,¢) com ¢ € [0, %], obtemos

262

2 —

el 72q) + o
\WH?)([O,T*];L?(Q)) + HUH%‘([O,T*];LQ(Q)))

o que implica,

el Bagy < Coll Vol oy + CuT™ (RS + R).

||V90(t)||%2(0) < C7||V900||%2(9) + CsT™ <||¢||60([0,T*];L6(Q))+

(3.13)

A seguir, multiplicando (3.7) por u integrando em €2, usando a férmula de Green e as

desigualdades de Holder e Young, obtemos

d
EHU@)H%%Q) + k?||vu(t)||2L2(Q) < CQH(Pt(t)H%?(Q)‘

Integrando em (0, ) com ¢ € [0, T*], tem-se
max ||U(t)||%2(sz) + k‘||Vu||%2(Q) < Hu0||%2(0) + CQHSOtH%?(Q)'

0<t<T™*

Usando (3.13) em (3.14), tem-se

HUH%’([O,T*],LQ(Q)) < HUOH%?(Q) + C7HV900H%2(Q) + CyoT*(R® + R?).

com as constantes C7 e (g dependendo de €2, /e k.

Agora vamos escolher R > 0. Escolhendo
R® > 4max{||900‘|§15(9)7 HUJOH%?(Q)? C7||V<P0||%2(Q)}7

temos que as estimativas (3.12) e (3.15) torna-se

R? .
H90||2O([07T*],L2(Q)) < T + CsT*(R° + R?),

R? .
||UH%’([O,T*],L2(Q)) < 5 T CsT*(R° + R?).
Para termos (¢, u) € X devemos impor que

lellE o2y < B e |[ulldqorr2@)) < B

Fazendo esta imposigao em (3.17) e (3.18), obtemos

2 2
% + 5T (R + R?) < R? e R7 + 5T (R + R?) < R?,
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o que implica nas restrigoes

3 1
A LD .
1Cs(Ri+ 1) © 2C10(R* + 1)

Portanto, escolhendo R > 0 satisfazndo (3.16) e T™ tal que

3 1
T¢ < mi 1
1 < i {405(1-24 + 1) 2C0 (R + 1)} (3.19)

temos que (p,u) € X e o operador ® estd bem definido.
No que segue, mostraremos que este operador ® é uma contracao em X, para poder-
mos aplicar o Teorema da Contracdo. Para isto, sejam (1, v;) € X e (u;, ;) = P(1y, v;)

com i = 1,2. Pela definicao de ® temos que

; 1
Oéaail —EAp; = 5(%‘ — Y2+ 20 em Q,
o FAu =5 em @, (3.20)
0; =0, u; =0, em S,
‘Pi(a770) = o, Uz‘(JT, 0) = Ug em ().

Fazendo v = 11 — 99, v = v1 — U9, u = u; — Uz, = Y1 — @2 € subtraindo as equagoes

(3.20), obtemos

ap— €0 = (0 — ) — (- ) +20 em Q,

14
uy — kAu = —59015 em @, (3.21)
=0, u=0, em S,
o(x,0) =0, u(z,0)=0 em ().

Observe que

%((wl —ul) - (- ) = %(w = (91 — )

= %(1/} — (Y1 — P2) (V3 + 19y + %))
- %w(l — (Y7 + rypa + %))
= (),

Portanto, (3.21) torna-se
1
ape = CAp = Std(tr, ) + 20 em Q, (3.22)
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1
— kAu = —g5#t em Q, (3.23)
=0, u=0, em S, (3.24)

©(x,0) =0, u(z,0)=0 em €. (3.25)

com d(ty,¥2) = 1 — (¥F + 12 + ¥3).

Observe que v; € C([0,T*]; Hy () € C([0,T*]; L%(2)), e, logo, ¥; ¢; € C([0,T*]; L5(Q)),
o que impica d(11,15) € C([0,T*]; L3()).

Multiplicando a equagao (3.22) por ¢, integrando em €2, usando a férmula de Green

e as desigualdades de Holder, Young e Poincaré temos

2

d
prilat Wiz + 25l IVelt 72y < Clo<||¢(t)||%6(m||d(¢1,@/}2)||%3(9) + ||U(t)||%2(sz)>7
(3.26)
com O}y dependendo de €, &2, o

Integrando em (0, ) com ¢ € (0,T*), temos

o= [ 196010 < Co ([ 101 lldtvn el + [ 161z
(3.27)

Mas ¢; € X, e logo,
Hd(%,%m%%m < C<1 + leH%’([O,T*];L?’(Q)) + H%HC([O,T*];N(Q)HWzHO([O,T*};L?’(Q))

+1]12] |2o([o,T*];L3(Q))> :
Portanto,

ld(1, 1) 220y < C(1+ 3R?). (3.28)

Usando (3.28) em (3.27) tem-se

té%a%c]Hso )Nz / IV (t)|[22(q) <
CllT*((l + 3R2)||¢||%([0,T*]7H&(Q)) + ||v||é([O,T*};L2(Q))>7 (329)

com C; dependendo de €2, £2, o

Multiplicando a equagao (3.22) por ¢y, integrando em §2, usando as desigualdades de
Holder e Young, obtemos

262 d

1
lee()lz2@) + —= IV @)l[22@) < 35 2!!w|!Le(Q 141, ¥2)llz20) + —5ll0llZ20)
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Integrando em (0,t), com t € (0,7*), tem-se

max
te[0,T%]

V()] o /||sot sy dr <

CoT™ ((1 + 3R2)||¢||20([0,T*],H3(Q)) + ||U||%([0,T*],L2(Q))>7 (3.30)
com C5 dependendo de «, 2.

Somando (3.29) e (3.30), obtemos
t t
||90H?J([O,T*],H3(Q)) +/O HSO(T)H?LI(}(Q) dr +/0 ’lSDt(T)H%Q(Q) dr <

Ci3T" ((1 + 3R2)||¢H%’([O,T*],H&(Q)) + ||U||%([O,T*],L2(Q))>' (3.31)

Multiplicando a equagao (3.23) por u, integrando em €2, usando as desigualdades de

Holder, Poincaré e Young, obtemos

d
EH“@)H%%Q) + kHVUH%%m < 014H90t‘|%2(§2)

Integrando em (0,t) com ¢ € [0,7*] e usando (3.31), tem-se

max

e ()l [Ex0) < CuT (L4 3R B o yean + Il Eoryioey) (332)

Somando (3.31) e (3.32), resulta que

||<PH%([0,T*];H§(Q))+||UH20([0,T*];L2(Q)) < Ci17 ((1+3R2)|W}‘|%’([O,T*],H&(Q))+||v||%([O,T*],L2(Q))>v

(3.33)
com C}5 dependendo de Q, o, 2,4, k.
1 1
Escolhendo T™ tal que C157*(1 + 3R?) < 1 e O5T* < 7 tem-se
1 1
T < T < .
~ 4C15(1 4+ 3R?) ¢ — 40
Logo,, T™* satisfaz
1 1
T; < mi : 3.34
2 _mm{4015(1+3R2)’4015} (3:34)
Entéao, por (3.19) e (3.34) devemos escolher T* tal que
T* < min{T}, T} ). (3.35)
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Assim, (3.33) torna-se

2@, v)[[x = [I(p u)llx < %II(@/},W)IIX,

e concluimos que o operador ® é uma contracao.

Portanto, pelo teorema da contragao, existe um tnico ponto fixo (¢, u) de ® em X,
ou seja, (¢, u) = ®(p,u) é a unica soluc¢ao local do problema (3.1)-(3.4) em [0,7*] com
T* dado em (3.35).

Além disso, aplicando-se os resultados da teoria das equagoes parabdlicas lineares
com ¢y € L*(0,T*; L*(2)) e ug € L*() tem-se u € C ([0, T*]; L*(Q)) N L*(0,T*; HY(Q))
tal que u, € L*(0,7* H *(Q)). Aplicando-se novamente os resultados da teoria das
equagoes parabolicas lineares com %(gp — ) +2u € O(0,T*]; L*(Q)) e wo € HI(Q)
tem-se ¢ € C([0,T*]; H}(2)) N L*(0,T*; H*()).

E a prova do teorema 3.1 estda completa. O

3.2 Solucao Global: prova do teorema 3.2

Para provarmos a existéncia de solugdo em [0,7] precisamos obter estimativas uni-
formes das normas ||o(t)||a1) e [|u(t)|[r2(q). Para isto, multiplique a equagao (3.1)
por ¢, integre em 2, use as desigualdades de Holder, Poincaré e Young e o fato de que

mz%lg((sz — 5*) < oo para obter
s€

d ~
@22 + ElIVe@l72@) < Ol + [[u(®)][220): (3.36)

l
Multiplicando a equacao (3.2) por u + 2% integrando em (2, usando desigualdade de

Holder e Young, obtemos

d 14 k(>
() + 5 eOlz20) + KIVu®[Z20) < = IIVeOIlZ20). (3.37)

2
Multiplicando (3.36) por - ¢ (3.37) por &2, e somando o resultado obtemos

(0 ooy llu(0) + 500y ) + 1(T0(0), Tt Fgniane < Col1+ [u(t) o).
(3.38)
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Observe que:

~ 14
)] ooy < Clllut) + 500l aiey + 1o(0) ) (3.30)
Usando (3.39) em (3.38) tem-se

L o0) Bagay + 1) + Sl oy ) + [1(Volt), Va(e)]?
i ¥ L2(Q) u 2@ L2(Q) pt), vu (L2())2

~ l
< G (14 110 + G001+ IO )

Usando a desigualdade de Gronwall tem-se

g = 2 *
@20y + [1u(®) + 50 @I72i) < Cae™T (L + [lgolZzq) + luollzz)-  (3.40)

Combinando (3.39) e (3.40), obtemos

2 2 ~
nax o2 + nax u()]|72(0) < C (3.41)

com a constante C; dependendo de T*, &2, a, 4, |wollrz@) € [|uoll L2

Agora, multiplicando a equacdo (3.1) por ¢y, integrando em €2, usando desigualdade

de Holder e Young, obtemos
262 d 1d ~
o[22 + = IVeOlZ2) + = le®)|La@) < Cs([le(®)l2) + w72 )-
a dt adt
Integrando em (0, ), com t € [0,T%],
lelZ2) + 11Vl Z20) < Ca(ll@!liQ(@ + HuHiz(Q))- (3.42)

Combinando (3.41) e (3.42) resulta

2 ~
tel0.7+] e az) + ledllz2g) < Co

com Cy depedendo de T*, €2, , £, 2, ||00] | s 10l | 2.

E a prova do teorema 3.2 esta completa. a
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Capitulo 4

Modelo Penrose-Fife

Neste capitulo investigaremos a existéncia, unicidade e regularidade do sistema de

equagoes diferenciais:

Jyp ap
5 —Ehp=p—¢*+— g em Q (4.1)
00 Op 1
5 9% = —KA (5> em @, (4.2)
dp 20
- 0, o 0 em S, (4.3)
o(x,0) = po(z), O(x,0) =6y(x) em € (4.4)

com Gp(x) > 0 em €.

Do ponto de vista matematico, o modelo de Penronse-Fife é mais complicado do que o
modelo de Caginalp. As principais dificuldades que aparecem em (4.1)-(4.4) sdo o termo

: R 0y
] que pode ser singular e o termo altamente nao linear a @E.

Para contornarmos a primeira dificuldade é mais conveniente reescrever a equagao

1
da temperatura em termos do inverso da temperatura u = —. Neste caso, o sistema

6
(4.1)-(4.4) torna-se

0
(;: EANp=p—p’+apu em Q, (4.5)
ou 9 5 Op
E—Ku Au=—au P el Q, (4.6)
dp ou
8_77 — 0, 8_7’} — 0 em 9 (47>

2 W
=
N

p(2,0) = @o(), u(w,0) = ug(x) em
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com ug = — > 0.
fo
Vamos mostrar existéncia e unicidade de solugao do sistema (4.5)-(4.8) aplicando o te-
orema de contracao. Na defini¢ao do operador cujo ponto fixo sera a solugao do problema
obteremos um sistema de equagoes linearizadas no qual o problema para a temperatura

u nao aparece usualmente no livros textos de equagoes diferenciais parabdlicas. Por esta

razao, este problema auxiliar sera tratado separadamente na segao 4.1.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte teorema:

Teorema 4.1 Seja Q@ C R, n < 3, um dominio limitado de classe C*. Suponha que

o € H3(Q), up € H*(Q), 9% = Ouo =0 em 0 e ug(x) >0 em Q.

an on
Entao, existe um 0 < T** < T tal que o problema (4.5)-(4.8) tem uma unica solucao
local (1) que satisfaz (,) € (C([0, T*]; HX(Q)))? com (¢, o) € (C(0, T*]; H(©)))".
Além disso, u(x,t) > % >0 em Q x [0, T**] com m = minu(z).

e

4.1 Problema linear auxiliar

Nesta secao vamos investigar a existéncia, unicidade e regularidade do seguinte pro-

blema linear relacionado com o modelo de Penrose-Fife:

g_;‘ ~J(@, )Aut bz, ) u = gz,t) em Q, (4.9)
g_:; =0 em S, (4.10)
u(z,0) =up em (. (4.11)

Por toda esta secao vamos considerar a seguinte hipdtese:

(H) Existe uma constante a > 0 tal que 0 < o < J(-) e J € C(Q), VJ €
C([0,T], H'(Q)).

Vamos definir uma forma bilinear associada ao problema (4.9), (4.10), (4.11). Sejam
v,w € H}(Q). Multiplicando a equagao diferencial em (4.9) por v, integrando em 2 e

usando a férmula de Green, obtemos

/Qu/(t)v(x) dr + a(u(t),v;t) = /Qf(t)v(x) dx,
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com

ov
a(w,v;t) Z/(‘)azz d:v+2/ (x,t)=— &Ez 8;15]( x)dx

7,7=1 1,7=1

+/ﬂb(x,t)w(a:)v(a:) dz, (4.12)
quase sempre em [0, 7).

No seguinte lema, provaremos que a forma bilinear a(w, v; t) dada em (4.12) é contiuna

e coersiva:

Lema 4.1 Parab € C(Q) et € (0,T), a forma bilinear a(-,-,t) : HY(Q) x H}(Q) — R

¢ continua e coerciva, ou seja, existem constantes o, 3 >0 e v > 0 tais que

la(w,v;t)] < aflw|[g@llv]lH @), (4.13)

a(v,vit) +|[vl[a) > Bl ) (4.14)
para todo w,v € Hg(Q), g.s. em [0,T].
Demonstragao: Pela hipésete (H) e o fato de b € C(Q) tem-se

sup |J(z,t)] < Cy, sup |b(x,t)| < Cs.
sup | 1@ < o ooy < Cr, S blat)] < Co

Portanto, para w,v € H}(Q) e q.s. t € [0,T)] tem-se

0J 8w ov
(%] d:}c—l——I—Z/ xt(‘?xl ax]()dx

+/Qb(.:£,t)w(:c)v(:c) dx|.

wvt

Assim,

o
(9$j

IN

()

la(w, v;t)|

o) (ELer)

(Z/ das) &Z/ 81’2
+ (/Z 72, ) (/w 22dx> "’
v oG </Q |w(x)|2dx) (/Q|v(x)|2dx)

CilIVw|[Z20)l|Vl[72 () + Col[VwllZ2i0)10]720) + Collwl[72 o) l[0][72(0)

83:Z

IN
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e pela desigualdade de Poincaré obtemos
lalw, v58)] < C(lwl By e 101 @)

Logo, provamos que a(w,v;t) é continua em Hg(Q2) x H () q.s em [0, 7.
Para mostrar a coercividade, usaremos novamente a hipétese (H) e o fato de b €

C(Q). Assim, para v € H}() e q.s. t € [0,7T] tem-se
/2
) (/ lv(x |2d93)

¢ (/i

C?
< 211903 + 521l oo

oJ 811
q 01; (’33:1

(x)dx

8331

< Co[v]lZ2q

/Qb(a;,t)|v(x)|2dm

02
Entao, escolhendo v — Cy — 2—1 > (, obtemos
p

o C?
a(v,v;t) + ’Y||U||%2(Q) > EHVUH%Q(Q) + (’V -G - 2_;) HUH%Q(Q) = 5””“%(9)'

E a prova do lema 4.1 esta completa. O

Portanto, podemos considerar a seguinte formulac¢do variacional do problema (4.9),
(4.10), (4.11):
Sejam vy € L*(Q) e g € L*(0,T,H '(Q)). Queremos encontrar uma fungao u €
L*(0,T; HY(Q)) com v’ € L*(0,T; H1(Q)) tal que
—(u(t),v) +a(u(t),v;t) = (g(t),v) em D(0,T), Yo Hy(S). (4.15)
u(0) = uo. (4.16)

Observacao 4.1 Lembre-se que (4.15) € equivalente a:

- / (ult), o) (£) dt + / alu(t), v () dt = / (gt) o)) dt,  (417)

Vi) € D(0,T),Yv € H}(Q).

Além disso, podemos considerar o operador linear continuo A(t) : H}(Q) — H ()

dado por
(At u(t),v) = a(u(t),v;t), Yo € Hy(Q).
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Portanto,

S ) S 4.18
UStETH Ol eag).n-1@) < (4.18)

com « a constante dada em (4.13).

Entao podemos escrever (4.15), (4.16) na forma:

u'(t) + A(t)u(t) = g(t) no sentido de L?(0,T; H~1(Q)),
u(0) = up.

4.1.1 Existéncia e unicidade

Agora vamos provar o seguinte resultado de existéncia, unicidade e regularidade:

Teorema 4.2 Seja Q dominio limitado do R™ de classe C?. Suponha que a hipétese (H)
¢ vdlida. Se ug € H' (), g € L*(0,T; HY(Q)) e b € C([0,T); H*(Q)). Entdo existe uma
tinica solugao do problema (4.15), (4.16) tal que w € C([0,T]; H'(Q)) N L*(0,T; H*(2))
eu € L*0,T; L*(Q)).

Demonstragao: Usaremos o Método de Galerkin para resolvermos o problema (4.15),
(4.16). Sejam (wy)reny uma base de HJ(f2) definida em (2.14) e V,,, = [wy, wa, - - -, Wy,

entao existe uma seqiiéncia (uom )men tal que
Ugm € Vin ,Vm e ugm —> ug em L*(€). (4.19)

Entao, temos o seguinte problema aproximado: achar uma fungao u,, : [0,7] — V,,

na forma
m

U (£) =l ()w, (4.20)

tal que )
(ur, (£),0) + alum(t), vit) = (g(t),v), Yo € Hy(Q)

Um (0) = ugpm.

(4.21)

Primeiro vamos resolver o problema aproximado:

Lema 4.2 Para cada m, existe uma tinica solu¢do u,, do problema (4.21) tal que u,, €

C([0,T]; Vi) com u' € L*(0,T;V,,).
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Observe que, v =w; e 1 < j < m, temos

(uh(8),wy) = Y () () (w, wj),

k=

k=1 k=1

a(um(t), wsit) = a [Z di(t)wk,wj;t] =Y di(Ba(wg, wist) =Y a¥(8)dy, (1),
(

com ay; = a(wg,w;;t). Entdo, o sistema (4.21) é equivalente ao seguinte sistema de

equacoes diferenciais lineares de 1* ordem:

KpF'(t) + B(t)B(t) = G(t),

(4.22)

B(t), G(t) vetores m x 1 e K, B(t) matrizes m x m cujos elementos fx(t), G;(t), zx; e

akj sao definidos, respectivamente, por

Bi(t) = dy (1), G(t) = ' (t), 2 = (wi, wy), aky(t) = aue(t), u;(t); 1),

para 1 < k.7 <m.

Como (wy)reny s@o LI entdo a matriz K é inversivel. Além disso, os coeficientes
da matriz B(t) sao dados pelos coeficientes da forma bilinear a(u(t), v;t), e logo, pelas
fungdes J(z,t),b(z,t), Como b € C(Q), vale a hipétese (H) e a funcio t — ¢/(t) é uma
fungao de L?(Q2) entdo pela teoria cldssica das equagoes diferenciais ordindrias (veja, por
exemplo, [3, p.97]), existe uma tinica solucao continua S(t) = [d} (t), d?,(t), ..., d™(t)] do
sistema (4.22) definida em [0, T].

E a prova do Lema 4.2 esta completa. a

4.1.1.1 Estimativas a priori

Escolhendo v = u,,(t) em (4.21), usando as imersdes H'(Q) < L%(Q) e H*(Q) —
L>(Q), a hipdtese (H) e as desigualdades de Holder e Young, tem-se

d

O30+l IVamO[Z2) < g2+ wm ()72 H 0Oz @lum Oz )+

1
+ 5||VJ(75)|Iie(ml|um(t)||is(g>' (4.23)

42



Aplicando em (4.23), a seguinte desigualdade de interpolagao

[ (®) By < C(llum®lFag@y + IVum Ol 2o lum @l ), (4:24)

obtemos

d
—um(O)l[220) + allVm (@)][z0) <

191172 + ltmO)[220) + 1000 [tm (0] 220y +
+C(IVI ()70 ([Vm O] 200 | [tm (O] 20y + um (0)][72(0))-

Aplicando novamente a desigualdade de Young, tem-se

d
aHum(?ﬁ)Hizm) + ol [V (0)|[72(0) < C1 (1 6Oz ) + IV (Ol Lo@)+

||VJ(t)H‘i6(m> [l ()2 + 19 OI[720)- (4.25)

Aplicando em (4.25) a desigualdade de Gronwall e usando que ||um(0)||iz(m < ||uo| |%2(Q),

obtemos

max [lum (D] 20 < Co (IuollZage) + 9132 ) (4:26)
€[0,T]
com Cy dependendo de ||b]|z(q), ||V || Lo 0,111 0))-

Integrando (4.25) em (0,t), t € [0,7] e usando a estimativa (4.26), temos

1VtmlZ2q) < CsllluollZ2 (@) + 119l1Z2(g))- (4.27)

com Cs dependendo de o, T, ||V J|| 0711 (0)) ||Bl] 2o (0)-
Escolhendo v = —Aw, em (4.21), usando a hipétese (H) e as desigualdades de Holder

e Young, temos

d
IVt (8)| 220y + all At (B) [0 <
Ci (DO wqy + lm (B By + 119 a(ey) - (4:28)

Integrando em (0,¢) com ¢ € [0,T] e usando a estimativa obtida em (4.27), tem-se

ax IVt ()12 + tml 120202001 < Co(ll9llLe 2@ + uolling), — (4-29)

com C5 dependendo de a, T, ||b]| L= (o).
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Agora, escolhendo v = u/,(t) em (4.21), usando a hipétese (H) e as desigualdades de

Holder e Young tem-se

[l (D) 72() < 06(!!J(t)llioo(mHAum(t)Hizm) D)oo (e 1t (B[ + \Ig(t)Hizm))-

Integrando em (0,¢) com ¢ € [0,T] e usando as estimativas (4.26) e (4.29), obtemos

lumllzzi@) < Crllluolln ) + llalliz i), (4.30)

com C7 dependendo de T, [|J||z(0), ||b]| L= (0)-

4.1.1.2 Passagem ao limite

Pelas estimativa (4.26), (4.29) e (4.30) concluimos que u,, ¢ uniformemente limitada
(com relagao a m) no espago W = {u; u € L*(0,T; H*(Q)), v € L*(Q)}. Logo, pelo
teorema da compacidade fraca, existe v € W e uma subsequéncia u,, (representada
novamente por u,,) tal que, para m — 0o, temos que as seguintes convergéncias:

un, — u€ L*0,T; H*(Q)) N L*(Q), (4.31)
u, — u € L*Q).

Procedendo de modo andlogo a subsecao 2.1.2, p. 16 do capitulo 2, temos que as con-

vergéncias (4.31) sdo suficientes para passarmos o limite no problema (4.21) e obtermos

(0, 0)p(0)— / (ult), v)'(¢) di+ / ((8) Aut), v)p(t) dt = / (g(t), v)p(t) dt (4.32)

para todo v € H}(Q), p € C'[0,T] com ¢(T) = 0. Além disso, nao é complicado mostrar

que u(0) = up.

4.1.1.3 Unicidade da solugao

Sejam uy, uy duas solugoes fracas do problema (4.15), (4.16). Fazendo u = uy; — ug

temos
' (t),v) +alu(t),v;t) =0, Vo€ H (O
(/(6),0) + alu(t), w51 ) s
u(0) = 0.
Fazendo v = u(t) em (4.33) e integrando em (0,¢) obtemos
¢
Hu(t)H%Q(Q) + 2/ a(u(r),u(r);7)dr = 0. (4.34)
0
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Usando em (4.34) a coersividade (4.14) com v = 0 tem-se
()72 < 0= u(t) =0, Vt€[0,T],

e concluimos a prova da unicidade de solu¢ao do problema (4.15), (4.16).

E a prova do teorema 4.2 estd completa. a

4.1.1.4 Regularidade da solucao

Para obtermos mais reguralidade da solucao, vamos provar o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Suponha que as hipoteses do teorema 4.2 sao satisfeitas. Além disso, supo-
nha que ug € H*(Q) e g € C([0,T); H'(R)), g: € L*(0,T; L*(2)), J; € C([0,T]; H(Q)),
by € L*(0,T;L?*(Q)), entao solugio u(x,t) do problema (4.9), (4.10) (4.11) satisfaz
we C([0,T]; H*(2)) N L2(0,T; H3(Y)),v' € C([0,T); HY(Q)) N L*(0,T; H*(Q)).

Demonstragao: Escolhendo v = A?u,,(t) em (4.21), integrando en €2 e aplicando a

férmula de Green, obtemos

/ ) (A(Au (1) / Vil (1) (V (At (1)) = / A (1) At (1),
(id) /J () At (1) (A (At (1) /w (At (1)) V (Dt (1)) +
| IO @
O KUTMOINENE / V() (£)) F (At (1)) =

/ Vb(t) (upn (1)) V (it (1)) + /Q () Vit (£)V (At (1)),
—— [ (Va®) (),

Q

(iv) / 9(1) (A (D (1))

, logo,

/A” (1) Aum(t) /W )(Aun(t) )V(Aum(t))+/J(t)yVAum(t)E:

Q

/Vb (U () V (A (¢ ))+/Qb(t)Vum(t)V(Aum(t))—/Q(Vg(t))V(Aum(t)).

Usando a hipdtese (H) e as desigualdades de Holder e Young, concluimos que
d 2 2 2
1 Awn (D)[22() + allV (At (E)|[Z2(0) < VO [2s( et (8] [23(+
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G (11BN < 0y IVt ()0 + IV 9O By + IV T ()] ooyl | et () s )

Usando as interpolagoes

18un®lBaey < C (11wn(®)lz20) IV (At )20 + 1m0 20y ) +(4:35)

um®lE@y < C (Iim@® 2 Vum®llz@) + lum @l ee)  (4.36)

resulta que
d
1 Awn ()220) + AV (Am (O)][720) < Cz((IIVb(t)H‘ie(m + Dl ()| [22(0)+

(||b(t)||%6(9) + 1)||Vum(t)||%2(m + ||V9||%2(Q)7L
(VI sy + ||Vb||%6(Q))||Aum||%2(9)>' (4.37)

Usando a desigualdade de Gronwall, obtemos
t
180 (8)]22(y < €7 (1ol By + C / e () B2y + |Vt (7] By ).
E pelos estimativas (4.29) e (4.30), temos

tgg¥] ||Aum(t)|’i2(n) < Cy (HUOH%Q(Q) + HgH%Q(O,T;Hl(Q))> ’ (4.38)

com Cy dependendo de T, a, ||J||co,z:m1 ) |bllco.r:m @) 0] 2= (@) -

Integrando a equagao (4.37) em (0,¢) com t € [0, 7], temos que

IV (Aum)[[72(g) <

t
C/O ((HVMT)H%WQ) + 1)Hum(7)|@2(9) + (Hb(T)H%OC(Q) + 1)Hvum(7->”%2(§2)+
IVg(M 22 + (VT (M)[26() + IV T (D76 () [ At (7) 720 )dt-
Assim,
IV (A lZ20) < Cs (Il + 19120 ramcay ) - (4.39)
e concluimos que
||um||%Q(O,T;H3(Q))OL°°(O,T;HQ(Q)) <C (HUOHJ%I?(Q) + ||gH2LQ(O,T;H1(Q))> ‘ (4.40)

Portanto, u € L?(0,T; H3(2)) N L>(0,T; H*(Q)).
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Para obter mais regularidade da solugao vamos supor que:

up € H*(2), g € C([0,T); H'(Q)), g: € L*(0,T; L*(Q2)),

(4.41)
be C([0,T]; H2(Q)), by € L2(0,T; L2(Q)), J; € C([0,T); H ().

Por outro lado, pelas estimativas (4.26), (4.27) e (4.29), temos que u € C([0, T]; H(Q)).
Pelas estimativas (4.38) e (4.39), tem-se Au € C([0,T]; L*(2)). Portanto, usando que
J € C(Q),bec C(0,T); H*(Q)) e g € C([0,T); H(Q)) e a equacio (4.9), obtemos que
u; € C([0,T]; L*(Q)).

Derivando a equacao (4.9) com relagao ao tempo obtemos:
u — JAu — JAUY + b+ bu = g, (4.42)
Além disso, temos que
u'(0) = g(0) + J(0)Au(0) — b(0)u(0) = wy (4.43)

Portanto, usando as hipéteses sobre os dados do problema e os resultados ja obtidos
para u concluimos u;(0) € L*(2). Logo, fazendo w = v, temos que w satisfaz o seguinte

problema:

(w'(t),v) + a(w(t),v;t) = (h(t),v), Vv e H}(Q), (4.44)
w(0) = wy (4.45)
com h(t) = gi(t) + Jo(t)Au(t) — be(t)u(t).

Escolhendo v = w em (4.44), usando hipétese (H), as desigualdades de Hélder e
Young e as interpolagoes (4.35), (4.36), obtemos

d
%Hw(t)HQLQ(Q) +al|Vu(t)|[72) <

CG(HVJ(t)H‘ia(Q) HIIVIOI[s) + 10| (@) + 3)[w(B)]|12(0)+
190112 + O [Ls0) (1AW 720 + IV (Au(t))[[12(0))+

+ {170 [ o 1 Au()][72(0) + IIbt(t)lIiz(Q)IIU(t)IIZLoo(Q)>- (4.46)

Aplicando a desigualdade de Gronwall, resulta que

T
Hw(t)H%Z(Q) < C7(||w0||%2(9) +/0 ||9t(t)‘|%2(9) + ‘|Jt(t)‘|i6(9)(‘|AU(t)||%2(Q)+
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IV (Au(t)[Z20)) + 17O Lo o 1Au®)] L2 + Hbt(t)\\ig(mHu(t)Him(Q)),
com C7 dependendo de [|VJ||p0.r06(0)), ||0||L(@). Como wy € L*(Q) (veja (4.43)),

temos

nax lw(®)[720) < Cs (1 + |[uol [Erz() + 11911 F20,7m010)) + HthZL%o,T;L%Q))) , (447)

com Cs dependendo de ||V ||z (0/;6()), |0l L2 (@) ||9(0)||%2(Q)= ||b(0)||%2(9) € ||‘](0>||2L°°(Q)’
Integrando a equagao (4.46) em (0,t), com ¢ € [0,T], e usando a estimativa (4.47),

obtemos
IVl < Co (14 lluoliFagey + 19l Baormay + Il agy) - (4:48)

Portanto, u' € C([0,T]; L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q)).
Escolhendo v = —Aw em (4.44), integrando em 2, usando a hipétese (H) e as

desigualdades de Holder e Young, tem-se
d 2 2
A0z ) + allVwt)lza) <

Clo<Hb(t)|’%oo(g)||w(t)\|i2(n) + [T [F6 0y 1 Au(t)|[ 750y +
|10 (8) |72 [l ()] 2o ) + Hgt(t)lliz(m) (4.49)
Observando que

Vwy = Vg(0) + VJ(0)Au(0) + J(0)V(Au(0)) — Vb(0)u(0) — b(0)Vu(0),

e usando as seguintes hipoteses:

.

g € C(0,T]; H'(Q)),

e ([0, T]; H*(2)),
uy € H?*(Q) o que implica V(Au(0)) € L*(Q),

b € C([0,T]; H*()),

\
tem-se Vwy € L*(Q).

Integrando (4.49) em (0,¢), com ¢ € [0, 77, obtemos

2 2
max [[VwO)[720) + allAw|[f2g) <
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Ch (HbH%OO(Q)HwH%Z(Q) + H‘]t||%°°(O,T;L6(Q))HAUH%2(O,T;L3(Q))+
||bt||i2(Q)||u||%°°(Q) + ||gt||i2(Q) + ||VUJ0||%2(Q))- (4.50)

Usando combinando (4.40), (4.47) e (4.50) temos

2 2
tgfg%i Vw72 + [[Aw]|72g) <

Ciz (1+ Il llsiey + 1191 B0 sy + 191120y + 1erl 2 )
com a constante Cyy dependendo de ||J||rorm10)), [|b]l2@), |10ellz2(@): [|9(0)]|m1(0)
1600} [lwa o) e 70wy @
Portanto, v’ € C([0,T]; H'(Q)) N L?(0,T; H*()) e a prova do teorema 4.3 estd com-

pleta. O

4.2 Solucao local: prova do teorema 4.1

Nesta se¢ao provaremos o teorema 4.1. Para isto, vamos substituir na equagao (4.6)

. 1
o inverso da temperatura u = — e obter

0
a(E> apar = KAuia—KuAu augpat.

Deste modo, temos o seguinte sistema de equagoes diferenciais:

0

agp—&Aso p—¢’tapu  em Q,

% — Ku?Au = au%p%—f em @,

5 9 (4.51)
(p — _u =

an =0, n 0 em S,

90(1‘7 0) = @O(x)v U(ZE, O) = UO(ZE) €m Q,

1
com uy = o > (). Para aplicarmos o teorema da contragao, vamos considerar o seguinte
0

conjunto:

(p,u); (p,u) € (C([0,T]; H*(Q2)))?, (¢r,ue) € (C(0,T]; H'())?,
X =19 (e )|l oz < R, (@ ud) |l cqorsm)? < R, (4.52)
u(z,t) > m > 0.
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1 . mo

com m = - minuy(x) = —.
2 Q 2

Entao, definimos o operador ® : X — X do seguinte modo: para (1,v) € X (p,u) =

(1), v) ¢é a unica solu¢do do problema linearizado:

o —EDAo =0 —¢*+avy em  Q, (4.53)
uy — Kv*Au+ avppu =0 em  Q, (4.54)
Oy ou
- _ i 4.
n 0, on 0 em S, (4.55)
90<x7 0) = QOO(‘%'% U(ZL‘, O) - ’LLO(IL‘) cm Qv (456)

com ug(z) > m{%nuo(x) =mg > 0.

Vamos assumir que o operador ® estd bem definido. Ou seja, para (¢, v) € X tem-se
que ®(,v) = (p,u) € X.

No que segue, faremos alguns comentarios sobre esta hipdtese.

Observemos que, para ¢,v € C([0,T]; H*(Q)) e v, v, € C([0,T); HY(Q)) temos que
Y — 3 4+ avyy € C([0,T]; L)) e (¥ — 3 + avd)y = ¥ — 3% + avg) + av)y €
C([0,T]; H'(Q2)). Portanto, pelos resultados da teoria das equagoes diferenciais pa-
rabdlicas lineares (veja, por exemplo, teorema 2.4, p. 23), com ¢y € H?(Q) existe uma
tinica solugao ¢ tal que ¢ € C([0,T]; H*(2)) N L*(0,T; H3(Q)), ¢: € C([0,T]; H*(2)) N
L2(0,T; H3(Q)) e ¢y € L*(0,T; H*(2)).

Por outro lado, para (v, v) € (C([0,T]; H*(2)))?, ¢ € C([0, T]; H*(Q))NL*(0,T; H*(Q))
e oy € L*(0,T; H*(Q)) tem-se avipp; € C([0,T]; H2(2)) e (avihp;); = avihp; + avipyp; +
+avippy € L2(0,T; H*(S2)). Logo, pelo teorema 4.3, p. 45 temos que existe uma tnica
solugaio u do problema (4.54) tal que u € C([0,T]; H*(Q)) N L*(0,T; H3(%)),
ug € C([0,T); HY(2)) N L0, T; H*(Q)).

Além disso, aplicando o resultado [4, teorema 5.3, p. 320] com v? € C(Q), vy, €
C(Q) e ug € H*(Q2) obtemos que u € H>(Q), com H*'(Q) o espaco das fungoes Holder
continuas com segunda derivada no espaco e primeira derivada no tempo também Holder

continuas.

Agora vamos verificar que a solucdo u satisfaz u(x,t) > m > 0.

Lema 4.3 Euxiste Ty > 0 tal que a solu¢do u do problema (4.54) satisfaz u > m >0 em
t €10, Tp).
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Demonstragao: Vamos primeiro mostrar que u(x,t) > 0 em ). Para isso, mostraremos
que a parte negativa de u, denotada por u~, é zero. Multiplicando a equagao (4.54) por

u~, integrando em (2, usando a férmula de Green e a desigualdade de Holder, obtemos

3l Ol [ 190 OF < @l l9Ollo ezl Ol

2K [o(t)]| o=@ Vo) oy l[u™ () 3@ VU™ (#)]] 20

Lembrando que v*> > m? = a > 0 (pois v € X) e usando as desigualdades de Young

e de interpolagao (4.36), temos

Ko
_ 2 — 2
Sl @12 + o IVe (@) <

allv(®)] o=@ |11 )] @ ler O] o @™ O Z20) H 0 O o o) VOO Loy [~ ()] [Zs (0

d,. _
I ()12 + Kol Vur ()] a) <
Ci (1)l 1@ 1< @l e 1< ol [~ (B)] ey +
(O e 1700 sy (I~ () 2@l Ve 5210 + [[a~ (s )

Usando novamente a desigualdade de Young, resulta que
d, _ 2
prll (Olz2) + Kol Vu™ ()]|720) <

Collu™ ()][720 (\ [ Lo @ [ ()] [0 @) |02 () ]| Lo )+
[0 (E)Z oo (o) | VO ()T oo ) + ||U(t)||Zioo(9)||VU(t)||%oo(Q)>-

Usando a desigualdade de Gronwall, obtemos
lu™ ()72 <

T
s ey exp ([ (o0l 100 =l Ol

oI @ VOO ey + 0O @ V0B [m(ey) )
Portanto,

||U7(75)H%2(Q) < HW?H%%Q)GCT < C4HU6||?:2(Q)
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com Cy dependendo de |[v|| zoo (@) |[%]| L (@), [|¢t]| L (@)- Mas, por hipdtese, ug > ming ug(z) =

mo > 0 e, logo, u, = 0. Portanto,
™ ()72 S 0= u"(t) =0

em (), o que implica u(z,t) > 0 em Q.
Agora, considere b = avipp, e w = ue ™ com A = —(|[b]|=(g) + 1). Como b € C(Q)
tem-se b < ||b||x,0 = max |b(x,t)|. Logo, b < [|b||r= + 1 = —A. Portanto
(z,1)eQ

z,

b+A<0, em Q. (4.57)

At

Por outro lado, substituindo u = we*" na equacao (4.54) obtemos

w; — Kv*Aw + (b+ Nw = 0.

Deste modo, w(z,t) satisfaz o seguinte problema:

w; — Kv*Aw+ (b+Nw = 0 em @,

2—1: =0 em S, (4.58)
w(z,0) = wug(x) em .

Como u(x,t) > 0 em @ entdao w(z,t) > 0 em Q. Além disso, usando (4.57) podemos
aplicar o principio do minimo e concluir que o minimo de w(z,t) é atingido em ¢t =0 e
x € (), ou seja,

mﬂin w(x,0) = up(x).

Observe que o minimo de w(z,t) ndo pode ser atingido em pontos da fronteira, pois

Portanto,

mc;n u(z,t) > Irgn w(x, t)e = ug(z)e™ > moe™,

In 2
com mg = min ug. Assim, escolhendo Tp = ——— , temos que
9 [16]|oc.0 + 1
m
minu(z,t) > meeM > —> =m
Q 2
E a prova do lema 4.3 esta completa. O
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Para finalizar, devemos escolher R > 0 e impor algumas restrigoes em 1" para mostrar
que: ®(,v) = (p,u) € X se (¢,v) € X. Este procedimento é andlogo ao realizado na
secao 3.1 do capitulo 3 com maior grau de complexidade e é obtido usando a teoria classica
das equacoes parabdlicas lineares. Omitiremos os detalhes neste trabalho e assumiremos

que existe um 7™ tal que R > 0 esta bem determinado.
Agora vamos provar que ¢ é uma contragao.

Sejam (djiavi) €X7 1= 17277 ¢:¢1—¢27902901—S027U:U1—U2eU:Ul—Uz-

Queremos mostrar que existe k € (0,1) tal que
(Y1, 01) — ©(v2, v2)|[x < Kl[(¥1,01) = (Y2, v2)|[x
Assim, pela definicao de ®, temos o seguinte problema:

pr — E0p = (1 — 7)) — (2 — ¥3) + a(vithy — vathy) em  Q,

(

u — KoiAuy + KviAug + avi(p1)i1ur — ava(pa)ithous =0 em  Q, (4.
00, ou_ (

on T on

o(x,0) =0, u(z,0) =0 em Q. (

%q;

S O

_ o
~— N N~

0 em S,

Fazendo d(¢1,12) =1 — (7 4+ Y1p2 + ¢3) € L=(Q), obtemos que

(W1 —47) = (V2 — ¥3) + alvrn —vaths) = d(¥h1,¥2)t + a(v1th — vath)
= d(1, ¥2)¥ + a(vir — vivhs + V12 — vatha)
= d(¥1, Y)Y + a(viy) + vio)
= (d(¥1,%2) + av)¥ + athrv
= d(¢1, )Y + athyv, (4.63)

com d(t)1, ) = d(11,19) + avy € C([0,T]; H*(Q)) C L=(Q).

Além disso, observemos que

— KviAu; + KvsAuy = —KviAuy + K (viAug — v]Auy) + Kvs Aus

= —KviAu— K(vi — v3)Aus. (4.64)

Lembrando que v? — v3 = (v; + v2)v e fazendo B = (K (vq + v9) Aus — a(ip1)¢th1us), temos

que o segundo de (4.64) torna-se
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K(U% - U%)AW — av(p1)1us — apbvaus — a(ps)Pvaus =
(K (v1 + v2)Aug — a(pr)ihruz)v — a(@ihy + (2))vaus =

Por outro lado,

U1<901>t¢1U1 — U2(<P2)t¢2u2

= U1{$¥1

fu — a(@ﬂﬁl + (902)t¢> VaUs. (4.65)

Yruy — v1(p1)ehrug + v1(@1)hiug — va(p2)ihats
vi(p1)er1u + <U1(¢1)t¢1 - U2(S02)t¢2>uz

(pr)ew)
(1)
vi(p1)ithru + (Ul(%) U1 — va(p1)ethn + va(epr)ethn —
2(p2)et) )
(1)
(

<

v1(p1)e1u + ( (p1)eth1 + (((Pl)twl - (902)t¢2>712>u2
vi(p1)iru + v(e1)brug + ((901)%01 — (p2)eth1 + (p2)ith1 —
(1p2)eth2 ) oz

v1(p1)e1u + v(p1)erus + r1vaus + (92)ihvaus.  (4.66)

Desta forma, usando (4.63), (4.65) e (4.66) em (4.59)-(4.62), obtem-se:

— &A= d(r, b)Y +ahv em  Q,  (4.67)

Ut — KUfAU + avi(p1)ih1u = Bv — a(eipr + (2)iP)vauy em  Q, (4.68)
Op ou

i =0, — ¥m =0 em S, (4.69)

o(z,0) =0,u(z,0) =0 em Q. (4.70)

com 3 € C([0,T); L*(Q2)).

Além disso, notemos que d(v1,12)0 + aprv € C([0,T); H*(Q)), dy(11, ) = dy +
a(va); € C([0,T]; H(Q)), e ainda (d(1,92)0) + arv)y = do(vr, 28 + d(vhr, 2) iy +
a(11)v + atrvy € d(11,102)Y + atyvy e portanto (d(ibr, b2)Y 4+ arv), € C([0,T); HY(Q)).

Assim, pelo Teorema 2.4 do capitulo 2, p. 22, concluimos que existe uma tinica solugao

p tal que p € C([0,T]; H*(Q))NL*(0,T; H*(Q)), ¢, € C([0, T]; H*(Q))NL*(0, T3 H*(Q)),

Dt c LQ(O, T; HQ(Q))

Agora, multiplicando a equagao (4.67) por ¢, integrando em €2, usando a férmula de
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Green e a desigualdade de Holder, obtemos

1d

39Ol + 20960y = [ An,va)vOrptt) + a [ in(ece

< ld(r, ¥o) L@ | [ ()] 2@ |0 ()| r2) +
+ al[r (O] ze@ vl 2@ lle ()] 2@
Usando a desigualdade de Young, temos
1 —
2dtl|90( Wiz + 28 MVe@i2@ < UL V)@l 16OZ20) +

1
+ &[G Oz @l @)72@) + 519Dz
(4.71)

Aplicando a desigualdade de Gronwall e lembrando que ¢(0) = 0, temos que
le(®)][72(q) <

et(/ot (||3(1/11,1/12)H%oo(9)|’¢( )HL2 +0‘2”@[’1( )H%oo(g)||v(7)|]%2(m> dT). (4.72)

Notemos que

tg[})ajﬁ] 3(%%)“%&(9) < C(Hd(%,%)“%w@) +CLQH“QH%@@(Q))
< COAH[|9llzoo@) + 111 vallFe) + [[W2llz00 @) + 102l Fe(@))-
Logo,
max |[d(¢1, 1)1~ < C(143R* + R?). (4.73)
te[0,7%]

Usando (4.72) e (4.73), obtemos

max
te€[0,7%]

com C; dependendo de a, R?, R*.

2 T % 2
0y < Coe™ T (e 900 +

v(t)\\iz(m) . (4.74)

Integrando (4.71) em (0,¢) com ¢ € [0, T*], temos
T A
221Vl < [ lelladt+ [ (1) Bl Ol +
+ @2!Wl(t)\\%m(a)!l’u(f)H%Q(m) dt (4.75)
Usando o resultado de (4.74), obtemos

IVelfi2(q) < Coe T( [ @/)(t)lliz(m+t£)ég}l|v(t)||%z(g))- (4.76)
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com C5 dependendo de a, R?, R*.

Agora, multiplicando a equagao (4.67) por —Ay e integrando em €2, tem-se

- [apt - ¢ [ 1apr = [@wwac +a [ we@seo,

Usando a formula de Green e a desigualdade de Holder, obtemos

/QV@t(t)vw(t)+§2||A<P(t)lliz<m < ldllze @[ ()] | 2@ 1200 22(0) + al [ (8) || @)+
Flw Oz 1A ()] L2()-

Usando a desigualdade de Young, tem-se

4| v )Iliz(gfr%llﬁw( B)l[72) < (“d“LOO(Q 10 (O1172 @)+’ 1 (O ooy [0 (0)[E2(0))-

Integrando em (0, ) com ¢ € [0, T*], temos

T*

T*

V()] 2oy +E2 1A oy < [l2~ o / )2y di-+a || B / [0(8)| 250y .
0 0

Portanto,

2 2 2 * 2
tg[gag]HVw( iz + ENAR7200) < C3T( nax 1/J(t)!|Lz<m+té%§ng}

v(®)]172(0));
(4.77)

com C5 dependendo de a, R?, R*.

Agora, vamos multiplicar a equacao (4.67) por ¢y, integrar em €, usar a férmula de Green

e a desigualdade de Holder para obter

/ﬂ elt)eult) — € / Ap(tilt) = / 2(t)eilt) + a / b (Oo(t)et)

< ld]| oo @ 1) 2@ |1t ()| 20y +

+ allvr @)@ o) 2@l (]| 220
Usando desigualdade de Young,
2 2 L= 2 2 2 2
e (B)l720) + € QVso(t)Vsot(t) < SUldlfz=@ [0 Ollz20) + a”lla O]z [0 OIz20)
1
+ Sl Ba
assim, temos
[loe)l|Z20 +£2—HV<P( Nz < Ndllzeo @[22y + @0 O[2 @ [0)][72(0)-
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Integrando em (0,¢) com ¢ € [0, T*], temos

T* T* T*
/ e (O[22 S/ [l Zoo o POz +/ @ |91 ()| Zoe (o I ()12
0 0 0

que resulta,

ol < Ot ( 11Ol + s 0Ol ) (479

com C; dependendo de a, R?, R*.
Agora, multiplicando a equagao (4.67) por A(Ay) = A?p, integrando em 2 e apli-

cando a férmula de Green, temos
[oto—¢ [@aat) = [ @+ anoate) = - [ V@t aw)viae).
Usando as desigualdades de Holder e Young, obtemos
thHA‘p( )||L2(Q)+ IIV(AsO( N2 < 452(IIVdIILz o PO Lo (@Il Zoe (@ V(D120
HIVYL O L2y 10 )L ) H W1 (D Lo ([ VOO ][22 0)-
Usando desigualdade de Gronwall, temos

(V0|2 HIVU () ).
(4.79)

max
t€[0,7%]

Doty < €7 CT (41 101 o s (

com C5 dependendo de a, R?, R*.
As estimativas acimas garantem que ¢ € C([0, T*]; H*(2)).

Dando prosseguimento, vamos derivar a equagao (4.67) em t, o que resulta
P — EAp = (AP + ahyv); = dip + iy + a(¥) v + aprv.
Lembrando que ¢(z,0) =0 = Ap(z,0) = 0, a condigao inicial fica
©1(0) = d(0)1(0) + agh (0)v(0) = w,

que estd bem definida, pois d, v, ¥, v € C([0, T]; H*(2)).
E como pg,ug € H*(Q) C L*(), entao ,(0) € L>(Q). Fazendo ¢; = w, temos o

sistema
—EAw = dyp+ iy + a(t)w + ahrv; em Q,
2—1: =0 em S, (4.80)
w(z,0) = wy(x) em ().
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Multiplicando (4.80) por w, integrando em €2, usando a férmula de Green e as desigual-

dades de Holder e Young, obtemos

/wtw—§2/wAw
Q Q

0 que resulta,

52wl

1
[ (W0)eO[Z2 o [0 () + &2H¢1(t)\\%oom)l\vt(t)\liz(m> + S llw®llz20)

IN

+ o+ o+

+&IVu(t)lf2q <

/Qd_t@/)w+/ﬂawtw+a/9(w1)tvw+a/g@/zlvtw

e | L2 [0 ()] oo @ [ [w (£) | L2
]| oo |22 (8) || 220y | |w (8)] | 220
all(¥1)e ()] L2l [v(t)

al[r ()] e @ [ve ()] 2 |[w ()] 20,

| o)l [w(®)[| 22

<||dt||L2 OO Zoe 0y + [l Zoo o 1O [L20)

(4.81)

Usando a desigualdade de Gronwall, temos

w(®)lZ2) < " (

@)U Bzl () ey + 91O @l )22y ) ).

Notemos que

di (91, 2) |72y <

< 1201 (1) +

logo,

Usando (4.73) e

()22 < Coc™ T (||¢||%m

com Cg dependendo de a, R?, R*.

[lde (41, ¥2)|[720)

(4.83) em (4.82) e lembrando que ¢; = w, temos

T*
‘wOH%Q(Q) +/0 (‘|dt||i2(9)||¢<t>”%w(m + ||d||%oo(ﬂ)\|1/ft(t)|’%2(g)+

(4.82)

||de (¢, %)H%?(Q) + a2H<U2)tHi2 Q)

(1)eha + 1 (P2)s + 202 (P2)il [72(0) + @*[1(02)i] 720

< 10R* + a*R?. (4.83)

+ ||U||Loo(Q) + I%ajiii (

(1) By + ||vt<t>||%z(m>) |
(4.84)

Integrando em (0,¢) a expressao (4.81) e usando (4.84), temos

€Il < Cre™ T (Il + ol +

maX (Hwt( )H%?(Q)

t€[0,T7]

n Hvt(t)H%m))) .
(4.85)
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Portanto, obtemos ¢, € C'([0,T*]; L*(Q)) N L*(0, T*; H'(Q)).

Agora, multiplicando a equagao (4.80) por —Aw,

- / weAw + 52/ ‘AUJIQ = —/(d_tw + dipy + a(11)v + arvy) Aw.
Q Q Q

Aplicando a férmula de Green e as desigualdades de Holder e Young, obtemos

Ol + AL A0 e <
IV wll32q0) + (119 o 16y + el 1V oy +
||V6—i||iﬁ(ﬂ)||¢t||%3(9) + ||V(¢1)t||%2(g)||v||iw(9) + ||a||%°°(9)||v¢t”%2(g)+
1(W@1)el 2o 1Vl 22 () + IV Zs(oy lvel 7o) + ||¢1||%oo(sz)||Vvt||%2(Q)>- (4.86)
Notemos que

HVE(Q/JD%)H%G(Q) < HVd(%;%)H%G(Q)+G2HVU2H%2(Q)

<1201V (1) + V(1)1 + 11V (12) + 202V (¥2)[ |16 + @[V (02)[[76(0y

logo,
IVd (4, )76y < 10R* + a’R>. (4.87)
e também,
HVflt(wl, 1/12)“%2(9) < [|Vdi(n, ¢2)||%2(Q) + a2|‘v(1}2)t’|%2(9)
< 12V ()i + 2901V (1) + Vi (2)e + 1 (¢2):
+ V()thy + (V1) Viba 4+ 2Va(tha)s 4 202V ()i 72
a*[|V (v2)el |20y

Logo,

IV dy (1, 12) |72y < 20R* + a®R%. (4.88)

Assim, usando (4.73), (4.83), (4.87), (4.88) e a desigualdade de Gronwall em (4.86),

temos

-
IVw(®)l|T2@) < €' Cs/o (l|¢(t)||ioo(m +HIVYO )3 + 18730 + 10 [Zoe )+
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V() 720) + [IVO(O)1 T30y + 0Ty + vat(t)Hiz(m> dt, (4.89)
com Cg dependendo de a, R?, R*.

Usaremos as interpolacoes

IVl < CUIVEl 2@l A |2@) + VY720,
olZsy < Cllell2@l Vel 2@ + [19el72)),
lollzsy < Clllvellrz@)l Vol 2@y + el Z2@))s

VUl < CUIVUll2@l|A0]|r2@) + [Vl Z2q))-

Portanto, aplicando-as na desigualdade (4.89), obtemos

IV (b)) < € Cs / (IR + (VL@ 1AW 2y + V9] )+
(Il 2@l Vel 1y + 1l ) + 1010y + [Vl 2+
(190|220 140l z2(e) + 1701 Fagey) + etz I Veull 2y + el 2+

1Vl ),

e portanto, para w = ¢;, obtemos a estimativa

IV D)l720) < €T*08T*(H¢HL00(Q)+||v||Loo +tn[}]a;§(\Vw(t)HL?(ﬂ)Jr!lVU(t)!!i2<Q)+

+ [[Av®)[ 2 + Vo)l + 1AGOIIL2) + [ OIL20)

£ VDB + Bl E2m)))-
(4.90)

Logo, as estimativas acima garantem que ¢; € C([0, T*]; H'(2)).

Vamos agora multiplicar a equacao (4.80) por w; para obter

/ WeWy — 52/ Awwy = /(d_tw + dipy + a(11) v + ahyvg)wy
Q Q Q

Usando a féormula de Green e as desigualdades de Holder e Young, temos

52 1/ — _
[we ()] [72(0) + 5 dtva( Wiz < —(HdtH%%m’WHQLw(Q) + 1d[ oo o 19l 720y +

+ (@)@ vl o +a2H¢1HLoo(QHthLzm))+

1
+ §||wt||%2(n)
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Integrando em (0,t) com ¢ € [0, T], para w; = @y, concluimos que

el < G (il + il + s, (16Ol + 1) 490

com Cy dependendo de a, R?, R*.
Assim, temos que oy € L*(Qr+).
Precisamos agora obter algumas estimativas para u(x,t). Para isto usaremos a

equagao (4.68) e o fato de que, para v; € X, tem-se Kv} > Km? = a > 0. Consi-
dere J = Kv? > a >0 e b= avi(p1)¥1.

Multiplicando a equagao (4.68) por u e integrando em €2, tem-se

/Qutu — /Q J(Au)u —|—/Qbuu = /Q(Bv — a(pihy + (2))vaus)u.

Usando a féormula de Green, observe que

—/QJ(Au)u:/QVuV(Ju) = /QVu((VJ)u+J(Vu))

= /VJ(Vu)u+/J|Vu|2.
Q 0

Desta forma, lembrando que J > a > 0, e usando a desigualdade de Holder, obtemos

VI (@) [s@ IV u®)|| 2@l [u()] zs@) + o) oo @y [u(t)] 720y +
(||5(75)||L2(Q)||U(t>||Lo<>(sz) + e ()| L2 1 ()| Lo () +
\(%02)t(t)||L°°(Q)\W(t)HLQ(Q)) [ [ua (8)]| oo () [v2 ()| oo (o) |11l | £2(02),

Logo, usando a desigualdade de Young, temos

d
A7) + ol Vu(t)|[72() <
dt

1
~[IVIO7s@ [l Zs() + 1100 [ [(®)][720)+

(11812l [0 (E) (0 + e E) By 161 (1) e )+
H(%)t(t)l|%oo(n)|\¢(t)||%2(m) ||z (8) 700 (0 102 () |20 0y + 1|u(®) 720
Usando a desigualdade de interpolacao (4.36), tem-se
IV IO Zs@llullfs @) <
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C(Ilullzz@ IV ull 2o + 1l ) IV IO ey <
IV IO sl acay + (1190l By + el By ) IV TO)lEsqey )
Portanto,

d
2@ < €IV 0 ks + IV IO sy + 16O =0 + 1) l(®) B+

+<H5(t)\|i2<m||v(t)Hioo<m + 1O 72 @11 ([0 )+

+ |I(wz)t(t)llioo(a>ll¢(t)|!izm)) [z ()] |70 (012 (E) | oo 0 (4.92)
Notemos que
IVI(O)][7s = 4K7|[0Vui][7s < CR', (4.93)
162 () = llaviorn|[fe(q) < o R (4.94)
IVo(t )||L2 < @®||Vurthr + 01 Vprih + U1901V@/)1HL2 < 3a’R° (4.95)
e também,
18|22 < E*(llil[Za) + w222 @)l Aus| 220y + a®[[(91):l 7o) Y1 wall72 (o)

< CO(K,a)((R*+ R*)R* + R*R*R?),

logo,
1BI[72(0) < C(K,a)(2R* + R°). (4.96)

Usando (4.93), (4.94), (4.96) ¢ a desigualdade de Gronwall em (4.92), temos

[u(®)][22(g) < €7 Cro (\|v\|%oo<@T* o) iEag + 7 max

w<t>||%z(m) o)

com Oy dependendo de K, R?, R*, RS.
Usando (4.78) em (4.97) obtemos que

||U(t)||%2(g) < Oy ( max (

lax. [0 + (B2 + [UllZ(q) + 1017

(4.98)

Vamos agora multiplicar a equagao (4.68) por —Au e integrar em

—/QutAu+/QJ|Au|2—/QbAuu: —/Q(Bv—a(gotl/zl+(302)t1/1)vgu2)Au.
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Lembrando que J > a > 0 e usando a desigualdade de Holder, temos que
HVU( Mz + ellAu()l|T2q) < 16| Au(t)] L2 Ju(®)]] 20+

+ (1B @ @ e + (lod®llzellin @)=+
+|I(wz)t(t)!!Loo(ﬂ)l!@b(t)llmm)) \\W(t)lILoo(sz)\lvz(t)!!Loo(m) |Au(®)]]L2()
Usando a desigualdade de Young,

th

d
ZVu®)lf20) + alldu(®)][72q) <

1
~(BOzoe oy [(B)] [ Z2() + <||6(t)||i2(9)||v(t)||iw(m> + (e @ 11 ([0 @)+
(@2)e ()7 oo 0 1 (O] 7200 2 (8) | Fow (0 [[02 (8] |70 () - (4.99)
Integrando em (0, ), para t € [0,7*], e usando (4.94), (4.96), obtemos

[Vu®llfz0) < CuT" max (

(t )"%%Q)‘H’U(t>H%°°(Q))+Cll(tg[%)a%] w172 TH@tl1 7o)
(4.100)
com Cg dependendo de K, a, R*, R*, R®. Usando (4.78), (4.98) em (4.100), temos

IVu)|[Z2) + 1Aul[f2q) < CuT (|97~ + 10l[Fe(q) +

e ()[72() + [ve®)F2) + 10O 720)))-
(4.101)

+ max (
te[0,7%]

Vamos multiplicar a equagao (4.68) por Ay e integrar em (2:
/ u A%y — / JAuN?u + / bulA*u = / <Bv — a (e + (p2))) Ugu2> A%,
Q Q Q Q
Usando a féormula de Green, tem-se que:
—/ JAuN*y = / VJAu(V(Au)) +/ JIV(Au)|?,
Q Q Q
/ bul*u = / (Vo )u(V(Au)) + / bVuV (Au).
Q Q Q

Fazendo F(t) = (51} - a(gptv,bl + (g02)t¢> vgu2> e usando as desigualdades de Holder

e Young, obtemos

d
Z18u(b)|22(0) + ol V(Au(®) B2y < (I970) syl | Au(t) s+
[IVO()]172 6 [ oo 2y + BN ) VUl |72+
IV P20 + IV (A(6)|22(q)-
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Usando a interpolagao,
1Aul[7s(0) < C(l|Aul| 22|V (AW)||L20) + [|Aul|72(q)),
obtemos,
%IIAU(t)Iliz(m +al[V(Au(t))l[72() < IIVJ(t)IIQLG(m<|IAU(t)IILz(Q)IIV(AU(t))IILz(Q)+

+|IAU(t)|Iiz(m) + VB [L2 0y | [ ()] [ oo )+
H IO Loe (@ V)| [L20) + IVE(O)]]120)-

Logo,
d
12w [Z20) + allV(Au(®))[[72q) <

IV IOI[Ls oy || Au(t)[[12(0) + IV T ()] Lo | Au) [ 0)
V()20 ()20 () + 16O Lo V() Z2() + IVE(O)]]720)- (4.102)

Portanto, usando (4.93), (4.94), (4.95) e a desigualdade de Gronwall em (4.102), obtemos

1Au®)|[Z2 () + allV(Au)|[Z2 )

T
“ron (/O ()7 ) + IVu)lz20) + IVF )20 dt) : (4.103)

com C}; dependendo de K, a, R?, R*, RS.
Agora, vamos estimar a norma HVF(t)||22 . Observe que:

IVE@)Z20) < IVBIL2@l10l172) + 181120 ||Vv||Lz> @t

[ e e {2 Y

el 720y I V111720 + 1V (@2)il 720y 1911720y + "(902>t||%2(9)||v¢||i2(ﬂ)>+
19112y 111120 ) | V22222l o+

1011130 111 e 102112 e |02 By

+ 4+ + 4+ o+

[(@2)ll7 oo(Q)||¢||L2 Q)||Vu2||L2(Q)||U2||%°°(Q)
+ 1(p2)ellF o0 19172 [ 12l 0 ) [ V02 2 ) -
Notemos que
VB2 < 1K (Vi + Vog) Auy + K (v1 + va) Aug +

+ aV(e)hrug + a(@)(Viprug + 91 Vug)|[ 720
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e, logo,

IVB(#)][720) < (AK?R* 4 30> R°). (4.104)

Usando (4.96), (4.104), podemos concluir que

T* T*
| IvF@Ie < [ (100l + V0Ol + Vo0l +
e + 1Oy + IVEOIBae), (4105
com C dependendo de K, a, R?, R*, RS.

Logo, substituindo a expressao (4.105) em (4.103) e usando as estimativas (4.84),
(4.90), e (4.101), resulta que

1Au(t)l|72) + [IV(AU)|[12 ) < €CT*C12T*<HUH%°°(Q)+|W||2L°°(Q)+HUH%OO(Q)+

)20y + 1O + )10 o) +

+ max (
te[0,7]

+ o)

(4.106)

com C}s dependendo de K, a, R?, R*, RS.
Portanto, u € C([0, T*]; H*(Q)) N L?(0,T*; H3(2)).

Vamos agora derivar a equagao (4.68) em relagao a t,

uy — JAuy — JAu + buy + bu = (5” - a<@t¢1 + (‘Pz)t¢> U2U2>t .

Desenvolvendo o segundo membro, temos

(Bv — a(pibr + (02)i0)ugvs), = Brv+Poi—a(ph1+(02) ) usv2—a(@hi+(p2) ) (ugv2):

= B+ Buy — aleur + (1) + (02)uth + (92)¢ Vi) ugvs —
— a(pih1(u2)va + prhrug(va)e + (p2)r Y(u2)r v2 + (p2)r Yus(va):)
= G(t).

Uma vez que u(0) = 0 = Au(0) = 0 e B(0) = K(v1(0) + v2(0))Auz(0) — a(p1):(0)us(0)

entao u;(0) estd bem definido, tal que

ut(0) = £(0)v(0) — alpr(0)11(0) + (£2):(0)1(0))u2(0)v2(0) = wo
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Portanto, fazendo u; = w, temos o sistema

wy — JAw — JJAu+bw +bu = G(t) em Q,

g—?;} =0 em S, (4.107)
w(z,0) = wy, em Q.

Agora multiplicando a equagao (4.107) por w e integrar em (2
/ wyw — / J(Aw)w — / Ji(Au)w + / bw?* + / bruw = / G(t)w.
Q Q Q Q Q Q

Usando férmula de Green, observe que

—/JwAw:/(VJ)wVw+/J|Vw|2.
Q Q Q

Desta forma, temos que

il ®le + [ JOIFF <

| Ho@uu - [ (aepove - [ -

Q

_/th(t)u(t)w(t)vL/G(t)w@)’

Q

e usando a desigualdade de Holder, obtemos
S w720 + allVwt)l72@) < 1:llzs@l | Au®)]| 2@llw )] pag) +

VI )| ooy [w @) s @ [ Vw ()] | L2y + D] | o @l [w ()] 720+
H[be]| 22 @ [[u ()| oo @ [[w ()] [ £20) + |G (Ol 220l [w ()] 2(0)-

Aplicando a desigualdade de Young e usando a interpolagao (4.36), resulta que

d
EHw(t)H%?(Q) +af[Vw()]|72q) < Col®)|Jw(t)]2q) + <||G(t)||%2(9) + [ Au(t)|[72i0)+

11608 B2y (D) oy + Hw(®) ey ) (4.108)

em que Co(t) = (2 + [[b][ Lo (q) + ||Jt||%6(9) + ||VJ||%6(Q) + ||Jt||iG(Q) + ||VJ||iG(Q))'
Notemos que

OBy < UK o)l 3sgoy < K2R, (4.109)
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e também,

18720 <
1K ((v1)iAug + (v2)iAug + v1A(ug); + v2(Aug)s) — a((@1)it — (01)e(u2))l| 7205

e logo,

18132y < 4K°R* + 2d°R*. (4.110)

Assim, usando (4.93), (4.94), (4.109) e a desigualdade de Gronwall em (4.108), temos
e T*

w(t)|[72q) < €T (Hw_o!liz(m + || Aul|r2g) + /0 G ()220 dt> , (4.111)

com Cy dependendo de K, a, R?, R*.

Analisando o termo ||G/||72 (), temos

NGOTey < BIZ2gy 0172y + 11BNz 10l 220y + @2(H%t“%z(ﬂ)’Wl”%w(gﬁ
+ el oo 1@l [Fo 0y + 11 02)etl |72 [¥]172 () +
12Dt e e el ) s 13 e g ] By =

= @ (11ul 22 g 1] ey 1 2ol By o e+

+ H%WL?(Q)H%"%oo(g)HWH%oo(Q)‘\(02)t|’%2(9)+

+ ‘|(902)t‘|%oo(9)HW’%2(9)’|(U2)t“%2(9)HU2H%<>0(Q)+

+ ||(902)t||%oo(m\IwHiQm)I\w!I%w(ml|(v2)t!|12<9))- (4.112)

Usando (4.96), (4.110) e integrando (4.112) em (0,¢) com ¢ € [0, T*], temos que

T*
A 1G] 22y <

T*
013/ <HU"%Q(Q)—H|Ut’|%2(Q)+|‘tht’|%2(ﬂ)+|‘90t||%2(Q)+|’¢||i2(§2)+|’¢t||i2(9)) dt, (4.113)
0

com O3 dependendo de K, a, R?, R*, RS.
Logo, usando a estimativa obtida em (4.101), (4.91), (4.84) e a expressao (4.113), e

aplicando em (4.111), obtemos

ey < CusT* (1B + 01wy +
o max (o] Faqm + o)z + 0z + 1Ol )
(4.114)
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com Cy3 dependendo de |[wyl|7. @ K a, R%* R* RS.

Vamos multiplicar a equacao (4.107) por —Aw e integrar em €2

—/thw—/J|Aw|2—|—/JtAqu—/bwAw—/btqu:—/GAw.
Q 0 Q 0 Q Q

Usando que J > a > 0 e a desigualdade de Holder, temos

va()HLZ ) HallAw®)fa@) < oo || Au®)]]s@||Aw(t)]|r2@) +
+ Oz @[[w ()| 2@ || Aw )| z2(0) +
+ bl 2@ [u@)[ e @ | Aw (@) L2(0) +
+ GOz [[Aw(®)]] £2(0)

2dt

Pela desigualdade de Young, tem-se
2 - 2
5 IV + S 8w <

1
5 <!|Jt\!%G(mHAU(t)Hism) + [0 [Zoe (@ 1w ()] 22()+
1Bl [Zoe @ 1O 1720 + HG(t)Hiz(m>- (4.115)

Usando (4.109), (4.110), (4.94) e integrando (4.115) em (0,¢) com t € [0, 7], temos
IVw(t)]1Z20) + el Aw][2 )
T*

em que C14 depende de K, a, R?, R*, RS.

Usando o resultado de interpolacao, observemos que

Tast Tast

[ isuite < o (1aulelP @0l + 18ufem)
0 OTast
<o (180l + IVDlE),
0
e assim, usando os resultados ja obtido em (4.113), (4.106) e (4.101), resulta que
Ve (8)] |20 + ol Al L2 g
o ([ e [ s
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(1000 By + WOy + (Ol + 0lne)) - (4116

e Prova da Contragao

Com estas estimativas obtidas, estamos em condicoes de provar que o operador ® é

uma contragao em X.
Vamos considerar a seguinte norma em X:
1, W% = llellx, +lullk,

co1m

2 _ 2 2 2 2 2
e, = mas (lelizae + 196l + 1861720 + max (lledliam + Vel

lull, = max. (Ilullzqo) + 1V ula) + 1AullEa) ) + max ([l Faqe) + 1Vl Faqm))-

Das estimativas em (4.74), (4.77), (4.79), (4.84) e (4.90) tem-se

max
te[0,T%]

0 < Coe™ T (s 160 + s 0O ).

trr[(l)a%(] [|V(t )HL2 < CsT" ( %a% (t HL2(Q) +tg[%%§} U(t)H%Q(Q)) ’
. [IA0(1) [Eae) < Coe™ T (llEeig) + IlellEmiar
s (V60 ey + V0B Fe))-
[l (llFaey < Co™ T ([[llEq) + ol e+
s (00 o) + (@)
max [Vt < Ooe™ T (i) + 1ol
tg%)ajﬁ( IV (t)|| L2 + ||Vv(t)||%2(ﬂ)+

1A0()]172(q) + [[Vor(t)12() + AV Z21) + ()] [720)+

V(b)) + ||vt(t)!|i2<m))-
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Fazendo C = C1 4+ 054+ Cs5 4+ Cs + Cs e tomando 17 = In 2, obtemos que

lelik, < OT( max (@) +1IVEOIEa + 1200 Fae) +
o mac ([0 ooy + VD) ey ) +
+ max ([0l a + V000 + 1400 ooy ) +
o max (o Ola + Vel ).

Isto é,

lellk, < CT*|(,v)l%- (4.117)

Além disso, considerando as estimativas (4.98), (4.101), (4.106), (4.114) e (4.116), e

somando estas estimativas com (4.117), resulta que

(e w)llx =1lellx, + llullk, < CoT™[[(2, )]k

1
Portanto, escolhendo Ty = T e T = min{Ty, T}, T5,T*}, com T dado no Lema 4.3

0
e lembrando que R > 0 foi escolhido tal que 0 < T < T'. Entao, para todo t < T,

1
120, v)lI% = ll(e. V)l < 511, 0)lIx,

ou seja, o operador ® é uma contracao sobre X. Pelo teorema da contragao, ® possui
um tnico ponto fixo (¢, u), que é a solugao local em [0,7**] do problema Penrose-Fife

(4.51). O
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Consideracoes Finais

O fenomeno de mudanca de fase tem muitas aplicagdes em varias areas e em processos
industriais. Por exemplo, a solidificagao é um dos mais importantes processos nos ramos
da Metalurgia e Ciéncias dos Materiais. Do ponto de vista tecnologico, é um processo
muito utilizado na moderna tecnologia industrial. Por exemplo, na tecnologia eletronica,
a solidificagao é empregada como processo de purificacao de metais e semicondutores
e na obtencao de monocristais de alta perfeicao para a fabricagao de microcircuitos de
computadores, calculadoras, instrumentos de precisao lasers e equipamentos de teleco-
municacoes. Na tecnologia metalirgica, ela é empregada, por exemplo, no processo de
conformagao de metais por fundi¢ao (que é a modificagdo de um corpo metdlico para ou-
tra forma definida) e na produgao de lingotes (sao massas de metais ou semicondutores
que apés fundicao tomam formas de barras ou blocos). Estas aplica¢oes sdo importantes
motivacoes para se fazer um tratamento matematico tedrico e numérico das equagoes que
governam o fenémeno de mudanca de fase.

Por isso, objetivou-se neste trabalho primeiramente fazer um estudo sobre a existéncia,
unicidade e regularidade de solugoes para algumas equacoes de evolugao, para finalmente,
trabalhar-se dois tipos de modelos de equacoes de mudanca de fase: modelo Caginalp e
modelo Penrose-Fife. Neste trabalho, destacamos os seguintes aspectos:

(i) a resolugao dos principais problemas desta dissertagao foi feita através do Teorema
de Contracao de Banach, um dos teoremas mais classicos da Analise Funcional e que é,
de certa forma, de entendimento simples;

(ii) o uso do método de Galerkin para resolucao de equagdes parabdlicas lineares, uma

ferramenta potente tanto analitica como numericamente;

(iii) a andlise matemética de dois modelos cldssicos que governam fenémenos de mu-
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danca de fase com interface difusa: modelo Caginalp e modelo Penrose-Fife. Como
destaque para o modelo de Penrose-Fife pelo seu maior grau de dificuldade matematica;
(iv) a resolugao detalhada do problema Linear resultante do modelo de Penrose-Fife
(sec@o 4.1 capitulo ??), que nao é um problema trivial;
Futuramente, a partir desde trabalho, pretende-se estudar outros tipos de modelos de
interface difusa, como por exemplo, modelos que envolvam a equacao de Cahn-Hillard.
Outra linha de investigagao é acoplar outras variaveis fisicas aos problemas estudados

tais como a concentragao (problemas com ligas bindrias) e a convecgao ( as equagoes de

Navier-Stokes).
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