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Resumo

Neste trabalho estudamos a existência e regularidade de soluções fortes bem como o decaimento

geral para o sistema acoplado de equações de onda com memória, dado por:

utt −∆u+
∫ t

0
g1(t − s)∆u(s)ds+α(u− v) = 0 em Ω× (0,∞),

vtt −∆v+
∫ t

0
g2(t − s)∆v(s)ds−α(u− v) = 0 em Ω× (0,∞),

u = v = 0 sobre Γ× (0,∞),

(u(x,0),v(x,0)) = (u0(x),v0(x)), (ut(x,0),vt(x,0)) = (u1(x),v1(x)) em Ω,

com convenientes hipóteses sobre as funções relaxamento g1 e g2. Aqui, Ω é um subconjunto

aberto e limitado do Rn com fronteira Γ regular e α é uma constante positiva.

Palavras-chave: Decaimento geral, Equações viscoelásticas acopladas, Função relaxamento.



Abstract

In this work we are going to study the existence and regularity of strong solutions as well as

general decay of the coupled system of wave equations with memory, given by:

utt −∆u+
∫ t

0
g1(t − s)∆u(s)ds+α(u− v) = 0 in Ω× (0,∞),

vtt −∆v+
∫ t

0
g2(t − s)∆v(s)ds−α(u− v) = 0 in Ω× (0,∞),

u = v = 0 on Γ× (0,∞),

(u(x,0),v(x,0)) = (u0(x),v0(x)), (ut(x,0),vt(x,0)) = (u1(x),v1(x)) in Ω,

with suitable assumptions on the relaxation functions g1 e g2. Here, Ω is an open bounded

subset of Rn with smooth boundary Γ and α is a positive constant.

Keywords: General decay, Coupled viscoelastic equations, Relaxation function.
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Introdução

O objetivo principal deste trabalho é estudar o decaimento geral de soluções fortes para o

sistema acoplado de equações de onda com memória1, dado por:

utt −∆u+
∫ t

0
g1(t − s)∆u(s)ds+α(u− v) = 0 em Ω× (0,∞), (1)

vtt −∆v+
∫ t

0
g2(t − s)∆v(s)ds−α(u− v) = 0 em Ω× (0,∞), (2)

u = v = 0 sobre Γ× (0,∞), (3)

(u(x,0),v(x,0)) = (u0(x),v0(x)), (ut(x,0),vt(x,0)) = (u1(x),v1(x)), em Ω, (4)

onde Ω é um subconjunto aberto e limitado do Rn com fronteira Γ regular, u e v denotam os

deslocamentos transversais das membranas e α > 0 é a constante de acoplamento. As funções

relaxamento (ou núcleos da memória) gi, com i = 1,2, são positivas e não crescentes. O subín-

dice t representa a derivada em relação ao tempo e ∆ o operador laplaciano 2, que é dado por

∆(·) =
n∑

i=1

∂2

∂x2
i
(·).

O sistema acima é originado do trabalho de Santos [25], no qual o autor estudou o compor-

tamento assintótico das soluções. Ele provou que quando os núcleos das convoluções decaem

exponencialmente, a energia de primeira e segunda ordem das soluções decaem exponencial-

mente. Santos também mostrou que quando os núcleos decaem polinomialmente, essas energias

1A noção de memória em conexão com a análise de materiais elásticos foi introduzida, em 1874, por Ludwig
Boltzmann (1844-1906). Mais tarde, Vito Volterra (1860-1940) desenvolveu, em obra magistral de 1909-13, seu
estudo sobre equações integro-diferenciais e sua teoria matemática dos "fenômenos hereditários"(1928 e 1940).

2Nome dado em homenagem a Pierre-Simon Laplace (1749-1827) que estudou a equação ∆u = 0 em seu Traité
de Mécanique Céleste publicado em 5 volumes entre 1799 e 1785. Apesar desta equação levar o nome de Laplace
ela já era conhecida antes dele.
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decaem polinomialmente.

Esse tipo de problema descreve a interação entre dois campos escalares e coloca-se na

teoria da viscoelasticidade. O efeito viscoelástico é descrito pelos termos de memória∫ t

0
g1(t − s)∆u(s)ds,

∫ t

0
g2(t − s)∆v(s)ds,

que levam a informação de todos os instantes s < t para dentro do material no instante t.

Sistemas acoplados dissipativos de equações de onda foram estudados por vários autores e

muitos resultados de existência, comportamento assintótico e observabilidade foram provados.

Em [10], Komornik e Rao estudaram um sistema linear de duas equações de onda compac-

tamente acoplado com damping friccional na fronteira em ambas equações. Eles mostram a

existência, regularidade e estabilidade das soluções correspondentes. Os resultados obtidos na

estabilidade em [10] foi extendido por Aassila [1] para um sistema acoplado com damping fric-

cional fraco no infinito. Em outro trabalho, Aassila [2] removeu a dissipação de uma equação e

mostrou a forte estabilidade assintótica ou a estabilidade não uniforme para alguns casos parti-

culares dependendo da constante de acoplamento. Um sistema acoplado similar com damping

friccional na fronteira em apenas uma das equações foi estudado por Alabau [4]. Ela mostrou o

decaimento polinomial das soluções fortes correspondentes quando a velocidade de propagação

da onda de ambas equações é a mesma. Alguns outros sistemas acoplados com damping interno

ou com outro tipo de acoplamento pode ser encontrado em [5, 6, 7, 11, 21, 23, 26].

No que concerne aos sistemas acoplados de equações de onda com memória, Messaoudi e

Tatar [19] consideraram o seguinte sistema
utt −∆u+

∫ t

0
g(t − s)∆u(x,s)ds+ f (u,v) = 0 em Ω× (0,∞),

vtt −∆v+
∫ t

0
h(t − s)∆v(x,s)ds+ k(u,v) = 0 em Ω× (0,∞).

(5)

onde as funções f e k satisfazem para todo (u,v) ∈ R2 as seguintes hipóteses{
| f (u,v)| ≤ d(|u|β1 + |v|β2)

|k(u,v)| ≤ d(|u|β3 + |v|β4)
(6)

para alguma constante d > 0 e

βi ≥ 1, (N −2)βi ≤ N, i = 1,2,3,4.

Barros, Lindalva Ribeiro PPGME-UFPA
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Eles mostraram que o resultado de decaimento uniforme pode ser obtido com condições mais

fracas do que aquelas em [25] e para funções de acoplamento mais gerais f e k. O resultado em

[19] foi melhorado por Liu[14]. Ele mostrou que para certa classe de funções relaxamento e cer-

tos dados iniciais, a solução de energia decai com taxa semelhante ao decaimento das funções

relaxamento, que não é necessariamente um decaimento da forma polinomial ou exponencial.

Em outro trabalho, Liu [13] usando o mesmo método introduzido em [19] obteve as mes-

mas taxas de decaimento que em [19] para um sistema mais geral da forma
|ut |ρ utt −∆u−∆utt +

∫ t

0
g(t − s)∆u(x,s)ds+ f (u,v) = 0 em Ω× (0,∞),

|vt |ρ vtt −∆v−∆vtt +

∫ t

0
h(t − s)∆v(x,s)ds+ k(u,v) = 0 em Ω× (0,∞).

(7)

onde as funções f e k satisfazem as seguintes hipóteses{
| f (u,v)| ≤ d ·min{(|u|β1 + |v|β2), |u|β−1 |v|β}, ∀(u,v) ∈ R2

|k(u,v)| ≤ d ·min{(|u|β3 + |v|β4), |u|β |v|β−1}, ∀(u,v) ∈ R2
(8)

para alguma constante d > 0 e

1 ≤ βi ≤
N

N −2
, i = 1,2,3,4,

β > 1 se N = 1,2; 1 ≤ β ≤ N −1
N −2

se N ≥ 3.

Ambos os resultados em [13] e [19] são baseados na técnica tipo Lyapunov3 para algum funci-

onal de energia perturbado.

Said-Houari em [24] considerou o mesmo sistema (7) com{
f (u,v) =−a |u+ v|2(ρ+1) (u+ v)−b |u|ρ u |v|(ρ+2)

k(u,v) =−a |u+ v|2(ρ+1) (u+ v)−b |u|ρ+2 |v|ρ v
(9)

como termos de fonte e os termos de amortecimento da forma |ut |m−1 ut e |vt |r−1 vt agindo na

primeira e na segunda equação de (7), respectivamente. Ele mostrou que a energia associada ao

sistema é ilimitada. Na verdade, a energia cresce como uma função exponencial quando t → ∞,

desde que os dados iniciais sejam suficientemente grandes.

3Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) foi um matemático e físico russo conhecido por seu desen-
volvimento da teoria da estabilidade de um sistema dinâmico, bem como por suas diversas contribuições a física
matemática e a teoria da probabilidade. O nome de Lyapunov é grafado de diversas outras formas: Liapunov,
Liapounov, Liapounoff, etc.

Barros, Lindalva Ribeiro PPGME-UFPA
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A principal contribuição do presente trabalho é generalizar e melhorar os resultados de de-

caimento visto anteriormente em Santos [25]. Mais precisamente, mostrar que para certa classe

de funções relaxamento e certos dados iniciais, a taxa de decaimento da solução de energia é

semelhante ao das funções relaxamento.

Passemos agora a descrever o conteúdo desta dissertação que está organizada da seguinte

forma: No Capítulo 1, apresentamos as notações essenciais e alguns resultados básicos usados

para o entendimento do trabalho.

No Capítulo 2, será enunciado e demonstrado o teorema de existência, unicidade e regula-

ridade de soluções fortes do sistema (1) - (4). Para provar a existência de solução forte usamos

o Método de Faedo-Galerkin 4 e para unicidade é utilizamos o Método da Energia.

Finalmente no Capítulo 3, será enunciado e demonstrado o nosso resultado principal que

é o decaimento geral de soluções fortes para o sistema (1) - (4). O método usado é baseado na

construção de um funcional de Lyapunov L adequado equivalente ao funcional de energia E(t)

satisfazendo

d
dt

L(t)≤−κ ξ(t)L(t)

para alguma constante positiva κ.

As notações que usamos neste trabalho são padrões e pode ser encontrada no livro de

Lions5[12]. Além disso, ao longo deste trabalho seram apresentados algumas notas históricas

retiradas de [3, 9, 22, 27] e utilizadas aqui somente como um aspecto motivacional ao estudo

do nosso objeto de interesse: a Matemática.

4Este método foi idealizado para encontrar soluções dos problemas de evolução e desenvolvido por Alessandro
Faedo (1913-2001) trinta anos após o Método de Galerkin. Boris Grigorievich Galerkin (1871-1945) realizou um
trabalho fundamental aplicando técnicas de aproximação para resolver problemas de contorno associados a proble-
mas de engenharia civil. Ele publicou o seu Método de Elementos Finitos em 1915 e seu manuscrito fundamental
sobre placas finas elásticas, em 1937.

5Jacques-Louis Lions (1928-2001) foi um matemático francês reconhecido por suas contribuições ao estudo
de equações diferenciais parciais e análise numérica. Em 1979, ele foi eleito membro da "Academia Brasileira de
Ciências"(ABC).

Barros, Lindalva Ribeiro PPGME-UFPA



CAPÍTULO

1

Preliminares

Destinamos este capítulo à fixação de notações e apresentação do maior número de con-

ceitos e resultados, a fim de auxiliar a compreensão dos capítulos seguintes. Sendo assim, não

nos preocuparemos com todas as demonstrações dos resultados utilizados de forma preliminar,

mas mencionaremos o referencial bibliográfico para posterior consulta.

1.1 Algumas Noções de Análise Funcional

Definição 1.1. Seja E um espaço vetorial sobre o corpo R. Uma aplicação

∥ · ∥ : E −→ R

é dita uma norma em E se, para quaisquer u,v∈E e para qualquer λ∈R, as seguintes condições

são satisfeitas:

a) ∥u∥ ≥ 0;

b) ∥u∥= 0 ⇐⇒ u = 0;

c) ∥λu∥= |λ|∥u∥;

d) ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+∥v∥.

Um espaço vetorial E munido de uma norma ∥ · ∥ é chamado espaço vetorial normado e

denotado por (E,∥· ∥).
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Observação 1.1. Sendo v ∈ E, em todo o trabalho, denotaremos por ∥v∥E a norma do vetor

v do espaço vetorial E. No entanto, em algumas ocasiões, para não sobrecarregar a notação,

denotaremos simplesmente ∥v∥ deixando subentendido que se trata da norma do espaço vetorial

ao qual v pertence.

Definição 1.2. Seja M um conjunto não vazio. Uma métrica em M é uma função

d : M×M −→ R

que associa a cada par (x,y) ∈ M×M um número real d(x,y), denominado a distância de x a y.

Para tal função, considerando-se x,y,z ∈ M devem ser satisfeitas as seguintes condições:

a) d(x,x) = 0

b) Se x ̸= y então d(x,y)> 0

c) d(x,y) = d(y,x)

d) d(x,z)≤ d(x,y)+d(y,z)

Se M é um conjunto não vazio e d é uma métrica em M, dizemos que o par (M,d) é um espaço

métrico1.

Observação 1.2. Em particular todo espaço vetorial normado é um espaço métrico. É fácil

verificar que toda norma, define ou induz uma métrica d em E, basta por: d = ∥u− v∥, onde

u,v ∈ E.

Definição 1.3. Um espaço métrico é dito completo se toda sequência de Cauchy nele é conver-

gente, isto é, converge para um elemento do próprio espaço.

Definição 1.4. Um espaço vetorial normado que é completo com a métrica induzida pela norma

é dito um espaço de Banach2.

1A noção de Espaço Métrico foi introduzida por Maurice René Fréchet (1878-1973) na sua tese de doutora-
mento em 1906, porém, a expressão "espaço métrico"não foi sua invenção, tendo sido cunhada por Felix Hausdorff
(1868-1942) em 1914.

2A noção abstrata de Espaço de Banach foi introduzida por Stefan Banach (1892-1945) na sua dissertação
escrita em 1920. O termo "espaço de Banach"foi cunhado por Fréchet em 1928.

Barros, Lindalva Ribeiro PPGME-UFPA
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Definição 1.5. Um produto interno num espaço vetorial E é uma forma bilinear simétrica

definida positiva, isto é, uma função

(·, ·) : E ×E −→ R

que satisfaz as seguintes propriedades para quaisquer u,v,w ∈ E e α,β ∈ R:

a) (αu+βv,w) = α(u,w)+β(v,w)

(u,αv+βw) = α(u,v)+β(u,w);

b) (u,v) = (v,u);

c) (u,u)> 0 se u ̸= 0.

Observação 1.3. Semelhantemente ao caso da norma, às vezes podemos omitir o subíndice E

da notação (·, ·)E , levando em consideração que provavelmente o contexto não cause confusão

com a notação de par ordenado.

Definição 1.6. Um espaço vetorial dotado de um produto interno é dito um espaço de Hilbert3

se ele é completo com relação à norma dada por

∥u∥=
√
(u,u).

Definição 1.7. Sejam V ⊂ H espaços de Hilbert. Ao operador linear, injetivo,

τ : V −→ H,

que a cada v ∈ V faz corresponder τv como um elemento de H, chamamos de operador de

imersão ou a imersão τ de V em H. Quando existe uma constante k > 0, tal que

∥v∥H ≤ k∥v∥V , ∀v ∈V

3A noção abstrata de Espaço de Hilbert foi introduzida por Erhard Schmidt (1876-1959), por volta de 1905,
inspirado em idéias de seu orientador David Hilbert (1862-1943) sobre equações integrais, notadamente sobre a
obra de Erik Ivar Fredholm (1866-1927). O trabalho de Fredholm representou o pontapé inicial para um estudo
sistemático das equações integrais, no qual se destacou Hilbert durante a primeira década do século XX. Hilbert foi
o principal matemático na virada do século XX e sua mais famosa aparição foi em uma palestra no Congresso In-
ternacional de Matemática, em Paris, no ano de 1900, durante a qual ele apresentou 23 problemas que considerava
importantes, alguns deles até hoje sem resolução.
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dizemos que τ é uma imersão contínua. Neste caso denotamos V ↪→ H para representar a imer-

são contínua. Quando o fecho da imagem de conjuntos limitados de V por τ forem compactos

em H, dizemos que τ é uma imersão compacta.

Definição 1.8. Um espaço normado é dito separável quando possui um subconjunto enumerá-

vel e denso nesse espaço.

Definição 1.9. Designaremos por E ′ o conjunto das funções f : E −→ R lineares e contínuas,

isto é:

E ′ = { f : E −→ R; f é linear e contínua}.

O conjunto E ′ é chamado o dual de E.

Definição 1.10. Seja E um espaço de Banach com dual E ′. A topologia fraca σ(E;E ′) é a

topologia menos fina sobre E que torna contínuas todas as aplicações u ∈ E ′. Quando (un)n∈N

converge para u em E segundo a topologia fraca denotamos por un ⇀ u em E.

Definição 1.11. Seja E um espaço de Banach com dual E ′. A topologia fraca estrela σ(E ′;E)

é a topologia menos fina sobre E ′ que torna contínuas todas as aplicações f ∈ E ′. Quando

( fn)n∈N converge para f em E segundo essa topologia denotamos por fn
⋆
⇀ f em E ′.

Proposição 1.1. Seja E um espaço de Banach separável e ( fn) uma sequência limitada em E ′.

Então, existe uma subsequência ( fnk) que converge na topologia fraca estrela.

Demonstração. Ver [8], página 76.

Proposição 1.2. Seja E um espaço de Banach reflexivo e (un) uma sequência limitada em E ′.

Então, existe uma subsequência (unk) que converge na topologia fraca.

Demonstração. Ver [8], página 76.

1.2 Os Espaços Lp

Neste capítulo, usaremos termos da Teoria da Medida, como função mensurável, integrável

e conjuntos de medida nula. No que segue, denotaremos por Ω um subconjunto aberto do Rn

dotado da medida de Lebesgue4.
4Henri Léon Lebesgue (1875-1941) formulou a Teoria da Medida em 1901 e no ano seguinte deu a definição da

integral de Lebesgue que generaliza a noção de integral dada por Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
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Definição 1.12. Seja p ∈ R com 1 ≤ p < ∞, denotamos por Lp(Ω) o espaço de Banach5

Lp(Ω) := {u : Ω −→ R; u é mensurável e
∫

Ω
|u(x)|p < ∞}

com a norma definida por

∥u∥Lp := ∥u∥p =

(∫
Ω
|u(x)|p dx,

) 1
p

e quando p = ∞, denotamos por L∞(Ω) o espaço de Banach

L∞(Ω) :=

{
u : Ω −→ R; u é mensurável e∃ C tal que |u(x)| ≤C q.t.p em Ω

}
com a norma

∥u∥L∞ := ∥u∥∞ = sup
x∈Ω

ess |u(x)|= in f{C; |u(x)| ≤ C q.t.p. em Ω}.

Quando p = 2, temos que L2(Ω) é um espaço de Hilbert com produto interno

(u,v) :=
∫

Ω
u(x)v(x)dx

e norma induzida

∥u∥2 =

(∫
Ω
|u(x)|2 dx

) 1
2

.

Observação 1.4. Seja 1 ≤ p ≤ ∞; denotamos por q o expoente conjugado,

1
p
+

1
q
= 1.

Temos que Lp(Ω) é reflexivo para 1 < p < ∞ e que podemos identificar o dual de Lp(Ω)

com Lq(Ω):

(Lp(Ω))′ = Lq(Ω).

Se p = 1 temos (L1(Ω))′ = L∞(Ω) e se p = ∞ temos (L∞(Ω))′ ⊃ L1(Ω). Além disso, Lp(Ω) é

separável para 1 ≤ p < ∞. (Ver [8], página 95 a 102.)

5Ver [8], Teorema de Fischer-Riesz, página 93. Em 1907, Ernst Sigismund Fischer (1875-1954) e Frigyes Riesz
(1880-1956) definiram o espaço L2. Entre 1910-13 Riesz introduziu os espaços Lp para qualquer expoente p > 0

e descobriu a dualidade natural entre os diferentes espaços Lp e Lq com
1
p
+

1
q
= 1.
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1.3 Distribuições

Para um tratamento moderno das equações diferenciais parciais é essencial o conceito de

distribuição6. Nesta seção faremos uma breve introdução ao estudo das distribuições, apresen-

tando as notações e resultados que serão usados posteriormente.

1.3.1 Espaço das Funções Testes

Dado α = (α1,α2, . . . ,αn) ∈Nn e x = (x1,x2, . . . ,xn) ∈Rn definimos |α|= α1+ · · ·+αn e

representamos por Dα o operador derivação parcial de ordem |α|, isto é,

Dα =
∂|α|

∂α1
x1 ∂αn

xn . . .∂
αn
xn

.

Se α = (0, . . . ,0), temos por definição D0φ = φ, para toda função φ.

Sejam Ω ⊂Rn um aberto e φ : Ω −→R uma função contínua. Denominamos suporte de φ

ao fecho em Ω do conjunto de pontos x pertencentes a Ω onde φ é diferente de zero. Denotamos

o suporte de φ por supp(φ). Em símbolos, temos que

supp(φ) := {x ∈ Ω;φ(x) ̸= 0} emΩ.

Usando a definição conclui-se que o supp(φ) é o menor fechado fora do qual φ se anula.

Dizemos que uma função φ tem suporte compacto em Ω, se existir K ⊂ Ω compacto

tal que supp(φ) ⊂ K. Por C ∞
0 (Ω) denotaremos o espaço vetorial das funções indefinidamente

diferenciáveis com suporte compacto contido em Ω. Os elementos de C ∞
0 (Ω) são denominados

funções testes em Ω.

1.3.2 Convergência em C ∞
0 (Ω)

Dizemos que uma sucessão (φν)ν∈N de funções em C ∞
0 (Ω) convergente para φ em C ∞

0 (Ω),

quando forem satisfeitas as seguintes condições:

( i ) Todas funções (φν) possuem suportes contidos em um compacto fixo K ⊂ Ω;

6A noção de distribuição foi introduzida em 1935 por Sergeĭ L’vovich Sobolev (1908-89) sob o nome de "função
generalizada"e foi estudada sistematicamente por Laurent-Moïse Schwartz (1915-2002) a partir de 1945, o que lhe
valeu a Medalha Fields em 1950 pela elaboração da Teoria das Distribuições.
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( ii ) Dαφn −→ Dαφ uniformemente em K para todo multi-índice α.

O espaço vetorial C ∞
0 (Ω), munido da noção de convergência acima, é denominado espaço

das funções testes e denotamos por D(Ω).

Teorema 1.1. O espaço C ∞
0 (Ω) é denso em Lp(Ω) para 1 ≤ p < ∞.

Demonstração. Ver [8], página 109.

1.3.3 Distribuições sobre Ω

Definição 1.13. Uma distribuição sobre Ω é um funcional linear e contínuo sobre D(Ω). Ex-

plicitamente, é uma função T : D(Ω)−→ R satisfazendo as seguintes condições:

( i ) T (αφ+βψ) = αT (φ)+βT (ψ), ∀φ,ψ ∈ D(Ω), ∀α,β ∈ R.

( ii ) T é contínua em D(Ω), isto é, se (φν)ν∈N converge para φ, em D(Ω), então T (φν)ν∈N

converge para T (φ) em R.

Representamos o valor da distribuição T em φ por ⟨T,φ⟩ e o espaço vetorial das distribui-

ções sobre Ω por D ′(Ω).

Definição 1.14. Diz-se que uma função u : Ω −→ R é localmente integrável em Ω quando

u é integrável à Lebesgue sobre cada compacto K ⊂ Ω. O espaço das funções localmente

integráveis é denotado por L1
loc(Ω). Simbolicamente, temos:

u ∈ L1
loc(Ω)⇐⇒

∫
K
|u(x)|dx < ∞, para todo compacto K ⊂ Ω.

Pode-se mostrar que as funções localmente integráveis definem uma distribuição sobre Ω

(ver [16], página 12)

⟨Tu,φ⟩=
∫
Ω

u(x)φ(x)dx, ∀φ ∈ D(Ω).

Lema 1.1 (Du Bois-Reymond7). Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então Tu = 0 se, e somente se, u = 0 quase

sempre em Ω.
7Este lema foi apresentado por Paul David Gustav Du Bois-Reymond (1831-89) no ano de 1879 e o que hoje

chamamos de funções testes foram usadas, provavelmente pela primeira vez, neste trabalho. Deve-se a ele também
o nome "equação integral", usado pela primeira vez em 1888.
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Demonstração. Ver [17], página 10.

Usando o lema acima temos que Tu fica univocamente determinada por u q.s. sobre Ω no

seguinte sentido: se u,v∈ L1
loc(Ω) então Tu = Tv se, e somente se, u= v q.s. em Ω. Neste sentido

identificamos u com a distribuição Tu por ela definida. Vale ressaltar que existem distribuições

não definidas por funções L1
loc(Ω) (ver exemplo em [17], página 12).

1.3.4 Derivada Distribucional

Com o objetivo de estudar os espaços de Sobolev, introduzimos o conceito de derivada

distribucional. O que motivou a definição de derivada fraca e consequentemente a derivada

distribucional, foi a fórmula de integração por partes do cálculo. De fato, em dimensão 1,

temos a fórmula de integração:∫ b

a
uxφdx = uφ

∣∣b
a −
∫ b

a
uφdx,

e quando φ ∈ D(a,b) temos ∫ b

a
uxφdx =−

∫ b

a
uφxdx,

Definição 1.15. Sejam T uma distribuição sobre Ω e α um multi-índice. A derivada de ordem α

de T , no sentido das distribuições, é definida como sendo o funcional linear DαT : D(Ω)−→R
tal que

⟨DαT,φ⟩= (−1)|α|⟨T,Dαφ⟩, ∀φ ∈ D(Ω).

Decorre da definição acima que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas de todas as

ordens. Assim, as funções de L1
loc(Ω) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das

distribuições. Observe que a aplicação

Dα : D ′(Ω) −→ D ′(Ω)

T 7−→ DαT

é linear e contínua no sentido da convergência definida em D ′(Ω). Isto significa que se

lim
ν→∞

Tν = T em D ′(Ω) então lim
ν→∞

DαTν = DαT em D ′(Ω)
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1.4 Espaços de Sobolev

Nesta seção apresentaremos uma classe de espaços fundamentais para o estudo das Equa-

ções Diferenciais Parciais. Esta classe é conhecida como espaços de Sobolev8.

Definição 1.16. Seja Ω um aberto do Rn com fronteira bem regular Γ. Definimos o espaço de

Sobolev de ordem m sobre Ω como:

W m,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), ∀α multi-índice com |α| ≤ m}

onde Dαu é a derivada de u no sentido das distribuições. Este espaço está munido da seguinte

norma:

∥u∥W m,p(Ω) =

∑
|α|≤m

∥Dαu∥p
Lp(Ω)

1/p

,1 ≤ p < ∞

e se p = ∞

∥u∥W m,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

∥Dαu∥L∞(Ω) .

Em ambos os casos, o espaço W m,p(Ω) é um espaço de Banach. Além disso, o espaço

W m,p(Ω) é um espaço uniformemente convexo e reflexivo se 1< p<∞ e separável se 1≤ p<∞

(ver [3], página 60-61.).

Em especial quando m = 0, H0,p(Ω) é identificado com Lp(Ω) e quando p = 2, tem-se que

W m,2(Ω) é um espaço de Hilbert separável que denotamos por Hm(Ω), isto é,

Hm(Ω) =
{

u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), ∀α, com |α| ≤ m
}

munido do produto interno

((u,v))Hm =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω)

8Chamados assim em honra ao matemático russo Sergeĭ L’vovich Sobolev (1908-89) que publicou estas idéias
entre 1935-38. Antes de tornarem-se associados ao nome de Sobolev esses espaços eram às vezes citados sob
outros nomes, por exemplo, como espaços de Beppo Levi.
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1.4.1 O espaço W m,p
0 (Ω)

Embora o espaço das funções testes D(Ω) seja denso em Lp(Ω),1 ≤ p < ∞, em geral,

D(Ω) não é denso W m,p(Ω). Motivado por este fato, define-se o espaço

W m,p
0 (Ω) := D(Ω)

W m,p(Ω)
.

Quando p = 2, W m,2
0 (Ω) é denotado por Hm

0 (Ω).

Se 1 ≤ p < ∞ e q é o expoente conjugado de p, representamos por W−m,q(Ω) o dual

topológico de W m,p
0 (Ω) e por H−m(Ω) o dual topológico de Hm

0 (Ω).

1.4.2 Traço de uma função de H1(Ω)

Uma caracterização do espaço Hm
0 (Ω) que é muito útil é dada pelo Teorema do Traço. A

seguir estudaremos uma versão elementar desse teorema.

Inicialmente observamos que se Ω é um aberto limitado do Rn com fronteira bem regular,

então

D(Ω) = {φ|Ω; φ ∈ D(Rn)}

é denso em H1(Ω) (ver [16], página 85) e, dessa forma dada φ ∈ H1(Ω) existe uma seqüência

(φν)ν∈N em D(Ω) tal que φν → φ em H1(Ω).

Consideremos a aplicação γ0 : H1(Ω)−→ L2(Γ) definida por

γ0(φ) = lim
ν→∞

φν|Γ,

sendo o limite considerado na norma de L2(Γ). A aplicação linear e contínua γ0 é denominada

função Traço e o espaço H1
0 (Ω) é o núcleo de γ0 (ver [16], página 87.).

De forma mais simples escrevemos φ|Γ em vez de γ0(φ), assim podemos caracterizar o

espaço H1
0 (Ω) por:

H1
0 (Ω) =

{
φ ∈ H1(Ω);φ|Γ = 0

}
.

A generalização do operador de traço para os espaços Hm(Ω) ocorre de forma natural.

Observação 1.5. O símbolo ∇ denota o gradiente9 e é dado por ∇ =
( ∂2

∂x2
1
, . . . ,

∂2

∂x2
n

)
.

9O símbolo ∇ foi introduzido pelo matemático irlandês William Rowan Hamilton (1805-65) e foi rapidamente
assimilado pela comunidade científica. Em 1843, Hamilton descobriu os quatérnios (generalização dos comple-
xos), a primeira álgebra não comutativa a ser estudada.
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1.5 Espaços Lp(0,T ;V ) e Distribuições Vetoriais

Vejamos algumas propriedades básicas para os espaços Lp(0,T ;V ). Eles são de grande

utilidade para o nosso estudo e são usados com grande frequência em Equações Diferenciais

Parciais.

Sejam V um espaço de Banach com a norma ∥ · ∥V , T um número real positivo e no

intervalo (0,T ) consideremos a medida de Lebesgue dt. Uma função vetorial φ : (0,T )−→V ,

é dita simples quando assume apenas um número finito de valores não nulos, cada valor não

nulo assumido num conjunto mensurável de medida finita. Toda função simples possui uma

representação canônica da forma

φ(t) =
k∑

i=1

χEi(t) ·φi

onde φi ∈ V e cada Ei ⊂ (0,T ) é mensurável, com m(Ei) < ∞, i = 1,2, . . . ,k e dois a dois

disjuntos. Aqui, χEi representa a função característica do conjunto Ei e estes são dados por

Ei = t ∈ (0,T );φ(t) = φi.

Definimos a integral de φ como sendo o vetor de V dado por∫ T

0
φ(t)dt =

k∑
i=1

m(Ei) ·φi

Dizemos que uma função vetorial u : (0,T )−→V é Bochner10 integrável ou simplesmente

B-integrável se existir uma seqüência (φn)n∈N de funções simples tais que:

( i ) φn → u em V , quase sempre em (0,T );

( ii ) lim
n,m→∞

∫ T

0
∥φn(t)−φm(t)∥V dt = 0

Desta forma, a integral de Bochner da função u é, por definição, o vetor de V dado por∫ T

0
u(t)dt = lim

n→∞

∫ T

0
φν(t)dt

onde o limite é considerado na norma de V .
10Em 1932, Salomon Bochner(1899-1982) publicou uma generalização da integral de Lebesgue que agora é

conhecida como integral de Bochner para funções vetoriais.
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Definição 1.17. Uma função vetorial u : (0,T )⊂R−→V é dita fracamente mensurável quando

a função numérica t 7−→ ⟨Φ,u(t)⟩ for mensurável, para qualquer funcional Φ ∈ V ′, onde V ′ é

o dual topológico de V . Dizemos que u é fortemente mensurável quando u for limite quase

sempre de uma seqüência (φν)ν∈N de funções simples.

Em particular, quando u for fortemente mensurável, então a aplicação t 7−→ ∥u(t)∥V é

integrável à Lebesgue.

Teorema 1.2 (S. Bochner). Uma função u : (0,T ) −→ V é B-integrável se, e somente se, é

fortemente mensurável e a função t 7−→ ∥u(t)∥V é integrável.

Demonstração. Ver [15], página 119.

Corolário 1.1. Sejam V e W dois espaços de Banach. Se u : (0,T ) −→ V é B-integrável e se

T : V → W é um operador liner limitado, então a função vetorial Tu : (0,T ) −→ W definida

por (Tu)(t) = T (u(t)) é B-integrável e é válida a relação∫ T

0
T (u(t))dt = T

(∫ T

0
u(t)dt

)
.

Demonstração. Ver [15], página 120.

Corolário 1.2. Se u : (0,T )−→V ′ é B-integrável, então para cada v ∈V temos⟨∫ T

0
u(t)dt,v

⟩
V ′×V

=

∫ T

0
⟨u(t),v⟩V ′×V dt.

Demonstração. Ver [15], página 120.

Denotaremos por Lp(0,T ;V ), 1 ≤ p < ∞, o espaço vetorial das (classes de) funções u :

(0,T ) −→ V , definidas quase sempre em (0,T) com valores em V , fortemente mensuráveis e

tais que a função t 7−→ ∥u(t)∥V está em Lp(0,T ), munido da norma

∥u∥Lp(0,T ;V ) =
(∫ T

0
∥u(t)∥p

V dt
)1/p

Quando p = 2 e V = H é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0,T ;H) é também um espaço

de Hilbert cujo produto interno é dado por

(u,v)L2(0,T ;H) =

∫ T

0
(u(t),v(t))Hdt.
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Por L∞(0,T ;V ) representaremos o espaço de Banach das (classes de) funções vetoriais

u : (0,T ) ⊂ R −→ V , definidas quase sempre em (0,T) com valores em V , que são fortemente

mensuráveis e tais que t 7−→ ∥u(t)∥V ∈ L∞(0,T ), com a norma em L∞(0,T ;V ) definida por

∥u∥L∞(0,T ;V ) = sup
t∈(0,T )

ess∥u(t)∥V .

Quando V é reflexivo e separável e 1 < p < ∞, então Lp(0,T ;V ) é um espaço reflexivo

e separável, cujo dual topológico se identifica ao espaço de Banach Lq(0,T ;V ′), onde p e q

são expoentes conjugados, isto é,
1
p
+

1
q
= 1. A dualidade entre esses espaços é dada na forma

integral:

⟨u,v⟩Lq(0,T ;V ′)×Lp(0,T ;V ) =

∫ T

0
⟨u(t),v(t)⟩V ′×V

No caso, p = 1, o dual topológico do espaço L1(0,T ;V ) se identifica ao espaço L∞(0,T ;V ′).

Sejam u ∈ Lp(0,T ;V ), 1 ≤ p < ∞ e φ ∈ D(0,T ). Consideremos a função Tu : D(0,T )−→
V , definida por

Tu(φ) =
∫ T

0
u(t)φ(t)dt,

onde a integral é calculada no sentido de Bochner em V . A aplicação Tu é linear e contínua de

D(0,T ) em V e por esta razão é denominada distribuição vetorial.

O espaço das aplicações lineares e contínuas de D(0,T ) em V é denominado espaço das

distribuições vetoriais sobre (0,T ) com valores em V , o qual denotaremos por D ′(0,T ;V ).

Definição 1.18. Seja T ∈ D ′(0,T ;V ). A derivada de ordem n é definida como sendo a distri-

buição vetorial sobre (0,T ) com valores em V dada por

⟨dnT
dtn ,φ⟩= (−1)n⟨T, dnφ

dtn ⟩, ∀φ ∈ D(0,T ).

Para 1 ≤ p ≤ ∞, consideremos o espaço de Banach

W m,p(0,T ;V ) = {u ∈ Lp(0,T ;V );u( j) ∈ Lp(0,T ;V ), j = 1, . . . ,m},

onde u j representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuições vetoriais. Equipado com

a norma

∥u∥W m,p(0,T ;V ) =



( m∑
j=0

∥∥∥u( j)(t)
∥∥∥

Lp(0,T ;V )

) 1
p
, 1 ≤ p < ∞,

sup
t∈(0,T )

ess
( m∑

j=0

∥∥∥u( j)(t)
∥∥∥

V

)
, p = ∞.
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O espaço

W m,p
0 (0,T ;V ) = {u ∈W m,p(0,T ;V );u(0) = u(T ) = 0},

representa o fecho de D(0,T ;V ) com norma de W m,p(0,T ;V ).

Quando p = 2 e V é um espaço de Hilbert, o espaço W m,p(0,T ;V ) será denotado por

Hm(0,T ;V ), que munido do produto interno

((u,v))Hm(0,T ;V ) =
n∑

j=0

(u j,v j)Lp(0,T ;V )

é um espaço de Hilbert. Denota-se por Hm
0 (0,T ;V ) o fecho de D(0,T ;V ) em Hm(0,T ;V ) e por

H−m(0,T ;V ) o dual topológico de Hm
0 (0,T ;V ).

1.6 Resultados Auxiliares

Nesta seção é feita uma lista de resultados avulsos que serão usados nos capítulos posteri-

ores.

1.6.1 Desigualdades Importantes

No estudo moderno de EDP as desigualdades desempenham um papel muito importante.

Aqui apresentamos uma coleção elementar, mas fundamental, de desigualdades.

1. Desigualdade Elementar

Para a,b ∈ R temos

ab ≤ 1
2

a2 +
1
2

b2.

Demonstração. 0 ≤ (a−b)2 = a2 −2ab+b2.

2. Desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz 11

Seja V um espaço vetorial com produto interno, e sejam u,v ∈V . Então

|(u,v)| ≤ (u,u)
1
2 · (v,v)

1
2 .

11Na maior parte das obras chamada de Cauchy-Schwarz. Augustin Louis Cauchy (1789-1857) descreveu essa
desigualdade para somas em 1821, enquanto uma forma integral da desigualdade foi publicada por Viktor Yako-
vlevich Bunyakovsky (1804-89), em 1859, e redescoberta por Herman Amandus Schwarz (1843-1921), em 1885.
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Demonstração. Para todo α ∈ R, temos que:

0 ≤ (α.u+ v,α.u+ v) = α2(u,u)+2α(u,v)+(v,v).

Logo o discriminante deste polinômio do segundo grau não pode ser positivo:

4(u,v)2 −4(u,u)(v,v)≤ 0.

Daí segue a desigualdade.

3. Desigualdade de Young 12

Se 1 < p,q < ∞ tais que
1
p
+

1
q
= 1. Então

ab ≤ 1
p

ap +
1
q

bq (a,b ≥ 0).

Demonstração. Ver [8], página 92.

4. Desigualdade de Hölder 13

Sejam u ∈ Lp e v ∈ Lq com 1 ≤ p ≤ ∞ e
1
p
+

1
q
= 1. Então uv ∈ L1(Ω) e

∫
Ω
|uv|dx ≤ ∥u∥p ∥v∥q .

Demonstração. Ver [8], página 92.

5. Desigualdade de Minkowski 14

Sejam 1 ≤ p < ∞ e u,v ∈ Lp(Ω). Então

∥u+ v∥Lp(Ω) ≤ ∥u∥Lp(Ω)+∥v∥Lp(Ω) .

Demonstração. Ver [3], página 25.

12O termo desigualdade de Young é usado para nomear duas desigualdades: uma sobre o produto de dois
números e outra sobre a convolução de duas funções (ver [3], página 33). Ambas são nomeadas em homenagem a
William Henry Young (1863-1942).

13Esta é uma generalização da desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz para espaços Lp devida à Otto
Ludwig Hölder (1859-1937) que publicou essa desigualdade em 1884.

14Hermann Minkowski (1864-1909) desenvolveu uma nova visão do espaço e do tempo, e lançou as bases
matemáticas da Teoria da Relatividade. Em uma carta a Hilbert em 5 de janeiro de 1900, Minkowski sugere o tema
da famosa palestra de Hilbert em Paris: O que teria o maior impacto seria uma tentativa de dar uma previsão do
futuro, ou seja, um esboço dos problemas com que os matemáticos futuros devem ocupar-se. Desta forma, você
talvez possa se certificar de que as pessoas falariam sobre sua palestra durante décadas no futuro.
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6. Desigualdade de Poincaré 15

Seja Ω um aberto e limitado do Rn. Então existe uma constante C (dependendo somente

de Ω) tal que

∥u∥W 1,p(Ω) ≤C∥∇u∥Lp(Ω) , ∀u ∈W 1,p
0 (Ω) (1 ≤ p < ∞).

Demonstração. Ver [8], página 218.

Consequências da Desigualdade de Poincaré

a) A aplicação ∥u∥H1
0 (Ω) = ∥∇u∥L2(Ω) define uma norma em H1

0 (Ω). De posse da desi-

gualdade acima, verifica-se facilmente que esta norma é equivalente a norma usual,

induzida por H1(Ω). Associado a essa norma temos o produto interno

((u,v))H1
0 (Ω) = (∇u,∇v)L2(Ω).

b) A norma de Sobolev ∥·∥H2(Ω) é equivalente à norma do Laplaciano em L2(Ω) para

funções em H2
0 (Ω). Isso segue do fato que se u ∈ H2

0 (Ω) então
∂u
∂xi

∈ H1
0 (Ω) e ainda

da desigualdade de Poincaré.

1.6.2 Outros Resultados Importantes

Proposição 1.3 (Identidade de Green 16). Se u ∈ H2(Ω) e w ∈ H1(Ω), então∫
Ω

∇u ·∇wdx =−
∫

Ω
(∆u)wdx+

∫
Γ

w
∂u
∂ν

dΓ.

Demonstração. Ver [16], página 105.

15Pode-se dizer que Jules Henri Poincaré (1854-1912) foi o autor da topologia algébrica e da teoria das funções
analíticas de várias variáveis complexas, e também um cientista preocupado com muitos aspectos da matemática,
física e filosofia. Em equações diferenciais ele foi um pioneiro no uso da série assintótica, uma das mais poderosas
ferramentas da matemática aplicada contemporânea. Frequentemente ele é descrito como o último universalista
em matemática.

16O primeiro trabalho lidando com condições de contorno geral de uma equação diferencial parcial foi escrito
em 1828 por Georg Green (1793-1841), um matemático inglês autodidata. Green publicou um pequeno livro
entitulado An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theory of Electricity and Magnetism, no
qual apresentou suas três identidades, obtidas a partir do Teorema do Divergente; a fórmula ligando as integrais de
superfície e volume, agora conhecida como Teorema de Green, e a Função de Green para regiões limitadas. No
entanto, estes resultados não se tornaram amplamente conhecidos até ensaio de Green ser republicado na década
de 1850 graças aos esforços de William Thomson (Lord Kelvin) (1824-1907).
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Proposição 1.4 (Lema de Grönwall 17). Sejam k(t) e z(t) funções reais, positivas e definidas

em [0,T ]. Suponhamos ainda que z seja absolutamente contínua e k integrável. Se existe C > 0,

tal que

z(t)≤C+

∫ t

0
k(s)z(s)ds, ∀t ∈ [0,T ],

então

z(t)≤C exp
∫ t

0 k(s)ds, ∀t ∈ [0,T ].

Demonstração. Ver [16], página 177.

17Thomas Hakon Grönwall (1877-1932) demonstrou esse lema em 1919. Existem duas versões desse lema, que
por vezes é também chamado Desigualdade de Grönwall, a integral e a diferencial.
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CAPÍTULO

2

Existência e Regularidade de Soluções

Neste capítulo estudamos a existência,unicidade e regularidade de soluções fortes para o

sistema acoplado de equações de onda com memória, dado por:

utt −∆u+
∫ t

0
g1(t − s)∆u(s)ds+α(u− v) = 0 em Ω× (0,∞), (2.1)

vtt −∆v+
∫ t

0
g2(t − s)∆v(s)ds−α(u− v) = 0 em Ω× (0,∞), (2.2)

satisfazendo as condições de fronteira

u = v = 0 sobre Γ× (0,∞), (2.3)

com as seguintes condições iniciais

(u(x,0),v(x,0)) = (u0(x),v0(x)), (ut(x,0),vt(x,0)) = (u1(x),v1(x)) em Ω, (2.4)

onde Ω é um domínio aberto e limitado do Rn com fronteira Γ regular, u e v denotam os deslo-

camentos transversais das membranas, α é uma constante positiva e gi, com i= 1,2, são funções

positivas e não crescentes satisfazendo as hipóteses (G1) e (G2) dadas a seguir.

Para mostrar a existência das soluções fortes utilizaremos o Método de Faedo-Galerkin

que consiste em aproximar o problema (2.1) - (2.4) por problemas análogos, porém em dimen-

são finita. No que se segue, usaremos as seguintes notações: ((·, ·));∥ · ∥1 ;(·, ·) e ∥ · ∥2 para

designar o produto interno e a norma em H1
0 (Ω) e L2(Ω), respectivamente. Os símbolos ∇ e ∆

denotam o gradiente e o operador de Laplace, respectivamente.
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2.1 Hipóteses sobre o núcleo gi

Nesta seção apresentamos algumas hipóteses necessárias na prova de nosso resultado prin-

cipal. Assumiremos que

(G1) gi : R+ −→ R+ são funções diferenciáveis não cresentes satisfazendo

gi(0)> 0, βi := 1−
∫ ∞

0
gi(s)ds > 0, i = 1,2.

(G2) Existem funções diferenciáveis ξi satisfazendo

g′i(t)≤−ξi(t)gi(t), t > 0,

onde ∣∣∣∣ξ′i(t)ξi(t)

∣∣∣∣≤ ki, ξi(t)> 0, ξ′i(t)≤ 0, ∀t > 0, i = 1,2.

Note que (G1) é necessária para garantir a hiperbolicidade do sistema (2.1) - (2.4). Existem

muitas funções que satisfazem (G1) e (G2), como exemplos de tais funções temos

g(t) = a(t +1)ρ, ρ <−1,

g(t) = aeb(t+1)ν
, 0 < ν ≤ 1,

para a e b escolhidos convenientemente. Desde que ξi é não crescente então ξi(t)≤ ξi(0) = Mi,

i = 1,2.

Inicialmente, a fim de simplificar a notação e facilitar nossa análise, definimos o operador

binário 2 através da fórmula:

(g2∇u)(t) :=
∫ t

0
g(t − s)

∫
Ω
|∇u(t)−∇u(s)|2dxds. (2.5)

Com esta notação temos a seguinte afirmação

Lema 2.1. Para v ∈ C 1(0,T ;H1(Ω)), temos∫
Ω

∫ t

0
g(t − s)∇vds ·∇vtdx = −1

2
g(t)

∫
Ω
|∇v|2dx+

1
2

g′2∇v

−1
2

d
dt

[
g2∇v−

(∫ t

0
g(s)ds

)∫
Ω
|∇v|2dx

]
.
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Demonstração. Para mostrar a identidade acima é suficiente diferenciar o termo g2∇v.

De fato, como

(g2∇v)(t) =
∫ t

0
g(t − s)

∫
Ω
|∇v(t)−∇v(s)|2dxds

temos

d
dt
(g2∇v) = g′2∇v+2

∫ t

0
g(t − s)

∫
Ω

∇v(t)∇vtdxds−2
∫ t

0
g(t − s)

∫
Ω

∇v(s)∇vtdxds.

Observando que

d
dt

[∫ t

0
g(s)ds

∫
Ω
|∇v(t)|2 dx

]
−g(t)

∫
Ω
|∇v(t)|2 dx = 2

∫ t

0
g(s)ds

∫
Ω

∇v(t)∇vtdx

e como
∫ t

0
g(t − s)ds =

∫ t

0
g(s)ds, segue que

d
dt
(g2∇v) = g′2∇v+

d
dt

[∫ t

0
g(s)ds

∫
Ω
|∇v(t)|2 dx

]
−g(t)

∫
Ω
|∇v(t)|2 dx−2

∫ t

0
g(t − s)

∫
Ω

∇v(s)∇vtdxds.

Reordenando os termos desta equação temos

2
∫ t

0
g(t − s)

∫
Ω

∇v(s)∇vtdxds = −g(t)
∫

Ω
|∇v(t)|2 dx+g′2∇v

− d
dt
(g2∇v)+

d
dt

[∫ t

0
g(s)ds

∫
Ω
|∇v(t)|2 dx

]
.

Portanto,∫
Ω

∫ t

0
g(t − s)∇vds ·∇vtdx = −1

2
g(t)

∫
Ω
|∇v|2dx+

1
2

g′2∇v

−1
2

d
dt

[
g2∇v−

(∫ t

0
g(s)ds

)∫
Ω
|∇v|2dx

]
.

O que prova o lema.
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Lema 2.2. A energia E(t) associada ao sistema (2.1) - (2.4) dada por

E(t) := E(t;u,v) =
1
2

∫
Ω
|ut |2dx+

1
2

(
1−
∫ t

0
g1(s)ds

)∫
Ω
|∇u|2dx

+
1
2

∫
Ω
|vt |2dx+

1
2

(
1−
∫ t

0
g2(s)ds

)∫
Ω
|∇v|2dx

+
1
2

g12∇u+
1
2

g22∇v+
α
2

∫
Ω
|u− v|2dx,

satisfaz

d
dt

E(t;u,v) = −1
2

g1(t)
∫

Ω
|∇u|2dx− 1

2
g2(t)

∫
Ω
|∇v|2dx+

1
2

g′12∇u+
1
2

g′22∇v

≤ 1
2

g′12∇u+
1
2

g′22∇v ≤ 0.

Demonstração. Multiplicando a equação (2.1) por ut e integrando em Ω, obtemos∫
Ω

uttutdx−
∫

Ω
∆uutdx+

∫
Ω

∫ t

0
g1(t − s)∆u(s)ds ·utdx+α

∫
Ω
(u− v)utdx = 0.

Aplicando a Identidade de Green, temos que

1
2

d
dt

{∫
Ω
|ut |2dx+

∫
Ω
|∇u|2dx

}
−
∫

Ω

∫ t

0
g1(t − s)∇u(s)ds ·∇utdx

+α
∫

Ω
(u− v)utdx = 0. (2.6)

Usando o Lema 2.1 segue∫
Ω

∫ t

0
g1(t − s)∇u(s)ds ·∇utdx = −1

2
g1(t)

∫
Ω
|∇u|2dx+

1
2

g′12∇u

−1
2

d
dt

[
g12∇u−

(∫ t

0
g1(s)ds

)∫
Ω
|∇u|2dx

]
.

Substituindo a identidade acima em (2.6) resulta

1
2

d
dt

{∫
Ω
|ut |2dx+

(
1−
∫ t

0
g1(s)ds

)∫
Ω
|∇u|2dx+g12∇u

}
+α

∫
Ω
(u− v)utdx

=−1
2

g1(t)
∫

Ω
|∇u|2dx+

1
2

g′12∇u. (2.7)
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Analogamente para a equação (2.2) temos

1
2

d
dt

{∫
Ω
|vt |2dx+

(
1−
∫ t

0
g2(s)ds

)∫
Ω
|∇v|2dx+g22∇v

}
−α

∫
Ω
(u− v)vtdx

=−1
2

g2(t)
∫

Ω
|∇v|2dx+

1
2

g′22∇v. (2.8)

Somando (2.7) e (2.8) encontramos

1
2

d
dt

{∫
Ω
|ut |2dx+

(
1−
∫ t

0
g1(s)ds

)∫
Ω
|∇u|2dx+

∫
Ω
|vt |2dx

+
(

1−
∫ t

0
g2(s)ds

)∫
Ω
|∇v|2dx+g12∇u+g22∇v+α

∫
Ω
|u− v|2dx

}
(2.9)

=−1
2

g1(t)
∫

Ω
|∇u|2dx− 1

2
g2(t)

∫
Ω
|∇v|2dx+

1
2

g′12∇u+
1
2

g′22∇v.

Definindo a energia de primeira ordem associada ao sistema (2.1)-(2.4) por

E(t) :=
1
2

∫
Ω
|ut |2dx+

1
2

(
1−
∫ t

0
g1(s)ds

)∫
Ω
|∇u|2dx

+
1
2

∫
Ω
|vt |2dx+

1
2

(
1−
∫ t

0
g2(s)ds

)∫
Ω
|∇v|2dx

+
1
2

g12∇u+
1
2

g22∇v+
α
2

∫
Ω
|u− v|2dx,

a equação (2.9) pode ser escrita na forma

d
dt

E(t) = −1
2

g1(t)
∫

Ω
|∇u|2dx− 1

2
g2(t)

∫
Ω
|∇v|2dx+

1
2

g′12∇u+
1
2

g′22∇v

≤ 1
2

g′12∇u+
1
2

g′22∇v.

Das hipóteses (G1) e (G2) temos que g′i(t)≤ 0, assim sendo

d
dt

E(t)≤ 0.

Como queríamos mostrar.

2.2 Existência e Regularidade

Enunciaremos agora o resultado que nos garante a existência, unicidade e regularidade das

soluções fortes para o sistema (2.1) - (2.4).
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Teorema 2.1. Sejam (u0,v0) ∈ (H2(Ω)∩H1
0 (Ω))2 e (u1,v1) ∈ (H1

0 (Ω))2. Então existe uma

única solução forte (u,v) para o sistema (2.1)-(2.4) satisfazendo

u,v ∈ L∞(0,T ;H2(Ω)∩H1
0 (Ω))∩W 1,∞(0,T ;H1

0 (Ω))∩W 2,∞(0,T ;L2(Ω)).

Demonstração. Consideremos V = H2(Ω)∩H1
0 (Ω) e seja {w j} j∈N uma base de V ortonormal

completa em L2(Ω). Consideremos

Vm = [w1,w2, ...,wm]

o subespaço de V gerado pelos m primeiros vetores desta base.

Problema Aproximado

O problema aproximado consiste em determinar funções um,vm ∈Vm da forma

um(·, t) =
m∑

j=1

h j,m(t)w j(·), vm(·, t) =
m∑

j=1

f j,m(t)w j(·),

onde as funções um e vm são as soluções do sistema aproximado∫
Ω

um
tt w jdx+

∫
Ω

∇um ·∇w jdx

−
∫

Ω

∫ t

0
g1(t − s)∇um(s)ds ·∇w jdx+α

∫
Ω
(um − vm)w jdx = 0, (2.10)

e ∫
Ω

vm
tt w jdx+

∫
Ω

∇vm ·∇w jdx

−
∫

Ω

∫ t

0
g2(t − s)∇vm(s)ds ·∇w jdx−α

∫
Ω
(um − vm)w jdx = 0, (2.11)

com condições iniciais um(·,0) = u0,m,um
t (·,0) = u1,m,vm(·,0) = v0,m e vm

t (·,0) = v1,m, onde

u0,m =
m∑

j=1

{∫
Ω

u0w jdx
}

w j, u1,m =
m∑

j=1

{∫
Ω

u1w jdx
}

w j,

v0,m =
m∑

j=1

{∫
Ω

v0w jdx
}

w j, v1,m =
m∑

j=1

{∫
Ω

v1w jdx
}

w j.

Notemos que para (u0,v0) ∈V 2 e (u1,v1) ∈ (H1
0 (Ω))2, temos que (u0,m,v0,m)→ (u0,v0) em V 2
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e (u1,m,v1,m)→ (u1,v1) em (H1
0 (Ω))2.

A existência das soluções aproximadas um e vm no intervalo [0, tm) é garantida pela teoria padrão

das equações diferenciais ordinárias. Nosso próximo passo é mostrar que as soluções aproxima-

das permanecem limitadas para qualquer m ∈ N. Para isso são necessárias algumas estimativas

as quais serão desenvolvidas a seguir.

Estimativas a Priori

Multiplicando a equação (2.10) por h′j,m e somando em j, de 1 a m, temos∫
Ω

um
tt um

t dx+
∫

Ω
∇um ·∇um

t dx−
∫

Ω

∫ t

0
g1(t − s)∇um(s)ds ·∇um

t dx+α
∫

Ω
(um − vm)um

t dx = 0.

Daí, segue que

1
2

d
dt

∫
Ω
|um

t |
2 dx+

1
2

d
dt

∫
Ω
|∇um|2 dx

−
∫

Ω

∫ t

0
g1(t − s)∇um(s)ds ·∇um

t dx+α
∫

Ω
(um − vm)um

t dx = 0. (2.12)

Agora, multiplicando a equação (2.11) por f ′j,m e somando em j, de 1 a m, obtemos∫
Ω

vm
tt vm

t dx+
∫

Ω
∇vm ·∇vm

t dx−
∫

Ω

∫ t

0
g2(t − s)∇vm(s)ds ·∇vm

t dx−α
∫

Ω
(um − vm)vm

t dx = 0,

de onde vem que

1
2

d
dt

∫
Ω
|vm

t |
2 dx+

1
2

d
dt

∫
Ω
|∇vm|2 dx

−
∫

Ω

∫ t

0
g2(t − s)∇vm(s)ds ·∇vm

t dx−α
∫

Ω
(um − vm)vm

t dx = 0. (2.13)

Somando (2.12)-(2.13) e usando o Lema 2.1, podemos escrever

d
dt

E(t;um,vm) = −1
2

g1(t)
∫

Ω
|∇um|2dx− 1

2
g2(t)

∫
Ω
|∇vm|2dx

+
1
2

g′12∇um +
1
2

g′22∇vm. (2.14)

Considerando as hipóteses sobre gi, de (2.14) segue que

d
dt

E(t;um,vm)≤ 0.
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Integrando a desigualdade acima de 0 a t, encontramos

E(t;um,vm)≤ E(0;um(0),vm(0)),

o que implica

E(t;um,vm) ≤ 1
2

∫
Ω
|u1,m|2dx+

1
2

(
1−
∫ t

0
g1(s)ds

)∫
Ω
|∇u0,m|2dx

+
1
2

∫
Ω
|v1,m|2dx+

1
2

(
1−
∫ t

0
g2(s)ds

)∫
Ω
|∇v0,m|2dx

+
1
2

g12∇u0,m +
1
2

g22∇v0,m +
α
2

∫
Ω
|u0,m − v0,m|2dx.

Da nossa escolha de u0,m, u1,m, v0,m, v1,m e da hipótese (G1), segue que

E(t;um,vm)≤C, ∀t ∈ [0,T ], ∀m ∈ N, (2.15)

onde C é uma constante independente de m. Logo, (um) e (vm) são limitadas em L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

(um
t ) e (vm

t ) são limitadas em L∞(0,T ;L2(Ω)).
(2.16)

O próximo passo é encontrar uma estimativa para a energia de segunda ordem. Primeiramente,

vamos estimar os dados iniciais um
tt (0) e vm

tt (0) na norma de L2(Ω). Fazendo t → 0+ nas equa-

ções (2.10) e (2.11), multiplicando o resultado por h′′j,m(0) e f ′′j,m(0), respectivamente, e so-

mando em j, de 1 a m, obtemos∫
Ω
|um

tt (0)|
2 dx =−

∫
Ω

∇u0,m ·∇um
tt (0)dx−α

∫
Ω
(u0,m − v0,m)um

tt (0)dx

e ∫
Ω
|vm

tt (0)|
2 dx =−

∫
Ω

∇v0,m ·∇vm
tt (0)dx+α

∫
Ω
(u0,m − v0,m)vm

tt (0)dx,

Usando a Identidade de Green, segue que∫
Ω
|um

tt (0)|
2 dx =

∫
Ω

∆u0,m ·um
tt (0)dx−α

∫
Ω
(u0,m − v0,m)um

tt (0)dx (2.17)

e ∫
Ω
|vm

tt (0)|
2 dx =

∫
Ω

∆v0,m · vm
tt (0)dx+α

∫
Ω
(u0,m − v0,m)vm

tt (0)dx. (2.18)
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Aplicando a desigualdade de Young em (2.17) e (2.18), adicionando as desigualdades resultan-

tes e pela nossa escolha de u0,m e v0,m, obtemos

∥um
tt (0)∥2 +∥vm

tt (0)∥2 ≤C, ∀m ∈ N. (2.19)

Diferenciando as equações (2.10) e (2.11) em relação ao tempo, obtemos∫
Ω

um
tttw jdx+

∫
Ω

∇um
t ·∇w jdx+g1(t)

∫
Ω

∇um
0 w jdx

−
∫

Ω

∫ t

0
g′1(t − s)∇um(s)ds ·∇w jdx+α

∫
Ω
(um

t − vm
t )w jdx = 0 (2.20)

e ∫
Ω

vm
tttw jdx+

∫
Ω

∇vm
t ·∇w jdx+g2(t)

∫
Ω

∇vm
0 w jdx

−
∫

Ω

∫ t

0
g′2(t − s)∇vm(s)ds ·∇w jdx−α

∫
Ω
(um

t − vm
t )w jdx = 0. (2.21)

Multiplicando a equação (2.20) por h′′j,m e (2.21) por f ′′j,m e somando em j, de 1 a m, temos∫
Ω

um
tttu

m
tt dx+

∫
Ω

∇um
t ·∇um

tt dx−g1(t)
∫

Ω
∇um

0 ∇um
tt dx

−
∫

Ω

∫ t

0
g1(t − s)∇um

t (s)ds ·∇um
tt dx+α

∫
Ω
(um

t − vm
t )u

m
tt dx = 0

e ∫
Ω

vm
tttv

m
tt dx+

∫
Ω

∇vm
t ·∇vm

tt dx−g2(t)
∫

Ω
∇vm

0 ∇vm
tt dx

−
∫

Ω

∫ t

0
g2(t − s)∇vm

t (s)ds ·∇vm
tt dx−α

∫
Ω
(um

t − vm
t )v

m
tt dx = 0.

Somando as equações acima e usando o Lema 2.1, encontramos

d
dt

E(t;um
t ,v

m
t ) = −1

2
g1(t)

∫
Ω
|∇um

t |2dx− 1
2

g2(t)
∫

Ω
|∇vm

t |2dx

+
1
2

g′12∇um
t +

1
2

g′22∇vm
t (2.22)

+g1(t)
∫

Ω
∇um

0 ∇um
tt dx+g2(t)

∫
Ω

∇vm
0 ∇vm

tt dx.

Considerando as hipóteses sobre gi, de (2.22) segue que

d
dt

E(t;um
t ,v

m
t )≤ g1(t)

∫
Ω

∇um
0 ∇um

tt dx+g2(t)
∫

Ω
∇vm

0 ∇vm
tt dx.
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Fazendo uso da Identidade de Green e da desigualdade de Young, e integrando a desigualdade

resultante de 0 a t, obtemos

E(t;um
t ,v

m
t )≤CE(0;um

t (0),v
m
t (0))+

∫ t

0

(1
2

∫
Ω
|um

tt |
2 dx+

1
2

∫
Ω
|vm

tt |
2 dx
)

ds. (2.23)

Usando o Lema de Grönwall, obtemos

E(t;um
t ,v

m
t )≤C, ∀t ∈ [0,T ], ∀m ∈ N, (2.24)

onde C é uma constante independente de m. Logo, (um
t ) e (vm

t ) é limitada em L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

(um
tt ) e (vm

tt ) é limitada em L∞(0,T ;L2(Ω)).
(2.25)

Das estimativas feitas em (2.16) e (2.25), podemos extrair subsequências (um,vm)m∈N que de-

notaremos da mesma forma, satisfazendo
(um,vm)

⋆
⇀ (u,v) ∈ L∞(0,T ;H1

0 (Ω))

(um
t ,v

m
t )

⋆
⇀ (ut ,vt) ∈ L∞(0,T ;H1

0 (Ω)).

(um
tt ,v

m
tt )

⋆
⇀ (utt ,vtt) ∈ L∞(0,T ;L2(Ω))

(2.26)

Passagem ao Limite

Multiplicando as equações (2.10) e (2.11) por θ ∈ D(0,T ) e integrando de 0 a T, obtemos∫ T

0

∫
Ω

um
tt w jθ(t)dxdt +

∫ T

0

∫
Ω

∇um∇w jθ(t)dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

∫ t

0
g1(t − s)∇um(s)ds∇w jθ(t)dxdt +α

∫ T

0

∫
Ω
(um − vm)w jθ(t)dxdt = 0 (2.27)

e ∫ T

0

∫
Ω

vm
tt w jθ(t)dxdt +

∫ T

0

∫
Ω

∇vm∇w jθ(t)dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

∫ t

0
g2(t − s)∇vm(s)ds∇w jθ(t)dxdt −α

∫ T

0

∫
Ω
(um − vm)w jθ(t)dxdt = 0. (2.28)

Levando em consideração as convergências de (2.26) podemos passar ao limite quando m → ∞
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em (2.27) e (2.28) de modo a obter∫ T

0

∫
Ω

uttw jθ(t)dxdt +
∫ T

0

∫
Ω

∇u∇w jθ(t)dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

∫ t

0
g1(t − s)∇u(s)ds∇w jθ(t)dxdt +α

∫ T

0

∫
Ω
(u− v)w jθ(t)dt = 0 (2.29)

e ∫ T

0

∫
Ω

vttw jθ(t)dxdt +
∫ T

0

∫
Ω

∇v∇w jθ(t)dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

∫ t

0
g2(t − s)∇v(s)ds∇w jθ(t)dxdt −α

∫ T

0

∫
Ω
(u− v)w jθ(t)dxdt = 0. (2.30)

Como as combinações lineares finitas dos (w j) j∈N são densas em H1
0 (Ω), então de (2.29) e

(2.30) temos ∫ T

0

∫
Ω

uttw jθ(t)dxdt +
∫ T

0

∫
Ω

∇u∇w jθ(t)dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

∫ t

0
g1(t − s)∇u(s)ds∇w jθ(t)dxdt +α

∫ T

0
(u− v)w jθ(t)dt = 0 (2.31)

e ∫ T

0

∫
Ω

vttw jθ(t)dxdt +
∫ T

0

∫
Ω

∇v∇w jθ(t)dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

∫ t

0
g2(t − s)∇v(s)ds∇w jθ(t)dxdt −α

∫ T

0

∫
Ω
(u− v)w jθ(t)dxdt = 0, (2.32)

para todo θ ∈ D(0,T ) e para todo w ∈ H1
0 (Ω).

De (2.31)-(2.32) e após alguns cálculos obtemos

utt −∆u+
∫ t

0
g1(t − s)∆u(s)ds+α(u− v) = 0 em L2(0,T ;L2(Ω)) (2.33)

e

vtt −∆v+
∫ t

0
g2(t − s)∆v(s)ds−α(u− v) = 0 em L2(0,T ;L2(Ω)). (2.34)

Pela regularidade dos problemas elípticos, temos que

u,v ∈ L∞(0,T ;H2(Ω)∩H1
0 (Ω)).
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Como H2(Ω)∩H1
0 (Ω) ↪→ H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω), vem que

u,v ∈ L∞(0,T ;H1
0 (Ω))∩W 1,∞(0,T ;H1

0 (Ω))∩W 2,∞(0,T ;L2(Ω)).

Os dados iniciais seguem imediatamente a partir das convergências obtidas.

Unicidade

Suponhamos que os pares (u1,v1) e (u2,v2) são duas soluções do sistema (2.1) - (2.4) com os

mesmos dados iniciais. Então, U = u1−u2 e V = v1−v2 verifica o seguinte sistema com dados

iniciais nulos

Utt −∆U +

∫ t

0
g1(t − s)∆U(s)ds+α(U −V ) = 0 em Ω× (0,T ),

Vtt −∆V +

∫ t

0
g2(t − s)∆V (s)ds−α(U −V ) = 0 em Ω× (0,T ),

U =V = 0 sobre Γ× (0,T ),

(U0(x),V0(x)) = (U1(x),V1(x)) = 0, em Ω.

Utilizando argumento analógo ao da primeira estimativa obtemos

E(t;U,V )≤ 0.

De onde segue que

U =V = 0.

Assim concluímos a demonstração do Teorema 2.1.

Observação 2.1. Vimos no Teorema 2.1 que a solução está definida em um intervalo [0,T ]. Essa

solução, porém, pode ser estendida a todo intervalo (0,∞), para isso basta repetir o raciocínio

feito e usar a Diagonal de Cantor.
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CAPÍTULO

3

Comportamento Assintótico

Neste capítulo estudamos o comportamento assintótico da energia do sistema (2.1) - (2.4)

quando o tempo tende ao infinito. Mais precisamente, mostramos o decaimento geral da solução

associada a este sistema, ou seja, que a energia do sistema satisfaz

E(t)≤ Ke−κ
∫ t

t0
ξ(s)ds

, ∀ t ≥ t0,

onde ξ(t) := min{ξ1(t),ξ2(t)} e K, κ são constantes positivas. Para isto, suponha que as hipó-

teses (G1)-(G2) sobre o nucleo gi, i = 1,2, são válidas e usando a técnica dos multiplicadores

construiremos um funcional L(t) equivalente ao funcional de energia E(t) que satisfaz

d
dt

L(t)≤−κ ξ(t)L(t), ∀ t ≥ t0.

Do capítulo anterior, Lema 2.2, temos que

d
dt

E(t) = −1
2

g1(t)
∫

Ω
|∇u|2dx− 1

2
g2(t)

∫
Ω
|∇v|2dx+

1
2

g′12∇u+
1
2

g′22∇v

≤ 1
2

g′12∇u+
1
2

g′22∇v ≤ 0,

onde

E(t) := E(t;u,v) =
1
2

∫
Ω
|ut |2dx+

1
2

(
1−
∫ t

0
g1(s)ds

)∫
Ω
|∇u|2dx

+
1
2

∫
Ω
|vt |2dx+

1
2

(
1−
∫ t

0
g2(s)ds

)∫
Ω
|∇v|2dx

+
1
2

g12∇u+
1
2

g22∇v+
α
2

∫
Ω
|u− v|2dx.



3.1. LEMAS TÉCNICOS 46

3.1 Lemas Técnicos

Os lemas seguintes desempenham um papel importante na construção do funcional L(t).

Para tanto, definimos os seguintes funcionais:

I(t) := ξ1(t)
∫

Ω
utudx+ξ2(t)

∫
Ω

vtvdx (3.1)

e

J(t) := −ξ1(t)
∫

Ω
ut

∫ t

0
g1(t − s)(u(t)−u(s))dsdx

−ξ2(t)
∫

Ω
vt

∫ t

0
g2(t − s)(v(t)− v(s))dsdx. (3.2)

Lema 3.1. Para v ∈ C 1(0,T ;H1
0 (Ω)), temos

∫
Ω

(∫ t

0
g(t − s)[v(s)− v(t)]ds

)2

dx ≤ (1−β)C2
p(g2∇v)(t).

onde Cp é a constante de Poincaré.

Demonstração. Escrevendo∫ t

0
g(t − s)[v(s)− v(t)]ds =

∫ t

0

√
g(t − s)

√
g(t − s)[v(s)− v(t)]ds

e usando a desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, obtemos∫ t

0
g(t − s)[v(s)− v(t)]ds ≤

(∫ t

0
g(t − s)ds

) 1
2
(∫ t

0
g(t − s)[v(s)− v(t)]2ds

) 1
2

≤ (1−β)
1
2

(∫ t

0
g(t − s)[v(s)− v(t)]2ds

) 1
2
.

Elevando ao quadrado, integrando sobre Ω e aplicando a desigualdade de Poincaré, obtemos

∫
Ω

(∫ t

0
g(t − s)[v(s)− v(t)]ds

)2

dx ≤ (1−β)
∫

Ω

(∫ t

0
g(t − s)[v(s)− v(t)]2ds

)
dx

≤ (1−β) ·C2
p ·g2∇v.

Lema 3.2. Consideremos os dados iniciais {(u0,v0),(u1,v1)}∈ (H2(Ω)∩H1
0 (Ω))2×(H1

0 (Ω))2
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e as hipóteses (G1)-(G2), então a solução de (2.1) - (2.4) satisfaz

d
dt

I(t) ≤

[
1+

k2
1C2

p

β1

]
ξ1(t)

∫
Ω
|ut |2 dx− β1

4
ξ1(t)

∫
Ω
|∇u|2 dx+

(1−β1)

2β1
ξ1(t)g12∇u

+

[
1+

k2
2C2

p

β2

]
ξ2(t)

∫
Ω
|vt |2 dx− β2

4
ξ2(t)

∫
Ω
|∇v|2 dx+

(1−β2)

2β2
ξ2(t)g22∇v

(3.3)

−α ·ξ1(t)
∫

Ω
(u− v)udx+α ·ξ2(t)

∫
Ω
(u− v)vdx.

Demonstração. Usando a equação (2.1) e (2.2), vemos que

d
dt

I(t) = ξ1(t)
∫

Ω
(uttu+ |ut |2)dx+ξ2(t)

∫
Ω
(vttv+ |vt |2)dx+ξ′1(t)

∫
Ω

utudx+ξ′2(t)
∫

Ω
vtvdx

= ξ1(t)
∫

Ω
|ut |2 dx−ξ1(t)

∫
Ω
|∇u|2 dx+ξ1(t)

∫
Ω

∇u(t)
∫ t

0
g1(t − s)∇u(s)dsdx

+ξ2(t)
∫

Ω
|vt |2 dx−ξ2(t)

∫
Ω
|∇v|2 dx+ξ2(t)

∫
Ω

∇v(t)
∫ t

0
g2(t − s)∇v(s)dsdx (3.4)

−α ·ξ1(t)
∫

Ω
(u− v)udx+α ·ξ2(t)

∫
Ω
(u− v)vdx

+ξ′1(t)
∫

Ω
utudx+ξ′2(t)

∫
Ω

vtvdx.

Para o terceiro termo do lado direito de (3.4), temos que

∫
Ω

∇u(t)
∫ t

0
g1(t − s)∇u(s)dsdx ≤ 1

2

∫
Ω
|∇u|2 dx+

1
2

∫
Ω

(∫ t

0
g1(t − s) |∇u(s)|ds

)2

dx

≤ 1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx+

1
2

∫
Ω

(∫ t

0
g1(t − s)(|∇u(s)−∇u(t)|+ |∇u(t)|)ds

)2

dx. (3.5)

Fazendo uso do Lema 3.1, da desigualdade de Young e do fato de que∫ t

0
g1(s)ds ≤

∫ ∞

0
g1(s)ds = 1−β1,
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para todo η1 > 0, obtemos∫
Ω

∇u(t)
∫ t

0
g1(t − s)∇u(s)dsdx ≤ 1

2

∫
Ω
|∇u|2 dx

+
1
2
(1+η1)

∫
Ω

(∫ t

0
g1(t − s) |∇u(t)|ds

)2

dx

+
1
2

(
1+

1
η1

)∫
Ω

(∫ t

0
g1(t − s) |∇u(s)−∇u(t)|ds

)2

dx

≤ 1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx+

1
2
(1+η1)(1−β1)

2
∫

Ω
|∇u|2 dx

+
1
2

(
1+

1
η1

)
(1−β1)g12∇u. (3.6)

Analogamente, para todo η2 > 0, temos∫
Ω

∇v(t)
∫ t

0
g2(t − s)∇v(s)dsdx ≤ 1

2

∫
Ω
|∇v|2 dx+

1
2
(1+η2)(1−β2)

2
∫

Ω
|∇v|2 dx

+
1
2

(
1+

1
η2

)
(1−β2)g22∇v. (3.7)

Combinando as estimativas (3.5) - (3.7), substituindo em (3.4) e usando∫
Ω

utudx ≤ δ1C2
p

∫
Ω
|∇u|2 dx+

1
4δ1

∫
Ω
|ut |2 dx, δ1 > 0,∫

Ω
vtvdx ≤ δ2C2

p

∫
Ω
|∇v|2 dx+

1
4δ2

∫
Ω
|vt |2 dx, δ2 > 0,

encontramos

d
dt

I(t) ≤

[
1+

1
4δ1

∣∣∣∣ξ′1(t)ξ1(t)

∣∣∣∣
]

ξ1(t)
∫

Ω
|ut |2 dx+

1
2

(
1+

1
η1

)
(1−β1)ξ1(t)g12∇u

−1
2

[
1− (1+η1)(1−β1)

2 −2
∣∣∣∣ξ′1(t)ξ1(t)

∣∣∣∣δ1C2
p

]
ξ1(t)

∫
Ω
|∇u|2 dx

+

[
1+

1
4δ2

∣∣∣∣ξ′2(t)ξ2(t)

∣∣∣∣
]

ξ2(t)
∫

Ω
|vt |2 dx+

1
2

(
1+

1
η2

)
(1−β2)ξ2(t)g22∇v

−1
2

[
1− (1+η2)(1−β2)

2 −2
∣∣∣∣ξ′2(t)ξ2(t)

∣∣∣∣δ2C2
p

]
ξ2(t)

∫
Ω
|∇v|2 dx

−α ·ξ1(t)
∫

Ω
(u− v)udx+α ·ξ2(t)

∫
Ω
(u− v)vdx.
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Desde que
∣∣∣∣ξ′i(t)ξi(t)

∣∣∣∣≤ ki, i = 1,2, segue que

d
dt

I(t) ≤

[
1+

1
4δ1

k1

]
ξ1(t)

∫
Ω
|ut |2 dx+

1
2

(
1+

1
η1

)
(1−β1)ξ1(t)g12∇u

−1
2

[
1− (1+η1)(1−β1)

2 −2k1δ1C2
p

]
ξ1(t)

∫
Ω
|∇u|2 dx

+

[
1+

1
4δ2

k2

]
ξ2(t)

∫
Ω
|vt |2 dx+

1
2

(
1+

1
η2

)
(1−β2)ξ2(t)g22∇v

−1
2

[
1− (1+η2)(1−β2)

2 −2k2δ2C2
p

]
ξ2(t)

∫
Ω
|∇v|2 dx

−α ·ξ1(t)
∫

Ω
(u− v)udx+α ·ξ2(t)

∫
Ω
(u− v)vdx.

Escolhendo ηi =
βi

1−βi
e δi =

βi

4kiC2
p

, i = 1,2, a estimativa (3.3) é estabelecida.

Lema 3.3. Sob as condições do Lema 3.2, o funcional

J1(t) = −ξ1(t)
∫

Ω
ut

∫ t

0
g1(t − s)[u(t)−u(s)]dsdx

satisfaz

d
dt

J1(t) ≤ δ

[
1+2(1−β1)

2

]
ξ1(t)

∫
Ω
|∇u|2 dx

+(1−β1)

[
2δ+

1
2δ

+
(α+ k1)

4δ
C2

p

]
ξ1(t)g12∇u (3.8)

+

[
δ(1+ k1)−

∫ t

0
g1(s)ds

]
ξ1(t)

∫
Ω
|ut |2 dx

+αδ ·ξ1(t)
∫

Ω
|u− v|2 dx− g1(0)

4δ
C2

pξ1(t)g′12∇u,

onde δ > 0 é uma pequena constante.

Demonstração. Diferenciando o funcional J1(t) com relação ao tempo e usando a equação

Barros, Lindalva Ribeiro PPGME-UFPA



3.1. LEMAS TÉCNICOS 50

(2.1), obtemos

d
dt

J1(t) = −ξ1(t)
∫

Ω
utt

∫ t

0
g1(t − s)[u(t)−u(s)]dsdx

−ξ1(t)
∫

Ω
ut

∫ t

0
g′1(t − s)[u(t)−u(s)]dsdx−ξ1(t)

∫ t

0
g1(s)ds

∫
Ω
|ut |dx

−ξ′1(t)
∫

Ω
ut

∫ t

0
g1(t − s)[u(t)−u(s)]dsdx

= ξ1(t)
∫

Ω
∇u(t)

∫ t

0
g1(t − s)[∇u(t)−∇u(s)]dsdx

−ξ1(t)
∫

Ω

(∫ t

0
g1(t − s)∇u(s)ds

)(∫ t

0
g1(t − s)[∇u(t)−∇u(s)]ds

)
dx

+α ·ξ1(t)
∫

Ω
(u− v)

∫ t

0
g1(t − s)[u(t)−u(s)]dsdx (3.9)

−ξ1(t)
∫

Ω
ut

∫ t

0
g′1(t − s)[u(t)−u(s)]dsdx

−ξ′1(t)
∫

Ω
ut

∫ t

0
g1(t − s)[u(t)−u(s)]dsdx−ξ1(t)

∫ t

0
g1(s)ds

∫
Ω
|ut |dx.

Da mesma forma que (3.4), estimamos os termos do lado direito da equação (3.9). Assim,

fazendo uso da desigualdade de Young e do Lema 3.1, para todo δ > 0, obtemos para o primeiro

termo∫
Ω

∇u(t)
∫ t

0
g1(t − s)[∇u(t)−∇u(s)]dsdx ≤ δ

∫
Ω
|∇u|2 dx

+
1
4δ

∫
Ω

∣∣∣∣∫ t

0
g1(t − s)[∇u(t)−∇u(s)]ds

∣∣∣∣2 dx

≤ δ
∫

Ω
|∇u|2 dx+

(1−β1)

4δ
g12∇u. (3.10)

Usando novamente a desigualdade de Young e o Lema 3.1, e considerando o fato de que∫ t

0
g1(s)ds ≤

∫ ∞

0
g1(s)ds = 1−β1,
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temos ∫
Ω

(∫ t

0
g1(t − s)∇u(s)ds

)(∫ t

0
g1(t − s)[∇u(t)−∇u(s)]ds

)
dx

≤ δ
∫

Ω

∣∣∣∣∫ t

0
g1(t − s)∇u(s)ds

∣∣∣∣2 dx+
1
4δ

∫
Ω

∣∣∣∣∫ t

0
g1(t − s)[∇u(t)−∇u(s)]ds

∣∣∣∣2 dx

≤ δ
∫

Ω

(∫ t

0
g1(t − s)(|∇u(s)−∇u(t)|+ |∇u(t)|)ds

)2

dx

+
1
4δ

∫
Ω

(∫ t

0
g1(t − s) |∇u(t)−∇u(s)|ds

)2

dx

≤ 2δ(1−β1)
2
∫

Ω
|∇u|2 dx+

(
2δ+

1
4δ

)
(1−β1)g12∇u. (3.11)

Para o terceiro termo, temos∫
Ω
(u− v)

∫ t

0
g1(t − s)[u(t)−u(s)]dsdx ≤ δ

∫
Ω
|u− v|2 dx

+
1
4δ

∫
Ω

∣∣∣∣∫ t

0
g1(t − s)[u(t)−u(s)]ds

∣∣∣∣2 dx

≤ δ
∫

Ω
|u− v|2 dx+

(1−β1)

4δ
C2

pg12∇u. (3.12)

Quanto ao quarto e quinto termos, temos∫
Ω

ut

∫ t

0
g′1(t − s)[u(t)−u(s)]dsdx ≤ δ

∫
Ω
|ut |2 dx+

1
4δ

∫
Ω

∣∣∣∣∫ t

0
g′1(t − s)[u(t)−u(s)]ds

∣∣∣∣2 dx

≤ δ
∫

Ω
|ut |2 dx− g1(0)

4δ
C2

pg′12∇u (3.13)

e∫
Ω

ut

∫ t

0
g1(t − s)[u(t)−u(s)]dsdx ≤ δ

∫
Ω
|ut |2 dx+

1
4δ

∫
Ω

∣∣∣∣∫ t

0
g1(t − s)[u(t)−u(s)]ds

∣∣∣∣2 dx

≤ δ
∫

Ω
|ut |2 dx+

(1−β1)

4δ
C2

pg12∇u. (3.14)
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Combinando as estimativas (3.10)-(3.14) e substituindo em (3.9), encontramos

d
dt

J1(t) ≤ δ

[
1+2(1−β1)

2

]
ξ1(t)

∫
Ω
|∇u|2 dx

+(1−β1)

[
2δ+

1
2δ

+
αC2

p

4δ
+

∣∣∣∣ξ′1(t)ξ1(t)

∣∣∣∣C2
p

4δ

]
ξ1(t)g12∇u

+

[
δ+δ

∣∣∣∣ξ′1(t)ξ1(t)

∣∣∣∣−∫ t

0
g1(s)ds

]
ξ1(t)

∫
Ω
|ut |2 dx

+αδ ·ξ1(t)
∫

Ω
|u− v|2 dx− g1(0)

4δ
C2

pξ1(t)g′12∇u.

Desde que
∣∣∣∣ξ′1(t)ξ1(t)

∣∣∣∣≤ k1, a estimativa (3.8) é estabelecida.

Lema 3.4. Sob as condições do Lema 3.2, o funcional

J2(t) = −ξ2(t)
∫

Ω
vt

∫ t

0
g2(t − s)[v(t)− v(s)]dsdx

satisfaz

d
dt

J2(t) ≤ δ

[
1+2(1−β2)

2

]
ξ2(t)

∫
Ω
|∇v|2 dx

+(1−β2)

[
2δ+

1
2δ

+
(α+ k2)

4δ
C2

p

]
ξ2(t)g22∇v (3.15)

+

[
δ(1+ k2)−

∫ t

0
g2(s)ds

]
ξ2(t)

∫
Ω
|vt |2 dx

−αδ ·ξ2(t)
∫

Ω
|u− v|2 dx− g2(0)

4δ
C2

pξ2(t)g′22∇v,

onde δ > 0 é uma pequena constante.

Demonstração. A prova deste lema é semelhante a prova do Lema 3.3, por este motivo, vamos

omiti-la aqui.

Consideremos então o funcional de Lyapunov definido por

L(t) := N1E(t)+ I(t)+N2J(t) (3.16)

onde N1,N2 > 0 são constantes a serem escolhidas adequadamente.
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Lema 3.5. O funcional de Lyapunov satisfaz as seguintes desigualdades

ε0E(t)≤ L(t)≤ ε1E(t), (3.17)

com ε0 e ε1 constantes positivas.

Demonstração. Usando as desigualdades de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz e Young, temos

|I(t)| ≤ ξ1(t)
2

∫
Ω
|ut |2 dx+

ξ1(t)
2

∫
Ω
|u|2 dx+

ξ2(t)
2

∫
Ω
|vt |2 dx+

ξ2(t)
2

∫
Ω
|v|2 dx.

Agora, aplicando a desigualdade de Poincaré, obtemos

|I(t)| ≤ M1

2

∫
Ω
|ut |2 dx+

M1C2
p

2

∫
Ω
|∇u|2 dx+

M2

2

∫
Ω
|vt |2 dx+

M2C2
p

2

∫
Ω
|∇v|2 dx. (3.18)

Novamente usando as desigualdades de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz e Young, temos

|N2J(t)| ≤ N2ξ1(t)
2

∫
Ω
|ut |2 dx+

N2ξ1(t)
2

∫
Ω

(∫ t

0
g1(t − s) |u(t)−u(s)|ds

)2

dx

+
N2ξ2(t)

2

∫
Ω
|vt |2 dx+

N2ξ2(t)
2

∫
Ω

(∫ t

0
g2(t − s) |v(t)− v(s)|ds

)2

dx.

Fazendo uso do Lema 3.1, segue

|N2J(t)| ≤ N2M1

2

∫
Ω
|ut |2 dx+

N2M1

2
(1−β1)C2

pg12∇u

+
N2M2

2

∫
Ω
|vt |2 dx+

N2M2

2
(1−β2)C2

pg22∇v. (3.19)

Combinando as estimativas (3.18) e (3.19), obtemos |I(t)+N2J(t)| ≤KE(t). Daí segue, N1E(t)+

I(t)+N2J(t)≤
(

N1 +K
)

E(t). Portanto,

L(t)≤ ε1E(t).

Tomando N1 de modo que N1 −K > 0, temos
(

N1 −K
)

E(t)≤ N1E(t)+ I(t)+N2J(t) e assim

ε0E(t)≤ L(t).
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3.2 Decaimento Geral

Nesta seção mostramos o decaimento geral da solução para o sistema acoplado de equações

de onda com memória (2.1)-(2.4). Neste sentido, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Considere os dados iniciais {(u0,v0),(u1,v1)} ∈ (H2(Ω)∩H1
0 (Ω))2×(H1

0 (Ω))2.

Suponha que o núcleo gi, i = 1,2 satisfaz as hipóteses (G1) e (G2). Então, para cada t0 > 0,

existem constantes positivas K e κ tal que a solução do sistema (2.1) - (2.4) satisfaz

E(t,u,v)≤ Ke−κ
∫ t

t0
ξ(s)ds

, ∀ t ≥ t0, (3.20)

onde ξ(t) := min{ξ1(t),ξ2(t)}.

Demonstração. Desde que, gi é positiva, contínua e gi(0) > 0, com i = 1,2, então para todo

t ≥ t0 > 0, temos ∫ t

0
gi(s)ds ≥

∫ t0

0
gi(s)ds = g0 > 0, ∀ t ≥ t0. (3.21)

Diferenciando o funcional L(t) com relação ao tempo, usando o Lema 2.2, as estimativas (3.3), (3.8),

(3.15) e a condição (3.21), obtemos para t ≥ t0,

d
dt

L(t) ≤ −

{
N2[g0 −δ(1+ k1)]−

[
1+

k2
1C2

p

β1

]}
ξ1(t)

∫
Ω
|ut |2 dx

−

{
N2[g0 −δ(1+ k2)]−

[
1+

k2
2C2

p

β2

]}
ξ2(t)

∫
Ω
|vt |2 dx

−

{
β1

4
−N2δ[1+2(1−β1)

2]

}
ξ1(t)

∫
Ω
|∇u|2 dx

−

{
β2

4
−N2δ[1+2(1−β2)

2]

}
ξ2(t)

∫
Ω
|∇v|2 dx

+

[
N1

2
− N2g1(0)

4δ
C2

pM1

]
g′12∇u+

[
N1

2
− N2g2(0)

4δ
C2

pM2

]
g′22∇v (3.22)

+

{
(1−β1)

2β1
+N2(1−β1)

[
2δ+

1
2δ

+
(α+ k1)

4δ
C2

p

]}
ξ1(t)g12∇u

+

{
(1−β2)

2β2
+N2(1−β2)

[
2δ+

1
2δ

+
(α+ k2)

4δ
C2

p

]}
ξ2(t)g22∇v

−αξ1(t)
∫

Ω
(u− v)udx+αξ2(t)

∫
Ω
(u− v)vdx

+αδN2ξ1(t)
∫

Ω
|u− v|2 dx+αδN2ξ2(t)

∫
Ω
|u− v|2 dx.
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Tomando primeiro N2 > 0 suficientemente grande e δ > 0 tão pequeno, temos que

N2[g0 −δ(1+ k1)]−

[
1+

k2
1C2

p

β1

]
> 0, N2[g0 −δ(1+ k2)]−

[
1+

k2
2C2

p

β2

]
> 0,

β1

4
−N2δ[1+2(1−β1)

2]> 0,
β2

4
−N2δ[1+2(1−β2)

2]> 0,

e então escolhendo N1 > N2 suficientemente grande tal que (3.17) se mantém válida temos

b1 :=

[
N1

2
− N2g1(0)

4δ
C2

pM1

]
−

{
(1−β1)

2β1
+N2(1−β1)

[
2δ+

1
2δ

+
(α+ k1)

4δ
C2

p

]}
> 0,

b2 :=

[
N1

2
− N2g2(0)

4δ
C2

pM2

]
−

{
(1−β2)

2β2
+N2(1−β2)

[
2δ+

1
2δ

+
(α+ k2)

4δ
C2

p

]}
> 0.

Fazendo uso de (G2), obtemos [
N1

2
− N2g1(0)

4δ
C2

pM1

]
g′12∇u

+

{
(1−β1)

2β1
+N2(1−β1)

[
2δ+

1
2δ

+
(α+ k1)

4δ
C2

p

]}
ξ1(t)g12∇u ≤−b1ξ1(t)g12∇u (3.23)

e [
N1

2
− N2g2(0)

4δ
C2

pM2

]
g′22∇v

+

{
(1−β2)

2β2
+N2(1−β2)

[
2δ+

1
2δ

+
(α+ k2)

4δ
C2

p

]}
ξ2(t)g12∇v ≤−b2ξ2(t)g22∇v. (3.24)

Usando o Lema 3.5 e combinando (3.22)-(3.24) temos, para alguma constante λ > 0,

d
dt

L(t)≤−λξ(t)E(t)≤− λ
ε1

ξ(t)L(t), ∀t ≥ t0,

onde ξ(t) := min{ξ1(t),ξ2(t)}.

Integrando desigualdade acima em (t0, t), encontramos

L(t)≤ L(t0)e
− λ

ε1

∫ t
t0

ξ(s)ds
, ∀t ≥ t0.

Da desigualdade acima e do Lema 3.5, temos

E(t)≤ 1
ε0

L(t0)e
− λ

ε1

∫ t
t0

ξ(s)ds ≤ ε1

ε0
E(t0)e

− λ
ε1

∫ t
t0

ξ(s)ds
= Ke−κ

∫ t
t0

ξ(s)ds
, ∀t ≥ t0, (3.25)

o que completa a prova.

Observação 3.1. A estimativa (3.25) é verdadeira para t ∈ [0, t0] em virtude da limitação e da
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continuidade de E(t) e ξ(t).

Observação 3.2. Este resultado generaliza e melhora os resultados de [25]. Note que o nosso

resultado é provado, sem impor quaisquer condições sobre g′′1(t) e g′′2(t). Precisamos apenas

que g1 e g2 sejam diferenciáveis e satisfaçam (G1)-(G2).

Exemplo 3.1. Sejam

g1(t) = a1(t +1)−ρ1 e g2(t) = a2(t +1)−ρ2 ,

com ai,bi,ρi > 0 (i = 1,2). Então é claro que (G1) é válida para ξi(t) = ρi(t +1)−1 (i = 1,2).

Consequentemente, aplicando (3.20), obtemos o seguinte decaimento polinomial:

E(t)≤ K(t +1)−κ ρ0

onde ρ0 = min {ρ1,ρ2}.

Exemplo 3.2. Se

g1(t) = a1e−b1(t+1)ρ1 e g2(t) = a2e−b2(t+1)ρ2 ,

com ai,bi,ρi > 0 (i = 1,2). Então para ξi(t) = bi ρi(t +1)min{0,ρi−1} (i = 1,2) a desigualdade

(3.20) nos fornece o decaimento exponencial:

E(t)≤ Ke−κ b0(t+1)min{1,ρ1,ρ2},

onde

b0 =


b1 se ρ1 < ρ2

b2 se ρ1 > ρ2.

min{b1,b2} se ρ1 = ρ2

(3.26)

Exemplo 3.3. Se

g1(t) = a1e−b1[ln(t+1)]ρ1 e g2(t) = a2e−b2[ln(t+1)]ρ2 ,

com ai,bi > 0,ρi > 1 (i = 1,2). Então para

ξi(t) =
bi ρi[ln(t +1)]ρi−1

t +1
(i = 1,2)
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temos pela desigualdade (3.20)

E(t)≤ Ke−κ b0 [ln(t+1)]min{ρ1,ρ2},

onde b0 é dado como em (3.26).

Exemplo 3.4. Se

g1(t) =
a1

(t +2)ρ1[ln(t+2)]b1
e g2(t) =

a2

(t +2)ρ2[ln(t+2)]b2
,

onde

ai > 0 e


ρi > 0 e bi ∈ R
ou

ρi = 1 e bi > 1

(i = 1,2).

Então para

ξi(t) =
bi ρi[ln(t +1)]ρi−1

t +1
(i = 1,2)

obtemos de (3.20)

E(t)≤ K[
(t +2)min{ρ1,ρ2}[ln(t +2)]b0

]κ ,

onde b0 é dado como em (3.26).
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Conclusão

Neste trabalho consideramos um sistema acoplado de equações de onda com memória que

descreve a interação entre dois campos escalares. Diante do que foi exposto, concluímos que

para certa classe de funções relaxamento e certos dados iniciais, a solução de energia decai com

taxa semelhante ao decaimento das funções relaxamento, que não é necessariamente um decai-

mento da forma polinomial ou exponencial. Portanto, nosso resultado permite uma maior classe

de funções relaxamento e melhora o resultado de Santos [25] em que apenas os decaimentos

exponencial e polinomial foram considerados. O resultado obtido neste trabalho pode encontrar

algumas aplicações potenciais na teoria de viscoelasticidade linear.

Uma sugestão para um possível trabalho futuro seria realizar a análise numérica do pro-

blema aqui proposto, utilizando os métodos de elementos finitos e/ou diferenças finitas, e com-

parar os resultados numéricos obtidos por estes dois métodos com o nosso.

Outra sugestão seria a de aplicar o método utilizado neste trabalho ao seguinte sistema

acoplado não-linear de duas equações da onda com condição de memória na fronteira:

utt −β1∆u+ f (u− v) = 0 em Ω× (0,∞),

vtt −β2∆v− f (u− v) = 0 em Ω× (0,∞),

u = v = 0 sobre Γ0 × (0,∞),

u+
∫ t

0
g1(t − s)

∂u
∂ν

(s)ds = 0 sobre Γ1 × (0,∞),

v+
∫ t

0
g2(t − s)

∂v
∂ν

(s)ds = 0 sobre Γ1 × (0,∞),

(u(x,0),v(x,0)) = (u0(x),v0(x)), (ut(x,0),vt(x,0)) = (u1(x),v1(x)) em Ω,

onde é Ω é um domínio aberto e limitado do Rn com fronteira Γ regular tal que Γ = Γ0 ∪Γ1

com Γ0 ∩Γ1 = /0 e β1,β2 são constantes positivas.
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