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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia e regularidade de solucdes fortes bem como o decaimento

geral para o sistema acoplado de equacdes de onda com memoria, dado por:
t
Uy — Au+/ g1(t—s)Au(s)ds+o(u—v)=0 emQ x (0,),
0

t
Vit —Av+/ gt —s5)Av(s)ds—a(u—v) =0 em Q x (0,00),
0

u=v=0 sobreI" x (0,00),
(u(x,0),v(x,0)) = (uo(x),vo(x)), ((x,0),v,(x,0)) = (u1(x),v1(x)) emQ,

com convenientes hipdteses sobre as fungdes relaxamento g1 e g>. Aqui, € um subconjunto

aberto e limitado do R” com fronteira I" regular e o0 é uma constante positiva.

Palavras-chave: Decaimento geral, Equacgdes viscoelasticas acopladas, Fungdo relaxamento.



Abstract

In this work we are going to study the existence and regularity of strong solutions as well as

general decay of the coupled system of wave equations with memory, given by:
t

Uy — Au+/ g1t —s)Au(s)ds+o(u—v) =0 in Q x (0,00),
0

t
Vit —Av+/ g ({t—s)Av(s)ds—o(u—v) =0 inQ x (0,00),
0

u=v=0 onI x(0,00),
(u(x,0),v(x,0)) = (uo(x),vo(x)), ((x,0),v¢(x,0)) = (u1(x),v1(x)) in€Q,

with suitable assumptions on the relaxation functions g; e g>. Here, Q is an open bounded

subset of R" with smooth boundary I" and a is a positive constant.

Keywords: General decay, Coupled viscoelastic equations, Relaxation function.
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho € estudar o decaimento geral de solucdes fortes para o

sistema acoplado de equagdes de onda com meméria', dado por:

u,,—Au+/0lg1(t—s)Au(s)ds—f—Oc(u—v) =0 emQx (0,00), (1)
vﬂ—Av+/otg2(t—s)Av(s)ds—Oc(u—v) =0 emQx (0,c), ()

u=v=0 sobreI x (0,00), 3)

(u(x,0),v(x,0)) = (up(x),vo(x)), (u(x,0),v:(x,0)) = (u1(x),v1(x)), emQ, 4)

onde Q é um subconjunto aberto e limitado do R" com fronteira I" regular, u ¢ v denotam os
deslocamentos transversais das membranas e o > 0 € a constante de acoplamento. As fungdes
relaxamento (ou nucleos da memoria) g;, com i = 1,2, s@o positivas e ndo crescentes. O subin-

dice ¢ representa a derivada em relacdo ao tempo e A o operador laplaciano 2, que € dado por

L)
A0 =320
izl %%
O sistema acima € originado do trabalho de Santos [25], no qual o autor estudou o compor-
tamento assintético das solugdes. Ele provou que quando os nucleos das convolugdes decaem
exponencialmente, a energia de primeira e segunda ordem das solucdes decaem exponencial-

mente. Santos também mostrou que quando os nicleos decaem polinomialmente, essas energias

'A nogdio de meméria em conexdo com a andlise de materiais eldsticos foi introduzida, em 1874, por Ludwig
Boltzmann (1844-1906). Mais tarde, Vito Volterra (1860-1940) desenvolveu, em obra magistral de 1909-13, seu
estudo sobre equagdes integro-diferenciais e sua teoria matematica dos "fendomenos hereditarios" (1928 e 1940).

’Nome dado em homenagem a Pierre-Simon Laplace (1749-1827) que estudou a equagdo Au = 0 em seu Traité
de Mécanique Céleste publicado em 5 volumes entre 1799 e 1785. Apesar desta equacdo levar o nome de Laplace
ela ja era conhecida antes dele.
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decaem polinomialmente.
Esse tipo de problema descreve a interacdo entre dois campos escalares e coloca-se na

teoria da viscoelasticidade. O efeito viscoelastico € descrito pelos termos de memoria

/Otgl (t —s)Au(s)ds, /Ot g2(t —s)Av(s)ds,

que levam a informagdo de todos os instantes s < ¢ para dentro do material no instante ¢.

Sistemas acoplados dissipativos de equagdes de onda foram estudados por varios autores e
muitos resultados de existéncia, comportamento assintético e observabilidade foram provados.
Em [10], Komornik e Rao estudaram um sistema linear de duas equagcdes de onda compac-
tamente acoplado com damping friccional na fronteira em ambas equacdes. Eles mostram a
existéncia, regularidade e estabilidade das solu¢des correspondentes. Os resultados obtidos na
estabilidade em [10] foi extendido por Aassila [1] para um sistema acoplado com damping fric-
cional fraco no infinito. Em outro trabalho, Aassila [2] removeu a dissipa¢do de uma equagado e
mostrou a forte estabilidade assintética ou a estabilidade nao uniforme para alguns casos parti-
culares dependendo da constante de acoplamento. Um sistema acoplado similar com damping
friccional na fronteira em apenas uma das equacdes foi estudado por Alabau [4]. Ela mostrou o
decaimento polinomial das soluc¢des fortes correspondentes quando a velocidade de propagacdo
da onda de ambas equacdes é a mesma. Alguns outros sistemas acoplados com damping interno
ou com outro tipo de acoplamento pode ser encontrado em [5, 6, 7, 11, 21, 23, 26].

No que concerne aos sistemas acoplados de equagdes de onda com memoria, Messaoudi e

Tatar [19] consideraram o seguinte sistema

t
Uy —Au+/ g(t—s)Au(x,s)ds+ f(u,v) =0 em Q x (0,c0),
0

' &)
Vit —Av~|—/ h(t —s)Av(x,s)ds+k(u,v) =0 em Q x (0,00).
0
onde as fungdes f e k satisfazem para todo (u,v) € R? as seguintes hipoteses
)] < d(lul® -+ ™) ©
[k, v)| < d(ful® +[v[P)

para alguma constante d > 0 e

Bi>1, (N=2)B;<N, i=1,2,34.

Barros, Lindalva Ribeiro PPGME-UFPA
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Eles mostraram que o resultado de decaimento uniforme pode ser obtido com condi¢des mais
fracas do que aquelas em [25] e para fun¢des de acoplamento mais gerais f e k. O resultado em
[19] foi melhorado por Liu[14]. Ele mostrou que para certa classe de fungdes relaxamento e cer-
tos dados iniciais, a solucdo de energia decai com taxa semelhante ao decaimento das funcdes
relaxamento, que nio € necessariamente um decaimento da forma polinomial ou exponencial.
Em outro trabalho, Liu [13] usando o mesmo método introduzido em [19] obteve as mes-

mas taxas de decaimento que em [19] para um sistema mais geral da forma

t
|y |P 1ty —Au—Au,,Jr/ g(t—s)Au(x,s)ds+ f(u,v) =0 em Q x (0,00),
0

' (N
Ve [P v — Av — Avy, —1—/ h(t —s)Av(x,s)ds+k(u,v) =0 em Q X (0,00).
0
onde as funcdes f e k satisfazem as seguintes hipdteses
)| < dminf (™ +[v2), |l VP, ¥(v) € R ®

k()| < d-min{ (juf® 4 P, JulP P71y, 9 (u,v) € R
para alguma constante d > 0 e

1<Bi < N

—, i=1,2,3,4
_N_27l )<y~ Ty

N-—1
B>1seN=1,2; 1§[3§N 2seN23.

Ambos os resultados em [13] e [19] sdo baseados na técnica tipo Lyapunov3 para algum funci-
onal de energia perturbado.

Said-Houari em [24] considerou o mesmo sistema (7) com

Furv) = —alut v (utv) = bfuf vl P

©)
k(u,v) = —alu-+v[2PHD (u+v) — b |ulP T2 |v[Pv

como termos de fonte e os termos de amortecimento da forma ]u,]m_l U € ]vt]r_l v; agindo na
primeira e na segunda equacdo de (7), respectivamente. Ele mostrou que a energia associada ao
sistema € ilimitada. Na verdade, a energia cresce como uma funcao exponencial quando ¢ — oo,

desde que os dados iniciais sejam suficientemente grandes.

3 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) foi um matemético e fisico russo conhecido por seu desen-
volvimento da teoria da estabilidade de um sistema dindmico, bem como por suas diversas contribui¢des a fisica
matemadtica e a teoria da probabilidade. O nome de Lyapunov é grafado de diversas outras formas: Liapunov,
Liapounov, Liapounoff, etc.

Barros, Lindalva Ribeiro PPGME-UFPA
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A principal contribui¢@o do presente trabalho € generalizar e melhorar os resultados de de-
caimento visto anteriormente em Santos [25]. Mais precisamente, mostrar que para certa classe
de fungdes relaxamento e certos dados iniciais, a taxa de decaimento da solucdo de energia é
semelhante ao das funcdes relaxamento.

Passemos agora a descrever o conteido desta dissertacdo que estd organizada da seguinte
forma: No Capitulo 1, apresentamos as notagdes essenciais e alguns resultados basicos usados
para o entendimento do trabalho.

No Capitulo 2, serd enunciado e demonstrado o teorema de existéncia, unicidade e regula-
ridade de solugdes fortes do sistema (1) - (4). Para provar a existéncia de solu¢do forte usamos
0 Método de Faedo-Galerkin * e para unicidade é utilizamos o Método da Energia.

Finalmente no Capitulo 3, serd enunciado e demonstrado o nosso resultado principal que
¢ o decaimento geral de solucdes fortes para o sistema (1) - (4). O método usado € baseado na
constru¢do de um funcional de Lyapunov £ adequado equivalente ao funcional de energia E(t)

satisfazendo

& L) < —xE(L0)

para alguma constante positiva K.

As notacOes que usamos neste trabalho sdo padrdes e pode ser encontrada no livro de
Lions’[12]. Além disso, ao longo deste trabalho seram apresentados algumas notas histéricas
retiradas de [3, 9, 22, 27] e utilizadas aqui somente como um aspecto motivacional ao estudo

do nosso objeto de interesse: a Matematica.

“Este método foi idealizado para encontrar solucdes dos problemas de evolugdo e desenvolvido por Alessandro
Faedo (1913-2001) trinta anos ap6s o Método de Galerkin. Boris Grigorievich Galerkin (1871-1945) realizou um
trabalho fundamental aplicando técnicas de aproximacao para resolver problemas de contorno associados a proble-
mas de engenharia civil. Ele publicou o seu Método de Elementos Finitos em 1915 e seu manuscrito fundamental
sobre placas finas eldsticas, em 1937.

5 Jacques-Louis Lions (1928-2001) foi um matemadtico francés reconhecido por suas contribui¢des ao estudo
de equacdes diferenciais parciais e andlise numérica. Em 1979, ele foi eleito membro da "Academia Brasileira de
Ciéncias"(ABC).

Barros, Lindalva Ribeiro PPGME-UFPA



CAPITULO

1

Preliminares

Destinamos este capitulo a fixacdo de notacdes e apresentagdo do maior nimero de con-
ceitos e resultados, a fim de auxiliar a compreensao dos capitulos seguintes. Sendo assim, ndo
nos preocuparemos com todas as demonstragdes dos resultados utilizados de forma preliminar,

mas mencionaremos o referencial bibliografico para posterior consulta.

1.1 Algumas Noc¢oes de Analise Funcional

Defini¢ao 1.1. Seja E um espago vetorial sobre o corpo R. Uma aplicacio
|-]|:E—R

¢ dita uma norma em E se, para quaisquer u,v € E e para qualquer A € R, as seguintes condi¢des

sdo satisfeitas:
a) |lul| >0;
b) ||u]| =0<—=u=0;
o) [[Aul| = [Al[[ul;
d) [Ju+v|| < ul] + v

Um espago vetorial E munido de uma norma || - || é chamado espaco vetorial normado e

denotado por (E, |- ||).
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Observagdo 1.1. Sendo v € E, em todo o trabalho, denotaremos por ||v||; a norma do vetor
v do espacgo vetorial E. No entanto, em algumas ocasides, para ndo sobrecarregar a notagao,
denotaremos simplesmente ||v|| deixando subentendido que se trata da norma do espago vetorial

ao qual v pertence.

Definicao 1.2. Seja M um conjunto ndo vazio. Uma métrica em M é uma funcdo
d:MxM—R

que associa a cada par (x,y) € M x M um ndmero real d(x,y), denominado a distancia de x a y.

Para tal funcao, considerando-se x,y,z € M devem ser satisfeitas as seguintes condi¢des:

a) d(x,x) =0
b) Se x #yentdo d(x,y) >0
¢) d(x,y) =d(y,x)

d) d(x,z) <d(x,y) +d(y,2)

Se M é um conjunto ndo vazio e d é uma métrica em M, dizemos que o par (M,d) é um espaco

métrico’.

Observagdo 1.2. Em particular todo espaco vetorial normado é um espago métrico. E facil
verificar que toda norma, define ou induz uma métrica d em E, basta por: d = ||u — v||, onde

u,ve L.

Definicao 1.3. Um espaco métrico é dito completo se toda sequéncia de Cauchy nele é conver-

gente, isto €, converge para um elemento do préprio espaco.

Definicao 1.4. Um espaco vetorial normado que é completo com a métrica induzida pela norma

¢ dito um espaco de Banach?.

A nocdo de Espaco Métrico foi introduzida por Maurice René Fréchet (1878-1973) na sua tese de doutora-
mento em 1906, porém, a expressdo "espaco métrico"nao foi sua invengao, tendo sido cunhada por Felix Hausdorff
(1868-1942) em 1914.

2A nogio abstrata de Espaco de Banach foi introduzida por Stefan Banach (1892-1945) na sua dissertacio
escrita em 1920. O termo "espaco de Banach"foi cunhado por Fréchet em 1928.

Barros, Lindalva Ribeiro PPGME-UFPA
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Definicao 1.5. Um produto interno num espaco vetorial £ € uma forma bilinear simétrica

definida positiva, isto €, uma funcdo
(,):EXE—R

que satisfaz as seguintes propriedades para quaisquer u,v,w € E e ., € R:

a) (o +Bv,w) = ou, w) +B(v,w)

(1,000 + Bw) = 0t(ut, ) + B, w);

b) (u,v) = (v,u);

c) (u,u) >0seu#0.
Observagdo 1.3. Semelhantemente ao caso da norma, as vezes podemos omitir o subindice E

da notag@o (-,-)g, levando em considera¢do que provavelmente o contexto ndo cause confusido

com a notagdo de par ordenado.

Definicao 1.6. Um espaco vetorial dotado de um produto interno € dito um espaco de Hilbert®

se ele € completo com relagdo a norma dada por
lul| = /(ut,0)-
Definicao 1.7. Sejam V C H espacos de Hilbert. Ao operador linear, injetivo,
T:V—H,

que a cada v € V faz corresponder Tv como um elemento de H, chamamos de operador de

imersdo ou a imersdo T de V em H. Quando existe uma constante k > 0, tal que

||V||H < k||V||V, YwveV

3 A nogio abstrata de Espaco de Hilbert foi introduzida por Erhard Schmidt (1876-1959), por volta de 1905,
inspirado em idéias de seu orientador David Hilbert (1862-1943) sobre equacdes integrais, notadamente sobre a
obra de Erik Ivar Fredholm (1866-1927). O trabalho de Fredholm representou o pontapé inicial para um estudo
sistemdtico das equagdes integrais, no qual se destacou Hilbert durante a primeira década do século XX. Hilbert foi
o principal matemadtico na virada do século XX e sua mais famosa apari¢do foi em uma palestra no Congresso In-
ternacional de Matemadtica, em Paris, no ano de 1900, durante a qual ele apresentou 23 problemas que considerava
importantes, alguns deles até hoje sem resolucao.

Barros, Lindalva Ribeiro PPGME-UFPA
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dizemos que T € uma imersao continua. Neste caso denotamos V — H para representar a imer-
sao continua. Quando o fecho da imagem de conjuntos limitados de V por T forem compactos

em H, dizemos que T é uma imersao compacta.

Definicao 1.8. Um espago normado € dito separavel quando possui um subconjunto enumera-

vel e denso nesse espaco.

Definiciio 1.9. Designaremos por E’ o conjunto das fungdes f : E — R lineares e continuas,
isto é:

E'={f:E — R; fé linear e continua}.
O conjunto E’ é chamado o dual de E.

Defini¢fio 1.10. Seja E um espaco de Banach com dual E’. A topologia fraca o(E;E’) é a
topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicagdes u € E’. Quando (uy)nen

converge para u em E segundo a topologia fraca denotamos por u,, — u em E.

Definicfio 1.11. Seja E um espago de Banach com dual E’. A topologia fraca estrela 6(E; E)
é a topologia menos fina sobre E’ que torna continuas todas as aplicacdes f € E’. Quando

(fn)nen converge para f em E segundo essa topologia denotamos por f, X femE'.
Proposicao 1.1. Seja E um espago de Banach separdvel e (f,) uma sequéncia limitada em E’.
Entdo, existe uma subsequéncia (fu) que converge na topologia fraca estrela.

Demonstracdo. Ver [8], pagina 76. [
Proposicao 1.2. Seja E um espaco de Banach reflexivo e (uy,) uma sequéncia limitada em E’.

Entdo, existe uma subsequéncia (uy) que converge na topologia fraca.

Demonstragcdo. Ver [8], pagina 76. [

1.2 Os Espagos L?

Neste capitulo, usaremos termos da Teoria da Medida, como fun¢@o mensurével, integravel
e conjuntos de medida nula. No que segue, denotaremos por € um subconjunto aberto do R"

dotado da medida de Lebes gue4.

“Henri Léon Lebesgue (1875-1941) formulou a Teoria da Medida em 1901 e no ano seguinte deu a definicio da
integral de Lebesgue que generaliza a nogdo de integral dada por Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).

Barros, Lindalva Ribeiro PPGME-UFPA



1.2. OS ESPACOS L 20

Definiciio 1.12. Seja p € R com 1 < p < oo, denotamos por L’ (Q) o espaco de Banach®
LP(Q) :={u:Q — R; ué mensurdvel e/ u(x) P < oo}
Q

com a norma definida por

|WMw:nwp=<Awade>p

e quando p = oo, denotamos por L™(Q) o espago de Banach

L>(Q):= {u : Q — R; u é mensurdvel e3 C tal que |u(x)| < C q.t.pem Q}
com a norma

lull = := l[ulloe = supess |u(x)| = inf{C;[u(x)| < Cq.tp. em Q}.

xeQ

Quando p =2, temos que L? (Q) € um espaco de Hilbert com produto interno

wyyzéy@wumx

wm=(4wwﬁm>.

Observagdo 1.4. Seja 1 < p < oo; denotamos por g o expoente conjugado,

e norma induzida

1
—-=1.
P oq

Temos que L”(Q) é reflexivo para 1 < p < oo e que podemos identificar o dual de L” ()
com LI(Q):
(LP(Q)) = L1(Q).

Se p =1 temos (L'(Q)) = L™(Q) e se p = oo temos (L7(Q))’ D L'(Q). Além disso, LP(Q) é
separdvel para 1 < p < oo. (Ver [8], pdgina 95 a 102.)

SVer [8], Teorema de Fischer-Riesz, pagina 93. Em 1907, Ernst Sigismund Fischer (1875-1954) e Frigyes Riesz
(1880-1956) definiram o espago L%, Entre 1910-13 Riesz introduziu os espacos L¥ para qualquer expoente p > 0

1
e descobriu a dualidade natural entre os diferentes espacos L” e LY com — + — = 1.
P q
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1.3 Distribuicoes

Para um tratamento moderno das equacdes diferenciais parciais € essencial o conceito de
distribuig€106. Nesta se¢do faremos uma breve introducao ao estudo das distribui¢des, apresen-

tando as notacdes e resultados que serdao usados posteriormente.

1.3.1 Espacgo das Funcdes Testes

Dado oo = (0,0, ...,0,) € N e x = (x1,x2,...,x,) € R" definimos |at| = 0t + -+ 0, €

representamos por D% o operador derivagio parcial de ordem |/, isto &,

olod

igd 9o

D(X

Se a.= (0,...,0), temos por defini¢io D¢ = ¢, para toda funcio @.
Sejam Q C R" um aberto e ¢ : Q@ — R uma fung¢ao continua. Denominamos suporte de ¢
ao fecho em Q do conjunto de pontos x pertencentes a {2 onde @ € diferente de zero. Denotamos

o suporte de ¢ por supp(¢). Em simbolos, temos que

supp(9) := {x € Q;¢(x) # 0} emQ.

Usando a defini¢@o conclui-se que o supp (¢) é o menor fechado fora do qual ¢ se anula.
Dizemos que uma fun¢do ¢ tem suporte compacto em £, se existir K C Q compacto

tal que supp(9) C K. Por (;(€2) denotaremos o espaco vetorial das fungdes indefinidamente

diferencidveis com suporte compacto contido em Q. Os elementos de () sdo denominados

fungoes testes em Q.

1.3.2 Convergéncia em (; (Q)

Dizemos que uma sucessao (@y )yen de fungdes em () convergente para @ em (G (L),

quando forem satisfeitas as seguintes condicdes:

(i) Todas fungdes (@y) possuem suportes contidos em um compacto fixo K C Q;

%A nogio de distribuigdo foi introduzida em 1935 por Sergei L'vovich Sobolev (1908-89) sob o nome de "fungio
generalizada"e foi estudada sistematicamente por Laurent-Moise Schwartz (1915-2002) a partir de 1945, o que lhe
valeu a Medalha Fields em 1950 pela elaboracdo da Teoria das Distribui¢des.
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(ii) D%, — D% uniformemente em K para todo multi-indice o.
O espaco vetorial (5’ (), munido da nog¢@o de convergéncia acima, é¢ denominado espaco
das funcoes testes e denotamos por D(Q).

Teorema 1.1. O espaco G5’ (Q) é denso em LP (Q) para 1 < p < oo

Demonstragdo. Ver [8], pagina 109. [l

1.3.3 Distribuicdes sobre Q2

Defini¢do 1.13. Uma distribui¢do sobre Q € um funcional linear e continuo sobre D(Q). Ex-

plicitamente, é uma fungéo 7 : D(Q) — R satisfazendo as seguintes condigdes:

(i) T(ap+Py)=al(9)+BT(v), Yo,y € D(Q), Va.,p € R.

(ii) T é continua em D(Q), isto &, se (Qy)yven converge para @, em D(Q), entdo T (Qy)ven

converge para 7(¢) em R.

Representamos o valor da distribuicdo 7 em ¢ por (T, ) e o espago vetorial das distribui-
¢des sobre Q por D'(Q).

Definicao 1.14. Diz-se que uma fungdo u : Q@ — R € localmente integravel em  quando
u € integravel a Lebesgue sobre cada compacto K C Q. O espacgo das funcdes localmente

integraveis € denotado por L}OC(Q). Simbolicamente, temos:

uell (Q)— / lu(x)|dx < oo, para todo compacto K C Q.
K

Pode-se mostrar que as fungdes localmente integraveis definem uma distribui¢ao sobre
(ver [16], pagina 12)
(T9) = [ut)p()a, Vo € D(@)
Q
Lema 1.1 (Du Bois-Reymond’). Seja u € L}, (Q). Entdo T,, = 0 se, e somente se, u =0 quase

sempre em L.

"Este lema foi apresentado por Paul David Gustav Du Bois-Reymond (1831-89) no ano de 1879 e o que hoje
chamamos de funcdes testes foram usadas, provavelmente pela primeira vez, neste trabalho. Deve-se a ele também
o nome "equagdo integral", usado pela primeira vez em 1888.
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Demonstracdo. Ver [17], pagina 10. [

Usando o lema acima temos que 7, fica univocamente determinada por u g.s. sobre  no
seguinte sentido: se u,v € L}OC(Q) entdo 7, = T, se, e somente se, u = v ¢.s. em 2. Neste sentido
identificamos u com a distribuicdo 7;, por ela definida. Vale ressaltar que existem distribuigdes

nio definidas por fungdes L},.(Q) (ver exemplo em [17], pagina 12).

1.3.4 Derivada Distribucional

Com o objetivo de estudar os espagos de Sobolev, introduzimos o conceito de derivada
distribucional. O que motivou a defini¢do de derivada fraca e consequentemente a derivada
distribucional, foi a formula de integracdo por partes do cdlculo. De fato, em dimensao 1,

temos a férmula de integracao:

b ) b
/ uyQ@dx = u(p|a —/ u@dx,

b b
/ uyQ@dx = — / uQ,dx,
a a

Definicao 1.15. Sejam 7 uma distribui¢do sobre € e o0 um multi-indice. A derivada de ordem o

e quando ¢ € D(a,b) temos

de T, no sentido das distribui¢des, é definida como sendo o funcional linear D*T : D(Q)—R
tal que
(DT, @) = (—1)1“NT, D), Vo € D(Q).

Decorre da definicao acima que cada distribuicao 7T sobre € possui derivadas de todas as
ordens. Assim, as func¢des de L}OC(Q) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das

distribui¢des. Observe que a aplicacao

D*:D(Q) — D(Q)
T — D°T

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(Q). Isto significa que se

lim 7, = T em 2'(Q) entdo lim D*T, = D*T em D' (Q)
V—o0

V—roo
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1.4 Espacos de Sobolev

Nesta secdo apresentaremos uma classe de espagos fundamentais para o estudo das Equa-

¢oes Diferenciais Parciais. Esta classe é conhecida como espacos de Sobolev®.

Definicao 1.16. Seja Q um aberto do R" com fronteira bem regular I". Definimos o espaco de

Sobolev de ordem m sobre €2 como:
WP (Q) ={u€ LP(Q): D% € L(Q), Vo multi-indice com |a| < m}

onde D%u é a derivada de u no sentido das distribuicdes. Este espaco estd munido da seguinte
norma:
1/p

H””W”’J’(Q) = Z HDOL””Z)(Q) 1< p<eo

o <m
esep=oo

lullymes(y = D [1D%ull (-

o] <m

Em ambos os casos, o espaco W™?(Q) é um espago de Banach. Além disso, o espaco
WP (Q) é um espaco uniformemente convexo e reflexivo se 1 < p < e e separdvel se | < p < oo
(ver [3], pagina 60-61.).

Em especial quando m = 0, H*”(Q) é identificado com L”(Q) e quando p = 2, tem-se que

W™2(Q) é um espaco de Hilbert separdvel que denotamos por H™ (), isto &,
H"(Q)={uc L*(Q): D% € L*(Q), Yo, com o < m}
munido do produto interno

((M,V))Hm = Z (Dau’Dav)Lz(Q)

|o|<m

8Chamados assim em honra a0 matematico russo Sergei L'vovich Sobolev (1908-89) que publicou estas idéias
entre 1935-38. Antes de tornarem-se associados ao nome de Sobolev esses espacos eram as vezes citados sob
outros nomes, por exemplo, como espacos de Beppo Levi.
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1.4.1 O espago Wy""(Q)

Embora o espacgo das fungdes testes D(Q) seja denso em LP(Q),1 < p < o, em geral,
D(Q) ndo é denso WP (Q). Motivado por este fato, define-se o espago

m (@
WP (Q) = D) .
Quando p = 2, W)"*(Q) é denotado por H'(Q).
Se 1 < p <o e qé o expoente conjugado de p, representamos por W~ "9(Q) o dual

topoldgico de W(;" P (Q) e por H " (Q) o dual topoldgico de Hy'(L).

1.4.2 Trago de uma fungio de H'(Q)

Uma caracterizag@o do espaco Hy'(Q) que é muito ttil é dada pelo Teorema do Traco. A
seguir estudaremos uma versao elementar desse teorema.
Inicialmente observamos que se Q € um aberto limitado do R" com fronteira bem regular,

entao
D(Q) = {95 9 € D(R")}
é denso em H' (Q) (ver [16], pagina 85) e, dessa forma dada ¢ € H ! (Q) existe uma seqiiéncia
(@y)ven em D(Q) tal que ¢y — @ em H'(Q).
Consideremos a aplicacdo Yo : H'(Q) — L*(I') definida por

Yo(@) = lim @y,

sendo o limite considerado na norma de Lz(F). A aplicacgdo linear e continua Yy ¢ denominada
funciio Traco e o espaco Hj (Q) é o niicleo de Yy (ver [16], pagina 87.).
De forma mais simples escrevemos @|. em vez de Yo(@), assim podemos caracterizar o
espago Hd (Q) por:
Hy(Q) = {9 € H'(Q):0, =0}.
A generalizagdo do operador de trago para os espagos H" () ocorre de forma natural.
0? 02

Observagdo 1.5. O simbolo V denota o gradiente’ e é dado por V = (—, ey —)
ox? ox2

20 simbolo V foi introduzido pelo matemadtico irlandés William Rowan Hamilton (1805-65) e foi rapidamente
assimilado pela comunidade cientifica. Em 1843, Hamilton descobriu os quatérnios (generaliza¢do dos comple-
X08), a primeira dlgebra ndo comutativa a ser estudada.
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1.5 Espagos L”(0,T;V) e Distribuigdes Vetoriais

Vejamos algumas propriedades bésicas para os espagos L”(0,7T;V). Eles sdo de grande
utilidade para o nosso estudo e sdo usados com grande frequéncia em Equacgdes Diferenciais
Parciais.

Sejam V um espago de Banach com a norma || - ||;;, 7 um ndmero real positivo e no
intervalo (0,7) consideremos a medida de Lebesgue dt. Uma fungdo vetorial ¢ : (0,7) — V,
€ dita simples quando assume apenas um numero finito de valores ndo nulos, cada valor nao
nulo assumido num conjunto mensurdvel de medida finita. Toda fungdo simples possui uma

representacdo candnica da forma

onde ¢; € V e cada E; C (0,T) é mensurdvel, com m(E;) < oo, i = 1,2,...,k e dois a dois

disjuntos. Aqui, X, representa a fung¢do caracteristica do conjunto E; e estes sdo dados por

E, =te (O,T);(p(l‘) = Q.

Definimos a integral de ¢ como sendo o vetor de V dado por

k

T
| etdr=>"miE) -

Dizemos que uma fungdo vetorial u: (0,7) — V é Bochner'? integrdvel ou simplesmente

B-integrdvel se existir uma seqiiéncia (@, ),cn de fungdes simples tais que:
(i) ¢, > uemV, quase sempre em (0,7);
T
(i) tim [ 10,(0) =00yt =
Desta forma, a integral de Bochner da func¢do u €, por defini¢do, o vetor de V dado por

T
/O dr—,}gg/ (i

onde o limite é considerado na norma de V.

19Em 1932, Salomon Bochner(1899-1982) publicou uma generalizag¢do da integral de Lebesgue que agora é
conhecida como integral de Bochner para fungdes vetoriais.
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Definicao 1.17. Uma fungdo vetorial u : (0,7) C R — V é dita fracamente mensurdvel quando
a fungio numérica t — (®,u(t)) for mensurédvel, para qualquer funcional ® € V', onde V' é
o dual topoldgico de V. Dizemos que u é fortemente mensurdvel quando u for limite quase

sempre de uma seqiiéncia (Qy)yer de fungdes simples.

Em particular, quando u for fortemente mensurdvel, entdo a aplicagdo r — ||u(z)||, ¢é
integravel a Lebesgue.
Teorema 1.2 (S. Bochner). Uma funcdo u: (0,T) — V é B-integrdvel se, e somente se, é
fortemente mensurdvel e a fungdo t — ||lu(t)||,, € integravel.
Demonstragdo. Ver [15], pagina 119. [l

Corolario 1.1. Sejam V e W dois espacos de Banach. Se u: (0,T) — V é B-integrdvel e se
T :V — W é um operador liner limitado, entdo a funcdo vetorial Tu : (0,T) — W definida

por (Tu)(t) =T (u(t)) é B-integrdvel e é vdlida a relagcdo

/OT T (u(t))dt = T(/OTu(t)dt>.

Demonstragdo. Ver [15], pagina 120. 0

Corolério 1.2. Seu: (0,T) — V' é B-integrdvel, entdo para cada v € V temos

</0Tu(t)dt,v>lev = /OT<u(t),v>V,det_

Demonstragdo. Ver [15], pagina 120. 0

Denotaremos por LP(0,7;V), 1 < p < oo, 0 espago vetorial das (classes de) funcdes u :
(0,T) — V, definidas quase sempre em (0,T) com valores em V, fortemente mensuraveis e

tais que a fungdo t — |ju(t)||,, estd em L”(0,7'), munido da norma

d 1/p
oy = ([ luto)f )

Quando p =2eV = H € um espacgo de Hilbert, o espaco LZ(O, T;H) é também um espago

de Hilbert cujo produto interno é dado por

T
(V) z0.780) = /0 (u(t).v(0)) .
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Por L*(0,T;V) representaremos o espaco de Banach das (classes de) fungdes vetoriais
u:(0,T) C R —V, definidas quase sempre em (0,T) com valores em V, que sdo fortemente
mensurdveis e tais que  — ||u(t)||,, € L™(0,T), com a norma em L™(0,7;V) definida por

[ull = (0,7:vy = sup ess|lu(t)]ly -
t€(0,T)

Quando V € reflexivo e separdvel e 1 < p < oo, entdo LP(0,7;V) é um espaco reflexivo
e separdvel, cujo dual topolégico se identifica ao espago de Banach L7(0,T;V'), onde p e ¢
1
sdo expoentes conjugados, isto €, — + — = 1. A dualidade entre esses espacos € dada na forma
P 9

integral:
T
<u7V>L4(O7T;V’)XLP(O,T;V) :/0 (u(t),v(t))vixy

No caso, p = 1, o dual topolégico do espaco L' (0,7;V) se identifica ao espago L=(0,T;V").
Sejamu € LP(0,T;V), 1 <p<oe@e D(0,T). Consideremos a fungdo 7, : D(0,T) —
V, definida por

onde a integral é calculada no sentido de Bochner em V. A aplicacdo 7}, € linear e continua de
D(0,T) em V e por esta razdo é denominada distribuicdo vetorial.
O espaco das aplicagdes lineares e continuas de 2D(0,7') em V é denominado espago das

distribuicdes vetoriais sobre (0,7) com valores em V, o qual denotaremos por 2'(0,T;V).
Defini¢do 1.18. Seja T € D'(0,T;V). A derivada de ordem n é definida como sendo a distri-
buicao vetorial sobre (0,7) com valores em V dada por

T L dhg
Wa(m_( 1) <T7 dm >,\V/(P€@(0,T)

(
Para 1 < p < oo, consideremos o espaco de Banach

W"P(0,T;V) = {ueLP(0,T;V);u) e LP(0,T;V),j=1,...,m},

onde u’ representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribui¢des vetoriais. Equipado com

a norma

1< p<eo,

(;HM(I) U,(O’T;V))”,

sup ess(ijHum(r)Hv), p = oo.
) =0

t€(0,T

||M||Wm,p(07'[';v)
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O espacgo
Wy (0,T;V) = {u e W™P(0,T;V);u(0) = u(T) =0},
representa o fecho de D(0,7;V) com norma de W™?(0,T;V).
Quando p =2 e V é um espago de Hilbert, o espagco WP (0,T;V) sera denotado por
H™(0,T;V), que munido do produto interno

n

((u, V))Hm(o,T;V) = (”javj)Ll’(O,T;V)
j=0

¢ um espago de Hilbert. Denota-se por Hy'(0,7;V) o fecho de D(0,7;V) em H"(0,T;V) e por
H™(0,T;V) o dual topoldgico de Hy'(0,T;V).

1.6 Resultados Auxiliares

Nesta secdo € feita uma lista de resultados avulsos que serdo usados nos capitulos posteri-

ores.

1.6.1 Desigualdades Importantes

No estudo moderno de EDP as desigualdades desempenham um papel muito importante.

Aqui apresentamos uma colecao elementar, mas fundamental, de desigualdades.

1. Desigualdade Elementar

Para a,b € R temos

1 1
b< —a*+ —b*
a _2a +2

Demonstracdo. 0 < (a—b)? = a*> —2ab+ b, O

2. Desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz 1

Seja V um espaco vetorial com produto interno, e sejam u,v € V. Entao

|(u,v)| < (w,u)2 - (v,v)2.

"'Na maior parte das obras chamada de Cauchy-Schwarz. Augustin Louis Cauchy (1789-1857) descreveu essa
desigualdade para somas em 1821, enquanto uma forma integral da desigualdade foi publicada por Viktor Yako-
vlevich Bunyakovsky (1804-89), em 1859, e redescoberta por Herman Amandus Schwarz (1843-1921), em 1885.
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Demonstragdo. Para todo o € R, temos que:
0 < (CLu+v,0nu+v) = o (u,u) + 20, v) + (v,v).
Logo o discriminante deste polindmio do segundo grau ndo pode ser positivo:
4(u,v)? —4(u,u)(v,v) < 0.
Dai segue a desigualdade. [

3. Desigualdade de Young !>
1 1
Se 1 < p,q < oo tais que —+ — = 1. Entdo
P 4q

1 1
ab < —a? +-b? (a,b>0).
p q

Demonstracdo. Ver [8], pagina 92. [

4. Desigualdade de Holder '

I 1
Sejamuc L’ evelicom1 < p<ecoe —+—=1.Entiouv € L'(Q) e
P 9

uv|dx < lul[, [[v]]-
/Q pll7llg
Demonstragdo. Ver [8], pagina 92. [

5. Desigualdade de Minkowski '
Sejam 1 < p <o eu,v € LP(Q). Entdo

etV < llullp@) + Vi) -

Demonstragdo. Ver [3], pagina 25. [

20 termo desigualdade de Young é usado para nomear duas desigualdades: uma sobre o produto de dois
nimeros e outra sobre a convolucdo de duas fungdes (ver [3], pagina 33). Ambas sdo nomeadas em homenagem a
William Henry Young (1863-1942).

BEsta é uma generalizacdo da desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz para espacos L” devida a Otto
Ludwig Holder (1859-1937) que publicou essa desigualdade em 1884.

“Hermann Minkowski (1864-1909) desenvolveu uma nova visio do espaco e do tempo, e lancou as bases
matematicas da Teoria da Relatividade. Em uma carta a Hilbert em 5 de janeiro de 1900, Minkowski sugere o tema
da famosa palestra de Hilbert em Paris: O que teria o maior impacto seria uma tentativa de dar uma previsdo do
futuro, ou seja, um esbogo dos problemas com que os matemdticos futuros devem ocupar-se. Desta forma, vocé
talvez possa se certificar de que as pessoas falariam sobre sua palestra durante décadas no futuro.
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6. Desigualdade de Poincaré 15

Seja Q um aberto e limitado do R". Entdo existe uma constante C (dependendo somente

de Q) tal que
L,
H“HWW(Q) < CHV””LP(Q)u Vu € Wy P(Q) (1<p<e).
Demonstragdo. Ver [8], pdgina 218. [

Consequéncias da Desigualdade de Poincaré

a) A aplicagdo HuHH(; (@) = IVull;2(q) define uma norma em H}(Q). De posse da desi-
gualdade acima, verifica-se facilmente que esta norma € equivalente a norma usual,

induzida por H' (Q). Associado a essa norma temos o produto interno
((”W))Hg Q) — (VU,VV)B(Q)-

b) A norma de Sobolev ||-||2(q) ¢ equivalente a norma do Laplaciano em L*(Q) para

d
fungdes em Hy (Q). Isso segue do fato que se u € H3(Q) entdo a_u € H}(Q) e ainda
Xi

da desigualdade de Poincaré.

1.6.2 Outros Resultados Importantes

Proposicio 1.3 (Identidade de Green '°). Se u € H*(Q) e w € H(Q), entdo

/Vu-dex:—/(Au)wdx-l-/wa—udF.
Q Q r ov

Demonstracdo. Ver [16], pagina 105. [

SPode-se dizer que Jules Henri Poincaré (1854-1912) foi o autor da topologia algébrica e da teoria das fungdes
analiticas de vdrias varidveis complexas, e também um cientista preocupado com muitos aspectos da matematica,
fisica e filosofia. Em equagdes diferenciais ele foi um pioneiro no uso da série assintdtica, uma das mais poderosas
ferramentas da matematica aplicada contemporinea. Frequentemente ele é descrito como o dltimo universalista
em matematica.

160 primeiro trabalho lidando com condig¢des de contorno geral de uma equagdo diferencial parcial foi escrito
em 1828 por Georg Green (1793-1841), um matematico inglés autodidata. Green publicou um pequeno livro
entitulado An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theory of Electricity and Magnetism, no
qual apresentou suas trés identidades, obtidas a partir do Teorema do Divergente; a férmula ligando as integrais de
superficie e volume, agora conhecida como Teorema de Green, e a Fun¢do de Green para regides limitadas. No
entanto, estes resultados nio se tornaram amplamente conhecidos até ensaio de Green ser republicado na década
de 1850 gragas aos esfor¢os de William Thomson (Lord Kelvin) (1824-1907).
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Proposicio 1.4 (Lema de Gronwall 7). Sejam k() e z(t) funcées reais, positivas e definidas

em [0,T]. Suponhamos ainda que z seja absolutamente continua e k integrdvel. Se existe C > 0,

tal que
t
7(r) < C+/ k(s)z(s)ds, YVt €0,T],
0
entdo
z(1) < Cexpf(;k(s)ds, Vi €10,T).
Demonstragdo. Ver [16], pagina 177. 0

"Thomas Hakon Gronwall (1877-1932) demonstrou esse lema em 1919. Existem duas versdes desse lema, que
por vezes é também chamado Desigualdade de Gronwall, a integral e a diferencial.

Barros, Lindalva Ribeiro PPGME-UFPA



CAPITULO

2

Existéncia e Regularidade de Solucoes

Neste capitulo estudamos a existéncia,unicidade e regularidade de solucdes fortes para o

sistema acoplado de equacdes de onda com memdria, dado por:
t
Uyt —Au+/ g1t —s)Au(s)ds+o(u—v) =0 em Q x (0,00), (2.1)
0
t
Vi —Av+ / g2t —s)Av(s)ds—a(u—v) =0 em Q x (0,00), (2.2)
0
satisfazendo as condi¢des de fronteira
u=v=0 sobreI x (0,00), (2.3)
com as seguintes condi¢des iniciais

(u(x,0),v(x,0)) = (uo(x),vo(x)), (u(x,0),v:(x,0)) = (u1(x),v1(x)) emQ, (2.4)

onde Q é um dominio aberto e limitado do R" com fronteira I regular, u e v denotam os deslo-
camentos transversais das membranas, &0 € uma constante positiva e g;, com i = 1,2, sdo funcdes
positivas e ndo crescentes satisfazendo as hipdteses (G1) e (G2) dadas a seguir.

Para mostrar a existéncia das solu¢des fortes utilizaremos o Método de Faedo-Galerkin
que consiste em aproximar o problema (2.1) - (2.4) por problemas andlogos, porém em dimen-
sdo finita. No que se segue, usaremos as seguintes notagdes: ((-,-));|| - 1l;;(-,-) e | - |l, para
designar o produto interno e a norma em Hg (Q) e L*(Q), respectivamente. Os simbolos V e A

denotam o gradiente e o operador de Laplace, respectivamente.
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2.1 Hipdteses sobre o nucleo g;

Nesta secdo apresentamos algumas hipdteses necessdrias na prova de nosso resultado prin-

cipal. Assumiremos que

(G1) gi: Ry — R, sdo funcdes diferencidveis ndo cresentes satisfazendo
4i(0)>0, B, ;:1_/0°°g,.(s)ds>o, i=1,2.

(G2) Existem fungoes diferencidveis &; satisfazendo

8i(1) < =&i(t)gi(t), >0,
onde

&i(1)

&i(t)

Note que (G1) € necessdria para garantir a hiperbolicidade do sistema (2.1) - (2.4). Existem

<k, &(t)>0, &()<0, Vt>0, i=1,2.

muitas fungdes que satisfazem (G1) e (G2), como exemplos de tais funcdes temos
glt)=a(t+1)P, p<—1,

g(t) =ae’tV 0<v <1,
para a e b escolhidos convenientemente. Desde que &; é ndo crescente entdo &;(¢) < &;(0) = M;,

i=1,2.

Inicialmente, a fim de simplificar a notacao e facilitar nossa andlise, definimos o operador

binario O através da féormula:

t
(g0OVu)(r) := / g(t— s)/ \Vu(t) — Vu(s)|>dxds. (2.5)
0 Q
Com esta notagdo temos a seguinte afirmagao

Lema 2.1. Parav € C'(0,T;H'(Q)), temos
t 1 2 1 /
gt —s)Vvds-Vvidx = —=g(t) | |Vv|[7dx+ =g OVv
QJO 2 Q 2

—%%[gDVv— (/Otg(s)ds>/Q]Vv|2dx].
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Demonstragcdo. Para mostrar a identidade acima € suficiente diferenciar o termo g V.

De fato, como

(gOV)(2) = /Otg(t —) /Q IV (t) — Vv(s)|>dxds

temos

t t
i(gDVv) :g’DVv+2/ g(t—s)/ Vv(t)Vvtdxds—Z/ g(t—s)/ Vv(s)Vv,dxds.
dt 0 Q 0 Q

Observando que
/ ds/|Vv )| dx /|Vv )2 dx =2 / ds/Vv (1)Vvedx

t t
e como / g(t—s)ds = / g(s)ds, segue que
0 0

d
—(g0Vy) = gDVv-I- / ds/|Vv |dx

ar
/ Vo(0)[Pdx—2 / olt—s) / Vo (s)Vvidds.

Reordenando os termos desta equacao temos

t
2/ g(t—s)/Vv(s)Vvtdxds = —g(t)/ IVv(t)|*dx+ g OVv
0 Q Q
Heow+ [ [ stwias [ [vPa]
— v v(t x
dt
Portanto,
f 1 , 1,
//g(t—s)Vvds-Vv,dx = ——g(t)/|Vv| dx+ =g OVy
aJo Q 2
1d[mv /t()d>/W|2d]
——— v— s)ds v|“dx|.
2dr 18 0 ¢ o
O que prova o lema. [
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Lema 2.2. A energia E(t) associada ao sistema (2.1) - (2.4) dada por

E(t) = E(t:u,v) = 1/ |ut]2dx+1<l—/tg1(s)ds)/ Vu2dx
/|v,| dx+ (1—/g2 ds)/|Vv|2dx

1
+2g1DVu+2gZDVV—|— /|u—v|2dx
satisfaz
dE(t ) ! (t)/|Vu|2dx ! (t)/|Vv|2dx—|—1 ' OVu+t g, 0y
—E(t;u,v) = —= - = = =
dr 281 o 2g2 o 281 282

1 1
< Eg'IDVu—{—EgIZDvaO.

Demonstracdo. Multiplicando a equacao (2.1) por u; e integrando em €, obtemos

t
/uﬂuta’x—/Auu,dx—k//gl(t—s)Au(s)ds-u,dx—I—OL/(u—v)u,dsz.
Q Q QJ0 Q

Aplicando a Identidade de Green, temos que

2dt /]u,]zdx—l—/\Vulzdx //g1 (t —s)Vu(s)ds - Vudx

+OC/ (u—v)udx =0. (2.6)
Q

Usando o Lema 2.1 segue
' 1 2 1 !
//gl(t—s)Vu(s)ds~Vu,dx = ——gl(t)/ |Vu|“dx+ -g,0Vu
o Jo 2 Q 2

_%%[gIDVu— </Olg1(s)ds>/Q|Vu|2dx}.

Substituindo a identidade acima em (2.6) resulta

/|u,| dx+<1—/g1 ds /\Vu|2dx+g1DVu}+oc/( —V)updx
2dt Q

1
:——gl(t)/ |Vu| dx+—g1DVu. 2.7
2 o 2
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Analogamente para a equacgao (2.2) temos

1d !
——{/ |vt|2dx+<1—/ gz(s)ds)/ |Vv|2dx—|—g2|IIVv}—a/(u—v)vtdx
2dt g 0 Q Q
1 1
:—Egz(t)/ |Vv|2dx—|—§g'2|Z\Vv. (2.8)
Q

Somando (2.7) e (2.8) encontramos

1d ¢
55{/9“"%” <1_/0 gl(s)ds)/QIVulzdﬁ/Qlwlzdx

t
+(1—/ gz(s)ds)/ |Vv]2dx—|—g1DVu—|—g2DVv+Oc/ \u—v|2dx} (2.9)
0 Q Q
1 , 1 , 1, 1,
=—=g1(t) | |Vul"dx—=ga(t) | |Vv|"dx+ =g, BVu+—-g,0Vv.
281 |, 282 |, 2 2

Definindo a energia de primeira ordem associada ao sistema (2.1)-(2.4) por

E(r) := l/ |u |2dx+1<1—/tg1(s)ds)/ |Vu|2dx
T2 ) 2 0 Q
1 2 1 ! 2
+= [ |vl dx+—(1— gz(s)ds) |Vv|~dx
2 Ja 2 0 Q

1 1 o
+§g1 DVM+§g2DVV+§/£Z‘M—V’2dx,

a equacdo (2.9) pode ser escrita na forma

d

1 1 1 1
GE0 = =501 [ VuPdr—3e00) [ [9iPdxr 56 0Vut 340

1 1
< 58/1 DVu+ 58/2 Dvy.

Das hipéteses (G1) e (G2) temos que g'(¢) < 0, assim sendo

d
—E(t) <0.
dt (1) <

Como queriamos mostrar. 0

2.2 Existéncia e Regularidade

Enunciaremos agora o resultado que nos garante a existéncia, unicidade e regularidade das

solugdes fortes para o sistema (2.1) - (2.4).
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Teorema 2.1. Sejam (ug,vo) € (H*(Q) NHL(Q))? e (u1,v1) € (HH(Q))?. Entdo existe uma

tnica solugdo forte (u,v) para o sistema (2.1)-(2.4) satisfazendo
u,v € L2(0, T H*(Q)NHL(Q)) nWH=(0,T: H} (Q)) nW2(0, T; L*(Q)).

Demonstragdo. Consideremos V = H*(Q)NH; () e seja {w;} jeN uma base de V ortonormal

completa em L?(Q). Consideremos
Vin = [W1, W2, ey Wi
o subespaco de V gerado pelos m primeiros vetores desta base.

Problema Aproximado

O problema aproximado consiste em determinar fun¢ées u”*,v" € V,, da forma

u” (1) = Zhﬁm(t)wj(')? V(e 1) = Zfﬁm(t)wj(')?
=1

J=1

onde as funcgdes u” e v sdo as solugdes do sistema aproximado

/u;;’wjdx+/Vum-ijdx
Q Q

t
—//gl(t—s)Vum(s)ds-ijdx+oc/(um—vm)wjdx:o, (2.10)
QJO Q

/v;;’wjdx—F/va-ijdx
Q Q

—//gz(t—s)va(s)ds-ija’x—(x/(um—vm)wjdx:0, (2.11)
QJO

Q

com condig¢des iniciais u”(-,0) = ug m, 1" (-,0) = u1 m,V"(-,0) =vom € v{'(-,0) = vy, onde
m m
U m = Z {/ uowjdx}wj, Uiy = Z {/ uledx}wj,
— Q — Q
J=1 J=1
m m
Vom = Z {/ vowjdx}wj, Vim = Z {/ vledx}wj.
j=1 7 j=1 7@
Notemos que para (ug,Vvp) € Ve (ur,vy) € (H(%(Q))z, temos que (4o, m, vo,m) — (o, vo) em v?
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€ (l/th,vl,m) — (ul,vl) em (H(} (.Q.))z.

A existéncia das solug¢des aproximadas u™ e v no intervalo [0, 1,,) é garantida pela teoria padrdo

das equacdes diferenciais ordinarias. Nosso proximo passo € mostrar que as solucdes aproxima-

das permanecem limitadas para qualquer m € N. Para isso sdo necessdrias algumas estimativas

as quais serdo desenvolvidas a seguir.
Estimativas a Priori

Multiplicando a equacdo (2.10) por h;m e somando em j, de 1 a m, temos

t
/u?}u{”dx—l—/Vu”Vulmdx—//gl(t—s)Vum(s)ds~Vu?1dx+(x/(um—vm)u;"dx:o.
Q Q QJOo Q

Dai, segue que

\d [ ,,., 1d )
_ e de+ =2 [ |vum)ra
2d¢/9‘”’| x+2dt/9‘ W[ dx

1
—//gl(t—s)Vum(s)ds~Vu?1dx+oc/(um—vm)u;"dx:().
QJO Q

(2.12)

Agora, multiplicando a equacdo (2.11) por fj{’m e somando em j, de 1 a m, obtemos

t
/vZ’v;”dx—i—/va-Vv:"dx—//gz(t—s)va(s)ds'Vv:"dx—(x/(um—vm)v:”dxzo,
Q Q QJO Q

de onde vem que

1d .. 1d )
S pmPax+ =L [ (vw)ta
2dt/g|vt| x+2dr/g| Vi dx

t
—/ / gz(t—s)Vv'"(s)ds-Vv;"dx—Oc/(um—vm)v;"dxzo.
QJo

Q

Somando (2.12)-(2.13) e usando o Lema 2.1, podemos escrever

d 1 1
—E(t;u" V") = —=gi (t)/ |Vum|2dx——g2(t)/ |va|2dx
dt 2 Q 2 Q
1 1
+§g’1DVum+§g'ZDva.

Considerando as hip6teses sobre g;, de (2.14) segue que

d
EE(t;u’",vm) <0.
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Integrando a desigualdade acima de O a ¢, encontramos
E(t;u™ v™) < E(0;u™(0),v™(0)),

o que implica

1
E(t;u" V") < 5/

1 t
5(1—/ gl(s)ds)/ |Vuo7m|2dx
m|dx+ = ( /gz ds)/\Vv()m] dx

+2g1DVUOm+2g2DVVOm+ /WOm VOm\ dx.

Da nossa escolha de ug n, t1,m, vo,m» V1i,m € da hipotese (G1), segue que
E(tu" V") <C, Vtel0,T], VmeN, (2.15)
onde C € uma constante independente de m. Logo,

‘ (u™) e (V") sdo limitadas em L™(0,T; H} (Q)) 2.16)

(u™") e (V") sdo limitadas em L™ (0, T;L*(Q)).

O préximo passo € encontrar uma estimativa para a energia de segunda ordem. Primeiramente,

vamos estimar os dados iniciais #”(0) e v"(0) na norma de L*>(). Fazendo r — 0" nas equa-

!/
J.m

¢oes (2.10) e (2.11), multiplicando o resultado por h’j-'m(O) e (0), respectivamente, e so-

mando em j, de 1 a m, obtemos

/Q|u;’f(0)]2dx = —/QVuoym -Vug (0)dx — a/Q(uo’m —vo,m)uy (0)dx

/Q W (0)Pdx = — /Q Vv - VY (0)dx + o /Q (10, — Vo)V (0)dix,

Usando a Identidade de Green, segue que

/ 1" (0) 2 dx = / Attg - " (0)dx — / (10, — Vo) (0)dx 2.17)
Q Q Q

/ V(0 |? dx = / AV -V (0)dx + / (t40,m — Vo.m )V (0)dlx. (2.18)
Q Q Q
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Aplicando a desigualdade de Young em (2.17) e (2.18), adicionando as desigualdades resultan-

tes e pela nossa escolha de ug , € vy, Obtemos
it ()] + [Ivi7 (0)l[, <C, vm e N. (2.19)

Diferenciando as equacdes (2.10) e (2.11) em relagdo ao tempo, obtemos
/ u;'t’twjdx—I—/ Vu"-Vwdx + g (t)/ Vuy'wjdx
Q Q Q

t
—//g'l(t—s)Vum(s)ds-ijdx+Oc/(u;"—v;”)wjdxzo (2.20)
QJ0 Q

/v?}twjdx-l—/Vv;"-Vw]-dx-l-gz(t)/ vowjdx
Q Q
t
—/ / g'z(t—s)va(s)ds-ijdx—oc/(u;”—v;”)wjdx:o. (2.21)
eJo Q

Multiplicando a equag@o (2.20) por /7, e (2.21) por £/, e somando em j, de 1 a m, temos

/umu,,dx+/Vu;"-Vu?de—gl(t)/VuB”Vu?de
Q Q

t
—//gﬂt—s)Vué”(s)ds-Vu?}dx%—Oc/(u;”—vt Jupgdx = 0
QJo Q

/ Vi viidx + / VI Vvildx — go (1) /Q Vv Vviidx

//gzt—s VW (s)ds - Vviidx — Oc/( viviidx = 0.

Somando as equagdes acima e usando o Lema 2.1, encontramos

d 1 1
ey = —Le / Vil Pdx— Lat) / Vv Pdx
dt 2 Q 2 Q

1 1
+§g/] OV + Eglz OV (2.22)

tai(t) / VUl Vuldx + ga(1) / VIV dx.
Q Q

Considerando as hipoteses sobre g;, de (2.22) segue que

d m m
GEw) <) |

Vug‘Vu;’de—i—gz(t)/ Vv Vviidx.
Q Q
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Fazendo uso da Identidade de Green e da desigualdade de Young, e integrando a desigualdade

resultante de O a t, obtemos
m .m m m : 1 m|2 1 m|2
E(r;u" v™) < CE(0;u(0),V"(0)) +/ (-/ 2 dx + —/ V| dx)ds. (2.23)
0o \2Ja 2 Jo
Usando o Lema de Gronwall, obtemos
E(t;u' V') <C, Vte€l0,T], VmeN, (2.24)

onde C € uma constante independente de m. Logo,

‘ (u") e (V") é limitada em L™ (0, T; H, (Q)) (2.25)

(u™) e (V") é limitada em L™(0,T;L*(Q)).

Das estimativas feitas em (2.16) e (2.25), podemos extrair subsequéncias (" ,v"),,en que de-

notaremos da mesma forma, satisfazendo

(" V") 2 (u,v) € L™(0, T3 Hy ()
(" V") = (ur,v1) € L7(0,T5 Ho (). (2.26)
(g Vit ) = (Wit vie) € LM(O,T;LZ(Q))

Passagem ao Limite

Multiplicando as equagdes (2.10) e (2.11) por 6 € D(0,T) e integrando de 0 a T, obtemos

T T
/ /u;?ij(t)dde-/ /VumejG(t)dxdt
0 JQ 0 JQ

T 1 T
—/ // gl(t—s)Vum(s)dstjB(t)dxdt—Hx/ /(um—vm)wjﬂ(t)dxdtzo (2.27)
0 JQJO 0 JQ
e

T T
/ /v;';wjﬂ(t)dxdt—l-/ /vaijG(t)dxdt
0 Q 0 Q
T t T
- / / / ¢2(t — )V (5)dsVw,B(¢)dxdi — c / / (" =" B()dxdi = 0. (2.28)
0 QJO 0 Q

Levando em consideracao as convergéncias de (2.26) podemos passar ao limite quando m — oo
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em (2.27) e (2.28) de modo a obter

T T
/ /uttwje(t)dxdt—I—/ /VqujG(t)dxdt
0 JQ 0 JQ

_ /OT /Q /O ' g1(t — ) Va(s)dsVw 0(r)dxdr + /O ! /Q (U—v)wO)di=0  (2.29)

T T
/ /v,,wﬁ(t)dxdt—k/ /VvajG(t)dxdt
0 JQ 0 JQ

- /0 ' /Q /0 tgz(l—s)Vv(s)dstjG(t)dxdt—Oc /0 ' /Q (u—v)w;8(t)dxdt =0.  (2.30)

Como as combinagdes lineares finitas dos (w;) jeny sdo densas em H}(Q), entdo de (2.29) e

(2.30) temos
T T
/ /uttwje(t)dxdt—I—/ /VqujG(t)dxdt
0 Q 0 Q

T t T
—/ / / g1(t —s)Vu(s)dsVw;0(t)dxdt + (x/ (u—v)w;0(t)dt =0 (2.31)
0 JQJO 0

T T
/ /v,IWJG(t)dxdt—i—/ /VvajG(t)dxdt
0 JQ 0 JQ

- /0 ' /Q /O tgz(t—S)Vv(s)dstjB(t)dxdt—oc /O ' /Q (u—v)w;0(t)dxdt =0,  (2.32)

para todo 6 € D(0,T) e para todo w € H} (Q).
De (2.31)-(2.32) e ap6s alguns calculos obtemos

t
Uy — Au+ / g1(t —s)Au(s)ds+a(u—v) =0 em L*(0,T;L*(Q)) (2.33)
0
t
Vit — Av +/ g (t—$)Av(s)ds—a(u—v) =0 em L*(0,T;L*(Q)). (2.34)
0
Pela regularidade dos problemas elipticos, temos que

u,v € L2(0,T:H*(Q)NHL(Q)).
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Como H(Q)NH(Q) — H} (Q) — L*(Q), vem que
w,v € L7(0,T;H} (Q)) NW=(0,T; H} (Q)) nW>=(0,T;L*(Q)).
Os dados iniciais seguem imediatamente a partir das convergéncias obtidas.
Unicidade

Suponhamos que os pares (u',v!) e (u?,v?) sdo duas solugdes do sistema (2.1) - (2.4) com os

mesmos dados iniciais. Entdo, U = u' —u? eV =v'—1? verifica o seguinte sistema com dados

iniciais nulos
t
Un —AU+/ 21(t—5)AU(s)ds+a(U —V) =0 em Q x (0,T),
0

t
Vi —AV—I—/ 2t —s)AV(s)ds—a(U—-V)=0 em Qx (0,7T),
0

U=V =0 sobrel'x(0,T),
(Up(x),Vo(x)) = (Ui (x),Vi(x)) =0, em Q.

Utilizando argumento anal6go ao da primeira estimativa obtemos

E(t;U,V) <O.
De onde segue que
U=V =0.
Assim concluimos a demonstragdo do Teorema 2.1. [

Observagdo 2.1. Vimos no Teorema 2.1 que a solug@o estd definida em um intervalo [0, 7'|. Essa
solugdo, porém, pode ser estendida a todo intervalo (0, ), para isso basta repetir o raciocinio

feito e usar a Diagonal de Cantor.
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CAPITULO

3

Comportamento Assintético

Neste capitulo estudamos o comportamento assintético da energia do sistema (2.1) - (2.4)

quando o tempo tende ao infinito. Mais precisamente, mostramos o decaimento geral da solu¢@o

associada a este sistema, ou seja, que a energia do sistema satisfaz

E(t) < Ke "5 gy >4

onde &(r) := min{&;(r),E2(¢)} e K, K sdo constantes positivas. Para isto, suponha que as hip6-

teses (G1)-(G2) sobre o nucleo g;, i = 1,2, sdo vdlidas e usando a técnica dos multiplicadores

construiremos um funcional £(¢) equivalente ao funcional de energia E(¢) que satisfaz

L) < —REOLO), ViZn0

Do capitulo anterior, Lema 2.2, temos que

4
dt

onde

1 1 1 1
E(t) = ——gl(t)/|Vu|2dx——g2(t)/|Vv|2dx+—g’1|:|Vu—|——g/2E|Vv
2 o 2 o 2 2

IN

1 1
7810 Vu+ 28, 0Vy <0,

1 1 !
E(t) :=E(t;u,v) = 5/Q|u,]2dx+§<l—/0gl(s)ds>/§2]Vu|2dx

1 1 !
-1-—/ |v,|2dx-|-—<1—/ gz(s)ds)/ IVv|2dx
2 Ja 2 0 Q

1 1 o
+§gl DVM+ EgzDVV+§L|M—V|2dX
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3.1 Lemas Técnicos

Os lemas seguintes desempenham um papel importante na constru¢do do funcional £(z).

Para tanto, definimos os seguintes funcionais:

1) =1 (1) /

utudx-l-ﬁz(t)/ vivdx (3.1)
Q

Q

J(t) = —F,l(t)/gu,/o g1t —s)(u(t) —u(s))dsdx
—ﬁz(t)/gvt/o g2t —s)(v(t) — v(s))dsdx. (3.2)
Lema 3.1. Parav € C'(0,T;H}(Q)), temos
/ 2
/. ( / g(t—s)[v(s)—v(t)]ds> dx < (1 - B)C gDV (1.
onde Cj, é a constante de Poincaré.

Demonstracdo. Escrevendo

/g(t—S)[V(S)—V(t)]dS=/ V8t —s)\/glt —s5)[v(s) —v(1)lds
0 0

e usando a desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, obtemos

D=

/Otg(t —s)[v(s) —v(t)]ds < (/Otg(t — s)ds)é </Otg(t —s)[v(s) — v(;)]%ls)
< (=g ([ sti-ob)—voras)”

Elevando ao quadrado, integrando sobre €2 e aplicando a desigualdade de Poincaré, obtemos

2

/Q</Otg(t—s)[v(s)—v(t)]ds> dx < (1—[3)/9(/Otg(t—S)[v(s)—v([)]zds)dx

< (1-B)-Cp-gOVv.
0

Lema 3.2. Consideremos os dados iniciais { (u,vo), (u1,v1)} € (H*(Q)NH(Q))* x (Hy (Q))?

Barros, Lindalva Ribeiro PPGME-UFPA



3.1. LEMAS TECNICOS 47

e as hipoteses (G1)-(G2), entdo a solugcdo de (2.1) - (2.4) satisfaz

d 1% B (1—B1)
G0 < 1= a0 [l x50 [l des S 0 0V
2 2
1+ 22 | [ =B [ wpar U Blapgom

3.3)
—Oc-é’;l(t)/Q(u—v)udx+oc-§2(t)/g(u—v)vdx.

Demonstracdo. Usando a equagdo (2.1) e (2.2), vemos que

il(t) = il(t)/(u,,u+]ut] Ydx+Ex(t )/(v,,v+]vt] ydx+&) (¢ )/Qutudx+5_,’2(t)/v,vdx

dt Q
_ /yu,\ dx—&, (1) /\vu| dx+ &, ( )/ ()/gl(t—s)Vu( dsdx
—|—§2(Z)/Q|v,| dx—&z(t)/Q|Vv| dx—I—&z(t)/QVv(t)/Otgz(t—s)Vv(s)dsdx (3.4)
—a-&,](t)/sz(u—v)udx—koc-éz(t)/g(u—v)vdx
+E&] (t)/gu,udx—i—&’z(t)/gvtvdx.

Para o terceiro termo do lado direito de (3.4), temos que

2
t 1 ) 1 t
/QVu(t)/o gl(t—s)Vu(s)dsdeE/Q]Vu\ dx+§/9 </0 gl(t—s)|Vu(s)\ds> dx
2
/|Vu| dx+ = /(/ g1(t—s)(|Vu(s) — u(t)|+|Vu(t)|)ds> dx. (3.5)

Fazendo uso do Lema 3.1, da desigualdade de Young e do fato de que

/Otgl(s)dsg /Owgl(s)ds: 1—By,
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para todo 1 > 0, obtemos

/Q Vu(r) /0 1t —5)Vu(s)dsdx < / Vul? dx

2
+2( +11) / </0 t—s)|Vu()|ds> dx
2
( g1(t—s)|Vu(s) — u(t)|ds> dx

/\vu| dx+1 (1+n1)(1—B1)? /|vu\2dx

+§(1+m)(1—[31)glmvu (3.6)

IN
I

Analogamente, para todo 1, > 0, temos
' 1 2 1 2 2
/ w@/ oot —5)Vu(s)dsdx < -/ VoPdx+ —(141)(1 = B) / VvPdx
Q 0 2 Ja 2 Q
1 1
5 (14 =) (1= B2)g2 0 V. 3.7)

2 N2

Combinando as estimativas (3.5) - (3.7), substituindo em (3.4) e usando

1
/utudxgﬁlClz,/ \Vu]zdx—f——/ us|*dx, 8 >0,
Q 49

1
/vtvdxgﬁzCz/ \Vv]?dx+ — |vt|2dx, &, >0,
o 48,

encontramos
d 1 (&) ! 1
G0 < g 20 ]m) [Pzt 5 (14 ) (1= B (01 OV

& (1)

81C;|E
E1(1)

ST -p2 -2

/ \Vu|? dx

+ 1—|—4é2 ; ] /\vl\ dx+ 1+ )(1—Bz)gz(l‘)gQDVv
1 /
—Ell—(1+n2)(1—ﬁz)2—2‘%—8 5C, gz(t)/gyvvﬁdx

—Oc~§1(t)/Q(u—v)udx—i—oc-c";z(t)/g(u—v)vdx.
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i’(f)‘ .
Desde que <k;,i=1,2, segue que
M len| = e
G0 < |14 gk |80 [ Py (142) (1 -Bg (g1 OV
i = 1|61 o t ) m 1)G1\7)81
(U e gla)/ Vul? dx
Q
1
+ 1+—1<2]§2 /]vt] dx+ = <1+n ) (1= B2)Ea(1)g2 OV
3|1 (- B - 20803 @(r)/ VP dx
Q
—OL~E_,1(I)/(u—v)udx+0t-§2(t)/(u—v)vdx.
Q Q
Escolhendo n; = P ;= P i=1,2, a estimativa (3.3) é estabelecida.

8= "
=B 7T

Lema 3.3. Sob as condi¢des do Lema 3.2, o funcional

Ni(t) = —&i(1) /ut/glr—s — u(s)]dsdx

satisfaz
%Jl() < 8 1+2(1—Bl)2]§1(t)/9\Vu]2dx
+(1—B1) 25+28+(a1-8k1)C127 G1(#)g1 O Vu
+ 8(1+k1)—/0tg1(s)ds &1@)/ P

£08-210) [ Ju=ofPax -8t (g o,

onde & > 0 é uma pequena constante.

(3.8)

Demonstracdo. Diferenciando o funcional Jj(¢) com relagdo ao tempo e usando a equag@o
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(2.1), obtemos

dJ (1) =

pd utt/o g1t —s)[u(®) —u(s)|dsdx

a0 [
2 [ [ 10— )ule) — u(s))dsdr— &1 1 / g1(s)ds | hulas

—E;/l(t)/gur/otgl(t—S)[u(t)—u(s)]dsdx
= &i(r) [ Vu(t) | gi1(t—s5)[Vu(t) — Vu(s)|dsdx
Q 0
—il(t)/g (/0 gl(t—s)Vu(s)ds> (/0 gl(t—s)[Vu(t)—Vu(s)]ds)dx
+0(-§1(t)/9(u—v)/0 g1(t —s)[u(t) —u(s)]dsdx (3.9)

&) [u | ' ) [ulr) —u(s)] s
&) /Q " /0 g1t — )ult) — u(s)ldsdx — Ea (0 /0 a1(s)ds /Q | .

Da mesma forma que (3.4), estimamos os termos do lado direito da equagao (3.9). Assim,
fazendo uso da desigualdade de Young e do Lema 3.1, para todo 6 > 0, obtemos para o primeiro

termo

! 2
/QVu(t)/o gl(t—s)[Vu(t)—Vu(s)]dsdx§8/Q|Vu| dx

+i/
43 o

< 5/ Vul? dx + a _Bl)gl OVu. (3.10)
0 43

2

/0th (t—s)[Vu(t) — Vu(s)|ds| dx

Usando novamente a desigualdade de Young e o Lema 3.1, e considerando o fato de que

[awas< [“awas=1-p.
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temos

/Q </Ozgl(l—S)Vu(S)dS) (/0 g1(t—s5)[Vu(r) —Vu(s)]ds> dx

2 2

t
1
g1 (t—s)Vu(s)ds| dx+ —

< tgl(t—s)[Vu(t)—Vu(s)]ds dx
QJ0
2
< 8/ (/ g1(t—s)(|Vu(s) — (l)|—|—]Vu(t)|)ds> dx
2
48/ (/ g1(t—s)|Vu(r) — (s)\ds) dx
< 28(1-Py) /|Vu] dx—|—<28-|-416>(1—61)g1DVu. (3.11)

Para o terceiro termo, temos

/Q(u—v)/otgl(t—S)[u(t)—u(S)]dsdx < 6/Q|”—V|2dx

v [ ' [ eite=s)uto) - utsas
B

1_
< B/Q\u—vlzdx+( T l)cﬁglmvu. (3.12)

2
dx

Quanto ao quarto e quinto termos, temos

2

/Qut/otgll(t—s)[u(t)—u(s)]dsdx < 5/ | dx+48/ ’/ g\ —u(s)|ds| dx
< 5/\t|d— cz’mv (3.13)
/Qut/ozgl(t—s)[u(t)—u(s)]a’sdx < 5/ |u,|2d)c+l 1(t—s)[ ()]dszdx
< 8/| u;|* dx LU=Py ) ¢10Vu. (3.14)
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Combinando as estimativas (3.10)-(3.14) e substituindo em (3.9), encontramos

i < 1+2<1—B1>2]a1<r> JACRE
2 ! 2
=) |28+ 55+ 2+ | 240 22 510 0V
g [ ‘ 2
1 o R R IOy A
+ad- & (1) /]u— | dx — ( )sz; (t)g) O Vu.
Desde que 2 8 ’ < k1, a estimativa (3.8) é estabelecida.

Lema 3.4. Sob as condicoes do Lema 3.2, o funcional

K1) = —Ea0) /Q " /0 g2t — )[v(t) — v(s))dsdx

satisfaz
%Jz() < 5 1+2(1—Bz)2]§2(t)/Q|Vv|2dx
1= o) 25+ o5+ AT gy (g2 0V
|81 4k) - / ga(0)ds| a0 [ s
~08-80) [ Ju P ax- 2 g0y

onde & > 0 é uma pequena constante.

(3.15)

Demonstragcdo. A prova deste lema é semelhante a prova do Lema 3.3, por este motivo, vamos

omiti-la aqui.

Consideremos entdo o funcional de Lyapunov definido por
L(t):=NE(t)+1(t) +N2J (1)

onde N1,N, > 0 s@o constantes a serem escolhidas adequadamente.

]

(3.16)
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Lema 3.5. O funcional de Lyapunov satisfaz as seguintes desigualdades
&0E (1) < L(1) <&1E(1), (3.17)

com € e €1 constantes positivas.

Demonstracdo. Usando as desigualdades de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz e Young, temos

|I(t)|§¥/g|ut|2dx+¥/Q|u|2dx+@/Q|V,|2dx+¥/g|v|2dx.

Agora, aplicando a desigualdade de Poincaré, obtemos

M M, C? M M>C?
|I(t)]§71/ |ut|2dx—|—%/ |Vu\2dx+72/ v [>dx + 2‘2”/ IVv|%dx.  (3.18)
Q Q Q Q

Novamente usando as desigualdades de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz e Young, temos

2
N> (1) N (1) '
N2 J (1) < : /Q|u,|2dx+ : /Q(/O gl(t—s)|u(t)—u(s)|ds) dx
2

N Nz@zz(t)/gzyvtyzdx_i_Nz&zZ(t)/Q(/O’gz(t_s>|v(t)_v(s)]ds> dx.

Fazendo uso do Lema 3.1, segue

NoM NoM
M) < 2 1/Q\u,|2dx+ 2 (1 i) BV

NaM. NoM
+ 22 2/ e |? dx + 22 2(1-Bo)C2g2 0V, (3.19)
Q

Combinando as estimativas (3.18) e (3.19), obtemos |/(¢) + N2J (t)| < KE(t). Dai segue, N1 E(t) +
(1) + NoJ (1) < (N1 + K)E(t). Portanto,

L(t) <egE(t).
Tomando N; de modo que N; — K > 0, temos <N1 — K)E(t) <NIE(t)+1(t) + N2J(t) e assim

gE (1) < L(1).
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3.2 Decaimento Geral

Nesta secdo mostramos o decaimento geral da solugdo para o sistema acoplado de equacdes

de onda com memoria (2.1)-(2.4). Neste sentido, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Considere os dados iniciais {(uo,vo), (u1,v1)} € (H*(Q)NH} (Q))? x (H} (Q))>.
Suponha que o niicleo g;,i = 1,2 satisfaz as hipoteses (G1) e (G2). Entdo, para cada ty > 0,

existem constantes positivas K e X tal que a solucdo do sistema (2.1) - (2.4) satisfaz
1
E(t,u,v) < Ke ®hoS04 vy 0 (3.20)
onde &(t) := min{&;(¢),&2()}.

Demonstracdo. Desde que, g; é positiva, continua e g;(0) > 0, com i = 1,2, entdo para todo
t >ty > 0, temos

t 1o
/ gi(s)ds > / gi(s)ds =80 >0, YVt >1. (3.2D)
0 0

Diferenciando o funcional £(¢) com relagdo ao tempo, usando o Lema 2.2, as estimativas (3.3), (3.8),

(3.15) e a condicao (3.21), obtemos para ¢ > fy,

%L(r) < —{Ng[go—ﬁ(l—i—kl)]— 5 }él /qul dx
{ 2[g0—8(1+ k)] — % }éz /Iw dx
{Bl [142(1 - By) ]}&(z)/gwmzdx
{i {14201 — o) }E.a ) [ s
+{<12‘B?‘>+N2< i) |28+ 5+ E T2 }amglmw
+{<12_£2>+N2(1—Bz) 28+2—5 (aisb)cﬁ }éz(t)gzDVv

ok (1) /Q (= v)udx+ 0 (1) /Q (1= v)vdx
+oc51v2§1(z)/9yu—v\zdx+oc51v2§2(z)/gyu—v\zdx.
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Tomando primeiro N, > 0 suficientemente grande e § > 0 tdo pequeno, temos que

2,72 2,0
Nalgo = 8(1+ki)] - 1+k;§”] >0, Na[go — 8(1+k2)] 1+ki”] >0,
%—N25[1+2(1 —[31)2] > 0, E)'_Z_NZS[I-FZ(I _62)2] > 0’

e entdo escolhendo N; > N, suficientemente grande tal que (3.17) se mantém valida temos

N N2gi(0) oy | ) (1=B1) B 1 (at+k) o

b := [2 15 Cle 281 +N2(1 Bl) 26+28+ 15 Cp >0,
_ N Naga(0) o, | ) (1=B2) B 1 (at+k) o

by = [2 15 M 2B, +N2(1-B2) 28+28+ 15 Crl (>0

Fazendo uso de (G2), obtemos

Nt Nogi(0) , '
[2— 46 CpM] gIDVM

- 1 (o+k
+{( . [131)+Nz(1—|31) 28+ 55+ (0‘46 I)Cf, }él(t)glmvug_blgl(t)glgvu (3.23)
€
N Naga(0 /
SO B
1- 1 Tk
+{( 2[32[32) +N2(1—P2) |26+ 2—84— (a45 Z)CIZ7 }&z(t)gl DVy < =58 (1)g2 O V. (3.24)

Usando o Lema 3.5 e combinando (3.22)-(3.24) temos, para alguma constante A > 0,
4
dt

onde &(7) := min{&;(r),&x(7) }.

Integrando desigualdade acima em (ty,#), encontramos

L) < MEWE®) <~ ZE0L(), =10,
1

At
L(t) < Litg)e @90 e > 1,

Da desigualdade acima e do Lema 3.5, temos

1 —Aq _Aqt —ic " E(s)ds
E(1) < —Litn)e™ T < S () ho S — ke By >4, (3.25)
0 0
0 que completa a prova. 0

Observagdo 3.1. A estimativa (3.25) é verdadeira para t € [0,] em virtude da limita¢do e da
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continuidade de E(¢) e &(¢).

Observacdo 3.2. Este resultado generaliza e melhora os resultados de [25]. Note que o nosso
resultado é provado, sem impor quaisquer condi¢des sobre g7 (¢) e g5(t). Precisamos apenas

que g1 € g» sejam diferencidveis e satisfacam (G1)-(G2).

Exemplo 3.1. Sejam
git)=ai(t+1)"P" e g(t) =ax(t+1)"",

com a;,b;,p; >0 (i =1,2). Entdo é claro que (G1) é valida para &;(r) = p;(t +1)"! (i=1,2).
Consequentemente, aplicando (3.20), obtemos o seguinte decaimento polinomial:

E(t) <K(t+1)7FPo

onde pp = min {p1,p2}.
Exemplo 3.2. Se

by (t+1)P1 by (t+1)P2

g1(t) =are” e g(t) =are” ,

com a;,b;,p; >0 (i =1,2). Entdo para §;(r) = b; p;(t + l)min{o’pf_l} (i=1,2) a desigualdade

(3.20) nos fornece o decaimento exponencial:

E(Z‘) < KeiKbO([ﬂLl)min{l,pl,pz}
onde
bl s€ pl < pz
bo=<X by se p1 > P2. 526)

min{bl,bz} se P =p2
Exemplo 3.3. Se

by [In(t+1))P1 baIn(t+1)P2

g1(t) =aje” e g(t) =are” ,

com a;,b; > 0,p; > 1 (i =1,2). Entdo para

 bipifin(t+1)]Pi!
B r+1

&i(t) (i=1,2)
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temos pela desigualdade (3.20)

E(t) <Ke ® bo [ln(z+1)}min{m>pz}

onde by € dado como em (3.26).

Exemplo 3.4. Se

(t) _ ai e (l) . a
R P I S PP AT S
onde
pi > 0 e bheR
a;>0e ou (i=1,2).
Pi= 1 e bi >1
Entao para
bipilln(t+ V)P
i\1) = =1,2
&i(7) i1 (i=1,2)
obtemos de (3.20)
K
E(t) <

(t+ Z)min{Pl P2} [In(t+ 2)]170] <

onde by € dado como em (3.26).
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Conclusao

Neste trabalho consideramos um sistema acoplado de equacdes de onda com memoria que
descreve a interacdo entre dois campos escalares. Diante do que foi exposto, concluimos que
para certa classe de fun¢des relaxamento e certos dados iniciais, a solu¢do de energia decai com
taxa semelhante ao decaimento das funcdes relaxamento, que nao € necessariamente um decai-
mento da forma polinomial ou exponencial. Portanto, nosso resultado permite uma maior classe
de fun¢des relaxamento e melhora o resultado de Santos [25] em que apenas os decaimentos
exponencial e polinomial foram considerados. O resultado obtido neste trabalho pode encontrar
algumas aplicacdes potenciais na teoria de viscoelasticidade linear.

Uma sugestao para um possivel trabalho futuro seria realizar a andlise numérica do pro-
blema aqui proposto, utilizando os métodos de elementos finitos e/ou diferencas finitas, € com-
parar os resultados numéricos obtidos por estes dois métodos com 0 nosso.

Outra sugestdo seria a de aplicar o método utilizado neste trabalho ao seguinte sistema

acoplado ndo-linear de duas equagdes da onda com condi¢do de memoria na fronteira:
uy —PBrAu+ flu—v) = 0 emQx(0,00),
vie—PBoAv—f(u—v) = 0 emQx(0,),
u=v = 0 sobrelx (0,00),

! 0
M+/g1(t—S)u(S)ds = 0 sobrel] x (0,),
0

ov
v+ ; gz(t—s)gl}}(s)ds = 0 sobrel'} x (0,),
(u(x,O),v(x, 0)) = (MQ(X),V()(X)), (u,(x,()),vt(x, 0)) = (”1 (X),V] (x)> em €,

onde é Q é um dominio aberto e limitado do R" com fronteira I" regular tal que ' =T U}

com [gNT| =0 e By, B sdo constantes positivas.
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