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Resumo

Neste trabalho investigamos a multiplicidade de solucoes nao-triviais para a

seguinte classe de problemas nao-locais do tipo Kirchhofft:

(P) —M(/Q|Vu|2dx>Au = alulT?ut |ulP?u,Q
u = 0 , 002

onde ] <¢g<2<p<2,a>0 QcRYéum dominio limitado com fronteira

suave, N = 1,2 ou 3 e M é uma funcao continua.

Palavras-chaves: Teoria de género, problema nao-local, equagao de

Kirchhoff, crescimento critico.
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Abstract

In this work we investigate the multiplicity of nontrivial solutions for the follow

class of nonlocal problems of the Kirchhoff type:

(P) —M(/Q|Vu|2dx>Au = alulT?ut |ulP?u,Q
u = 0 , 002

where 1 < ¢ <2 <p <29 a>0,QcRisabounded smooth domain, N = 1,2

or 3 and M is a continuous function.

Key-words: Genus theory, nonlocal problem, Kirchhoff equation, critical

growth.
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Introducao

Neste trabalho usaremos a Teoria de género para mostrar um resultado de
multiplicidade de solucoes nao-triviais para a seguinte classe de problemas nao-
locais do tipo Kirchhoff

(P) —M</Q|Vu|2dx)Au = alul|?ut |u % u,Q
u = 0 , 002

onde ] <g<2<p<2,a>0 QcRéum dominio limitado com fronteira

2N

. 4 5 . *
suave e M : Ry — IRy ¢ uma fungao continua. Observamos que 2* = %=

quando N > 3 e 2* = oo quando N =1 ou N = 2.

No que segue, trataremos o problema acima para N = 3. Nesse caso teremos

2* =06, os casos N =1 e N = 2 resultam de adaptacoes padroes.

O problema (P,) é dito nao-local devido a presenca do termo

M (/ | Vu |? dx) o qual é o unico termo da equagao em (P,) que nao esta
Q

aplicado em algum ponto de 2. Este fenomeno acarreta algumas dificuldades

matematicas as quais tornam interessante o estudo desta classe de problemas.

Problemas nao-locais do tipo Kirchhoff modelam certos fenomenos, como por

exemplo, no caso em que

2 _ 2
M(/Qwuy dm)mo—i—b(/g\vm da;),

o operador — [mo +b < / |Vu|2dx> }Au aparece na equacao hiperbdlica
Q



Uy — {mg +b (/Q \Vu|2d9:> ]Au = f(x,u) in Q x (0,7

(K)9 w=00n80x(0,7)
u(z,0) =ug(x) , u(z,0) =uy(z),

a qual é uma generalizacao da equacao

%_<P0+E/L
p8t2 h 2L Jo

introduzida por Kirchhoff em 1883, ver [20].

2 2
dx)au:()

Oul*, \Ou
ox 02

Esta equacao é uma extensao da equacao classica da corda vibrante, proposta
por D’Alembert, pois descreve a vibracao de uma corda elastica levando-se em
consideracao a mudanga no comprimento da mesma durante o movimento. Onde,
L é o comprimento da corda, h é a area da seccao transversal da corda, E é o
moédulo de Young do material do qual a corda é feita, p é a densidade de massa

e Py é a tensao inicial.

O problema em (K) passou a chamar a atengdo dos pesquisadores
principalmente apdés um trabalho pioneiro do matematico francés J.L.Lions [22],
apresentado em um simpésio internacional de matematica ocorrido no Rio de
Janeiro em 1977. Nesse trabalho de Lions, pela primeira vez, foram utilizados
argumentos de andlise funcional nao-linear para atacar problemas nao-locais do

tipo Kirchhoff.

O problema (P,) apresenta algumas caracteristicas que dificultam o processo
de solugao do mesmo, entre elas, ressaltamos a falta de compacidade que ocorre
no caso em que a nao-linearidade tem crescimento critico. Neste caso, a
condicao Palais-Smale nao é vélida. Além disso, como ja mencionamos, o fato de
estarmos trabalhando com o operador —M ( / | Vu |? da:) Awu nos traz algumas
dificuldades, pois 0 mesmo é nao-homogéneo éz sua presenca nos obriga a dividir
o estudo do problema nos casos 2 < p <4, p=4,4<p<6ep=06,0 que nao

ocorre na versao local.

Recentemente, surgiram diversos trabalhos sobre a equacao de Kirchhoff
usando método variacional, ver por exemplo [1], [2], [4],[8],[9],[11],[12],[14],
[17],[18],[24],[26],[27],[28],[29],[30],[33] e [34].



Resultados de multiplicidade para a equacao de Kirchhoff com crescimento
subcritico podem ser encontrados em [11],[14],[17],[18] e [33]. Em relagao ao
problema de Kirchhoff com crescimento critico, existem somente resultados de

existéncia, como pode ser visto em [1],[12] e suas referéncias.

Salientamos que nossos resultados sdo novos e complementam os artigos [1],
[11],[14],[17],[18] e [33], visto que apresentamos um resultado de multiplicidade

para o problema de Kirchhoff com crescimento critico.

Nesta dissertagdo, usaremos um argumento que ja aparece em [5], onde o
caso local é tratado. Vale apena mencionar que, uma vez que estamos lidando
com o caso nao-local, tivemos que efetuar novos cédlculos e estabelecer algumas

estimativas que nao aparecem em [5].
Esta dissertagao estd dividida da seguinte maneira:

No capitulo 1, estudaremos a Teoria de Género , cuja idéia central é obter
valores criticos de um dado funcional ¢ € C'(X,IR) como valores minimax de
¢ sobre classes adequadas de subconjuntos A de X. Veremos que quando um
funcional é par e assume méaximo negativo sobre determinados subconjuntos
simétricos de X, entdao é comum ocorrer que o funcional ¢ possua muitos pontos
criticos. Em verdade, isso é o que afirma um Teorema devido a Clarke [10], o
qual provaremos nesse capitulo e que sera utilizado na prova de alguns dos nossos
principais resultados. Ainda no capitulo 1, faremos uma aplicacao do Teorema

de Clarke ao problema

—Au=u® em 0
(P){ u=20 em Of)

onde @ C IR é um dominio limitado com fronteira suave. Resultados de
multiplicidade para o problema (P) foram obtidos originalmente por Ambrosseti-
Rabinowitz em [3], onde os autores utilizaram a versao simétrica do Teorema do
Passo da Montanha. No entanto, para provar que o problema (P) possui infinitas
solugdes utilizaremos as idéias que aparecem em [13], onde se trabalha com um
funcional auxiliar apropriado o qual verifica as hipéteses do Teorema de Clarke
e cujo conjunto dos pontos criticos estd em correspondéncia biunivoca com o

conjunto dos pontos criticos do funcional energia associado ao problema (P).



No capitulo 2, abordaremos o problema subcritico

(P) —M(/Q|Vu|2dx>Au = alul?ut|uP?u, Q
u = 0, 0N}

onde 1 < ¢g<2<p<6,a>0,QcIR éum dominio limitado com fronteira

suave e M é uma funcao continua.

Devido a presenca do operador nao-local —M ( / | Vu |? dx) Auw o problema

Q
acima apresenta certos fenomenos que nao ocorrem no caso local, tais
particularidades nos obrigaram a dividir o estudo do problema subcritico acima

em trés casos, a saber, 2 <p <4, p=4e4d <p<6b.

No capitulo 3, abordaremos o problema critico

(P) —M(/Q]Vu\zd:L)Au = alul?ut|ultu, Q
u = 0, o)

onde 1 < ¢ <2, a>0 QCIR éum dominio limitado com fronteira suave e M

é uma funcao continua.

Neste caso, nao sera mais possivel utilizarmos o Teorema de Clarke como
no caso subcritico, pois devido a falta de compacidade o funcional associado ao
problema nao verifica a condicao Palais-Smale. Para contornar essa dificuldade
seguimos as idéias de J.G. Azorero e I.P. Alonso [5], os quais provam um Lema
de multiplicidade para um funcional auxiliar cujos pontos criticos obtidos sao

também pontos criticos do funcional associado ao problema.
No apéndice A, estudamos a diferenciabilidade dos funcionais envolvidos.

No Apéndice B, apresentaremos alguns resultados basicos que foram utilizados
no decorrer desta dissertacao e que sao importantes para a plena compreensao da

mesma.



Notacoes

= par de dualidade

Jr o

= 1z o)

[ o= Ilzsge)

B(u,0) := bola aberta de centro u e raio §
Sk=1 = esfera unitdria de IR*

intU := interior do conjunto U

| 2 |:= medida de Lebesgue do conjunto §2

~v(A) := geénero de Krasnoselskii do conjunto A



Capitulo 1

Pontos criticos na presenca de
simetrias

Neste capitulo faremos um estudo da Teoria de género e suas principais

propriedades, para maiores detalhes recomendamos as referéncias [13] e [31].

1.1 A teoria de género de Krasnoselskii

Definig¢ao 1.1.1 (grupo)

Um grupo € um conjunto nao-vazio S munido de uma opera¢ao bindria
0:x85—S5

a qual possui as sequintes propriedades:
(G1) o € associativa;

(G3) S possui um elemento identidade, isto €,

eoca=aoe=a, Ya€S

1

(G3) Para cada a € S eziste um elemento inverso a™', ou seja,

a_loa:aoa_lze.

Exemplo 1.1.1 O conjunto Zy = {0,1} munido da operagio de adi¢ao



+ZZQXZQ—>Z2,

definida por

at+b=a+0b

¢ um grupo, no qual 0 € o elemento identidade.

Definigao 1.1.2 (grupo topoldgico)

Quando o grupo (G, o) estd munido de uma topologia que torna continuas as

aplicacoes
o:GxGE —G
(a,b) ——aob
e
(.G —G
a —al

dizemos que (G,0) € um grupo topoldgico.

Exemplo 1.1.2 (Z5,+) munido da topologia discreta P = {(), {0}, {1}, Z2} é um

grupo topologico compacto.

Defini¢ao 1.1.3 (representagdo isométrica)

Sejam X um espa¢o de Banach e (G,o) um grupo topoldgico compacto.

Chamamos de representacao isométrica de G em X ao conjunto

{T(9) : g € G},
onde T'(g) : X — X é uma isometria satisfazendo as sequintes propriedades:

(1) T(g1092) =T(g1) - T(92); Yg1,92 € G;



(i) T(e) = Id;

(1ii) A aplicagao

v:GxX — X
(g,u) +— @(g,u) =T(g)u

€ continua.

Onde o simbolo - indica a operacao de composicao de fungoes.

Observagao 1.1.1 Uma consequéncia dos itens (i) e (i) na definicio acima €
que T(g~") = [T(g)]".

Exemplo 1.1.3 Seja X um espago de Banach. Defina T(0) = Id e T(1) = —Id.

O conjunto {Id,—Id} é uma representagao isométrica de Zy em X .

Defini¢ao 1.1.4 (conjunto invariante)

Chamamos de orbita de um elemento u € X ao conjunto

O(u) ={T(g)u: g € G}.

Dizemos que um subconjunto A C X € invariante sob a acdo do grupo G, ou que

A é G-invariante se

T(g)A= A, VgeG.

Exemplo 1.1.4 Os unicos subconjuntos Zs-invariantes em um espago de Banach

X sao os simétricos com relacao a origem.

Proposicao 1.1.1 Se um subconjunto A C X ¢é G-invariante entao A pode ser

escrito como uma unido de orbitas.

Demonstracao:



Desde que A é G-invariante, entao T'(g)A = A, para todo g € G. Assim, dado
u € A, temos que para cada g € G existe v,,, € A tal que

u="T(9)vgu € O(vgu).

Logo,

A= J{u} c | Ovgu) C | O(u),

u€A u€A ucA

onde a tltima inclusdo segue da igualdade vy, = T'(¢~")u. Assim, A C |J O(u).
u€A

Por outro lado, se v € |J O(u) entao existe u € A tal que v € O(u), isto ¢,
u€A
v =T(g)u para algum g € G. Sendo T(g)(A) = A, temos que v € A. Portanto

|J O(u) C A e consequentemente A = | | O(u).

u€A ucA

Defini¢ao 1.1.5 (funcional invariante)

Dizemos que um funcional

p: X — R

¢ invariante sob a a¢ao de um grupo G, ou que ¢ € G-invariante, se ele é constante

em cada orbita de X, isto ¢,

¢-T(g)=¢, Vgei

ou seja,

o(T(g)u) = p(u), YVge G e Yue X

ou ainda



Exemplo 1.1.5 Um funcional ® : X — R é Zy-invariante se, e somente se, é
par, isto €, ®(—u) = ¢(u), Yu € X.

Definigao 1.1.6 (aplica¢io equivariante) Dados subconjuntos G-invariantes

Ay, Ay C X, uma aplicacdo

R2A1—>A2

¢ dita G-equivariante se

R-T(g)=T(9) R, VgeQ@G,

ou seja

ou ainda

R(O(w)) = O(R(w)), Yu € A,.

Exemplo 1.1.6 Sejam Ay, Ay C X com A1 = —A; e Ay = —Ay. Uma aplicagao
R: Ay — Ay € Zy-equivariante se, e somente se, € uma aplicagao impar, isto €,
R(—u) = —R(u).

No que segue, vamos denotar por A a classe de todos os subconjuntos fechados

e G-invariantes de X, isto é,

A={AC X:Aéfechadoe T(9)A= A, Vg€ G}.
Definicao 1.1.7 (Teoria de G-indice)

Uma teoria de G-indice, ou simplesmente um G-indice, é uma aplicacao

ind : A — INU {0}

que tem as sequintes propriedades:

10



a) indA =0 se, e somente se A = ();
b) se R: Ay — Ay € continua e G-equivariante entao indA; < indAs;

)
¢) ind(A; U Ag) < indA; +indAs;

d) Se A € A é compacto entao eziste uma vizinhanca B € A do conjunto A
tal que indB = indA.

Observagao 1.1.2 Como consequéncias imediatas da definicao acima, temos
que se A1, Ay € A com Ay C Ay, entao indA; < indAs, além disso, seindAy < oo
entao ind {M} > indA; —indAs. Para deduzir esta iultima afirmacdo, basta
notar que Ay C A1\ Az U As.

Exemplo 1.1.7 Seja X um espago de Banach. Sabemos que (Zs,+) € um grupo
topolégico compacto e que {Id,—Id} € uma representacao isométrica de Zy em
X. Dado A € A, onde

A={AC X:A € fechadoe A=-A},

defina a aplica¢ao v : A — INU {oc} da sequinte maneira:

v(A) =k

se k € o menor inteiro tal que existe uma aplicacdo impar
¢ € C(A,IR\{0}),
defina y(A) = oo se uma tal aplicagdo nao existe e

7(0) =o0.

Proposicao 1.1.2 A aplicacio v : A — INU {oo} € uma Teoria de Zy - indice

em X. v(A) é chamado o género de Krasnoselskii do conjunto A.

Demonstragao:

a) Da defini¢ao de v, temos que v(A) = 0 se, e somente se A = ().

11



b) Se v(A2) = oo nao héd o que mostrar. Agora, se y(A2) = k < oo entdo

existe uma aplicacao impar e continua

¢ : Ay — IR\ {0}.

Assim, a aplicacao

poR: A — R\{0}

¢ impar e continua, pois é dada pela composicao de fungoes impares e continuas.

Isto nos mostra que

(A1) <k =v(A2).

c) Se y(A;) = oo ou y(Ay) = oo nao hd o que mostrar. Sendo assim,
suponhamos que

V(A1) =k <00 e Y(Az) = ko < 0.

Assim, existem aplicagOes impares e continuas

¢;: A; — RN\{0};5 =1,2.

Sendo A; C X um subconjunto fechado e X um espago normado, segue-se do
Teorema de extensao de Tietze (ver apéndice B) que podemos obter extensoes

continuas

¢, X — Ry | j=1,2,

e considerando as partes ifmpares

P X — IRY

¢j(u) — ¢;j(—u)
2

u — Pi(u) =

destas extensoes, podemos definir a aplicagao

12



Y X — R

por

b(u) = (Y1(u), o (u)).

Note que
$(A U Ay) € R HE2\{0},

pois, sendo 1; a parte impar de ¢;, com ¢; = ¢, sobre A;, onde ¢; é impar, entao

¥i(A;) = ¢;(4;) C R%\{0}.

Observe ainda que 9, sao extensoes impares e continuas das ¢;, pois sobre

Aj, ¢; coincide com ¢; e sendo ¢; impar, ¢; também serd. Logo

(bj :QZJJ‘ €1 Aj.

Como

WAlqu : Al U Ag — H1+k2 \ {O}

¢ uma aplicacao impar e continua, concluimos da definicao de género que

V(A1 U As) < ky+ ko = (A1) + v(A).

d) Seja A € A um compacto. Se

Y(A) = o0

nao existe, para k algum, uma aplicagao

¢ € C(X, IR\ {0}),

impar. De fato, suponha por contradicao que exista uma aplicacao

13



¢ € C(X, IR\ {0}),

impar, para algum k£ € IN. Entao,

dla: A— R\ {0}

seria fmpar e continua, e portanto y(A) < oo, contradizendo nossa hipdtese.

Logo 7(A) = oo, e como A C X com X sendo fechado e simétrico, teremos
(X) =(4) = .
Por outro lado, supondo 7(A) = k < oo, segue-se que existe uma aplicagao

impar

¢ € C(A, IR\ {0}).

Do Teorema de Tietze (ver Apéndice B) existe uma extensao impar e continua W
de ¢. Visto que 0 ¢ U(A) = ¢(A) e A é um conjunto compacto, podemos obter
d >0 tal que 0 ¢ WU(As), onde

As ={u € X : dist(u, A) < 6§},

eV : As — IR\ {0} é fmpar e continua. Com efeito, se para cada § > 0

tivéssemos 0 € W(As), poderiamos obter uma sequéncia (u,) C X, com

dist(up,, A) < % e U(u,) = 0, para todo n € IN. Uma vez que A é compacto

e para cada u € X fixado a aplicagdo f(v) =|| u — v || é continua, entdo existe

v € A tal que

| u— 10 ||= dist(u, A).

Sendo assim, podemos obter

(v,) C A

tal que

14



|tun — vp|| = dist(uy,, A) <

(1.1)

S |-

Também da compacidade de A, obtemos

(vn;) C A,

com

vy, — v em X, veA

Logo, de (1.1),

Uy, — v em X, v€ A

Sendo ¥ continua, segue que

U(up,) — ¥(v),
isto é, ¥(v) = 0. O que é um absurdo.

Logo, o conjunto B = As é uma vizinhanga fechada de A a qual é G-invariante

pois é simétrica com relagao a origem e y(B) < k = y(A), por construgao.

Por outro lado, como

I:A — B

u — I(u)=wu

é impar e continua, segue de b) que

v(A) < ~(B).

Mostranto que v(B) = v(A) = k.
]

As propriedades a seguir sao caracteristicas do género e nao se verificam em

qualquer teoria de G-indice.

15



Proposigao 1.1.3 Seja F # (). Temos que
(i) Se F C X € fechado e F N (—F) =0 entao

VFU(=F) =1

(17) Se A € A e existe um homeomorfismo impar

h:A— S

entao v(A) =k, em particular

V(S =k
(17i) Se A€ A é tal que 0 ¢ A e y(A) > 2 entdo A possui uma infinidade de

pontos.

Demonstragao:

(1) Definamos

¢: FU(—F) — R\ {0}

por

gb(u):{ 1, se uweF

-1, se ue —F

claramente ¢ é continua e impar, logo

V(FU(=F)) = L.

(77) Como

hi:A—s ST RO {0}

é continua e impar, temos que



Por outro lado, se 7(A) = j < k entao existe uma aplicagao impar

¢ € C(A, TR\ {0})

e portanto uma aplicacao impar e continua

p=¢oh S TR\ {0}

Do Teorema de Tietze (ver apéndice B), sabemos que existe uma extensao
¢ : R - IR de ¢ a qual ainda é fmpar e continua. Sendo assim, definamos a
aplicagio ¢ : IR" — IR por ¢(z) = (%1(2), pa(z), ..., P;(2),0,...,0). Claramente
a aplicacao ¢ é impar e continua, pois ¢ é impar e continua. Por outro lado,
definindo g : IR — IR" por y(x) = b, onde b = (b1, ba,...,bj,...,b) € IR é tal
que b; # 0, para algum 7+ 1 < < k.

Observe que as aplicacoes ¢ e ¢y sdo homotépicas, pois H : IR¥ x [0,1] — R
definida por H(t,z) = (1 — t)@(z) + two(x) é continua, H(0,x) = ¢(z) e
H(1,z) = ¢o(x).

Por outro lado, para cada ¢ € [0, 1], temos que

H(z,t) = (1=1)¢(z) +tpo()
= (I-t)p(x)+tb
7 0,

para todo 2 € S*1. Logo, 0 ¢ H([0,1] x S¥~1 IRF).

Portanto, deg(@, B(0,1),0) = deg(yo, B(0,1),0) = 0 (ver Apéndice B). Mas
isto contraria o Teorema de Borsuk (ver Apéndice B).
Note que sendo b # 0 entdo 0 ¢ ¢o(S¥1) = {b} e além disso, como H(S*~1) C
IR"\ {0}, podemos medir o grau de ¢ e ¢, em relacio a S*~! no ponto 0 € IRF.

(7ii) Supondo que A € A tivesse uma quantidade finita de pontos poderfamos

decompo-lo como uma uniao
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A=FU(-F),
com F' fechado e F'N (—F) = (. Dai, por (i),
y(A) =1,

o que é um absurdo. Note que

FN(=F)=1

s6 é possivel em vista de 0 ¢ A.

1.2 O Resultado basico de multiplicidade

Definigao 1.2.1 Seja ¢ : X — IR um funcional de classe C* num espaco de
Banach X. Dizemos que ¢ € IR € um valor critico de ¢ se ¢p(u) = ¢ para algum
ponto critico u € X. O conjunto de todos os pontos criticos no “nivel” ¢ serd

designado por K., isto é,

K.={ueX:¢u)=0,¢(u)=c}

Também, designamos por ¢° o conjunto

¢ ={ue X :¢u)<c}

Definigao 1.2.2 Um campo pseudo-gradiente para ¢ € C*X,IR) € uma
aplicagao v : Y — X, localmente lipschitziana, onde Y = {u € X : ¢'(u) # 0},

satisfazendo as condicoes:

(@) llo(w)l < 2)1¢/ (w)lx;

(ii) (¢ (), v(u)) > [|¢' (W) |5
para todo u € Y.

18



Exemplo 1.2.1 Sejam X um espaco de Hilbert e ¢ € C*(X,IR) um funcional

que tem derivada

X = X,

localmente lipschitziana. Sendo ¢ € C*(X,R) segque-se que, para cada u € X,
¢’ (u) € um funcional linear limitado sobre o espago de Hilbert X, logo do Teorema

de representacao de Riesz existe um unico v, € X tal que

(@ (u), h) = (vu, h), VheX e [[¢(u)llx = [lvull

Definimos a aplicag¢ao gradiente de ¢, Vo : X — X, por Vo(u) = v,. Note que
a aplicagao gradiente de ¢ quando restrita a 'Y € claramente um campo pseudo-

gradiente para ¢. De fato,

Vo)l = 10" (w) | x < 2[[¢'(w)l|x-

(@' (u), Vo(u)) = llval* = 1¢'(w)l[%-

Além disso, como ¢’ € localmente lipschitiziana entdo para cada a € Y existem

c>0eR >0 tais que

IV(u) = Vo) = ¢'(u) = ¢'(v)]x
cllu —vl||, Yu,v € Bg(a).

IN

Proposigao 1.2.1 Seja X um espago normado. Todo funcional ¢ € C'(X,IR)

possui um campo pseudo-gradiente.

Demonstragao:

Sendo 2{|¢/(v)||lxr < [|¢/(v)||x:, para todo v € Y = {u € X : ¢/(u) # 0}, segue
da definigao de ||¢'(v)||x que para cada v € Y existe z, € X tal que ||z,|| =1¢e

19



@@)20) > S0

Defina y, = 2||¢/(v)||x:2,. Dai, como ||z, = 1, obtemos

3 / /
lyell = Sll¢ ()l < 2@ (v) x

GO = 5 16 @) e @) a)
> I8l 16 @)
= )

Desde que ¢’ é continua existe uma vizinhanca aberta N, de v em Y tal que

lyoll < 2ll¢"(w)llx e (¢'(u) g0} > 6/ (W%, ¥ w € N,

Claramente, a familia
N :={N,:veY}={N,}rey

é uma cobertura aberta de Y. Desde que Y é um espaco métrico, e portanto

paracompacto (ver Apéndice B), existe uma cobertura aberta
M={Nv;:iel}

para Y, localmente finita, que refina N, isto é, para cada ¢ € I existe v € Y com

NUZ' - Nv-

Sendo assim

lyoll < 2[|¢'(w)l|x- (1.2)
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(@' (w), o) > 16 (u)]%, (1.3)

para todo u € Nuvj.

Para cada ¢ € I, definamos p; : Y — IRe g : Y — X da seguinte forma,
dado v € Y, ponhamos p;(u) = dist(u, X\N,,). Escolhendo v € Y, existe Nuv;
tal que v € Nv; e Nv; C N, definimos

o0 =% %y ,

jel

onde y; = 2||¢/(v;)||zy,. Observe que

(u) = 0,u € Y\Nu;
pit) = dist(u, Y\Nv;),u € Nv;
Assim, como M é localmente finita, para cada u € Y existe apenas um numero

finito n, de indices, onde p;(u) ndo se anula. Logo,

loll = 3 %y

Jjel

Piy, (U)
k=l Zl Piq (1)

Uzn

IN

9l

De (1.2), temos que

Ny

Piy, (u)

lg@)ll < 206 (w)llx > 7
kzli_:lqu(U)

= 2[|¢'(u)llx-

Por outro lado, de (1.3)
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Ty

@w.gw) = 3L ) )
=3
P P O
k:l;qu(u)
= 6 ()2

Para mostrarmos que g é localmente lipschitziana, é suficiente verificar que

cada uma das parcelas

pir ()
e lwi
> i (u)
q=1
¢ localmente lipschitziana. Como para cada i, || y; || é constante, basta
mostrarmos que a fungao
p1(u)

901) = ) + ol

¢ localmente lipschitziana e argumentarmos de forma indutiva. De fato,

g9(u) —g(v) =

somando e subtraindo p;(v)p2(v), obtemos

pp(w) —p@)]  ;(©)lea(v) = pa(u)]
[o1(u) + pa(w)][p2(v) + p2(v)] * [p1(w) + pa(w)llpr(v) + p2(v)]

Logo, sendo p; e ps lipschitzianas, existem constantes positivas k; e ks, tais que

g(u) —g(v) =
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oy k1pa(v) "
| gw) =50} | [o1(w) + p2(u)]lp1(v) + pa(v)] I H
i) v
[o1(u) + p2(w)][p1(v) + p2(v)] '

Como p;(u) + pa2(u) > 0, segue-se que existe a > 0 tal que py(u) + p2(u) > a > 0.
Por outro lado, sendo p; e p funcgoes continuas, resulta que existe uma vizinhanca

V. de u tal que

p1(v) + p2(v) >a >0, YveV,.

Logo,

1
[9(uw) = g(v) [ —(k1 + ko) [fu—v |, Vu,vel,
uma vez que #(”pl(u) < 1.
Mostrando que a aplicagdo ¢ definida acima é localmente lipschitziana e

portanto é um campo pseudo-gradiente para ¢.

Coroldrio 1.2.1 Sejam X um espago normado e ¢ € CH(X,R) um funcional
par, isto €, ¢(—u) = ¢(u) para todo uw € X. Entdo ¢ possui um campo pseudo-

gradiente impar.

Demonstragao: Sendo ¢ de classe C'(X,IR), segue-se da Proposi¢ao 1.2.1
que ¢ possui um campo pseudo gradiente V' : Y — X. Definamos a aplicagao
W :Y — X por W(u) = 1(V(u) —V(—u)). Logo, W ¢ impar, localmente
lipschitziana e sendo ¢’ impar, obtemos

@ W) <5 V@) [+ V(=) ) <20 ¢'(w) llx

N =
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(@) (¢'(w), W(w)) = 5(¢'(u), V(u)) + 5{¢(=u), V(—u)) =] ¢'(u) ||x -

Mostrando o que queriamos.

Lema 1.2.1 Se ¢ € CY(X,IR) é um funcional par, entao
(Z> <¢/<_u)7 h) = <¢/(u)7 _h>;
(i2) [|¢'(=w)llxr = [|¢'(w)]|x',

quaisquer que sejam u,h € X.

Demonstragao:

Observe que se (i) ocorre entao (ii) também ocorre, pois se

entao
[¢'(—w)llx = sup [(¢'(—u),h)]
llAll=1
= sup [(¢'(u), —h)l,
lAll=1
assim,

19" (—u)llx: = sup [{¢(u),v)|
= [¢'(w)llx

Portanto, é suficiente provarmos (7). Para isso, vejamos que

(¢ (—u),h) = oth = ul_ o) 0:(1)

_ ¢(_<_th +;"L)) B QZS(—U) + Ot(l),
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sendo ¢ par, obtemos

(¢/(—u),h) = +oi(1)

Mostrando que (i) ocorre.

Lema 1.2.2 Seja W : Y — X uma aplicacdo localmente lipschitziana, onde X
e Y sao espacos métricos. Dado um conjunto compacto A C'Y existe 6 > 0 tal

que W € lipschitziana em

As ={ueY :dist(u, A) < d}.

Demonstragao: ver [25].

Definicao 1.2.3 (sequéncia Palais-Smale num nivel ¢) Uma sequéncia (u,) C X

é dita uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ para um funcional ¢ : X — IR de

classe C*(X,R), se

d(uy) —c e ¢(u,) >0 em X'

Se, dada uma sequéncia Palais-Smale (u,) para o funcional ¢, num nivel c
qualquer, nés podermos concluir que (u,) admite subsequéncia convergente em
X, entao dizemos que ¢ verifica a condigio (PS).. Se a existéncia de uma tal
subsequéncia convergente so ocorre para determinados valores ¢ € IR, dizemos que

¢ verifica uma condi¢ao (PS). local.
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Teorema 1.2.1 (deformagao equivariante)

Seja X um espago de Banach real e suponha que ¢ € C(X,R) é um funcional
par satisfazendo a condigdo (PS).. Sec € IR, € >0 e U é uma vizinhanga aberta
de K., entdo ezistem ¢ € (0,€) en € C([0,1] x X, X) tais que, para quaisquer
ue X etel0,1], vale:

(1) n(0,u) = u;

(it) n(t,u) = u, seu & ¢~ ([c — € ¢+ €);
(i2i) o(n(t, u)) < ¢(u);

(iv) (1,9 \U) C ¢

(

v) n(t,-) : X — X € um homeomorfismo impar.

Demonstragao:

Uma vez que ¢ satisfaz a condicao (PS)., temos que K. é compacto.
Consideremos o conjunto Ny = {u € X : dist(u, K.) < d}, onde 6 foi escolhido de

modo que Ny C U. Assim, devem existir constantes €,b > 0, tais que

16/ (w)llxe > b, Vu€ ¢\ (¢° U N). (1.4)

Do contrério, obterfamos sequéncias (€,), (by) C Ry e (u,) C ¢\ (géc_?" UN; ),
tais que €, — 0, b, — 0 e ||¢'(un)||x < b,. Da condigao (PS)., concluimos que
existe uma subsequéncia de (u,) que converge para algum u € K.\ N 5, 0 que é

uma contradigao, visto que K.\ Ns é um conjunto vazio.
8

Uma vez que a desigualdade em (1.4) ainda ocorre para qualquer constante

positiva menor do que €, podemos considerar que

bs b2 1} (1.5)

O<6<m1n{ '32° 578

Escolhendo qualquer € € (0, €), definimos os conjuntos

A={ue X :¢p(u)<c—etU{ue X :p(u) >c+ée}
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B={ueX:c—e<¢(u) <c+e}.

Observe que AN B = (). Definamos agora a aplicacao g : X — IR, por

B dist(u, A)
 dist(u, A) + dist(u, B)’

g(u)

assim g = 0 sobre A, g = 1 sobre B, 0 < g < 1 e g é localmente lipschitziana.

Para provar esta tltima afirmagao, vejamos primeiramente que as aplicacoes

fi(u) = dist(u, A) e fo(u) = dist(u, B)

sao lipschitzianas. Mais especificamente, veremos que

lfi(u) — fi(v)] < |lu—v]|, Vu,veX.

Com efeito, temos que

fi(u) < lu=yll < flu=vll +lv=yl, VyeA,

ou seja,
filw) = flu=ol < lv—yll, VyeA,
logo
fi(w) = flu = ol < fi(v).
Donde

filw) — fi(v) < |lu—vl||, Vu,ve X.

Sendo assim,

fiw) = filw) <o —ull; Vu,0 € X,
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isto é,

—{fi(u) — fi(v)} <|lu—v|, Yu,veX.

Mostrando que f; é lipschitziana. Da mesma forma vemos que f; € lipschitziana.

Sendo assim,

_a(v) = fi(u) fi(v)
glw) ~glv) = f()+f2(U) OESED)
C AAW) - AW
[f1(u) + fo(w)][fi(v) + fa(v)]

somando e subtraindo f;(v)f2(v), obtemos

<

LA =A@ AW)A0) = f(u)]
1) + fa(u)llfi(v) + fa(v)]  [f1(w) + fo(w)][f1(v) + fa(v)]

Logo, sendo f; e fs lipschitzianas, existem constantes positivas ki e ko, tais que

g9(u) —g(v) =

~ (o ki1 fo(v) U — v
R N O A0 TAC RS R
+ k2f1(”> “ U — v || .
[fi(u) + f2(w)][f1(v) + fa(v)]

Como fi(2) + fa(z) > 0, para cada z € X, entdo fixando arbitrariamente z € X,
segue-se que existe a > 0 tal que f1(2) + f2(2) > a > 0. Por outro lado, sendo f;

e fy funcoes continuas, resulta que existe uma vizinhanca V, de z tal que

filw) + fo(u) >a >0, YuelV,.

Logo,

[ 9(u) = g(v) [< (k1+kz)\|u—vll Vu,v € Vs,
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uma vez que #ﬁ}l(u) <1.

Mostrando que a aplicagao g definida anteriormente é localmente lipschitziana.
Procedendo de forma analoga, podemos definir uma funcao f : X — IR tal que
f = 1sobre X\ N%, f = 0 sobre Ng, 0 < f<1efélocalmente lipschitziana.
Observemos ainda que sendo o funcional ¢ par, entao os conjuntos A, B e Ny sao

simétricos com relagao a origem de X e as funcao f e g sao pares.

Consideremos a fungdo h : IRy — IR, definida por h(s) = 1 se s € [0,1]
e h(s) = L se s > 1. Sendo ¢ € CYX,R), segue-se do Coroldrio 1.2.1
que existe um campo vetorial pseudo-gradiente W : Y — X, o qual é
fmpar. Finalmente, definamos a aplicacdo W : X — IR, como sendo W (u) =
—fw)g(u)h(|W (W))W (u) seu €Y e W(u) =0seu € X \Y.

Por construgao, temos que 0 < [[W[| < 1, W ¢é fmpar e W ¢ localmente

lipschitziana. Sendo assim, para cada u € X dado, o problema de Cauchy

() | () = Win(tw)
1(0,u) = u
admite uma unica solucao 7(.,u) definida em IR (ver [32]). Além disso, a
dependéncia continua das solugoes de (x) com relacdo ao dados iniciais u nos
permite concluir que n € C([0,1] x X, X).
(7) Sendo 7 solucao de (%), temos que n(0,u) =0, Yu € X.

(73) Além disso, como g(u) = 0 sobre A e € > € vem que n(t,u) = u é solucao

de (%), pois

d

Conltu) = S =0 = () = Wnt, ) e n(0.u) =

dt
Da unicidade da solucao, resulta que n(t,u) =u, Vt € [0,1] e u € A.

(17) J& vimos que se W(u) = 0, entdo n(t,u) = u é solucio do problema em
() e ocorre a igualdade ¢(n(t,u)) = ¢(u). Por outro lado, se W(u) # 0 entéo
uecYe

de(n(t, u))
dt
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= (¢ (n(t.w), W(n(t,u)))
= —fn(t,u)g(nt, w))R(IW (n(t, w) [){¢' (n(t, w), W(n(t, u))).

Sendo W um campo vetorial pseudo-gradiente, segue-se que

de(n(t, u))

o < = (6, 0)g(n(t, W)W (n(t, w)) DlI¢ (n(t, w) I3 <0, (1.6)

logo ¢(n(.,u))) é ndo-crescente e portanto ¢(n(t,u)) < ¢(n(0,u)) = ¢(u) para
todo t € [0,1] e para todo u € Y.

(iv) Para mostrarmos que n(1,¢t¢\ U) C ¢° ¢, é suficiente provarmos que
n(1,¢t\ Ns) C ¢ ¢ Observe que, por (iii), se u € ¢° ¢ entdao n(t,u) €
¢, isto é, ¢(n(t,u)) < ¢ —e. Sendo assim, resta-nos apenas mostrar que
n (1,07 N\ (077 UNs)) C o7

Seja u € (1, ¢\ (¢°7¢ U N;)). Sabemos que,

<0. (1.7)
Sendo g = 0 sobre ¢°¢ entdo n(t, u) & ¢ e de (1.7), obtemos
o(n(0,u)) —d(n(t,u)) <e+e< 2 Vt>0. (1.8)

Suponha que u € ¢\ (¢ “UN;) e n(s,u) € ¢t \ ((bC_GUNg) para
s € [0,t], observe que por (i) e da continuidade de 7, isso sempre ocorre para
t suficientemente pequeno, assim, de (1.4), n(s,u) € Y e f(n(s,u)) = 1 =
g(n(s,u)). Assim,

_ 0 dp(n(s, u))
2¢ /t Tds

= /Oth(|IW(77(8,U))II)<¢’(U(8,U))7W(n(8,U))>ds,

sendo W um campo pseudo-gradiente para ¢, obtemos

22 [ (W (n(s, ) )16 (s, )3
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De (1.8), segue-se que

2 > b/Oth(IIW(n(S,U))II)chﬁ’(TI(&U))IIdeS

> [ W s, ) DI (ots, s
> [ naw s, ) W ot wds
= 2| [ et was

= Slgttw) —ul,

de (1.5), temos que

J
<.

t — <
It w) =l < % <

™y |~

Mostraremos que 7(t,u) € ¢°~¢ para algum ¢t € (0,1). De fato, suponha por
contradi¢ao que n(t,u) € ¢\ (¢° U Ns) para todo t € (0,1). De (1.6), temos

que

dp(n(t, u))

o < —h(IW @t w) Dl (n(t, w) - (1.9)

Se para algum ¢ € (0, 1), tivermos ||W (n(t,u))|| < 1 entdao h(||W (n(t,w))||) = 1,
e de (1.4) e (1.9), obtemos

dﬁb(n(t, U)) < —b2.

dt -
Por outro lado, se para algum ¢t € (0, 1), tivermos ||[W(n(t,u))| > 1 entdo
R([|[W (n(t,u))]]) = HWMIW’ e da definicao de campo pseudo-gradiente e de

(1.9), obtemos

as(n(t,w) _ 1

dt — 4

Consequentemente, para todo t € (0,1), nés temos
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W < —min{ibg}. (1.10)

Integrando (1.10) e comparando o resultado com (1.8), temos

1
min{,bQ} < 2€,
4
o que contradiz (1.5). Logo, existe t € (0,1) tal que n(t,u) € ¢ . Sendo
o(n(.,u)) ndo-crescente, concluimos que n(1,u) € ¢°~¢.

(v) Por construcao, temos que 7(t,.) é impar e as propriedades de semi-grupo

das solugdes de (x) nos permitem concluir que 7(t,.) é um homeomorfismo.
]

Apartir de agora, classificaremos os conjuntos compactos e simétricos de X

definindo, para cada j € IN, o conjunto

A; ={AC X :A écompacto, simétricoe y(A) > j}.
Além disso, dado ¢ : X — IR, definimos

Cj :CJ(¢)7.7 = 1727"'

por

= o, s o),

como A; D Ay D -+, temos que

—0<c <<

Teorema 1.2.2 (Multiplicidade) Suponha que ¢ € CH(X,IR) é par e satisfaz a
condigao (PS).. Se ¢; > —oo para algum j > 1, entdo c¢; é um valor critico de

¢. Mais geralmente, se



para algum k > j, entao

YK) > k—75+41.

Observacgao 1.2.1 Observe que, de fato, a seqgunda afirmac¢ao do Teorema acima
¢ mais geral do que a primeira, uma vez que na pior das hipoteses teremos k = j

na seqgunda afirmagao, e portanto v(K.) > 1, donde v(K.) # 0.

Demonstragao: Observemos que, como ¢ é par, entao K. é simétrico. Com

efeito, do Lema 1.2.1,

¢ (—u) =0
e
¢(—u) = d(u) =c
Isso mostra que
—u e K., YueK.. (1.11)
Logo,
-K.CK..

Por outro lado, de (1.11) também concluimos que u € —K,. para todo u € K..
Donde K. C —K_, isso mostra que K. é simétrico. Além disso, K. é compacto

pois se (u,) C K. entdo

¢ (u,) =0, YneN
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d(up) =c ¥Yne N

Sendo assim, da condicao (PS),, existe uma subsequéncia convergente (u;), ou

seja,

Up, —> u € X.

Sendo ¢ € C*(X, R), vem que

¢(u) =c e ¢(u) =0,
ou seja, u € K.. Mostrando que K, é compacto.

Vejamos que se

para algum k£ > 7, entao

Seja N D K. uma vizinhanga fechada, simétrica (obtida pela definicdo de

Teoria de G-indice) tal que,

Y(N) = v(Ke).

Entao, U = intN é uma vizinhanga aberta e simétrica de K.. Assim do Teorema
1.2.1, sabemos que existem € € (0,€) e n € C([0,1] x X, X) satisfazendo as
propriedades (7), (i), (ii7), (iv) e (v). Da definigdo de ¢ = ¢, podemos tomar

A € A tal que

mjxxgb <c+e.

Definamos B = A\ U. Assim, da defini¢ao de G-indice, obtemos
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l

A

=

=
I IA IA
=2 2 =2
CRCHE

(@
+ 4+

=

(N) (1.12)

pois

Id:A— BUN

é continua e impar. Como B = A\ U C ¢\ U, concluimos que

C=n(1,B) C ¢,

devido ao Teorema 1.2.1. Por outro lado, sendo B = A\ U = AN U* compacto,

pois A é compacto e U é aberto, entao C' também o é, visto que

n(t,-): X — X
é continua. Além disso, C' é simétrico, pois B é simétrico e n(1,-) é impar. De

fato,

-B = —(A\U),

sendo —Id injetiva, A e U simétricos, obtemos

—B = —A\-U
— A\U=B.

Além disso, sendo 7(t,.) impar e B simétrico



J& vimos que mc@xgb < ¢ — €. Assim, da definicao de ¢; = ¢ temos

’7(0) Sj_la

pois se fosse 7(C) > j, terfamos

c; = inf max¢p <maxo <c;, —e€
]AEAjA¢_C¢_J ’

o que é um absurdo. Da definicao de Teoria de G-indice, obtemos

v(B) <~(C) <j—1, (1.13)

pois

n(l,:):B—C

¢ continua e fmpar. Finalmente, da ultima desigualdade e de (1.13)

V(K) > k—j+1.

Teorema 1.2.3 (Clarke)

Seja ¢ € CYX,R)um funcional par satisfazendo a condi¢io de (PS)..
Suponha que,

(1) ¢ € limitado inferiormente;

(17) Eziste um conjunto compacto, simétrico K € A tal que

V(K) =k

max o < ¢(0).

Entao, ¢ possui pelo menos k pares distintos de pontos criticos com

correspondentes valores criticos menores que ¢(0).
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Demonstragao:

Consideremos os ntimeros c¢; definidos como anteriormente, onde

A;={AC X :A ¢écompacto, simétrico e v(A) > j}.

Assim,

c1<cp<c< -

Por (i) temos que
L = AlélAfl mgxxgb = 151(fgz5 > —00.

Por outro lado, por (i)

< ,alléljk m}z{xxgb < ¢(0).

Sendo ¢ um funcional par, segue-se do Teorema de Multiplicidade, que cada
c; ¢ um valor critico de ¢, mas observe que apenas isso nao nos diz que existem
pelo menos k pares de pontos criticos para ¢, pois esses niveis podem coincidir.
Se todos os c}s com j = 1,2,--- k forem distintos entao obtemos pelo menos k
pares de pontos criticos distintos para ¢, uma vez que se u é ponto critico para

¢ no nivel ¢, entdao —u também é. Além disso, temos

e <ep<eg<-oiap < 9(0).
Por outro lado se ¢; = ¢; = ¢, para algum ¢ < j < k, entao, do Teorema de

Multiplicidade,

e como 0 ¢ K., pois ¢ < ¢ < ¢(0) = 0, a proposigao 1.1.3, implica que K, possui

uma infinidade de pontos.

37



1.3 Aplicacao a um problema com simetria 7,

Consideremos o problema

—Au=u> em €
(P){ uw=0 em Of

onde Q ¢ IR é um dominio limitado com fronteira suave. O funcional

o) =5 [[19u — 7 [ w
estd bem definido e, argumentando como no Apéndice A, vemos que ¢ €
C'(H3(9),R) e seus pontos criticos sdao solugoes fracas de (P). Além disso,
sendo ¢ par, ele é Z,-invariante. Mostraremos que (P) possui uma infinidade de

solugoes.

Note que o funcional ¢ nao é limitado inferiormente, pois fixando u € H} (),

com ||u|| = 1, obtemos

1 1 1 t
t :f/ Vtul? — = | (tu)* = =t — — [ u*.
otu) =5 [ 1Vtuf = 5 [ (4w =52 = = [

Assim quando ¢t — oo, obtemos ¢(tu) — —oo. Ora, isso nos impossibilita
de aplicar o Teorema 1.2.3 diretamente ao funcional ¢. No entanto, tiraremos
proveito do fato de a nao-linearidade ser homogénea, e obteremos um funcional
auxiliar que verifica as hipoteses do Teorema 1.2.3 e cujos pontos criticos estao

em correspondeéncia biunivoca com os pontos criticos de ¢.

Consideremos o funcional

Vv Hy(Q) = R

definido por

v = ([ 1vuP) = [t =l ~ ful

Note que 1 estd bem definido e ¢ de classe C'(H} (), IR) com
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¢m0my=wmﬁl;MVh—4Lu%,
Yu, h € H}(Q).

Portanto,

Vip(u) = 6llul[*u — T(u),

com

T: Hy(Q) — Hy (),

sendo o operador compacto definido pela igualdade

Tu, :4/ 3,
(T'u,v) |
onde (.,.) denota o produto interno de H}(2).

O funcional v esta associado ao problema

—6[jul|*Au =4u®>  em Q
(Pa) { u =0, em 0 °

Mostraremos que v é limitado inferiormente. De fato, segue-se das imersoes

de Sobolev que

Y(u) = [lull® = fuli = flul® = Cilul;.

Assim, quando |Ju|| — oo, teremos ¥ (u) — co. Ou seja, 1) é coercivo e portanto

limitado inferiormente.

Veremos agora que 1) satisfaz a condi¢ao (PS).. Para isso, seja (u,) C Hy ()

tal que

P(uy) = ¢ e P'(u,) — 0.

Assim, existe Cy > 0 tal que
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Co > ¢(un) > Jlun|® — Cilluall*, (1.14)

como ¢/ (u,) — 0 em H~() entdo

Vi(u,) — 0 em H(S),

ou seja,

6||twn||*tn — T(uy) — 0. (1.15)

De (1.14) concluimos que (||u,||) é limitada. Logo, passando a uma

subseqiiéncia temos que

u, —u em HJ(Q)

|un|| — a > 0.

Se a = 0, entao u,, — 0 em H} (). Agora, se a > 0 entao existe ng € IN tal

que

llunl >0, Vn > ng.

Dai, podemos escrever

1

T 6l

{6HUnH4un - T(“ﬂ) + T(“ﬂ)]’

U

De (1.15), segue que

1
Un = T(u) em Hg(Q).

Mostraremos agora a relagao existente entre pontos criticos de ¢ e de ¢.
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Proposigao 1.3.1 Seu € Hj(2) € ponto critico nao-nulo de ¢ entdo

2u
V= ———
V6| ul?

¢ ponto critico nao-nulo de ¢.

Demonstragao:

Observe que u # 0 é ponto critico de 1 se, e somente se, u é solugao fraca do

problema

—6[jul|*Au=4u®* em Q
u =0, em Of)

isto é,
6wl /Vth — 4/u3h, Vh € HL(Q). (1.16)

¢ _ 2u
Dali, sendo v = NGITEL obtemos

& w)h = /VvVh—/v3h
2 8 \
- i ||u||2/Vth—(\/6>3 ||u||6/u h.

De (1.16), segue-se que

Sw)h = VGHQUHQ/WW_W <6 | ||4/Vth)

/ VuVh — / YuVh

2 2
V6 [ uf? V6 || u ]2

= 0, Vhe H\(Q).

Mostrando que v é ponto critico de ¢.
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Teorema 1.3.1 O problema (P) possui uma infinidade de solugies.

Demonstragao:

Observemos primeiramente que 1 é par

Y(—u) = | —ul® | —ulj
= lul® = Juli

= ¥(u) , Yue Hy(Q).
Ja vimos que
e ) ¢é limitado inferiormente.

e ¢ satisfaz (PS)..
o ¥ CUHIO), ).
Agora, veremos que dado k € IN arbitrario, existe um conjunto compacto,
simétrico K € A tal que
Y(K)=k e supy <0.
k

De fato, seja X o subespaco gerado por k autofuncoes, as quais pertecem

respectivamente aos k primeiros autoespagos do problema de autovalor

—Au=M u em
u=20 em Of)°

Comodim Xy =k <ooe

X C L4(Q>,

existe a > 0 tal que

1
aluls < fluf] < ~ula.

Com efeito, sendo dim X}, < oo existem C,Cy > 0 tais que
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Ciluls < Jlul] < Coluly, Vu € X,

ver [21], tome a > 0 tal que

1
G<Cl e *>CQ
a

ou seja
1
O<a<(C; e O0<a< .
Co
Logo,
() = ul® — Juli
1
< iyl — [yl
> a|u|4 |uly
1
— Jult (Sl - 1),
assim, se
0<uf <2.=¢,
2
obtemos

1
U(u) < —5ulf <0,

Portanto definindo o conjunto

5
K:{ueXk:%gﬂquaé},

temos que K € A e supy < 0, pois K é fechado e simétrico e

)
T < lull < as

implica
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ad 1
— < —|u|sy e aluls < ad,
2 a

ou seja

2
%5 < |uls < .

Donde

10_&42 2 2
401 = 0% < Julf < 0.

Logo, t/(u) = —3fuf} < 0.
Além disso, como X}, é isomorfo a IR®, podemos identificar K com um anel K

de TR¥ e as inclusoes

St c K c IRF\ {0}

mostram que

Y(SF) < y(K) < AR\ {0}),

isto é,

k<~(K)<k.

Portanto (K) = k e consequentemente y(K) = k, pois se

go:]R{“—>Xk

é um isomorfismo, A C IR* e B C X, sdo tais que

p(A)=B ¢ y(4) =k,

entao existe uma aplicagao fmpar

¢ € C(A, IR\ {0}),
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logo

Eoy € C(B, R\ {0})

¢ impar e

V(B) < k.
Se fosse y(B) = j < k teriamos

feC(B IR\ {0}),

e impar. Dai, existiria

fopeC (AR\{0})

impar. Donde

v(A) <j <k,
o que é um absurdo. Logo v(B) = k.

Portanto, do Teorema de Clarke, existem pelo menos k pares distintos de
pontos criticos para o funcional . Como k£ € IN é arbitrario obtemos uma
infinidade de pontos criticos para 1) e consequentemente uma infinidade de pontos
criticos para o funcional ¢. Mostrando que exitem infinitas solucoes para o
problema (P).

Proposicao 1.3.2 O funcional 1) possui no mdximo um numero finito de pontos
criticos em cada subespaco de dimensao 1.

Demonstracgao: Seja V' um subespaco de dimensao 1 e suponha que 1) admite

uma infinidade de pontos criticos

Uy = Qy, + U,

45



onde (a,) C IR é uma sequéncia de termos todos distintos e u # 0.

Assim

6| vt * /Q V(anu)Vh = 4 /Q (aqu)*h, Vhe HH(Q).

Dai, para h = «a,u, obtemos

6l *lemull* =4 | cmu I3

donde

Gag||ull® = dap|ulj.
Assim
6 2|u|3 4

T

Podemos supor que os a,, sao todos nao-nulos uma vez que sao distintos. Logo,

a2 =C>0.

Portanto, ou («y,) é constante a partir de um determinado indice, ou (a,,) pode
ser decomposto em duas subsequiéncias constantes. Os dois casos contradizem o

fato de («,) ser uma sequéncia de termos todos distintos.
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Capitulo 2

O problema subcritico

2.1 Os principais resultados

Neste capitulo estudaremos o problema

(P) —]\/[(/Q|Vu]2>Au = alu|T?ut |ulP?u,Q
u = 0 , 082

onde ]l < ¢g<2<p<6,a>0 Q2cIR éum dominio limitado com fronteira

suave e M é uma funcao continua.

Uma vez que estamos considerando N = 3, segue-se que o numero 6 ¢ o

expoente critico no Teorema de imersao de Sobolev, ver [7].

As hipdteses sobre M sao as seguintes:

(M) existe mgy > 0 tal que

M(t) > mg, ¥t > 0;

(My) existe b > 0 tal que
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M(t) > bt,Vt > 0.

Observagao 2.1.1 Da hipdtese (Ms), existe t* > 0 tal que para t > t*, teremos
M(t) > gt e portanto, obtemos ¢ € R tal que

— b
M(t) > c+ Zt2’

_ t
onde M(t) = / M (s)ds. Por outro lado, a hipétese (My) implica que
0

o~ b
M(t) > 5zfQ;Vt > 0.

s

Um tipico exemplo de funcao continua verificando (My),(Ms) e (My) €

exatamente a func¢ao

M(t) = mg + bt; Vt > 0,

a qual aparece na motivacao fisica.
Os principais resultados deste capitulo sao os seguintes:

Teorema 2.1.1 Se (M) e (Ms) ocorrem e 2 < p < 4, entao o problema (P,)

possui infinitas solugoes nao-triviais para todo o > 0.

Teorema 2.1.2 Se (M;) ocorre e 4 < p < 6, entdo existe a* > 0 tal que o

problema (P,) possui infinitas solugdes nao-triviais para todo 0 < a < .

Teorema 2.1.3 Se (My) ocorre e p = 4, entdo (P,) possui infinitas solugoes

nao-triviais quando

onde

2
Sy = inf HuH

weH Q) | u |3
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Tais resultados serao provados com o auxilio do Teorema 1.2.3.

Dizemos que v € H}(Q2) é uma solugao fraca do problema (P,) se para cada
h € H}(Q)
M(| v ||2)/VvVh—oz/|v |q‘2vh—/|w P2 uh = 0,

onde || v ||?= / | Vo . Por usar o método variacional, obteremos solugdes fracas

de (P,) encontrando pontos criticos do funcional F : H}(Q2) — IR dado por

Flo) =530 =% [ 1o — [ 1o,

onde M(t / M(s)ds, o qual estd bem definido e é de classe C'(H}(Q), R)
pois M é continua e satisfaz (M;) (ver Apéndice A). Note que
F'(0)h = M(|| v H?)/ww - a/ |0 ]9 vh — / v =2 vh

para toda h € H}(Q). Assim, pontos criticos de F' sao solugoes fracas de (P,).

2.2 Ocaso2<p<i4

Lema 2.2.1 O funcional F' € limitado inferiormente.

Demonstragao:

De fato, de (M) e das imersoes de Sobolev, segue-se que existe t* > 0 tal que

para || v ||> t* obtemos

1~ o' 1
F(v) = 5vau%—f/wvv—f/|wp
> vt -2

s vl ——= v’ +*
qS¢ pSp

sendo 1 < ¢ < 2 < p < 4, concluimos que F é coercivo e portanto ¢ limitado

inferiormente.
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Lema 2.2.2 O funcional F' € par.

Demonstracgao:

Basta notar que

F(-v) = ;m o) =2 [1=ofr— [1-vp

1
= S /|v|q fer

= ()VUGH(Q

Lema 2.2.3 O funcional F' satisfaz a condi¢ao Palais-Smale.

Demonstragao:

Seja (v,) C H(R2) uma sequéncia Palais-Smale para o funcional F, isto ¢,
F(v,) = ce F'(v,) — 0. Sendo F coercivo, (v,) serd limitada, pois do contrério

existiria uma subsequéncia (v,) com

| on [|— oo,

como F' ¢ coercivo, teremos F(v,) — oo o que é um absurdo. Segue-se da
reflexividade de H}(Q) (ver Apéndice B) e das imersdes compactas de Rellich-

Kondrachov (ver [7]), que existe v € HJ () tal que, a menos de subsequéncia,

obtemos
v, — v, em Hy(Q), (2.1)
v, — v em L'(Q),1<r <6, (2.2)
v, || — a. (2.3)
Logo
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on(1) = F'(v,) (v, — v). (2.4)

De (2.2), obtemos

J o 1772 (o = 0) = 0u(1)

a/ | vn 1972 vn (v, — v) = 0,(1),

o que implica

F'(0a)(vn = v) = M|l 00 ) [ Vou(vn = v) + 0,(1),

e portanto, de (2.4) obtemos

M(| v ||2>/wnvwn —v) = on(1).

Segue-se de (2.3), de (M) e da continuidade de M que

mo < M(|| v [?) < C,

para algum C' € R Assim

/vunw}n — ) = on(1),

isto é,

| v |I2 —/anVv — 0,(1).

De (2.1) e (2.3) concluimos que

a=[[v].
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Uma vez que v, — v em H}(Q), || va ||| v || e H3 () é uniformemente
convexo, concluimos que v,, — v em Hj (). Mostrando que F verifica a condicao

Palais-Smale.

Lema 2.2.4 Dado k € IN, existe K C H} () compacto e simétrico tal que

YK)=Fk e SEEF(U) < F(0).

Demonstragao:

Com efeito, seja k € IN fixado arbitrariamente. Consideremos um subespaco

de dimensao &k

X = (e1,€2,...,€x)

de H}(2). Sendo X;, C H}(Q) de dimensao finita, existe C(k) > 0 tal que

—CO(k)|v||* > —/\qu, Yo € X

Logo, se [|v|| < 1 segue da continuidade de M e da desigualdade acima que

existe ¢ > 0, tal que

R o} 1
Fv) = M) —=|v|¢—=]v
(v) MUl =2 1wl = vl

q

IN

0%
ﬂMV—EC%WMH

Assim, teremos

Flo) < ol {elplPe - Sc)

Tomando § > 0 tal que § < 2C(k) temos que

5:30@9—5>0
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o] - joaf) < -3

sempre que

v < ¢.

O que ocorre quando

A=
ol <{=] -
c

1

Assim tomando R = min {1, (CC')H}, temos que, para |[v]| < R

F(v) < =6R? < 0.

Definindo

R
K:{veXk:||vH:2},

concluimos que K é compacto, pois é um subconjunto fechado e limitado de um

espago de dimensao finita, é simétrico, v(K) =k e

sup F(v) < —6R? < 0 = F(0).

veK

Teorema 2.2.1 Se (M) e (M) ocorrem e 2 < p < 4, entdo o problema (P,)

possui infinitas solugoes nao-triviais para todo o > 0.

Demonstracao:

Dos Lemas que provamos acima, concluimos que o funcional F' satisfaz as

hipoteses do Teorema de Clarke. Logo, F' admite pelo menos k pares de pontos
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criticos com energias negativas. Uma vez que k foi tomado arbitrariamente,
concluimos que F' possui uma infinidade de pontos criticos com energias negativas,
mostrando que o problema (P,) possui infinitas solugoes nao-triviais, qualquer

que seja a > 0.

Observagao 2.2.1 Ressaltamos que se vale apenas a hipdtese (My) no caso
anterior, ainda € possivel garantir a existéncia de infinitas solugoes quando o
parametro a assume valores suficientemente pequenos. Para isso, basta proceder

CoOmo Mo €caso que se seque.

2.3 Ocaso4<p<6b

Neste caso, é possivel que o funcional F' nao seja limitado inferiormente, com
efeito, se tomarmos M : IR, — IR;, como sendo M (t) = mg + bt, entao fixando

vy € HY () com || vy ||= 1, segue-se que para cada t > 0

m b « 1
Fltw) = —ﬂun@W4~wu%H4——/|wow—7/\wow

= D0 —f/wmwﬂ—a/wﬂwp

Sendo 4 < p < 6, obtemos F(tvg) — —oo quando t — 400 e portanto nao
podemos aplicar o Teorema de Clarke diretamente ao funcional F', no entanto,
contornaremos esta dificuldade definindo um outro funcional, que verifica as
hipoteses do Teorema de Clarke e possui uma certa relagao com o funcional F'.

Para isso, observemos que de (M;) e das imersoes continuas de Sobolev

Fo) = 30 =5 1ol = [fop

m a
> Tt =2 o~ v P
qS¢ pSp
= g(ll v ?),
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onde
(6% q 1 P
S5

pSp

t3 —

mo
g(t) =—-1- q
qS5¢

Vejamos que existe a* > 0 tal que se 0 < a < a*, entao g assume valores

positivos. Com efeito, se
2

0<t< (2577105”5>p_2 :

entao
1
Moy " 45 >0,
2 pS2
Assim, pondo
t= (mOSZ)p ,
temos que
mo- o _g 1 »
g(t) = —t— —5t* — —5t2 >0
2 g8 vSh
sempre que
mo- _p a -4
U s 7
2 pS? qSé

mas para que essa ultima desigualdade ocorra é suficiente tomarmos

q

5’2

0<a<
t§

Assim, para 0 < a < o o grafico de g serd da forma

Definamos agora o funcional auxiliar
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" >~

g = 550 1) =2 [ 1o 2D o,

onde ¥ : Ry — IR, é tal que ¥ € C*°(IR,), é nao-crescente e

1, se t<A,
‘M):{o, se t> B,

com A, e B, sendo as respectivas raizes da aplicacao g. Observe que J estd bem

definido e J € C'(H}(Q),R) (ver Apéndice A), com

s = M= 2 o o] feoen

(o)) [Jor2eh—a[v]on

Além disso, de (M;) e das imersoes continuas de Sobolev

s0) = SR =S [ o=t

Mo a Y(l o)
> ol —— vl ———== v

qS¢ pSp

onde,




O grafico de g coincide com o grafico de g quando ¢ € [0, A,] e g é positiva no

intervalo (A,, 00), conforme ilustra a figura abaixo.

Observe que

J(w)=F(v), se |[v|< Aa,

1~ o
Ty =5 (v ) =% [ 1ol se vl Ba

Agora, veremos que o funcional auxiliar J verifica as hipoteses do Teorema de
Clarke.

Lema 2.3.1 O funcional J € limitado inferiormente.

Demonstragao:

Sabemos que se || v ||*> B, entao

I = G =S [ ol

L (0%
Pl =25
q54

v

sendo 1 < ¢ < 2, segue-se que J é coercivo e portanto é limitado inferiormente.
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Lema 2.3.2 O funcional J verifica a condigao Palais-Smale.

Demonstragao:

Seja (v,) C Hg(Q) tal que J(v,) — c e J'(v,) — 0. Como j& vimos, sendo J

coercivo, (v,) serd limitada. Dai, a menos de subsequéncia

v, — v, em H;(Q); (2.5)
vy, — v em L'(Q),1<r<6; (2.6)
v, || — a, (2.7)
logo
on(1) = J'(v,) (v, — ). (2.8)
De (2.6),
(l| v 2) [ 1on 772 0n(on = v) = 0a(1)

a/ | n |72 vy (vp — v) = 0,(1).

Segue-se que

T =0) = MO0 )= 2 oW 0 )] f 990 =)

+ o,(1),

e portanto, de (2.8) obtemos

M 1) =2 o B )] [ 90,70 ) = 000,

Segue de (M), da continuidade de M e do fato de ¥ € C'*°(IR,) ser ndo-crescente,
que existe C' > 0 tal que
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2
mo < | M(|| vn [I*) ~ [ o [5 9 ([vn [P)]| < C
e assim
/anV(vn —v) = 0,(1),
isto é
| v |I2 —/wnvu — 0,(1)
e portanto

a=[lv].

Uma vez que v, — v em H}(Q), || va ||| v || e H}(2) é uniformemente
convexo, concluimos que v, — v em Hg (). Mostrando que J verifica a condigao

Palais-Smale.

[
Lema 2.3.3 O funcional J € par.
Demonstracgao: Observe que
1/\ V(|| —v
Jev) = SH( v ) - O‘/|—v|q—<”p“‘”/|—v p
1= [ o]l
= GMlo ) =7 [ 1v] /|
= J(v),Yv € H, (Q)
|

Lema 2.3.4 Dado k € IN existe K C H}(S)) compacto e simétrico tal que
Y(K)=k e supJ < J(0)=0.
K
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Demonstragao:

Consideremos um subespago de dimensao k

Xk = <617627"'76k>

de H}(€). Sendo X, C H}(Q) de dimensao finita, existe C'(k) > 0 tal que

—CHllollr = = [lofr, Vo € X;.

tomando p > 0 tal que para 0 <|| v ||= p, tenhamos 0 <|| v [|?< A,, temos que

1~ a 1
J)=Fw)=-M(lv]})—=|v|i——]v].
2 q P

Dai procedendo exatamente como na prova do Lema 2.2.4 podemos obter R > 0

e 0 > 0 tais que

F(v) < —dRY,

para todo v € Xj, com || v ||= £. Assim, tomando a = min{p, £}, segue-se que

J(v) = F(v) < —da?

para todo v € Xy, com || v ||= a.

Definindo

a
K={vexifvl=3}.

concluimos que K é compacto, simétrico, yv(K) =k e

sup J(v) < —da? < 0 = J(0).
veEK

Agora estamos em condig¢oes de provar o
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Teorema 2.3.1 Se (M;) ocorre e 4 < p < 6, entdo existe o* > 0 tal que o

problema (P,) possui infinitas solugdes nao-triviais para todo 0 < a < .

Demonstragao:

Dos lemas que provamos anteriormente, concluimos que J verifica as hipdteses
do Teorema de Clarke e portanto existem, para cada k € IN, pelo menos k pares de
pontos criticos com energia negativa para o funcional J, isto é, J possui infinitos

pontos criticos com energia negativa.

Portanto, para cada ponto critico v de J obtido pelo Teorema de Clarke, temos
que g(|| v ||*) < J(v) < 0 edal, || v ||?°< Ay e J(v) = F(v). Mais geralmente,
da continuidade de J, concluimos que existe um aberto U contendo v tal que
J(u) < 0 para todo u € U. Dai, concluimos que J(u) = F(u) < 0 para todo
uel.

Ora, isso nos diz que F’'(v) = J'(v) = 0. Mostrando que cada ponto critico
de J obtido acima é ponto critico de F' e portanto, se ocorre (M;) e 4 <p <6 o

problema (P,) possui infinitas solu¢oes nao-triviais quando 0 < a < a*.

24 QOcasop=14

Lema 2.4.1 O funcional F' € limitado inferiormente.

Demonstragao:

De (M,), temos que

Fo) = 53001 =5 [1olr =3 [ 1of

2
b « 1
> ol ——z vl v
4 qS3 4532
1 1 o'
= (- o= iore
4 454
sendo b > % el < q < 2, concluimos que F' é coercivo e, por ser continuo, é
4

limitado inferiormente.
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Repetindo os mesmos argumentos dos Lemas 2.2.2, 2.2.3 e 2.2.4 é possivel

provar os Lemas abaixo
Lema 2.4.2 O funcional F' € par.
Lema 2.4.3 O funcional F' verifica a condi¢ao Palais-Smale.
Lema 2.4.4
Dado k € IN eziste K C Hy(2) compacto e simétrico tal que
v(K)=k e sg{pF < F(0) = 0.
Agora estamos em condigoes de provar o

Teorema 2.4.1 Se (My) ocorre e p = 4, entdo (P,) possui infinitas solugoes

nao-triviais quando

1
b> —,
Si
onde
2
Si= it Ml
weHI(Q) | u |]
Demonstragao:

Dos Lemas acima, segue que o funcional F satisfaz as hipoteses do Teorema de
Clarke, logo F' possui uma infinidade de pontos criticos com energias negativas,

mostrando que o problema (P,) possui infinitas solugoes nao-triviais quando

b> —.
St
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Capitulo 3

O problema critico

3.1 O principal resultado

Neste capitulo estudaremos o problema

(P) —M(/Q\Vu\Q)Au = alul?ut |ul|tu,Q
u = 0 , 082

onde 1 < ¢ <2, a>0 QcCIR éum dominio limitado com fronteira suave e M é
uma func¢ao continua. Observe que sendo N = 3 o nimero 6 é o expoente critico

da imersao de Sobolev.
As hipéteses satisfeitas por M sao as seguintes:

(M) existe mg > 0 tal que

(M) existe 4 < 0 < 6 tal que

1~ 1
5M(tz) - 5M(t2)t2 > 0;

Observacgao 3.1.1 Um tipico exemplo de funcao continua satisfazendo (M) e
(M3) € a fungao

M(t) = mg + bt, vt > 0,
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onde mg >0 e b > 0. Tal funcao € exatamente aquela que aparece originalmente

no trabalho de Kirchhoff [20].
O principal resultado que veremos neste capitulo é o seguinte:

Teorema 3.1.1 Se (M;) e (Mj3) ocorrem, entao existe a* > 0 tal que o problema

(P,) admite infinitas solugoes nao-triviais quando 0 < a < o*.

Este Teorema sera provado com o auxilio de um Lema de Multiplicidade.

Dizemos que u € Hj(£2) é uma solugio fraca do problema (P,) se para cada
h € H}(Q)

M(||u||2)/vth—a/|u|q—2uh—/|u|4uh:o,

onde || u [|*= / | Vu |?. Por usar o método variacional, obteremos solugoes
Q
fracas de (P,) encontrando pontos criticos do funcional F' : H}(Q) — IR dado

por

Fl) = 58 )= [ Jupr = [ Jul

_ t

onde M(t) = / M(s)ds. F estd bem definido e é de classe C'(H}(Q2),R) pois
0

M é continua e satisfaz (M;) (ver Apéndice A). Note que

Fl(u)h = M(|| u H?)/vuw—a/yuyﬂ uh—/yu|4 uh,

para toda h € HJ(£2). Assim, pontos criticos de F' sao solugoes fracas de (P,).

Nao é possivel aplicar o Teorema de Clarke, como fizemos anteriormente,
diretamente ao funcional F', pois o mesmo pode nao ser limitado inferiormente.
Logo, procederemos como no caso 4 < p < 6, definindo um funcional truncado J
que é limitado inferiormente. No entanto, ainda nao poderemos aplicar o Teorema,
de Clarke ao funcional .J, como fizemos no caso 4 < p < 6, uma vez que, neste
caso, o funcional truncado verifica apenas uma condicao Palais-Smale local. No
entanto, argumentando como em [5], obteremos determinados pontos criticos de

J 0s quais também sao pontos criticos de F'.
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Note que , de (M;) e das imersdes de Sobolev

F) = SH(uP) /|u\q Sl

mo

> lullf —— 3HUH6
2 ¢Sz 69
= g([ulP),
onde
mg a g I 5
1) = —t — —t3 — —°
9(t) 2 qS2 653

Observagao 3.1.2 Argumentando como no caso 4 < p < 6, vemos que existe
o > 0 tal que se 0 < a < a, entdo g assume valores positivos. Assim, para

0 < a<a® o grdfico de g serd da forma

Definamos entao o funcional auxiliar

a0 = 55w B =S [ o 2D fop

onde ¥ : IRy — R, ¢é tal que ¥ € C*(IR;), é ndo-crescente e

1, se t< A,
\I’(t):{o, se t> B,
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com A, e B, sendo as respectivas raizes de g. Observe que J estd bem definido
e J e CYH}(Q),R) (ver Apéndice A), com

T@h = (o) -5 10w )] [voen

(v l®) [ 1ot oh—a [ o2

Além disso, de (M;) e das imersées continuas de Sobolev

s0) = SHAIR =2 fop -0 £y

Y(llvl?)

e A T i

qS. 7

onde,

mo a g \If(t)tg

O gréfico de g coincide com o gréafico de g quando t € [0, A,] e g é positiva em

[A,, 00). Conforme a figura abaixo.

Observe que
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1~ o
Ty =Ml )= [ 1ol se |v]*> Ba

No que segue mostraremos que J verifica uma condicao Palais-Smale local.

3.2 A condicao Palais-Smale

O préximo Lema é de fundamental importancia na obtencao de uma condigao

Palais-Smale local para o funcional truncado J.

Lema 3.2.1 Seja (v,) C H}(Q2) uma sequéncia Palais-Smale limitada para o
funcional F'. Se

c < Cl (mgS) — 5 anfq’

6 q

onde Cy = 5 — ¢, Cp = (% - %) | Q \Gc%q eCy, = (%)E - (%)H s@o constantes

positivas. Entao existem uma subsequéncia (v,) C HJ () e v € HL(Q) tais que

v, = v em Hy(Q).

Demonstragao: Seja (v,) uma sequéncia Palais-Smale para F', limitada, isto

F(v,) —c e F'(v,) — 0 em H Q).

Segue-se, da reflexividade de H} (), das imersoes de Rellich-Kondrachov e do

Lema 2.0.4(ver Apéndice B) que, a menos de susequéncia, vale
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v, — v fracamente em H; () (3.1)

v, — v em L'(Q), 1<r<6 (3.2)

vp(z) = v(z) qt.p. em Q (3.3)

| vn(z) |< h(z) qtp. em Q he L*Q) (3.4)
| vn [|[— a, em IR (3.5)

Por outro lado, do Lema de concentragao e compacidade de Lions (ver Apéndice
B), temos que existem duas familias (y;)jen € (v;)jea de nimeros reais nao-
negativos e uma familia (7;);cn de pontos do IR, onde A é um conjunto de

indices no maximo enumeravel, tais que

Vo [P 2] Vo P 4p (3.6)
| v =0 =|v |® +v, (3.7)

onde,

=Y 0y, € v=">> 10,

jeA jEA
Fixemos k € A e consideremos a aplicacio ¢ € C5°(IR), tal que 0 < ¢(z) <
L, VeelR, |Vo|<2e

(1, zeB(01)
) = { 0, z€IR\B(0,2).

Para cada € > 0, defina

pela) = o ()

€

assim o, € C°(IR’), 0 < pe(z) <1, Vz e R, | V. [< 2 e

1, x € B(xg,€)
pe(r) = { 0, x <€ IR\B(xy,2¢).
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Observe que a sequéncia (p.vy,) é limitada em Hj(€2), pois

leanl® = [1V(ean) P
— /|Vg0€vn+<p€an |2
< 4/ | Voo, |2 +4/ | oV, |2

< 4 [ 1V Pl 4 v

Da desigualdade de Holder com os expoentes % e 3 temos

Fpevn [IP< 4| Ve 3] v fg +4 1| va ||

e da imersao continua H}(Q) < L%(Q), obtemos

Il pevn [IP< Cle) [ vn |I*-

Desde que (v,,) é limitada em H} (), segue-se que (¢v,) é limitada em H} ().

Sendo (v,) uma sequéncia Palais-Smale

F'(vn)(pevn) = on(1),

ou seja,

Ml v %) [ 0V () = [0 [ valowa) = o [ 00 172 valpea) = 0alD)

logo

M| va |?) [ 0nF0aV0c = [10a I oeta [ Ton [t o= () va |?) [ | Vvu [ geton(1).

Do Lema de concentragao e compacidade de Lions (ver Apéndice B) e da hip6tese

(M), segue-se que
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M| v |?) [ 0nV0aVee < [ 10 P ot Y v (0) +a [ vl

jEA

= mo [ V0 P pe—mo X i, (p) + on(1),

jeA

isto é,

M| v I?) [0V V00 < [ 1o P oot S vipde) +a [ o e

JEA

— mo [1 VU ge=mo 3 pyedes) + oalD)

JEA

Observemos que

o [Tvnl"ec=a [ [v]"oc+on1).

De fato, do Lema (2.0.4) (ver Apéndice B), temos que

| v () |7 0 —| v(2) | o qt.p. em

| vn (@) |7 0 =| vn(2) | pe < g% q.t.p. em €,

com ¢g?p, € L'(Q). Assim, do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

(ver Apéndice B), obtemos

o [Tvnltec=a [ [v]7octon(1).

Logo,

M| v |?) [ V0V < [0 ect Dvedas) +a [ o]

JEA

— mo/ | Vo |2 o — mg Z pipe(z;) + 0,(1).

JEA
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Passando ao limite superior de n — oo, teremos

T (v ?) [eVoVe. < [ 1ol oo+ Y vede) +a [ vl

JEA

mo/ ‘ Vo |2 Pe —WOZMJSOE x])

JEA
Vejamos agora que

J1vlec=odv), aflvltec=0(1) e mo[|V0[ o =o0(1). (33)

Para isso, basta notar que, quando ¢ — 0

) — 0, q.t.p. em £
)

— 0, q.t.p. em €,
my | Vo(z) |2 Spe(ff)XB(xk,ze)(x) — 0, q.t.p. em €

| 0(2) ® 0e(@)XBlay20 () <| v(z) |°, qt.p. em Q,
| 0(2) | @e(2)XB(ay,20 () <|

v(z) %, q.t.p. em £,
mo | Vu(z) |? 0e(@) X By .20 (2) < mg | V

v(z) |?, q.t.p. em €.

Assim, do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (ver apéndice B)
concluimos as convergéncias em (3.8). Portanto

lim | Tim M (]| v, [I*) / vnvvnvwe} < lim LZ% vjpe(;

Mostraremos agora que

) —mo Y Mj%(%’)] -(3.9)

JeEA

g [T 1) [ 2 90,7] =0
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De fato, uma vez que para cada n € IN, | Vv, |€ L*(Q) e | v,V. |€ L*(Q),
segue-se da desigualdade de Holder que

Ml wn ) [ 0nVoaVio < [MAoa ) [ 0,909,

< Mo |?) [ | 0aVeaVeo |

M v 1) Noa | ([ Ton Pl V0 )

IN

sendo (v,) limitada, M continua e supp(p.) C B(xy, 2¢), existe C' > 0 tal que

Mo ) feu¥ac<c ([, TaPIver) . @
B(xzy,2€)

T

Pondo f,(z) =| v,(x) |?| V() |2, segue-se de (3.3) e (3.4) que

fa(@) = (@) e | fal2) |< h(@)* | V(o) [P€ LN(Q), q.t.p. em Bz, 2),

onde f(z) =| v(x) |?| V() |>. Assim, do Teorema da convergéncia dominada

de Lebesgue (ver Apéndice B)

lim | on 2] Vg |2:/ |v |2 Ve 2. (3.11)
B(z,2¢) B(xy,2¢)

n—o0

Logo, de (3.10) e (3.11) concluimos que

=

2

n—oo

lim M (|| v, ||2)/vannchE <C (/ | v |?| Voo |2>
B(x,2¢)

Uma vez que | v [2€ L3(Q) e | Vo, |2€ L?(€), teremos novamente da desigualdade
de Holder que

2

3
( [ ive |3) (312)
B(x,2¢€)

W=

lim M (]| vy, ||2)/vannV<,06 <C </ | v ]6>
n—00 B(zy,2¢)
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Pela regra da cadeia, temos que

Ope(r) 1 0¢ (a:—a:k>

Ox; € 0x; €

T—Tg
€

(/ |we|3) =(/ |v¢|3) |
B(x,2¢) B(0,2)

Substituindo esta tltima igualdade em (3.12), obtemos

Considerando a mudanga de varidvel y = , obtemos

=
[V

(1708
B(0,2)

T M(|| o, [1?) /vananoe <C (/ | v yﬁ)
n—00 B(zy,2€)

ou seja,

n—00

%
Tim M(|| v, ||?) /vananoe <C (/ v |6> .
B(zg,2¢€)

Finalmente, definindo f(z) =] v(z) |° XB(zy,2¢) (), temos que

fo(r) =0 qt.p. em IR,

quando € — 0 e

| fe(@) I<] v(@) [°€ LY(Q).

Portanto, do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (ver Apéndice
B)

o=

hm</ |v\6> —0,
=0 B(z,2¢)

e consequentemente

lim {lim M(|| va |1?) /vananpe} = 0.

e—0 |[n—o0
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Dai, de (3.9), obtemos

0 < lim (Z vie(w;) —mo ) ujsoe(xj)) :

JEA JEA

ou seja,

0 <lim (/ pdv — mo/ <ped,u> .
e—=0 B(zy,2€) B(z,2¢)

Agora, veremos que

/ Y dv = / dv +o.(1) e mo/ gogd,u:mo/ dp + oc(1).
B(w,2€) {zx} B(zy,2¢) {zx}

Com efeito, temos que

Edu:/emealyem/ Eal:m/egﬂeal,
/B(mk’ze)sf? PeX B(zy,2¢) 0 Bmge)#) 1% 0 | PeXB(xy,2¢) M

onde,

Ce(T)X Bag,26)(T) — X{zp}(®) q.t.p. em

quando € — 0, e

| QPE(ZE)XB(J;]C’QE)(CL’) |§ 1 q.t.p. em Q.

Sendo 2 um dominio limitado, concluimos que 1 € L'(v) e 1 € L'(u). Logo, do

Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (ver Apéndice B), resulta que

/SOt:XB(Z‘k,QE)dV: /X{xk}dV—}-OE(l) € /SOEXB(a:k,Qe)d,u: /X{xk}dﬂ—i_oe(l)a

isto é,

/ RIS / dv +o.(1) e mo/ Yedpt = mo/ dp + o(1).
B(x,2€) {z1} B(x,2€) {z}
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Sendo assim, obtemos

0< dl/—m/ dp.
’ {z}

{zr}
Logo,
mo dp < dv,
{zx} {zx}
e portanto, vale
mop({zr}) < v({ae}). (3.13)

Por outro lado, temos

{xk} Zl/z x; {xk} =V

(IS

e
p({we}) =D wide,({2r}) =

(1SN

Ou seja,
v({ae}) =ve e p{z}) =
Do Lema concentragao e compacidade de Lions (ver Apéndice B), segue-se

que

1
1y > Svi Vi€ A (3.14)
Assim, comparando as desigualdades em (3.13) e (3.14), concluimos que

1
4% Z Mol Z Sulfmo,

e portanto, supondo que v = v({zx}) > 0, obtemos
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2
v > Smy.

Sendo assim

vp > (moS)2. (3.15)

Logo, a desigualdade em (3.15) ocorre para todo indice k € A tal que v e iy
sao positivos.

Argumentaremos agora com o intuito de mostrar que o conjunto de indices
A é vazio, isto é, os nimeros v; e u; sao todos nulos. De fato, suponhamos por
contradicao que exista uma infinidade de indices k£ € A para os quais vy e fuy
sejam positivos. Assim, de (3.15), a sequéncia (1) nao convergird para zero e

portanto a série

N

keA

divergird, contradizendo o Lema de concentragao e compacidade de Lions (ver

Apéndice B). Desta forma, concluimos que A é vazio ou finito.

Vejamos que A é vazio. Se A fosse nao-vazio existiria kg € A tal que

3
2

Njw

Vg, > (mpS)2 > C1(mgS)z,

onde 0 < C] = % — % < 1. Observe que

cton(l) = F(vn)—;F’(vn)vn
o 1= St ) o 1 —a (2= 1Y [ o g ;
= T 1) = Mo P o I = (5 5) [ 1ol 43 [ o

de (M3) e da definigao de ¢, obtemos

1 1
c+o,(l) > —a <q—9>/|yn |q—i—C’1/|vn 1% .
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Logo, de (3.7) resulta que

1 1
cton(l) > —al-—-= v|T+C v % .+ C ViOg,, (Pe
W = a(s=g) [1vra [ 1ol ot X ma e
1 1 6 3
(5 /|v|q+01/|v| oo+ Cy(moS)5.
Como

| v(2) |® pe(®)XBlap20 (x) — | v(2) |° q.t.p. em Q,

quando € — 00, e

6

[ 0(2) ° pe(@)XB(a.20(x) <] v(@) [© qtp. em €

segue-se, do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, que

1 1 3
c> —Q (q—8>/|v|q —|—Cl/|’U|6 +Cl(m05)§.

Aplicando a desigualdade de Holder para

|v|%€ Li(Q) e 1€ Lia(Q),

teremos

3 1 1 6—q %
> 2 — I 5 6 6
c > Ci(mpS) a(q 6’>|Q| </|U|) —|—C’1/|v|
— C’l(mOS)%—aC'g (/|U|6>6+C’1/|v|6,

onde Cy = (é - %) | Q |% Portanto, vale

¢ > Ci(meS) — aCh </|v |6)6+C'1/|v o (3.16)
Consideremos agora a aplicacao diferenciavel
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ft) = Cit® — aCyt?,t > 0.

Temos que

f'(t) = 601t° — qCrat?™" =0,

quando

- (1)
L 60, ‘

Além disso, é facil ver que £ é ponto de minimo global para f e que

_ CG%q 6
f(t) = -2 Cravs,
Cr e

onde

g\ [(q\Fa
c=(5)"-(5)

Note que C; > 0, pois 1 < ¢ < 2. Sendo assim, teremos
f@t) > f(t),vt >0,
isto é,

_6
cy 1 6
Cit® — aCht? > — =2 _C,ava; Yt >0,
o

1
em particular, pondo t = (/ | v |6> 6, segue-se de (3.16), que

c > C1(mgS) —C a1,

o que contradiz nossa hipétese inicial. Portanto v, = 0,Vk € A, isto é, A é vazio.
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Sendo assim, do Lema de concentracao e compacidade de Lions (ver Apéndice

B), concluimos que

[lonlte— [10]F ¥ GoIR),

e portanto

[lot= [1of.

Desde que (v,) é uma sequéncia Palais-Smale limitada, v, — v em L°(Q) e

v, — v em L(Q), concluimos que

T M (v [2) [l on = [ o fr+ [0l

Por outro lado, como v, — v e || v, || = a, temos que

M(a?) /ww - a/ | [o2 vh+/ o | vk, Vhe HL(Q),
e portanto

M@)o lP=a [ o]+ [ o],

De onde segue que

M([[oal*)lvall* = M (a®)]|v]]*.

Desde que M(||v,]|?) — M(a?), concluimos que || v, ||>—| v ||*.

Uma vez que v, — v, || v, || v || € H3(2) é uniformemente convexo, segue-se

que v, — v em H}(Q).
u

Para encerrar esta se¢ao provaremos um Lema que nos permite concluir que
os pontos criticos que obteremos para o funcional auxiliar J sao também pontos

criticos do funcional F'.
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Lema 3.2.2 (i) Se J(v) <0 entdo || v ||*’< A, e

para todo u em uma vizinhanca de v;

(17) existe a** > 0 tal que se 0 < a < &™ entao J verifica a condigcao Palais-

Smale para ¢ < 0.

Demonstragao:

(i) Se J(v) < 0 entdo

g(|| v |?) < J(v) <0,

Dai, || v ||*< Aq4. Sejar > 0 tal que || v [|?°< r < A, e consideremos o aberto

B, ={ue H)(Q) | ul*<r}.

Claramente || u ||?< A, para todo u € B, e portanto

J(u) = F(u), Yu € B,.

(71) Sendo J coercivo, se (v,) é uma sequéncia Palais-Smale para J, entao (v,,)

é limitada. Por outro lado, como

J'(v,) = ¢ <0,

segue-se que para n grande teremos J(v,) < 0 e, de (i), obtemos J(v,) = F(v,)
e J'(v,) = F'(v,), isto é, (v,) também é uma sequéncia Palais-Smale para F.
Ora, sendo (v,) limitada, segue do Lema 3.2.1 que existe a™* > 0 suficientemente
pequeno tal que para 0 < a < o™, (v,) admite subsequéncia convergente em

H; (), pois teremos

c<0<C’1(moS)% - —C,a%a,
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Mostrando que J verifica a condi¢ao Palais-Smale em qualquer nivel ¢

negativo.

3.3 Uma sequéncia minimax de valores criticos

Nesta se¢ao construiremos uma sequéncia minimax apropriada de valores criticos

para o funcional .J.

Lema 3.3.1 Dado k € IN, existe € > 0 tal que

Y(J ) >k,

onde J=¢ = {u € H}(Q) : J(u) < —¢}.
Demonstracgao: Consideremos um subespago de dimensao k

Xy = (e1,e9,...,6x)

de Hj(2). Sendo X, C H}(Q) de dimensao finita, existe C'(k) > 0 tal que

—Ck)|v|e > —/\qu, Yo € X

tomando p > 0 tal que para 0 <|| v ||= 7, tenhamos 0 <|| v ||*< A4, temos que

1 «

_ 1
J(U)ZF(U)=§M(IIUIIQ)—E!vlg—glvlg-

Dai procedendo exatamente como na prova do Lema 2.2.4 podemos obter R > 0

e 6 > 0 tais que

F(v) < —dRY,

para todo v € X com | v ||= £. Assim, tomando a = min{p, £}, segue-se que
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para todo v € X} com || v ||= a.

Definindo

K={veXy:|v|=a'},

concluimos que K C J~¢ é compacto, simétrico e v(K) > k. Logo,

Y(J ™) > y(K),

note que J~¢ é simétrico, pois J é par e J—¢ é fechado, pois J é continuo.

Definamos agora, para cada k € IN, os conjuntos

Ty ={C C Hy(Q): C ¢ fechado,C' = ~C e 7(C) >k},

K, = {v €H) Q) :J(v)=0 e J(v) :c}.

cp = C}glfk 316110) J(v).

Lema 3.3.2 Para cada k € IN, os niveis ¢, sao numeros reais negativos.

Demonstracao: Do Lema 3.3.1, para todo k£ € IN existe ¢ > 0 tal que

Y(J7) > k.

Observemos que 0 nao estd em J~¢, pois J(0) =0 > —¢, J ¢ = J ' {(—00, —€|}

é fechado, pois J é continuo, e J ¢ = —J ¢, pois J é par. Sendo assim, J € € I';.

Por outro lado,
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sup J(v) < —e
veJ ¢

e portanto

cr = inf sup J(u) < sup J(v) < —e < 0.
Celk yeC veJ €

Além disso, da limitacao inferior de J obtemos

—00 < ¢, Vk € IN.

O préximo Lema nos diz que, para cada k£ € IN e « suficientemente pequeno,

o conjunto dos pontos criticos de J no nivel ¢, é nao-vazio.

Lema 3.3.3 (de Multiplicidade)

Suponha que 0 < a < aj, com

a) = min{a*, o™},

onde o € obtido na Observacao 3.1.2 e o™ € obtido no Lema 3.2.2.

Assim, se
C=Cp = Cp41 = = Cltr,
entao
Y(K.) >r+1.
Demonstragao:
Supondo que
C=Cp=Cpp1 =" = Chayr <0,



temos que K, serd compacto. Com efeito, se (v,) C K, entao

J(v,) =0 e J(v,) =¢,YVn €N

e dai J'(v,) — 0 e J(u,) — ¢, isto é, (v,) é uma sequéncia Palais-Smale para
o funcional J. Sendo ¢ < 0 concluimos que existem uma subsequéncia (v,) e
v € H}(Q) tal que v, — u em H}(Q). Como J € C'(H}(Q), R), segue-se que

v € K., mostrando que K. é compacto.
Claramente K, = — K, pois J é par.

Suponhamos por contradi¢ao que

v(K,) <.

Sendo K. compacto, segue-se da definicao de indice, que existe U fechado e

simétrico, com

K.CU e 4(U)=7(K) <,

note que podemos tomar U C J°, pois K, C J° e J é continuo. Assim, do

Teorema 1.2.1, obteremos um homeomorfismo

n(1,.) + Hy(Q) — Hy(Q)

tal que

(L, JHNU) C I
para algum § > 0 com 0 < § < —c. Assim J* C J°. Da definicdo de cjy, = ¢

podemos obter A € T'y,, tal que

sup J(v) < ¢+,
vEA

isto é, A C J¢*° e portanto
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n(1,A\U) c n(1,J\U) C J°. (3.17)

Porém, sendo v(U) finito, teremos

donde

e portanto

Como n(1, A\ U) é fechado, simétrico e

(n(1,A\U)) >k,

concluimos que v(n(1,A\U)) € I'y. Mas isso contradiz a inclusdo em (3.17),

uma vez que

7(77(17‘4\7[])) € Fk

nos da

sup  J(v) > ¢ =c.
ven(1,A\U)

Portanto v(K,.) > r + 1.

Finalmente estamos em condigoes de provar o

Teorema 3.3.1 Se (M;) e (Mj3) ocorrem, entao existe a* > 0 tal que o problema

(P,) admite infinitas solugoes nao-triviais quando 0 < a < o*.
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Demonstragao: Suponha que as constantes

_OO<01§02S"'§CI§§"'<0

sejam todas distintas. Entao, sendo cada ¢, valor critico negativo de J,
concluimos que J admite infinitos pontos criticos com energia negativa e,
portanto, do Lema 3.2.2, ftem (i), concluimos que F' admite infinitos pontos
criticos com energia negativa. Por outro lado, se exitirem duas constantes

minimax ¢ € Cp4, tals que ¢y = k4, €ntao teremos

C=Ck = Cry1 = " = Clyr-

Logo, do Lema 3.3.3,

Y(K) >r+1>2.

Uma vez que 0 nao estd em K., K. é fechado, simétrico e v(K,) > 2, segue-se
do Lema 1.1.3 que K. ¢é infinito. Sendo assim, em todo caso, F' admite infinitos
pontos criticos com energia negativa e, portanto, o problema (P,) possui uma

infinidade de solugoes nao-triviais quando 0 < a < af.
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Apeéendice A

Funcionais Diferenciaveis

Definigcao 1.0.1 Seja ¢ : A — R onde A é um subconjunto aberto de um espago
normado X. Dizemos que @ possui uma derivada de Gateaur f € X' em u € A

se, para qualquer h € X,

lim 1 lo(u+ th) — o(u) — F(th)] = 0.

t—0

A deriwvada de Gateaux em u é denotada por @' (u).

Definigcao 1.0.2 Seja ¢ : A — IR onde A é um subconjunto aberto de um espago
normado X. Dizemos que p possui uma derivada de Fréchet f € X' emu € A

se
i o el ) = () = £ () =0,

Definigao 1.0.3 Dizemos que o funcional ¢ € C*(A,R) se a derivada de Fréchet

de ¢ existe e € continua em A.

Observe que todo funcional Frechét-diferenciavel ¢ também Gateaux-

diferenciavel, porém a reciproca nao é verdadeira. No entanto, temos a

Proposicao 1.0.1 Seja ¢ : A — IR onde A é um subconjunto aberto de um
espaco normado X. Se ¢ possui derivada de Gateaur continua em A, entao
p e CHAR).
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Demonstragao:

Sejam v € A e ¢'(v) a derivada de Gateaux de ¢ em v. Do Teorema do Valor
Médio, existe 6 € (0,1) tal que

[ e(v+h) =) = @) ) [ = [¢+0n)(h) = ¢v)(h) |
< 1@ (w+0h) = (u) x| Rl (A1)

Como ¢ possui derivada de Gateaux continua em A, entao dado € > 0,

encontramos ¢ > 0 tal que, para qualquer || h ||< 0 temos

| ¢ (u+0h) —¢'(u) [[x<e
Segue entao de (A.1) que

| o(u+h)—p(u) =@ (w)(h) [<el| h

de onde concluimos que ¢ possui uma derivada de Frechet e esta é continua.

Mostraremos agora, que os funcionais

Flo) =530 ) =% [ 1o = [ 1o,

a0 = 5o 1) =2 [ 1o 2D

com2<p<6eV¥:IR, — IR, étal que ¥ € C*(IR,), é ndo-crescente e
1, se t< A,
w(t) = { 0, se t> B,,
sao de classe C'(H}(Q2),TR).

Para mostrar que F,J € C'(H}(9),R), consideremos os funcionais Fy, Fy, I}
e Ji definidos por
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R = 5710 ), Balo) =S [ 1ol Faw) = [ TuP e no) = w(iol?) [ 1op.

Observemos primeiramente que ' = F} — Fy— Fye J = Fy, — F,— J; estao bem
definidos. De fato, se v € Hj () entao || v ||< oo e, além disso, sendo 2 < p < 6
e 1 < g <2, segue-se das imersoes de Sobolev que v € LP(Q2) C L9(2). Logo,

Fi(v) < 00, Fy(v) < oo, F3(v) <oo e Ji(v) < oo,
pois as fungoes M e U assumem apenas valores reais e portanto finitos.
Proposigao 1.0.2 O funcional F = Fy — F, — F3 € C'Y(H}(Q), R).

Demonstragao:

E suficiente provar que as derivadas de Gateaux de F}, F; e Fj existem e sao

continuas.
o Fi e C'(H)Q). R

De fato, sejam v,h € H}(Q), definamos as fungoes g : Ry — IRy e
f:0,1] — Rpor

g(s) = M(s) e f(r) =] v+rth|*.

Assim, para cada r € IR

logo
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Dai

Rt~ Rw)] = o [60) - GO)]. (A2)

Desde que a norma em H}(Q) é proveniente de um produto interno, segue-se
que a aplicagao p(v) =[] v [|?= [ | Vv |* é de classe C'(H}(Q), R), com
o'(v)h = 2/VvVh.

Logo, f(r) = ¢(v + rth) é de classe C'(IR), com

F1(r) = ¢ (v + rth)th = 2t / V(v + rth)Vh.

Sendo g e f diferenciaveis, temos que G é diferenciavel e portanto, do Teorema

do Valor Médio, resulta que existe 0 < 6 < 1 tal que

G(1)—G(0) = G'(9)
= [9(f(0))]
= J(f(0)f(0)
= 2tM(|| v+ 6th y|2)/V(v+0th)Vh.

Substituindo em (A.2) obtemos

1 [Fi(u+ th) — Fy(w)] = M(]| v+ 0th ||?) / V(v + 0th)Vh.

Uma vez que a aplicacao £ definida por

£(v) = / VoVh
é um funcional linear continuo sobre H}((2), segue-se que, quando ¢t — 0
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/V(v 4 Oth)Vh —> /VvVh,

além disso como M é continua

M([[ v+ 0th [|*) — M(|| v [|*).

Logo

M(|| v+ 0th ||?) /V(v 4 Oth)Vh —s M(|| v ||2)/ww,

e consequentemente

lim & [Fy(u + th) — Fy(w)] = M(]| v |2 [vovn

t—0 ¢

Mostrando que a derivada de Gateaux de F} existe e é dada por

Fl(0)h = M(|| v ||?) /VvVh.

Vejamos que a derivada é continua. Para isso, sejam (v,) C H}(Q) e
v € H}(Q) tal que v, — v em H} (). Entao,
| Fl(wa)h = F{@)h = M(|[ v ) [ VouVh =M (v |?) [ Vovh .

Somando e subtraindo o termo M(|| v, ||?) / VoVh, obtemos

| Flloa)h = Fl@h| < M(| v |?)] [ Vo.Vh = [ T0h]|

+ I/VvVh 1M (1 va 1) = Mo %) -

Sendo (|| v, ||) limitada, M continua e da desigualdade de Holder

| Fl(wa)h = Fi@)h | < N [ | Vo, = Vo[ VA
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+ Lo 1AM o 1) = Mo %) |
< Nilva=vllll 2]
+ o AT M va 1) = M(Fv 17) ] -

Tomando h € H}(Q) com || h ||< 1, teremos

1 FY(vn) = F{(0) | N [fvn —v |+ o IF M oa %) = Mo %) ] -

Como v, — v em H}(Q) e M ¢ continua, entao, passando ao limite de n — oo,

obtemos
I Fi(vn) = F{(v) [[— 0.
Mostrando que Fy € C'(Hy(92), R).
. By e CU(HY(Q), R

Sejam ¢t € Rtal que 0 < |t| < 1, v,h € H}() e a fungao f : [0,1] - R
definida por

fs)=Sv+sto].
q

Temos que:

f'(s) = at | v+ sth |72 (v+ sth)h,

f<1>=j|v+th|q

@ q
FO) = 1ol

Sendo f diferenciavel em (0, 1), entdo pelo o Teorema do Valor Médio, existe
6 € (0,1) tal que
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ou seja,

Cluath]t =L v li=at | v+ 0th |72 (v + 0th)h.
q q

Assim,

vt [t = vl =a vt oth [ (vt 6ih)h

Observemos que

fim & [ 0(2) + #h(2) [ = | v(z) [ = @] v(z) [*2 o(@)h(a). gtp. om O

;[I (@) +th(z) [* = Jv(@) [ < —(|v(z) [+ [ Ax) )7 [ h(z) |, ¢.tp. em Q.

Sy

Logo, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

im o+ th|f— | v =a|v|2h,
t—)()qt
e portanto
lim ~ [Fy(v + th) — B(v)] = Tim< [[lo+th]— vl
i 2 [P+ th) = B)] = Jim=s [ [[o+h [ =] o]

= a/|v|q_21)h,

mostrando que existe a derivada de Gateaux de F; em v com
Fi(v)h = a/ |0 |92 vk, Yh e HL(Q).
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Para ver que a derivada de Fy é continua, sejam (v,) C H3(Q) e v € H}(Q)

tal que v, — v em HJ (). Entao,

| Fy(oa)h = o] = la [ a2 vh—a [ Jo )72 on]
= ol [l v o[ 0)h

< a/“vnwvn—mw*%\|h|.

Como || v, |72 vu— | v |72 0| € LTT1(Q) e h € LI(1), com q;ql + L =1, segue-se

da desigualdade de Holder que

Q=

| Fy(wa)h = Fy(ua)h |< a||vg "2 vp— [0 [" 2w

g—1

Das imersoes de Sobolev, temos

| Fy(va)h = Fy()h |< aC| vg |2 va— [ v "2 0

o A
q—1

e tomando h € H}(Q) com || k ||< 1, teremos

q
q—1

| Fi(on) = Fa0) 772 (aC)# [ | o 1772 0= [0 12 0

Uma vez que v, — v em H; (), segue-se das imersoes continuas de Sobolev
que v, — v em L%(2), e de um resultado da Teoria da medida medida, existe

u € L1(Q) tal que

vp(z) — v(z) q.t.p. em Q

| v (2) |< u(z) q.tp. em S

Sendo assim, teremos

“ V() 1772 v, (@)= | v(x) |72 v(x)) — 0 q.tp. em Q

94



q
q—1

(| vn(@) [ + w(@) |7
< C(lu@) [* + [o(z) [7).

| va(2) 172 va(2)— | v(@) |72 v(2)

IN

Do Teorema da convergéncia de dominada de Lebesgue, resulta que

q—1 O7

Sl 2 va= w20

e consequentemente

| Fy(va) — Fi(v) |— 0.

Mostrando que Fy € C'(Hy(92),R).
e Fy e CY(HNQ), ).

Repetindo os mesmos argumentos utilizados para mostrar que Fj

CY(H}(Q),R), mostra-se que F3 € C'(H(Q),IR) e

Fi(v)h = / |0 [P~ oh.

Logo, F = F, — F», — F3 € CY(H}(Q),R) e

F'(v)h = F{(v)h — Fy(v)h — F3(v)h,

isto é,

Floh=M(| v ) [VoVh—a [ [0 oh~ [ o P2 oh.

Proposigao 1.0.3 O funcional J = F, — Fy, — J; € C'(H}(Q), R).
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Demonstragao:

E suficiente provar que a derivada de Gateaux de J; existe e é continua, pois,
Como ja vimos, Fy, Fy € C'(H(Q), R).

o J1 € C'(H)(Q),R)
Definamos o funcional

Ja(v) = T(|[ v [|).

Assim

Ji(v) = Jo(v) F3(v),

onde Fy(v) = %f | v |P. J& vimos que F3 € C'(H(Q),R), e, repetindo os mesmos
argumentos utilizados para mostrar que Fy € C'(Hj (), R), é possivel mostrar

que Jy € C'(H}(Q),R), com

To(0)h = 20(|| v H?)/ww.

Logo, J; € C'Y(H}(Q2),TR) e
Ji(v)h = F3(v)Jy(v)h + Jo(v) Fy(v)h,

ou seja,

2
/ _ < P 2 2 p—2
Rh=" [l W) [Fovhsw(o ) [ o) o

e Portanto J € C'(H; (), R) com

J'(v)h = F{(v)h — Fy(v)h — J;(v)h,

isto é,
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J(wh = M(||v ||2)/ww—a/ Lo |72 vh

2
_ p/ v [P (| v ||2)/Vth (|| v |?) / o P2 b,

ou ainda

s = M= 2 o o] feoen

— (o) [1or2eh—a [ o]
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Apéendice B

Resultados Importantes

Definigao 2.0.4 Sejam X um conjunto e T uma cole¢ao de subconjuntos de X

tal que:
(i) 0, X € 7;
(17) se Ay, As € T entdo Ay N Ay € T;

(i11) se {A;},c\ € T entdo U 4, € 7, onde A € um conjunto de indices.
JEA

Dizemos que T € uma topologia para X e que os conjuntos de T sao abertos
da topologia. Além disso, o par (X,7) € chamado de espago topolégico. Por
simplicidade, escreveremos apenas X quando estivermos nos referindo ao espago

topoldgico (X, T).

Definicao 2.0.5 Dizemos que um subconjunto A de um espacgo topologico X €

fechado se seu complementar X\ A € aberto.

Definicao 2.0.6 Dizemos que um espaco topologico X € Ty se para cada dois

pontos x,y € X distintos, existe um aberto contendo x e que nao contém y.

Definicao 2.0.7 Dizemos que um espaco topologico X € T, se para cada par
de fechados F e G disjuntos, existem abertos disjuntos U e V contendo F e G,

respectivamente. Se X €Ty e Ty dizemos que X € um espaco normal.
Proposicao 2.0.4 Todo espago topologico metrizavel é normal.

Demonstragao: ver [15].
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Teorema 2.0.2 (de extensao de Tietze)

Sejam C' C X um subespaco fechado de um espago topologico X normal e
f:C—1R

uma funcgao continua. Entdo existe uma extensdo

f: X —1R

de f que ainda € continua.
Demonstracao: ver [15].

Definicao 2.0.8 Seja Q C RY um aberto limitado e C*(Q;IRY) o espaco das
funcoes f: Q — IRY que sdo k vezes diferencidveis em ), tal que estas funcoes e

todas as suas derivadas de ordem k podem ser extendidas continuamente para .
Seja f € CHQ;IRY). Recorde que f'(x) € L(RY,IRY) e portanto, pode ser
representado por uma matrix n X n.

Seja S o conjunto de todos os pontos criticos de f e b & f(S)U f(09).

Definimos o grau topologico de Brower da aplicacdo f em relagdao a €2 no

ponto b como sendo o numero inteiro

0 ,se fH(b)
a(f,2.0) =1 Y sgn(Je(x)) ,se f7(b)

zef=L(b)
onde sgn € a funcao sinal, definida por

1 ,se t>0
sgn(t):{_l se t<0

e Jy representa a matriz jacobiana de f.

Observacao 2.0.1 E possivel estender a definicao de grau para fungoes que sdao

apenas continuas em ().

Teorema 2.0.3 (Continuidade): Sejam f € C;IRY) e b ¢ f(09). Existe uma
vizinhanca U de f na topologia de C(;RY) tal que, para toda g € U,

d(g,,b) = d(f,,b).
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Demonstragao: ver [19].

Teorema 2.0.4 (Invariancia do grau por Homotopia): Seja H € C(Q x
0,1];RY) tal que b ¢ H(9Q x [0,1)]). Entdo, d(H(.,t),Q,b) ¢ independente de t.

Demonstragao: ver [19].

Teorema 2.0.5 : O grau € constante, com relagao a b em cada componente

coneza de RV \ f(09).

Demonstracao: ver [19)].

Teorema 2.0.6 (Aditividade): Seja Q = Q1 UQy com Qq, Qo abertos, disjuntos
e limitados e seja f € C(QTRY). Se b ¢ f(0Q1) U f(0), entdo temos que

d(f,Q,0) =d(f,,b) +d(f,Q0,0).
Demonstragao: ver [19].

Teorema 2.0.7 (Normalizacio): Seja I a projecio canénica de Q) em RY, isto
é,1:Q— RN ¢ dada por I(x) = x. Entdo,

1sebe
d(I’Q’b):{ 0sebdQ.

Demonstracao: ver [19)].

Teorema 2.0.8 (Ezisténcia de Solugio): Sejam f € C(Q;IRY) e b ¢ f(09). Se
d(f,Q,b) # 0, entdo existe xy € tal que f(xy) = 0.

Demonstracao: ver [19)].

Teorema 2.0.9 (Dependéncia na Fronteira): Suponhamos que f = g em 0S) e
f.g € C(Q;RY). Entdo, tem-se que

d(f,$2,b) = d(g,42,b)
para todo b ¢ f(0) = g(0N).
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Demonstragao: ver [19].

Teorema 2.0.10 (de Borsuk) Se Q C IR ¢ um aberto limitado simétrico com
0eQe
p € C(09, IR\ {0})

¢ uma aplica¢ao impar entao deg(p,2,0) € um nimero impar.
Demonstracao: ver [19)].

Teorema 2.0.11 H'(Q) = {u € L*(Q) : §* € L*(Q)} € um espago de Hilbert.
Demonstracao: ver [7].

Definigao 2.0.9 Dizemos que uma familia de subconjuntos (cy)rer de um espago
métrico M € localmente finita quando todo ponto x € M possui uma vizinhanga

que intersecta apenas uma quantidade finita de conjuntos c.

Definigao 2.0.10 Dadas duas coberturas C e C' de um espago métrico M,
dizemos que C € mais fina do que C', ou que C refina C', quando para todo C € C

existe algum C' € C' tal que C' C C".

Definicao 2.0.11 Um espaco métrico M se chama paracompacto quando toda

cobertura aberta de M pode ser refinada por uma cobertura localmente finita.
Proposicao 2.0.5 Todo espago métrico M € paracompacto.
Demonstragao: ver [15].

Teorema 2.0.12 (da Convergéncia Dominada de Lebesgue)
Seja (f,) uma seqiiéncia de fungoes em L' (Q). Suponhamos que:
(a) fulz) = F(@) gtp. em Q;
(b) Erziste g € £'(Q) tal que |f,| < g para todo n € IN.
Entao f € L}(Q) e
/ foda — / fda.
Q Q
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Demonstracao: ver [6].

Lema 2.0.4 Sejam (f,) uma seqiéncia de fungoes em LP(Q) tal que f, — f em
LP(Q). Entao existe uma subseqiiéncia (f,,) C (fn) tal que

(a) fn;(z) = f(x) ¢.t.p. em Q.
(b) Exziste h € LP(Q) tal que |f,,(x)] < h(x) q.t.p. em Q para todo j € IN.

Demonstracao: ver [6].

Teorema 2.0.13 (Desigualdade de Hélder)

Sejam f € LP(Q) e g € L) com 1 <p < +oo e (1/p)+ (1/q) = 1. Entao
fae L'(Q) e
[ fadz < l1flllgll,

Demonstracao: ver [6].

Teorema 2.0.14 Se X € um espaco normado de dimensdo finita, entao todas as

normas em X sao equivalentes.
Demonstragao: ver [21].

Teorema 2.0.15 Seja X um espago normado de dimensao finita. Entdo para

todo M C X temos que M compacto se, e somente se, é fechado e limitado.
Demonstragao: ver [21].

Lema 2.0.5 (de Concentragao e Compacidade)

Seja (v,) uma sequéncia limitada em HL(Q) tal que

(i) v, — v fracamente em HJ(2);
(i) | Vv, [*— du fracamente no sentido das medidas;

(i17) | v, [*— dv fracamente no sentido das medidas;
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onde 1 e v sio medidas limitadas e nao-negativas do IRY . Entdo existem duas
familias (p;)jen € (vj)jen de nimeros reais nao-negativos e uma familia (x;) e
de pontos do RY, onde A é um conjunto de indices no mdzrimo enumerdvel, tais

que

Demonstracao: ver [23].
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