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Resumo

METODOS NUMERICOS PARA ANALISE
DE PROPAGACAO E OBSERVABILIDADE
DE ONDAS ACOPLADAS

Anderson de Jesus Araidjo Ramos

Orientador: Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

Resumo da Dissertagao de Mestrado apresentada ao Programa de Pés-Graduagao em Matematica e
Estatistica da Universidade Federal do Para (PPGME-UFPA) como parte dos requisitos necessérios para

obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

No presente trabalho investigamos as propriedades de observabilidade da fron-
teira para um esquema numérico espacialmente discretizado aplicado em um sistema hi-
perbdlico de propagacao de ondas acopladas. Nossos resultados mais importantes versam
sobre uma perda de observabilidade numérica. Paralelamente construimos uma subclasse

de solucoes numeéricas que sao observaveis.

Palavras-chave: Anadlise numérica, diferencas finitas, ondas acopladas, energia e

desigualdade de observabilidade.

Belém-Para

2011
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Abstract

NUMERICAL METHODS FOR ANALYSIS
OF PROPAGATION
AND OBSERVABILITY OF COUPLED WAVES

Anderson de Jesus Araidjo Ramos

Adwvisor: Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

Abstract of Master’s Thesis submitted to the Postgraduate Program in Mathematics and Statistics,
Federal University of Pard (UFPA-PPGME) as part of the requirements for obtaining a Master’s Degree

in Mathematics .

In this study we investigated the properties of observability of the border for a
spatially discretized numerical scheme applied to a hyperbolic system of coupled wave
propagation. Our most important results deal with a loss of numerical observability.

Parallel construct a subclass of numerical solutions that are observable.

Keywords: Numerical analysis, finite difference, coupled waves, energy method; nu-

merical observability .
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Introducao

Controlar oscilagbes em problemas traduzidos em termos de uma equacao diferencial parcial
de evolugao tem despertado o interesse de muitos pesquisadores nos tltimos anos. Um exem-
plo seria controlar as vibragoes de uma membrana em duas dimensoes, onde as vibracoes da
membrana sao regidas pela tradicional equacao de onda. Devido a isto, muito se tem estudado
a respeito das questoes de observabilidade e controlabilidade de EDP’s no contexto continuo,
mas quando nos referimos aos ambientes numéricos discretos muito ainda hé de ser realizado.
Para sistemas acoplados de equacao de ondas nao temos conhecimento de nenhuma investigagao
numérica a respeito do problema de observabilidade numérica da fronteira.

Iniciamos este trabalho mostrando um rapido panorama do ja se tem feito no estudo de
problemas cléssicos de vibracoes de ondas livres, onde comecamos por destacar o problema
continuo no que diz respeito as questoes de energia, propriedade conservativa e a propriedade de
observabilidade até chegarmos a analise semi-discreta. Esta por sua vez estd bem fundamentada
como poderemos ver através dos trabalhos de J.A. Infante e E. Zuazua [4]. Por que como
poderemos constatar, ao passarmos de um ambiente continuo para um ambiente numérico, a
desigualdade de observabilidade nao é satisfeita devido a presenca de solu¢des numéricas espurias
(solugoes responséveis pela perda de observabilidade do sistema) introduzidas no modelo quando
o parametro de malha h tende a zero.

No capitulo 2, apresentamos o problema objeto de estudo, que constitui de um sistema
conservativo de equagoOes diferenciais parciais, acopladas em paralelo com um tipo de acopla-
mento que se baseia no acoplamento de osciladores harmoénicos. Destacamos que o problema é
observavel e mostramos a técnica usada ao longo deste trabalho para alcancarmos os resultados
desejados.

No capitulo 3, estudamos os métodos numéricos em diferencas finitas, comecando pela
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Introducao 10

dinamica semi-discreta do modelo de ondas acopladas onde também estudamos a questao da
perda de observabilidade numérica e em seguida introduzimos uma subclasse de solugoes onde
a desigualdade de observabilidade é valida.

Finalmente no capitulo 4, analisamos algumas propriedades do modelo totalmente discreto
em diferencas finitas, mostrando o funcional de energia, sua propriedade conservativa e um
importante resultado que nos garante sua positividade. E por ultimo fizemos também a imple-
mentagao computacional do método constatando assim a sua propriedade conservativa e alguns

resultados de estabilizagao.

Ramos, Anderson de Jesus Araijo PPGME



Capitulo 1

O Paradigma

Apresentaremos neste capitulo um breve levantamento dos principais resultados ja existentes
sobre o problema da observabilidade da fronteira da equacao de ondas, tanto no contexto tedrico
quanto no contexto numérico. E muito importante a insercao desses resultados, para que pos-
samos mais adiante utilizarmos das mesmas técnicas para resolvermos o problema objeto de

estudo deste trabalho.

1.1 A equacao de ondas na dinamica do continuo

A fim de motivar os problemas objetos de estudo desta dissertacdo, analisamos primeiramente

as propriedades de observabilidade da equagao de propagacao de ondas unidimensional dada por:

Ot — e = 0, em (0,L) x (0,7T) (1.1)
#(0,t) =o(L,t) =0 = 0, 0<t<T (1.2)
¢(z,0) = ¢o(z), ¢e(z,0) = ¢1(z), 0<z <L (1.3)

Em (1.1) — (1.3), ¢ = ¢(z,t) descreve o deslocamento de uma corda vibrante atuando no
intervalo (0, L).
Matematicamente o problema é bem posto no espaco de energia Hg(0,L) x L?(0, L). Mais

precisamente, para quaisquer (¢g, ¢1) € H3(0,L) x L?(0, L) existe uma tnica solugio

¢ € C([0,T]; Hy(0,L)) N C*([0,T7; L*(0, L)).

Ramos, Anderson de Jesus Araijo PPGME



A equacgao de ondas 12

A energia das solucdes é dada por,

L
HU:;A[MPH%ﬂMaWZQ (1.4

e ela é conservada ao longo do tempo, isto é,
E(t) = E(0), Vt > 0. (1.5)

O problema de observabilidade da fronteira de (1.1) — (1.3) pode ser formulado da seguinte

maneira: Dado um 7' > 0, existe C'(T') > 0 tal que a seguinte desigualdade

T
mmsanﬁw%mea (1.6)

conhecida como desigualdade de observabilidade é vélida para todas as solucoes de (1.1) —(1.3).

A desigualdade (1.6), quando existe, garante que a energia total das solugoes de (1.1) —(1.3)
pode ser “observada”ou estimada a partir da energia concentrada na fronteira x = L durante
um determinado espaco de tempo. Isto de fato ocorre, pois usando o fato de que a energia é

conservada, resulta que

T
MﬂzﬂmgmﬂAI%@MWt (1.7)

J4 a constante C'(T') na desigualdade (1.6) sera referida como a constante de observabilidade.
Temos entao um primeiro resultado que pode ser verificado no trabalho de J.A. Infante e E.

Zuazua [4] e suas referéncias.

Teorema 1.1 Para qualquer T > 2L, o sistema (1.1)-(1.8) é observdvel. Em outras palavras,
para qualquer T > 2L, existe C(T) > 0 tal que (1.6) € vdlida para qualquer solugdo de (1.1)-
(1.3). Caso contrério, se T' < 2L o sistema (1.1) — (1.3) néo é observéavel ou equivalentemente
£(0)
f(’_) ’qu L7t

A prova do Teorema (1.1) para T" > 2L pode ser realizada de vérias maneiras diferentes,

sup
¢ solugao de (1.1)

(1.8)

incluindo Série de Fourier, técnicas multiplicativas (Komornik [17]; Lions [6]) ou as desigualdades
de Carleman (Zhang [18]).
Agora vamos explicar como isso pode ser provado através de Séries de Fourier. As solugoes

de (1.1) — (1.3) para L = 1, podem ser escritas na forma,

e}

o(x,t) = Z [akcos(kﬂ't) + bysen(knt) | sen(kmx), (1.9)
k=1

Ramos, Anderson de Jesus Araijo PPGME



Aproximacao por Diferencas Finitas 13

onde ay, e by sao os coeficientes de Fourier dados por:

O (z) = Z apsen(kmz), ¢'(z) = Z bpsen(kmx). (1.10)

k>1 k>1

Dai resulta pela propriedade de ortogonalidade das fungdes sin(-) e cos(-),

1
E(0) = 12k2n2(ai+bi). (1.11)
k>1
Por outro lado,
o (1,t) = Z(—l)klm [aksen(knrt) + bycos(kmt)|. (1.12)
k>1

Novamente pela propriedade de ortogonalidade para as funcoes sen(knt) e cos(kwt) em
L?(0,2), segue-se que
/2|¢x(1,t)|2dt:Zk%ﬁ(a%bz). (1.13)
0 E>1
As identidades (1.11) e (1.13) mostram que a desigualdade de observabilidade vale quando
T = 2 e também para qualquer T > 2. Na verdade, neste caso particular, temos de fato a

identidade

2
E(0) = i/o 6o(1, 1)t (1.14)

Por outro lado, para T' < 2 a desigualdade de observabilidade nao se sustenta. Ver Zuazua

[1].

1.2 Aproximacao por Diferencas Finitas

Analisamos o analogo de (1.1) — (1.3) para semi-discretizagdes numéricas da equacao de
ondas. Em particular, essas semi-discretizacoes ocorrem no nivel da varidvel espacial  sendo o
tempo ¢ continuo.

Vejamos primeiramente a semi-discretizagao em diferencgas finitas para ilustrar o tipo de
problema que ocorre e que foi identificado em detalhes no trabalho de Infante e Zuazua [4],
considerado o trabalho pioneiro no contexto da andlise de observabilidade numérica.

Dado J € Ne h = L/(J + 1) introduzimos a seguinte particao de malha

O=zp<m <..<zj=jh<..<z5<25401 =1L

Ramos, Anderson de Jesus Araijo PPGME



Aproximagao por Diferencas Finitas 14

com j =0,1,2,...,J + 1. Em seguida introduzimos a seguinte semi-discretizacao em diferengas

finitas de (1.1) — (1.3)

¢ —Apg; = 0, 0<t<T, j=1,2,.,J (1.15)
do(t) = ¢y+1(t) = 0, Vt=>0 (1.16)
$;(0) =69, ¢;(0) = ¢}, V 1<j<J+1 (1.17)

onde Ay, é o operador Laplaciano semi-discreto dado por,

. _2 ,_|_ -
Ah¢j — ¢]+1 }f;j ¢j 1'

Em (1.15) — (1.17) denotamos por () e (") a derivacao de 1% e 22 ordem no tempo. O sistema
(1.15) — (1.17) é um sistema de J equagoes diferenciais lineares com J incégnitas ¢1, do, ..., P,
uma vez que, ¢g = ¢jr1 = 0.

Obviamente ¢; = ¢;(t) é aproximacao para ¢(z;,t) sendo ¢ solugao do problema continuo
(1.1) — (1.3), desde que os dados iniciais (gbg, qﬁ;), para j = 0,1,2,...,J + 1 sejam aproximacoes
dos dados iniciais de (1.1) — (1.3).

A energia do sistema (1.15) — (1.17) é dada por

J

Ep(t) == gz [!qﬁj’\? +

Jj=0

bjr1 — ¢

2
Vi >0 1.18
/] ez (1.18)

que é a discretizagao da energia continua em (1.4). E facil ver que a energia Fj, é conservada ao

longo do tempo para toda solugao de (1.15) — (1.17),
Ep(t) = Ep(0), ¥t > 0. (1.19)

Em seguida temos a versao semi-discreta de (1.6),

¢,(t)
h

2
dt (1.20)

T
E,(0) < C(T, h) /0

onde usamos o operador de diferencas avancadas para ¢, no extremo x = L, isto é,

bo(L,t) = ¢"+1(t)h_ ¢1(%) (1.21)

Tendo em conta que, ¢j+1 = 0 deduzimos que,

—¢(1)

¢w(Lat) - h

(1.22)

o que justifica a desigualdade de observabilidade (1.20).

Ramos, Anderson de Jesus Araijo PPGME



Aproximacao por Diferencas Finitas 15

Podemos notar que para todo h > 0 a desigualdade (1.20) realmente é verdadeira. Entre-
tanto, o interesse principal reside na uniformidade da constante C'(T', h) com h — 0. Se C (T, h)
permanece limitada quando h — 0 dizemos que o sistema semi-discreto (1.15) — (1.17) é unifor-
memente observdvel com respeito ao parametro de malha h e quando h — 0. Por outro lado,
tendo em conta que a observabilidade do sistema continuo (1.1) — (1.3) vale para T' > 2L seria
natural que 7" > 2L também seja uma condicao necessaria para a observabilidade uniforme do
sistema (1.15) — (1.17). Isto de fato é vélido, no entanto, tal condigao esta longe de ser suficiente
e falha para todo T' > 0, de acordo com os resultados ja estabelecidos por Infante e Zuazua [4].

Em geral essas deficiéncias numéricas afetam as dinamicas numéricas semi-discretas em Di-
ferengas Finitas ou até mesmo para discretizagoes particulares em Elementos Finitos. Vejamos

um primeiro resultado negativo.

Teorema 1.2 Para qualquer T > 0, temos

E(0)

0 h

sup
¢; solugao de (1.15) — (1.17)

Este fato se deve ao surgimento de solugoes espurias que o esquema numérico introduz a
altas frequéncias. Isso foi observado primeiramente nos trabalhos de R. Glowinski et al. em
([13],[15],]14]), para o caso cldssico de ondas livres em conexao com o problema de controlabili-
dade exata da fronteira usando implementagoes numéricas do método HUM(Hilbert Uniqueness
Method) (ver J.L. Lions [6]). Nestes trabalhos foram propostos dois métodos para a cura desta
patologia numérica: o procedimento de regularizagao de Tychonoff para minimizagao de fun-
cionais e a técnica de filtragem para eliminar as componentes de ondas curtas das solugoes do
sistema semi-discreto. A eficiéncia dos dois métodos foi exibida nestes trabalhos em diversos
experimentos numéricos. No entanto, nenhuma analise numérica mais apurada foi realizada para
comprovar as suspeitas levantadas nos trabalhos de R. Glowinski.

Em face ao contexto anterior, entra a principal contribuicao realizada no sentido de analisar
numericamente a imprecisao dos resultados comprovados por R. Glowinski et al. Isto é realizado
no trabalho pioneiro de J.A. Infante e E. Zuazua [4].

Vejamos alguns pontos principais deste trabalho. Por exemplo, para provar o Teorema (1.2)
Infante e Zuazua usaram a andlise espectral do problema (1.15)—(1.17) e técnicas multiplicativas

para se obter a desigualdade de observabilidade para os respectivos autovetores do problema de

Ramos, Anderson de Jesus Araijo PPGME



Aproximacao por Diferencas Finitas 16

autovalor associado. Para provar a contrapositiva do Teorema (1.2), isto é, a desigualdade
da forma (1.20) que sao uniformes com h — 0, os mesmos usaram técnicas multiplicativas
devidamente adaptadas para a dindmica numérica semi-discreta. Como mencionado acima,
para que essas desigualdades sejam uniformes com h — 0, deve-se descartar as solucoes espurias
introduzidas pelo esquema numérico. Isso é feito considerando as classes adequadas de solugoes
de (1.15) — (1.17) geradas pela baixa frequéncia dos autovetores, ou em outras palavras, por um
truncamento adequado ao desenvolvimento de solugoes de Fourier de (1.15) — (1.17). Assim,
essa abordagem ¢é muito proxima da técnica de filtragem acima mencionada. Reportamo-nos
aos trabalhos de R. Glowinski para uma discussao completa deste assunto.

Para uma melhor compreensao do tipo de problema numérico que acomete a dinamica
numérica em diferencas finitas quando analisada do ponto de vista da observabilidade, vamos

considerar o seguinte problema de autovalores associado as equagoes (1.15) — (1.16):

_ i+l 205 T @1
h2

wo=wjr1 = 0 (1.25)

= Agj, j=1,2,.,J (1.24)
e denotamos por Ai(h), A2(h), ..., \s(h) os J autovalores tais que

0 < A1(h) < A2(h) < ... < As(h). (1.26)

Esses autovalores podem ser calculados explicitamente tal como realizado por Isaacson e

Keller em [2]. Tem-se entao que,

4 kmh
Ao(h) = sen2<7r>, k=1,2,..,J. (1.27)
2L

Os autovetores pF = (Pk,1, Pk,2, - Pk,7) associados aos autovalores Ay(h) também podem
ser calculados explicitamente,

k:mcj

Ph,j = Sen< > Jhk=1,2,..J (1.28)

As solugoes de (1.15) — (1.17) admitem um desenvolvimento de Fourier sobre a base de
autovetores de sistema (1.24) — (1.25). Mais precisamente, cada solu¢ao ¢ = (¢1, @2, ...,¢s) de

(1.15) — (1.17) pode ser escrita como

J

gb(xj,t):Z[akcos( A (R)t) + brsen(v/Ar(R)t) | ¢r., (1.29)
k=1

Ramos, Anderson de Jesus Araijo PPGME



Aproximacao por Diferencas Finitas 17

onde os coeficientes ap e by € R podem ser calculados explicitamente em termos dos dados
iniciais de (1.15) — (1.17). Antes de entrar na discuss@o sobre a observabilidade de solugdes de
(1.15) — (1.17), é interessante analisar a observabilidade da fronteira dos autovetores. O Lema

a seguir fornece a resposta.

Lema 1.1 Para qualquer autovetor ¢ = (p1, 92, ..., ) do sistema (1.24)-(1.25) é vdlida se-

guinte identidade:

(1.30)

para todo N\, (h) em (1.27).

Prova: Ver J.A. Infante e E. Zuazua [4].

Esta identidade estabelece uma relagao explicita entre a energia total dos autovetores (o
lado esquerdo de (1.30) e a energia concentrada no extremo x = L, que é representada pela
quantidade |¢;/h|?.

Por outro lado, é facil verificar que
M2 < 4 (1.31)

para todo h > 0 e todo o autovalor A\. No entanto, isto nao exclui a possibilidade da ocorréncia
de um “blow-up”da constante no lado direito de (1.30). De fato, pode-se verificar que para o

J—ésimo autovalor tem-se,

As(h)h* =4 com h— 0.

Portanto um “blow-up”ocorre e dai decorre a prova imediatamente o Teorema (1.2). Por
outro lado, a fim de obter a contrapositiva do Teorema (1.2), introduzimos uma subclasses de
solugoes adequadas de (1.15) —(1.17) no seguinte sentido: dado qualquer 0 < v < 4 introduzimos
a classe Cp(7) de solugoes de (1.15) — (1.17) gerada por autovetores de (1.24) — (1.25) associados

com autovalores de tal forma que

M2 <y < 4

Mais precisamente define-se a classe de solucgoes filtradas e que sdo numericamente ob-

servaveis, por:

Ch(7) = {qb(:nj,t): 3 [akcos( Ne(R)t) + bysen( Ak(h)t)]sen<k7fj>, g, b ER}.

Ak (h)<yh—2
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De acordo com o Lema (1.1), a energia de cada autovetor em Cp(vy) pode ser estimada
de maneira uniforme em termos da energia concentrada na fronteira. Este é o procedimento
numérico conhecido como filtragem das solucoes.

O resultado a seguir garante que este é, de fato, o caso de todas as solugoes de (1.15) — (1.17)
na classe Cp(7y) para o tempo T suficientemente grande, cuja demonstracao se encontra no

trabalho de Infante e Zuazua [4].

Teorema 1.3 Suponha que 0 < v < 4. Entao existe T(y) > 2L tal que para todo T > T(v),
existe C = C(T,~) tal que (1.20) € vdlida para todas as solugées de (1.15)-(1.17) na classe
Cn(7), uniformemente quando h — 0. Sendo assim,

a) T(vy) /oo com~y /4 eT(y) (2L com v\, 0

b) C(T,v) ﬁ com vy N\ 0.

Nota 1.1 O Teorema (1.3) afirma que a desigualdade de observabilidade (1.20) é valida
na classe Cp(vy) para T suficientemente grande. Na verdade, T'(y) — oo com 7 — 4 e para
~v — 0 a observabilidade para o tempo T'(y) converge para 2L, que é o tempo de observabilidade
para o sistema (1.1) — (1.3). Nota-se que, de acordo com esse resultado, a desigualdade de

observabilidade (1.20) é vélida para T' > 2L para solugoes de (1.15) — (1.17) da forma

Slzj )= Y [akcos( Ne(h)t) + bsen( Ak(h)t)]sen(k?j> (1.32)

Ak (h)<v(h)

com v(h) tal que
v(h)h? =0 com h — 0. (1.33)

Isso permite recuperar a observabilidade do sistema original (1.1) — (1.3) para essa classe de
solugoes da forma (1.32) — (1.33) da dindmica numérica em diferengas finitas.

Observa-se também, de acordo com o Teorema (1.3), que a constante C(T',~y) converge para
L/2(T —2L), que é a constante de observabilidade do sistema continuo (1.1) — (1.3). Portanto o
Teorema (1.3) nos garante que o sistema semi-discreto ¢ uniformemente observavel com h — 0
desde que as altas frequéncias sejam filtradas.

Por ultimo destacamos mais um Lema que ¢é utilizado na demonstracao da perda de obser-

vabilidade numérica do sistema semi-discreto em diferencas finitas.
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Lema 1.2 Para qualquer autovetor ¢ com autovalor \ de (1.24) — (1.25) temos a seguinte

identidade

Pi+1 — ¢
iﬁ : Ahzw (1.34)

J=0
e se @, e @ sdo autovetores associados a autovalores N\ # \; seque-se que:

J

WY (Prgr1 — erg)(Prjr1 — i) = 0. (1.35)
=0

Prova: Ver J.A. Infante e E. Zuazua [4].
No que segue, para uma melhor compreensao do resultado de perda de observabilidade

numérica, forneceremos a prova do Teorema (1.2) que consta no trabalho de Infante e Zuazua

[4].

1.2.1 Perda de Observabilidade Numérica

Nesta segao descrevemos a demonstragao do Teorema (1.2), o qual se encontra no trabalho de
Infante e Zuazua [4]. Seja entao ¢ uma solugao de (1.15)—(1.17) associado ao J—ésimo autovetor

e dada por,

dg(t) = cos(\/Aj(h)t)p.

Temos entao

2 2

¢, (1) gt

h

YJ,J
h

/OT 2/0T cos(v/ Ay (R)E)

De (1.30) obtemos,

it

T 2 2 J 2 T 2
¢ (t) (4 = As(h)h%) PLjtl = P /
dt = h L As(h)t)| dt. 1.
| DS [ eost/astin (1.36)
Por outro lado, usando o Lema (1.2),
_h 2, |pagrn —eu . QDJ]+1 s
En(0) = 52 As(h)lea;|” + A Z )
7=0 7=0

e por conseguinte,
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2

T 2 T 2
t 4—Xj(h)h
/ 210l (‘]())Eh(o)/ cos(v/ A (h)t)| dt, (1.37)
de onde resulta que,
E0) oL 1
T 24— Xj(h)h? T 2
t
/ ZIGN 7(h) / cos(\/ A, ()t)| dt
0 h 0
T 2
Como / cos(\/Aj(h)t)| dt — T/2 com h — 0, temos
0
EnL(0) 4L
= . 1.38
/T ost)°,  TA—= A (h)h?) (39
dt
0 h
e usando o fato de que h = JLH’ obtemos
Jmh ™  hmw hm
2 2 _ of T NPT _ 2 ( T
As(h)h® = dsen < 5T > = 4sen <2 2L) 4cos <2L> —4, com h—0.
Combinando esses dois ultimos temos que
Ey(0
T n(0) 5— — 00, com h — 0, (1.39)
/ ¢s(t) gt
0 h
[

e portanto segue imediatamente o Teorema (1.2).

Todos esses resultados nos motivaram fortemente a estudar uma possivel perda observa-
bilidade numérica para esquemas numéricos semi-discretos em diferencas finitas aplicados as
equacoes de ondas acopladas, em que duas propagacgoes de ondas interagem em um mesmo sis-

tema. Tal propriedade ainda nao tinha sido analisada na literatura e nos préximos capitulos

passamos a descrevé-la.
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Capitulo 2

O Sistema de Ondas Acopladas

Este é o capitulo introdutério de nossas investigacoes. Basicamente nele destacamos o sis-
tema hiperbdlico de ondas acopladas que se constitui no objeto principal de nossas investigagoes
no campo da andlise numérica. Destacamos também os principais resultados existentes na lite-
ratura matematica e, neste sentido, ressaltamos também que nosso foco principal de pesquisa
se concentra nas propriedades de observabilidade numérica dos esquemas mais elementares em

diferencas finitas quando aplicados sobre o sistema hiperbdlico de ondas acopladas.

2.1 Apresentacao do Problema

O sistema hiperbdlico de ondas acopladas objeto de nossas investigacoes matematicas consiste

nas equacoes:

Bt — Raw + 0 — ¢

Vit — aa + () — &

¢(0,t) = (L, t) = (0,t) = (L1

¢(x,0) = go(z), ¢r(x,0) =¢1(x), ¥(x,0) =vo(x), (0

) = 0, em (0,L)x(0,T)
) = 0, em (0,L)x(0,T)
) = 0, vte(0,7)

) = Yi(z), Ve e (0,L)

onde a > 0 é conhecida como constante de acoplamento e 7, ¢3 sio as velocidades de propagacio
de ondas associadas aos deslocamentos ¢ e ¥. As questoes de existéncia e unicidade de solugoes

sao asseguradas utilizando por exemplo a Teoria de Semigrupo de Operadores Lineares. O
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leitor interessado em estuda-las pode consultar as referéncias ([11], [12]). Assim, destacamos
que o sistema (2.1) — (2.4) estd bem definido no espaco (HZ(0,L) x L?(0,L))%. Entdo, para
quaisquer dados iniciais (¢o, ¢1, %0, %1) € (HE(0, L) x L?(0, L))? existe uma tnica solugdo (¢, )
e C(0,T]; HE(0,£)) 1 CL((0,T]; HY(0, L)).

Sistemas hiperbdlicos acoplados do tipo (2.1) — (2.4) tem merecido especial atengao por
parte de alguns pesquisadores nos tltimos anos. Podemos mencionar dos trabalhos de Najafi et
al. ([7],[8],19],[10]), todos no contexto de estabilizagdo. Outro importante trabalho é devido a
Rajaram e Najafi [12], sobre a controlabilidade exata em R™ em que os autores mostram uma
desigualdade de observabilidade no caso em que as velocidades de propagacdes de ondas ¢? e c3
sao iguais.

No decorrer deste capitulo, primeiramente construimos o funcional de energia associado
as equagoes (2.1) — (2.4) e mostramos o seu carater conservativo. Em seguida construimos
explicitamente as solucdes de (2.1) — (2.4) por meio das Séries de Fourier. E precisamente neste
ponto do trabalho, que destacamos a técnica por nés utilizada para obtermos a maioria de nossos

resultados.

A energia das solugoes de (2.1) — (2.4) é dada por

L
0= [ I 1P+ ol + Bl + ol — v dw. vezo @9

e ela é conservada ao longo do tempo, isto é,
E(t) = £(0), vt > 0. (2.6)

Essa propriedade é garantida na seguinte proposicao:

Proposicao 2.1 (Conservagao de Energia) Dado o funcional de energia (2.5) temos que,

E(t) =£(0), vt > 0.
Prova: Inicialmente consideremos a equagao (2.1), onde multiplicamos por ¢; e integramos
em (0,L). Segue que,
L L L
/ Puprdr — C%/ GraPrdr + a/ (¢p —)pedx = 0.
0 0 0

Usando as condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas resulta que,

1d (F o dd [t L
—— dr + = — z|7d — dr = 0.
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De forma andloga temos para a equagao (2.2),

1d (* o Gd (" L
il de + 22 o|2d — )hdr = 0.
sii | eldes 25 [iPiesa [Cw— o = o

Somando as duas equagoes acima, obtemos

1d [F

2dt J, [|¢t|2+|¢t|2+cﬂ¢w|2+cg|¢x2+a|¢—¢|2]d$:0’

de onde definimos a energia por

1

L
£ =g [ 107+ 2 + o + G0l + ol — v o

e consequentemente,

d
ZE(W) = 0= E(t) = £(0), W20,

|
Vamos construir agora as solugoes de (2.1) — (2.4) usando o desacoplamento das equacoes
(2.1) e (2.2). Note que isto pode ser realizado desde que as velocidades de propagagoes de
ondas ¢} e c3 seja iguais. De fato, seja ¢} = c3 = ¢? e efetuamos a soma de (2.1) e (2.2). Este

procedimento resulta em,

(¢+¢)tt - C2(¢+¢)xaz =0. (27)

Por outro lado, subtraindo as equagoes (2.1) e (2.2) obtemos,

(¢ — V) — 02(¢ —)ze + 20(p — 1p) = 0. (2.8)

Com isto, podemos notar que a equagao (2.7) consiste da soma das duas propagagoes de ondas
¢ e 1) que ocorrem no sistema (2.1) — (2.4) e, neste sentido, tal equacao é basicamente a equacao
(1.1) cujos resultados sobre observabilidade da fronteira & nivel do continuo e das dinamicas
numéricas semi-discretas sao facilmente aplicaveis & equacao desacoplada (2.7). Portanto, ba-
sicamente, o problema de observabilidade da fronteira para o sistema acoplado (2.1) — (2.4)
depende dos resultados de observabilidade para a equagao desacoplada (2.8).

Com esta dinamica de desacoplamento, podemos construir as solucoes do sistema (2.1)—(2.4).

Temos assim outra proposicao.
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Proposigao 2.2 As solugoes do sistema (2.1) — (2.4) sao dadas por:

l\’)\r—t

Z akcos(mt) + brcos(\/it) + crsen(v/Axt) + dksen(\//Tkt)_ sen(T) (2.9)

k=

[y

Ry k
= 52 agcos(\/ Agt) — brcos(\/uxt) + cpsen(y/ Agt) — disen(\/pt) sen<2x) (2.10)
k=1
onde ay, by, ¢ e dj, sdo os coeficientes de Fourier e os autovalores sao
k272

Prova: Para a demonstracao vamos considerar dois casos distintos, sempre admitindo que

as velocidades ¢? e c3 sdo iguais, pois isto permite o desacoplamento das equagdes (2.1) — (2.2).

Em particular consideremos ¢} = ¢ = 1 e temos assim o primeiro caso:

O caso das vibragoes de ondas livres‘

Este é o caso que resulta da soma das equagoes (2.1) e (2.2). Temos entao,

Wit — Wep = 0, em (0,L)x (0,T) (2.12)
w(0,t) =w(L,t) = 0, Vt>0 (2.13)
w(z,0) = wo(x), wi(x,0) = wi(x), Vo e (0,L) (2.14)

onde w = ¢ + 1. A solucdo via Série de Fourier pode ser escrita por
G k
w(z,t) = Z [akcos(\/ Akt) + bisen(y/ )\kt)} sen (f) , (2.15)
k=1

onde aj, e by sao os coeficientes de Fourier que podem ser obtidos através das condigoes iniciais

e Ay = k*n?/L? sdo os autovalores em que k € Z%.

’O caso das vibragoes causadas pela acao de uma forca restauradora

Este caso resulta da subtragao das equagoes (2.1) e (2.2). Temos portanto,
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Oy — 0w +2a0 = 0, em (0,L) x (0,T) (2.16)
0(0,¢) =0(L,t) = 0, V>0 (2.17)
0(z,0) = Op(z), 04(x,0) = 6i(x), Yo € (0,L) (2.18)

onde 0§ = ¢ — 1, logo a solucao dada via Série de Fourier pode ser escrita por

[e.9]

k
0(x,t) = Z {ckcos( Ak + 2at) + disen(y/ Ak + 2at)} sen<zx> (2.19)
k=1

onde ¢y, e dj sao os coeficientes de Fourier que podem ser obtidos através das condigoes iniciais
e pr = A + 2a sao os autovalores em que k € Z7 .
Agora para encontrarmos a solugao do sistema acoplado (2.1) — (2.4), basta resolvermos o

sistema linear dado por

o+v=w
6-v=1

0 que nos da as solugoes requeridas.

Esse procedimento usado para a demonstracao da proposicao anterior serd uma constante
neste trabalho, sempre assumindo que ¢ = ¢3 = 1.

No proximo capitulo passamos a explorar as propriedades da dindmica numérica semi-
discreta em diferengas finitas para o sistema (2.1) —(2.4), e um de nossos principais resultados diz
respeito a perda de observabilidade numérica com respeito ao parametro de discretizacao espa-

cial, resultado este que nao corresponde a desigualdade de observabilidade para o caso continuo

(2.1) — (2.4) a qual é dada por:

T
£(0) <C /0 6a(L, O] + e (L, 1) 2t (2.20)

para toda soluc@o de (2.1) — (2.4) em C' > 0. O leitor interessado na demonstracao, consulte as

referéncias ([12],[18]).

Ramos, Anderson de Jesus Araijo PPGME



Capitulo 3

Diferencas Finitas Semi-discretas

aplicadas as Ondas Acopladas

Neste capitulo analisamos do ponto de vista numérico das equacoes semi-discretas em di-
ferencas finitas a propriedade de observabilidade numérica para o sistema de ondas acopladas
(2.1) — (2.4). Para tanto, para a maioria dos nossos resultados usamos o procedimento de
desacoplamento das equagoes (2.1) — (2.2) que propomos no capitulo anterior.

O principal resultado deste capitulo versa sobre a perda de observabilidade numérica para a
dinamica semi-discreta em diferencas finitas aplicadas a equacgao de ondas acopladas. Paralela-
mente, aplicamos também a técnica de filtragem das solucoes numéricas espurias para obtermos

uma classe de solugoes que sao numericamente observaveis.
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3.1 A Dinamica Numérica Semi-discreta: O Caso

Classico

Para o sistema hiperbdlico (2.1) — (2.4), assumimos o seguinte esquema numérico semi-

discreto em diferencas finitas,

"

¢]_
W — B+ aly— ) = 0,0<t<T, j=1,2,..,J
bo=0¢sjr1=%o=%j1 = 0, 0<t<T

$;(0) = 89, ¢;(0) = o1, ¥;(0) =), ¥;(0) = o, j=0,1,...J+1

w
—_

—~ o~ o~~~
w
[N}

—_ = ~—

w
o

ANpp; Fald;—) = 0,0<t<T, j=1,2,.....J0

@
o

em que

—2¢j + ¢j—1
h? ’

Apgj = Oyt

corresponde a semi-discretizagao de trés pontos para o operador Laplaciano. Para nossos resul-
tados de perda de observabilidade numérica do modelo (3.1) — (3.4), sempre assumiremos que
c% = c% =1.

Em (3.1) — (3.4) denotamos (") e (") a derivagao de 1% e 2% ordem no tempo. O sistema
(3.1) — (3.4) é um sistema de 2J equagoes diferenciais lineares nas incognitas ¢1, @2, ..., o5 €
1,2, ..., Yy, uma vez que, em vista das condigoes de contorno, g9 = ¢pj11 =0e g =Yy = 0.
Obviamente ¢; = ¢;(t) e ¥; = ¥;(t) sdo aproximagoes para ¢(xj,t) e 1(x;,t) respectiva-
mente, sendo (¢,1) solucdo do caso continuo desde que os dados iniciais ( ?, gb]l) e ( ?,1/)]1-),
7=0,1,...,J + 1 sejam aproximacoes dos dados iniciais do problema continuo.

A energia do sistema (3.1) — (3.4) é dada por

J

Enlt) = hzjmﬁﬂ%ﬁ

7=0

¢j+1 ¢J
h

¢j+1 @Z)]
h

\@—%ﬂ,wzowm

que é a discretizacao da energia £(t). Notemos que & (t) se constitui em um funcional definido
positivo, tal como £(t). Além disto, é facil ver que a energia &, é conservada ao longo do tempo

para a solucgao de (3.1) — (3.4), isto é,
En(t) = &n(0), Vt > 0. (3.6)

Nesse sentido, temos a primeira propriedade do esquema numérico (3.1) — (3.4).
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Proposicao 3.1. (Conservagao de Energia) Para o funcional de energia semi-discreta (3.5)

temos que

En(t) = &n(0).

Prova: Multiplicamos a equagao (3.1) por <;5;- e efetuamos o somatério para 1 < j < J.

Procedendo desse modo teremos:

J

2
hZ¢}'<f>} (G321 - 665 — A0S (351 - 6 ¢]+ahz b))6, = 0.

Jl ]1

Agora usamos as condicées de contorno de Dirichlet homogéneas, resultando em,

J 9, J J
"o ! C h ’ !
hz ¢jb; — (Dj41 — )9 — ﬁ D (5 — djr1)dj 1 +ah Y (¢ —b;)e; = 0.
§=0 j=0 §=0
Ap6s algumas simplificagoes temos que,
d ¢ ¢ ?;
2 1 Y+l — @5 —
dt22’¢3’ dt 2 Z h +O‘hz 4i); =0.

§=0

De forma analoga temos para (3.2),
24 %H w] —
dtQZW| Z h +O‘hz %—0-

7=0 7=0

Somando as equagoes acima temos,
dh 2| Pjt1 — @j — Y
MZ[W 2o P+ | 25— D Cralty ] =0
§=0
Em seguida definimos o funcional de energia &£ (¢) como,
J
h ol Pj+1 — @5 — Y
0= 3 [l g | 2= =l g, -
7=0

Dai temos,
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%Sh(t) = 0= Eu(t) = Ex(0),

|
0 que caracteriza que o sistema semi-discreto sob consideragao é conservativo, tal como no caso

continuo.

Podemos notar também que &, (t) pode ser decomposta em outras duas energias desde que

2

¢ = c3 = ¢®. Em particular, assumimos que ¢ = c¢3 = 1. Temos entdo:

(Pjv1 + Vj1) — (&5 +05)
h

A
Enlt) Z{@wﬁﬂ

2
=3 ], vt >0, (3.7)

=0

que é a energia do sistema resultante da soma das equagoes (3.1) e (3.2) e também a energia

J

Eh(t) = gz |:|¢; _ ¢;‘2 + '(d’j—H — l/Jj_Hfz — (¢] _ w])
J=0

2
+2al¢; — %-IQ], vt >0, (3.8)

que resulta da diferenca entre (3.1) e (3.2).
Estabelecemos agora o objetivo principal deste trabalho: analisar a versao semi-discreta de

(2.20), a saber,
£,(0) < C(T) /0 ' qu‘fh(t) 2] dt, (3.9)

onde usamos o operador de diferencas avancadas para ¢, e 1, no ponto x = L, isto é,

2
wj(t)
+ ’h

¢:l‘ (L, t) _ ¢J+1(t)h_ ¢J(t) ’ '(//z(L, t) _ ¢J+1 (t)h— ’L/JJ(t) .

Devido as condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas ¢ ;41 = 0 e ¥j4+1 = 0 deduzimos

que,

—¢(t)
T

—1(t)
h

¢z(L,t) = Vu(L,t) = Wt > 0.

Agora, olhando para (2.20) pode-se esperar que, quando 7' > 2L, existe C(T') > 0 indepen-
dente de h tal que (3.9) vale para todas as solugoes de (3.1) — (3.4) e para todo 0 < h < L.

O teorema dado a seguir, um dos primeiros resultados deste trabalho, afirma que isso é falso.
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Teorema 3.1 Para qualquer T > 0, temos

En(0)
3 T
dt + /
0

Como foi visto na introdugao, este fato se deve a introducao de solugdes numéricas espurias

sup — o0 com h—0. (3.10)

(¢j,%;) solugao de (3.1) — (3.4) /T s |®
0

és
h h

préprias do esquema numérico em diferencas finitas.

Para provar o Teorema (3.1) utilizamos o mesmo procedimento usado por Infante e Zuazua
[4], que consiste em analisarmos o espectro de (3.1) —(3.4) e usarmos das técnicas multiplicativas
para obtermos as identidades de observabilidade para os autovetores do problema de autovalor
associado a (3.1)—(3.4) e concluir a respeito da possivel perda de observabilidade numérica. Para
provar a contrapositiva do Teorema (3.1), isto é, a desigualdade da forma (3.9) que s@o uniformes
quando A — 0, usamos também das técnicas multiplicativas discretas. Como mencionado acima,
para que essas desigualdades sejam uniformes com respeito ao parametro de malha h, temos que
descartar as solugoes numéricas espurias introduzidas pelo esquema numérico sob consideracao.
Para este propdésito, consideremos inicialmente a andlise espectral do problema semi-discreto

(3.1) — (3.4).

3.1.1 Analise Espectral Semi-discreta

Os autovalores e a solugao explicita do problema (3.1) — (3.4) podem ser encontrados utilizando
a técnica de desacoplamento, como segue na proposicao abaixo.
Proposicao 3.2 Seja a > 0 um niimero real e ¢ = c3 = 1. Temos as seguintes solucdes do

sistema (3.1) — (3.4):

J
by, 1) = = 5D [akCOS(mt) + brcos(y/jirt) + cusen(v/Art) + dksen(\/lTkt)] org  (3.11)

k:l
e
1 J
P(zj,t) = 52 [akcos V Akt) — bpecos(y/prt) + cpsen(/ Akt) — dipsen(y/i t)} Vg, (3.12)
k=1
onde
4 kmh 4 o kmh
=) = gsen® (), = ) = gsen (1) 4 20 (3.13)
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sao os autovalores e os autovetores associados sdo dados pelas sequéncias de auto-fungoes,

j—
Orj = sen( 7;:] > (3.14)

Prova: Primeiramente efetuamos a soma e a subtracao da equagoes (3.1) — (3.2), resultando

em
wi —DNpwj= 0, 0<t<T, j=12..J (3.15)
(,Uo(t) = LUJ+1(t) = 0, 0<t<T (316)
wi(0) =wd, wi(0) = w}, j=0,1,..,J+1 (3.17)

onde w; = ¢; + ;. Temos entao o seguinte problema de autovalores,

90 .
2! ;;;J-HO] 1 Npj, =1,2,...,J (3.18)
po =1 = 0. (3:19)

Veja que pela soma das equagdes obtemos o caso semi-discreto estudado por J.A. Infante e

E. Zuazua [4]. Para este caso, ja conhecemos os autovalores que sao dados por

4 kmh

com autovetores dados por,

k .
Pk,j = sen< 7;%), g, k=1,2,...,J.

Por outro lado subtraindo as equagoes em (3.1) — (3.2) teremos:

0] —Apf;+2a0; = 0, 0<t<T, j=12..J (3.21)
Oo(t) =0, 1(t)= 0, 0<t<T (3.22)
0;(0) =09, 0,(0)= 6}, j=0,1,..,J+1. (3.23)

onde 0; = ¢; — ;. Nesse caso, o problema de autovalores ¢ dado por

Pj+1 = 205+ @j1
_ e

+2ap; = pej, j=1,2,...J (3.24)

vo=wsy1 = 0. (3.25)
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Vamos denotar também por p1(h), pa(h), ..., us(h) os J autovetores de (3.24):

0 < pi(h) < pa(h) < ... <py(h).

Esses autovalores podem ser calculados explicitamente usando a sequéncia de auto-fungoes

k .
Vg = sen< 7er]) Gk=1,2,...,J. (3.26)

diretamente na equagao de (3.24). Obtemos assim,

4 krh
pu(h) = hQsen2<2ﬂL> +2, k=1,2..J (3.27)

ou equivalentemente escrevemos,

ur(h) = Ag(h) + 2, k=1,2,...,J.

Portanto, temos que as solucoes de (3.1) — (3.4) admitem um desenvolvimento de Fourier

sobre a base de autovetores do problema de autovalor associado. Mais precisamente, cada solugao

b= (1,02, ...,075) € Y = (Y1, ...,1;) de (3.1) — (3.4) pode ser escrita como,

J
1
d(xj,t) = 3 Z [akcos(\/)\kt) + brcos(\/ Ak + 2at) + cpsen(y/ Apt) + drsen(y/ g + 2at)] Pk s
k=1
1 J
P(zj,t) = 3 Z [akcos(\/ Akt) — brcos(v/ Ak + 2at) + cpsen(\/ At) — disen(y/ A, + 2at)] Dk j-
k=1

|
onde A\; = A\ (h) sao os autovalores (3.20).
Verifica-se sem muita dificuldade que as solucbes as quais se referem a proposi¢ao anterior
satisfazem pontualmente as equagoes (3.1) — (3.2) no caso ¢3 = c% =1 e, no limite de h — 0,

temos que

P(xj,t) = ¢(x,t) e P(zj,t) — Y(x,1) (3.28)

Ramos, Anderson de Jesus Araijo PPGME



A Dinamica Numérica Semi-discreta: O Caso Classico 33

em que ¢(x,t) e (x,t) sao as solugdes (2.9) e (2.10) do sistema (2.1) — (2.4), respectivamente.

Nosso préximo resultado versa sobre a perda de observabilidade numérica para o sistema
(3.21) — (3.23). Esse resultado é fundamental para que possamos demonstrar nosso resultado
mais geral que é o Teorema (3.1). De fato, notemos que o sistema parcial que é resultado
da soma entre as equagoes semi-discretas (3.1) — (3.2) é afetado pela perda de observabilidade
numérica, pois basta usarmos os resultados da referéncia [4]. Nesse sentido, se garantirmos que
o sistema (3.21) — (3.23) também é afetado por uma perda de observabilidade numérica para
seus autovetores, basta portanto considerarmos a soma desses dois resultados sobre perda de

observabilidade.

Lema 3.1 Para quaisquer autovetores gy, ;, associado ao problema (3.21) — (3.23) € vdlida a
sequinte identidade

2 97, 2
T+ o — (]2

s
h

com pgp(h)h? < 4+ 2ah?.
Esta identidade estabelece uma relacao explicita entre a energia total do autovetores e a ener-
gia localizada na fronteira, x = L, representada pela quantidade |¢s/h|?>. Mas, como previamos,

isso nao exclui um “blow-up”na identidade anterior, pois para o J—ésimo autovalor temos que,
—(py(h) = 20)h* = =Xj(h)h* — —4, h — 0,
e portanto

2L
I+ a— m(Wh

Isto prova, como veremos, o Teorema (3.1) em fungao do procedimento de desacoplamento

5 — 00, h = 0.

das equacoes semi-discretas. Por outro lado a fim de obtermos uma contrapositiva do Teorema
(3.1), introduzimos uma subclasse de solugdes adequadas de (3.1) — (3.4). Para tanto, podemos
notar que as constantes de observabilidade dos autovetores no Lema (1.1) e no Lema (3.1) sao

dadas respectivamente por,

oL oL
41— no(h)h? © 4+ 2 — p(h)]h2

Notemos que —4 é o valor do limite para o qual os valores de —\,(h)h? e [2a — i (h)]h?

convergem quando h — 0. Podemos portanto considerar que dado qualquer 0 < v < 4 existe
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uma classe Dp,(y) de solugoes de (3.1) — (3.4) gerada por autovetores associados com autovalores
de tal forma que,

Me(R)h? <y < 4.

Mais precisamente,

N|—

o(z;,t) = Z {akcos(\/gt) + brcos(y/fxt) + crsen(v/Ait) + dksen(\/;Tkt)} Ok,

A (h)<yh—2

Dp(v) =

V(z;,t) = % Z {akcos V ARt) — breos(v/1xt) + cpsen(/ Agt) — disen( \/715)},0;”

Ak (h)<vh=2

com A\ = \g(h) e pp = px(h) = Mg (h) + 2a.

Procedendo deste modo, iremos concluir que a energia de cada autovetor em Dy, (7y) pode ser
estimada de maneira uniforme em termos da energia concentrada na fronteira.
O resultado a seguir garante que esta é, de fato, o caso de todas as solugoes de (3.1) — (3.4)

na classe Dy(7), desde que o tempo T seja suficientemente grande.

Teorema 3.2 Suponha que 0 < v < 4. Entao existe T(y) > 2L tal que para todo T > T(v)

existe C(T,~) tal que a desigualdade

ao <oy [ [|%]

¢ verdadeira para toda solugdo de (3.1) — (3.4) em Dp(vy) com h — 0 uniformemente. Sendo

—+

2
- ]dt (3.29)

assim,
a) T(y) /toocomy ~4eT(y) 2L com v\, 0
b) C(T,7v) \, ﬁ com v\, 0.

Na préxima segao, provamos o Lema (3.1) e em seguida a perda de observabilidade do sistema
numérico (3.21) — (3.23). Nessa diregao, todos os resultados sobre perda de observabilidade das
solugbes numéricas do sistema acoplado (3.1) — (3.4) (objeto principal de nossas investigacoes)
esta diretamente relacionado com a perda de observabilidade das solu¢des numéricas do sistema

desacoplado (3.21) — (3.23).

3.1.2 Observabilidade dos Autovetores do Sistema Desacoplado
A energia do sistema (3.21) — (3.23) é dada por

0.1 — 0.2
Ty za\aﬂ, vt > 0. (3.30)
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E f4cil ver que a energia Eh é conservada ao longo do tempo para toda solugao de (3.21) —

(3.23), isto é,

Ey(t) = Ej(0), Vt > 0. (3.31)

Em seguida estabelecemos a versao discreta para a desigualdade de observabilidade, a saber:

210} Zdt. (3.32)

T
B (0) < C(T h) /O 4

De acordo com o Lema (3.1) podemos assegurar uma relacao entre a energia dos autovetores
associados ao sistema desacoplado (3.21) —(3.23) com sua respectiva medida no contorno zyy; =

L. Com isto, podemos estabelecer também o resultado de perda de observabilidade neste caso.

Teorema 3.3 Para qualquer T > 0, temos

E(0)

0,)
h

C(T,h) = sup

7 — 00 com h— 0. (3.33)
0; solugao de (3.21) — (3.23) /
0

2
dt

Notemos que as solugoes de (3.21) — (3.23) admitem um desenvolvimento de Fourier sobre a
base de autovetores do sistema (3.24). Mais precisamente, cada solucdo 6 = (61,62, ...,60,5) pode

ser escrita como
J

Oz t) =) [ckcos< Ak (h) + 2at) + dksen< Ak (h) + 2at)} Phi (3.34)

k=1
onde os coeficientes ci e di, € R podem ser calculados explicitamente em termos dos dados iniciais
em (3.23). O Teorema (3.3) nos diz que existe uma perda de observabilidade numérica para o
problema (3.21) — (3.23). No entanto, podemos obter a sua contrapositiva pela técnica de filtra-
gem das solugoes. Isto serd demonstrado posteriormente, usando das técnicas multiplicativas,

na seguinte classe de solugoes numéricas filtradas:

Hi(y) == O(xj,t) = Z {ckcos( Ak + 2at) + disen(v/ A + 2at) | ok 5, ap, by €R }
Ak (h)<vh—?

com

kmx;
Pk, = sen A
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Procedemos agora com a demonstragao do Lema (3.1).

Prova: Consideremos a equagao espectral em (3.24),

Pi+1 = 205 + pj-1
e 20, = gy,

onde multiplicamos por ¢; e efetuamos o somatério para 1 < j < J. Entao,

Z‘P] ‘PJH Z% (’DJ 1 #i) +2ah2!s03 _,UhZ‘SOJ

Usando as condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas, obtemos

hz o ( ‘PJ+1 hz%ﬂ %H) —|—204h2|<,0]’2 —uthpﬂQ

J=0 Jj=0
que resulta em,
J o o 2 J J
1 —
hYy | 200 Lo =un) el (3.35)
§=0 j=0 §=0
A partir daqui tomamos ¢; normalizado, isto é,
J
by lesl? =
j=0
Dai temos
J 0 _y 2
Y [EEL T 4 9g =, 3.36
17 +20 = p (3.36)

J=0

Agora desenvolvemos o termo quadratico na expressao anterior,
1, < 2 1, <
2 2
zh ) el = o3h Y eiei+ozh ) lel +2a = p
§=0 j=0 §=0

J
h 1 [ puh?
72 > @i = pre-5= hY einp =1+ ah? - (3.37)

, - 2
J=0 Jj=0
Por outro lado, consideremos novamente a equagao espectral em (3.24), onde multiplicamos
J(pjt1—p5-1)
2

por e efetuando o somatorio para 1 < j < J resulta em,

<Pg+1 <Pj—1)

Z Pj+1 + Pj-1 J(<PJ+1 ©0i—1)

Mk‘

]:

©j-1 Jpjr1 —pj—1
J ):,U«hzﬁpj ( J+ J )

n QQthojj(%ﬂ_ ;

; 2 ;
Jj=1 Jj=1
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Usamos as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas para obtermos,

J
1 Llgs|? J(@j+1 —pj-1) _ ph
2 ol 22%+1@3+20¢hz ¥j ’ = :—*Z%’H%’—l-
h h| h 2 2 4
7=0 7=0
Aplicamos a identidade dada por,
J
hZJSOJ (j+1 —pj-1) = _hz%%ﬂ
7j=1
e temos que,
J J J
1 Liys h wh
23| T2 > pipii—ahy @i = —5 > e (3.38)
§=0 j=0 j=0

Considerando a identidade (3.37) na identidade anterior, teremos:

1 Ligs” 1 1 2,2, Oph’ ph o ph?
== —=— =~ — h+—— = ——/|[1 h* — —
2 2‘ A e 2
2 2 2
T 2 ph 2,2, ph Lips
—+=(1 h®f—— ) -2a—a*h"+ —— = —|—
9 + 9 + 5 ) a—a“h” + 5 517
f (44 20h? — ph? . 44 2ah® — ph?\ Lo, |
2 2 2 2| h
7 4 + 2ah? — ph? Lg0J2
2_a ) e
2 2 2| h
Consequentemente,
2L sl
=2 =
P= 0t e — 2| h |
que levado & (3.36) resulta em,
J 2
Pj+1 — Pj 2L (2
h = 3.39
]Z:; h 4+ 2ah? — ph?| h (3:39)
[

Lema 3.2 Para qualquer autovetor ¢ com autovalor p de (3.24) — (3.25) temos a sequinte

identidade

2
Pi+1 — Py

J J
- +2ah Yol = uh Y Lol (3.40)

J=0 J=0

J=0
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Prova: Consideremos a equagao espectral em (3.24),

Pj+1 — 205 + @j1
_ e

+ 2ap; = pg;,

onde multiplicamos por ¢; e efetuamos o somatdério para 1 < j < .J. Entao,

Z% %H _ Z% % - %)+2ah21%|2—uh2\%|2
j=1 Jj=1

Usando as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas, obtemos

—hz #i soa+1 Z Py *09“) + 2ahz |0l = uhz il

j=0 j=0

que resulta em,

2 J J
Pj+l — ¥y
TS 2k e = b lesl

J=0 J=0

o que conclui a prova.
Para mostrarmos a perda de observabilidade das solugdes de (3.21) — (3.23), da qual trata
o Teorema (3.3), vamos considerar que 6;(¢) seja uma solugao particular associada ao J—ésimo

autovetor, isto é,

05(t) = cos(v/As(h) + 2at)p;. (3.41)

Logo,

2

(1) dt. (3.42)

h

_ wJ.J
h

cos(v/Aj(h) + 2at)

2 T
/0

r

De (3.39) obtemos,

A A
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6,(t) dt. (3.43)

h

PJi+1 — PJj
h

2 J
4+ 20— ()
dt = 5T h E

cos(v/Aj(h) + 2at)

J=0
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Por outro lado, considerando o funcional de energia (3.30), para t = 0 e usando o Lema

(3.2), teremos:

2
2
25|+ 2l

- h<
En0) =5 Y |ulossl +
7=0

De onde vem,

2
PJj+1 — PJj

- = E3,(0) — 20v. (3.44)

j=0

Por conseguinte, substituindo a expressao anterior em (3.43), teremos:

Ty, 4+ [2a — ps(h)h? T 2
/ 0| gy A+ 2o = py (WP 5 ) _za}/ cos(\/ A (h) + 2at)| dt,  (3.45)
0 h 2L 0
de onde resulta que,
En(0) — 20 2L 1
= . 3.46)
T 2 4+ 2a — py(h)h2 T 2 (
/ 0s(t) dt [ pa () / cos(v/Aj(h) +2at)| dt
0 h 0
Temos entao,
E(0) EL(0) — 2 2L 1
T 2 = T 2 _ 2 T 2
0;(t) / 0;(t) 4+ [2a — py(R)]h /
ECAY ECA 2
/0 7 dt ; Y dt ; cos(v/Ay(h) + 2at)| dt
Como,
T 2
/ cos(\/Aj(h) 4+ 2at)| dt — T/2, com h — 0,
0
temos
Ey(0) AL
> : 3.48
[T TP 24
0 h
e, por outro lado, usando o fato de que h = JLH’ resulta que

(1(h) — 20)h* = 4sen’ <J7rh> = 4sen? <7T — h7r> = 4cos? (gg) — 4, com h — 0. (3.49)
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Finalmente, combinando esses dois tltimos obtemos,

~()
/ 050t [*
0

h
e portanto segue imediatamente o Teorema (3.3).

— 00, com h — 0, (3.50)

Agora estamos em condigoes de demonstrar o Teorema (3.1), um dos principais resultados de
nosso trabalho. Considerando que w; = ¢; +1;, 0; = ¢; —1); e tomando também os resultados

m (1.38) e (3.48), teremos:

T 2
4L (t) — () |?
Ep(0) > AT o =m0 /0 - AZAN 'S (3.52)

Somando as equagdes acima, e considerando que &,(0) = [E},(0) + E;,(0)]/2 temos

[

(0) AL
/ T(4 = Ay(h)h?)

— 00, com h — 0.

3.1.3 Observabilidade da Fronteira do Sistema de Ondas Aco-
pladas: O Método Multiplicativo.

Esta secao é dedicada a provar o Teorema (3.2) usando das técnicas multiplicativas discre-
tas. Como ao longo deste trabalho temos optado pelo desacoplamento das equagcdes, devemos
construir um resultado de observabilidade numérica das solugoes filtradas (livre das oscilagoes
numéricas espurias) para o problema (3.21) — (3.23). Com isto, podemos demonstrar o Teorema
(3.2) considerando este resultado que iremos descrever a seguir juntamente com o resultado
obtido por Infante e Zuazua [4].

Temos o seguinte resultado preliminar nesta diregao:
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Lema 3.3 Para qualquer h > 0 e 0; = 6;(t) solugao de (3.21) — (3.23) temos

2

Ojr1—0; 9]’ 2 ah <~ [T 2 T "0
*Z J+1+ + 20|60, dt—fz 041+ 6;°dt + xn(t)| = —| dt,
h 2 o o 2Jo |
com
J
1 (0541 — 6,
Ya(t) = hzjej (1“231)
j=1

Prova: Primeiramente multiplicamos a equagao (3.21) por j (W), efetuamos o so-

matorio para 1 < j < J e integramos em (0,7).

hZ/ < J“ bi- 1>dt—h2/ ”1_29 05— 1<0j+1;9j_1>dt
+2ahZ/ (J“>dt=0. (3.53)

Facamos agora as simplificagOes abaixo:

0,
Ty = hZ/ (J“>dt
(051 — 0,1\ |"
_ hzjgj(wQal>
j=1 0

Tomemos,

Dai segue que,

T J T ) 6’ ) 9’
Il,h = Xh(t) —hZ/ ]Hj( It >dt
0 j=1 0 2
T J
7j=1

Usando as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas obtemos,

Ramos, Anderson de Jesus Araijo PPGME



A Dinamica Numérica Semi-discreta: O Caso Classico 42

i = xnu(t)

T h J T /AN h J T AN}
0 =070 =070

E finalmente,

i = xnu(t)

T n& (T,
0+22/0 0.0, dt.
7=0

De 75 j, temos,

J T
Oit1—20;+6;_10;11—0;_
Ton = hZ/O ;i h2j+ -1 g+12 i1 g
=1

J T 2 2 J T
h 05411 = [05-1] / o i1 — 01
= — dt —h 0, ——=——dt
22/0 ’ h? JZ::l 0 77 h?

j=1

h J T ) h J T )
= WZ/ 310541 dt_%zZ/ J10j-1|"dt
j=1"0 j=170
h J T h J T
- mz/ j9j0j+1dt—|—h22/ 70;0;-1dL.
j=170 j=170
Usamos as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas
J T J T T
h . h . (J+1)h
T _ o2 v 110,12 W+ n 2
2,h 57,2 ]Z::O/O 3101 |"dt o5z ;/0 (Jj + 1)[0;]7dt + 212 /0 |0.7]7dt
h (T h (T
- hQZ/ j9j9j+1dt+hQZ/ (J + 1)6;0,1dt
=070 =070
h J T ) h J T ) h J T )
= 2]122/0 710411 dt_WZ/o 71651 dt_WZ/O |0;|"dt
7=0 7=0 7=0
J T
(J+Dh (T h
e, 16] dt+h2jzo ) 0,04 1dt.

Usamos agora as seguintes identidades,

h J T‘ ) h J T‘ ) h J T )
5> [ dlbaPa-g > [Ciera = <53 [ Par
Jj=0 Jj=0 J=0
J T J T
hZ/ 10,2dt = hZ/ 10;11|2dt.
j=0"" j=0""
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Dai segue,

J+1)h o,
Top = thz ye|dt+ 99+1dt 2h22 |9+1| dt + ~~——— yej| dt.

E finalmente,

0,
= at.
h

bi1 = 6; 2dt+L/T
2 Jo

De 13, temos,

1 hd~ [T h [T

+ . .

I3,h = h E / <J> dt = 5 E /0 ](9j9j+1dt — 5 E /0 j9j9j_1dt.
= =1

Pelas condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas obtemos também,
h~ [T h~ [T hos [T
5 Z/ j9j+19jdt D) Z/ (j+ 1)9j+19jdt = —3 Z/ 9j+19jdt.
=070 j=0"" =070
Apés substituirmos Zy j,, I, € Z3 5, em (3.53) temos

j+1

]dt—ahZ/ «90+1dt+><h()

3, s

onde tomamos ;

()

7=0

Em seguida adicionamos e subtraimos o termo dado por,

J T
ahZ/ 16;]2dt.
j=0"0

Assim:

Oj+1 —0;
h

T_L/T
o 2.Jo

2 J T
+ 2a|9j\2] dt — ah j/ [10;12 + 0,;0;41]dt + xn(t)
: 0

ou seja,
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2

0
T at.

h

041 — 05|

T_L/T
_20

+ 2|6, |2]dt—Z/ 1041 + 0;]2dt + xn(t)

Lema 3.4 (Equiparti¢do de energia ) Para qualquer h > 0 e 6; = 0;(t) solucdo de (3.21)—(3.23)

temos
T
- hZ/ 0] 2dt+h2/ [ J“ b +2a|9j2}dt+Yh(t) =0  (3.54)
0
com
J
Yi(t)=h)_ 00,
7=0

Prova: Inicialmente multiplicamos a equagao (3.21) por 6;, efetuamos o somatério para

1 < j < J e integramos em (0, 7).

2
hZ/ 0 0;dt — hZ/ p, b1 = 9+9] Lt + 2a hZ/ 6;2dt =0.  (3.55)

Agora facamos as seguintes simplificagoes. De Z; 3, temos,

J T J T J T
T1 :hZ/ 0;0;dt =h> 00, —hZ/ 16| 2dt.
j=1"0 =t 10 =170

Usamos as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas

J T J T
i, = hy 00 —hZ/ |605]%dt.
=0 0 j=0"0

onde tomamos
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De 1 j, temos

29 0,
I2h—h2/ 051 =205 + 01, _ hZ/ J“ ]dt+h2/ O-1=0; 5y

Usando as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas, temos

J T
T = 0 [
=070

Substituindo as simplificagoes Z; p, € I, em (3.55) temos

b1 =03

A T
—hZ/ 165|%dt + hZ/ [ S£as L b + 2a\9j2} dt + Yu(t)] =0 (3.56)
0
onde tomamos 5
Ya(t) =h>_ 050,
=0
[ |
* Consequéncia do Lema (3.4)
Do Lema (3.4) é imediata a seguinte identidade:
J T 1 T
4 2 =~
; =TF -Y; .
hEZj/O 6t = TE0) + 5330)| (357)

Prova: Para demonstrarmos a identidade acima basta somarmos
J T
23" [ e
=070

em ambos os membros de (3.54) e usarmos o fato de o sistema ser conservativo, pois isto nos

garante que Ej,(t) = E,(0). Com isso temos o resultado.

Lema 3.5 Para qualquer solugdo do problema (3.21) — (3.23) com autovalor A suficientemente

grande, temos a sequinte desiqualdade

J
R 1050 — 057 < ARPD 017,

Jj=0 J=0
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Prova: Consideremos as solugoes em séries de Fourier do problema (3.21) — (3.23)
H(xj,t) = Z akei“’ctgok,j
| <VA
com gy, ; = sen(kmx;).

Dai temos

O(z;,t) = Z akei“’“t@k,j = Gl(acj,t) = il (zj,t).

| <VA
Substituindo as solugoes em séries de Fourier temos
S -0 = S G t) — 00l
e <VA e <VA

Dai segue-se

J 2
he Y g0, t) =0z, ) = hY | > apupe (pr i1 — o)
k| <VA I=0 " | <VA
J
= hY | D el er i1 — onyl
I=0 " k| <VA
+ > arapipie™ T o 1 — k) (1 — o)
|k || <VA
J
= 0y > larlPuie®™ o i — ongl?
I=0 |k |<VA

J
+ Z Z akalﬂzlﬁe(“r“l)t(%,ﬁl — Prg)(Prj+1 — PLj)-
T=0 e | £ | <VA

Devido a ortogonalidade de autovetores @y e @, para ux # p; temos

Yo (rin — ki) 0 — 1) = 0.
|| £l | < VA

Dai segue-se

J
! !
h > 10 =017 = Y > ke o — ongl?
|| <VA I=0 || <VA
J

= B D |l o 4
7=0 |ug | <VA

onde A é um autovalor associado ao autovetor ¢y.
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Dai temos

he > 105, — 0 hZZMMZMﬁ)\iJﬂ 2kt | op 5 |* = hZZMMkh |arpee o ;1.

\,Uk\ﬁf 7=0Ek>1 7=0k>1
Agora tomamos A suficientemente grande, tal que pj, 2 < A

oy |9]+1—6]2<Ah32|9 (z;,1)

k| <VA

E como temos 6’ (zj,t) = 0;, segue-se

h Y 05— 9\2<Ah3219 12

|| <VA

o que conclui a demonstragao.

Lema 3.6 Para qualquer h >0 e 0 <t <T temos a sequinte desigualdade

h2 2+ o 2
|zh<t>|s\/L2 I TS e+ ]
=0

Oj+1—0;
h

com

J

(01— 0,5 Ah? + 2ah?

() - (252
Prova: Tomemos

J ) 2 2
Zn(t) = Z [( j4+1 — 9]—1) B (Ah —EZah )93‘]

J
1Zn()] < Z

Aplicando a versao semi-discreta da desigualdade de Holder temos

\zh<t>\s[héw;rﬂ i(% 55 ey

com n = —(Ah% + 2ah?)/8.

1
2:|2

Por outro lado temos:

begte) - (),

(3.58)
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2 J '.2

= hz jz|9]+1 _9]—1|2—|—7]2|0J|2+7]j(9]+1 - ‘7_1)9J:|

r .o

J .
= Y 0 0) 4 (6 0P+ P 4 00300~ 6,106

—~ [
= hz T U051 =051% +2(0541-05)(0; — 0j1) +10; = 05[]

+0°1051* 4+ nj (041 — 0,-1)0;

S hz %[2|¢9J+1_0 1 +2(0; — 0;-11°] +10°105* + 15 (051 — 0 1)9}
.
J .
= B G101 =0 + 10, = 0P+ 010 + 0 (041 — 9j1)9j].
3 [52 s 7’ 2 2 12
= hZ §|91+1*9ﬂ +5\9j*9j—1| + 0710517 + 13 (041 — j—1)93}
=1t
J 2 . 2
+1 ]
< h)Y, *|93+1—9 2+ & 5 ) 10541 = 051+ 0°10;1° + 150,011

Jj=0 =

2 ; 2
J Jj+1
> | L0501 = 65+ L5 00— 2 4210, = 16,0114

2 ( 2
j+1)
> | ss1 = 03 + 5 000 = 05 42105 Pl

—[nl|6;1? _n9j9j+1:|~

E mais, como h%j2 < h%(j +1)? < h%(J +1)? = L? temos

G 0 !
(541 =01 2
]( 5 >+naj < Lh]§:1

Usando as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas obtemos

J J
hZ(Wj‘ —00j11) = Z|03+1
J=1 J=1

J

hd

j=1

2 2
Oj+1 —0;

J J
— [nh Y (16517 = 6,0;41) + (0> + DR > 16,1
j=1

j=1

Dai segue-se

i1 —0;_
J’(Hl 5 1) +n0;
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E por dltimo aplicamos o Lema (1.2) (versao semi-discreta da desigualdade de Poincaré)

4 h =611 — 6
+ _
hYy 017 YZ Ojv1 =6 (3.59)
j=0 §=0
para alguma constante A; > 0.
J 2 9 2 J 2
]+1 o [nlh® (" +nl) Ojt1—0;
0, < |L*-— h -
O I e e e DI
=0 7=0
onde A; é um autovalor do problema (3.18).
Assim temos:
11— S P U U +!n! 11065
(J >+9 §|:L_2 }Z? (3.60)
=0
Substituindo (3.60) em (3.58) temos
J l J 9o 1
[nlh? (1% + Inl) , 1 - 2
|Zn(t)] s\/m— v LIS Z ” (3.61)
= =0
E por ultimo aplicando a desigualdade de Young em (3.61), obtemos:
s ez @), [ |6 — 6]
|Zn(t)] < 4|12 = 5~ + " hY 16517 + e (3.62)
j=0
|

o que conclui a demonstragao.

Lema 3.7 Para qualquer h >0, 0 <t <T € vdlida a sequinte desigualdade
J T . h2 T

—hZ/ 1041+ 0;2dt < Th*Ep(0) — —Yi(t)
i—0 0 2 0

com
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Prova: Primeiramente multiplicamos a equacao (3.21) por 6;, efetuamos o somatério para

1 < j < J e integramos em (0, 7).

J T J T J T
hZ/ 9;’9jdt—h2/ (Ahej)ejdtuahZ/ 0;1%dt = 0
j=170 j=170 j=170

Usando as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas, obtemos

’ 9'—{-1 + 9

T ST J T
—hZ/ |9j\2dt—h2/
0 =070 =070

Tomemos

2 4 J T )
dt+<lﬂ+2a>h;/o 6;2dt = 0.

011+ 0; 2
- = =Yt
- dt n(t)

J T
_hZ/
j=0"0

T J T , 4 J T
+h2/ |0j|2dt— <h2+2a)h2/ |0j|2dt.
Usamos a identidade abaixo
J T . » 1 T
hjzg/o 0%t = TE(0) + 5 Ya(t) 0

construida em (3.57).

%ﬂ dt = =Yu(t)| +TEn0)+;Ya(t)

J T
_hZ/
j=0"0
J T
—hZ/ |¢9j+1+9j’2dt
j=0"0

De onde segue-se o resultado,

4 ST
2
Odt— <h2+2a>h2/0 16,2t
7=0
T J T
- <4+2ah2>h2/ 16,]2dt.
0 =0 0

0

Th2E, (0 —ij t
1(0) 5 n(t)

J T » h2 T
—hZ/ 0,41+ 0;12dt < Th2Ep(0) — =Y (t)
j=0"0 2

0

Proposicao 3.2 Para T > 0 o sistema (3.21) —(3.23) € observdvel. Isto é, para algum T > 0

existe C(T,~) > 0, tal que
2

0
T at

_ T
Bi0) < 0T [ |3

é verdadeira para toda solugdo de (3.21) — (3.23).
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Prova: Consideremos o Lema (3.3)

2

01 — 05 | 2 LTy
*Z J+1+ 3 + 200 t—*z |93+1+9\dt+><h() :E W
0
Apés adicionarmos e subtrairmos o termo
J T
h 'y
53 /O 0 2t
§=0
temos
. _L ("o
Usamos também a seguinte identidade
h~ [T h~ [T
/ 2 /AN o ’ ! 2
22/ [W —ejejﬂ}dt = 42/ 10,1 — 0;]%dt.
j=0"0 j=0"0
De onde vem
e,
Eh )dt + xu(t) ——Z |0+1+0|dt——z |9]+1 0, |2dt = - dt.
Aplicando agora o Lema (3.5) obtemos
0 2
2
/ En(t)dt + xn(®) Z/ !0]+1+0\dt——zwl _2/ dt. (3.63)
E mais, como o sistema (3.21) — (3.23) é conservativo temos que Ej(t) = Ej(0).
Entao reescrevendo (3.63) temos
TE(0) + —Z/ 1011 + 0;%dt — hieﬁ /T%th
h Xh j+1 1 - h .
E aplicando a identidade (3.57), obtemos
- AR? AR? T L (Te,?
TE 0 0;|°dt — —TE - —Y) <= —
10) 4 x40 Z/]m pa- AT 0 - S| <§ [
AR? AR? T oL ("o,
T(1-—E 2dt — — Y, ()| <= —=| dt. (3.64
( 4>h(0)+><h Z/ 041+ 0;dt — = h()0_2/0 7| dt. (3.64)
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Em seguida aplicamos o Lema (3.7) com h suficientemente pequeno, de tal forma que ainda

se verifique a desigualdade (3.64).

AR2\ ~ T arh? ah? T An? oL Mo
T(1—- — |ER(0 t En(0) — —Yu(t)| — —Yu(t)] <= | dt
(1= ) B +xutn)| +2Fm0 - Fvie| o] <3 [
AR? ah?\ = T AR? ah? oL Te?
T(1——+— |E ) ——+— |Ya(t)| <= | dt.
(1-45+ o) 0)+xu(6)] (% + 4>h<>0_2/0 -
Tomemos
AR?  ah?
200 = (0) - (%5 + % vt
Dai temos
AR?  ah?\ ~ oL Te;?
T(1——+— |EL(0)+ Z,(t)| <= —| dt.
( - 2) 2(0) + h<>0_2/0 £
Agora aplicando o Lema (3.6) temos
AR?  ah?\ = bz 2+ [ 0541 — 052
T(1— =+ — ) En(0) — /L2~ h 0|2 + |1~
L (T16,]°
<= —=| dt. .
<5 [ |FE @ 6o
Por dltimo adicionamos o termo abaixo, afim de completarmos a energia
—9a1 | L2 — |77|h2 + (772+|77|)hi‘0,‘2
2 A1 b
7=0
E assim, obtemos
AR?ah®\ = [nlh? | (1 + |nl) L (716,
-t — - 2 - < — —| dt.
T<1 e >Eh(0) 2\/L - Eh(())_2/0 1 ar
Por outro lado temos
7° + [0 < [nl(Inl + 1), (3.66)
onde
AR? h? AR? + 2ah?
In| = ’—( 3 +a4 )‘S +2a , onde Ah? — 4 + 2ah?
4+ 4ah? _ 1+ah?® 1
e (3.67)
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De (3.66) e (3.67) temos

7’ +[nl < (3+2a)|"| (3.68)
Dai segue-se
F R WP E S TaNCETES Col Py T
[T ( AR - 2ah2> _2 \/ L (AR +126ah2)h2 R <3+a)(i\6hjl+ 2ah2)} Bu(0) < - /O ! %,
Tomemos Ah? =7, onde 0 < ¥ < 4 + 2ah?.
[T(l _ 5_420‘h2> _ 2\/L2 0+ 21a6h2)h2 N (3+ a)l(g;lr 2ah2)]ﬁh(0) - I;/OT %J th.
Agora tomemos A; > % para h suficientemente pequeno.
De onde segue-se
(1~ ) o BT PRTSIEEms o £ o
[T(l _ 7—42ahz> _ 2\/L2 [1 N <3+a>g; 2ah2)] } <%+21<;h2>h2]gh(0) < s/OT 9}5 it
Dai temos
Bi(0) < L A e
2T<1 - 7—240"12) - 4\/ 2 [1 + <3+a>g';2ah2>] _ Giazah2)p? 0
Portanto

(3+a)(7+2ah?) (F+2ah?)h?
\/LZ[l"" asjﬂa ]_7 ?6
T>2

_ A—2ah?
1 4
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Agora escrevemos T como fungao de ¥ e C(T,7).

3+a)(F+2ah? Y+2ah?)h?
\/L2[1+( )4 )] _ Gza)
T() =2 .

_ F—2ah?
1 4

L

C(T,7) = :
F—2ah? 3+a)(F+2ah? F+2ah?)h2
ﬂ«F_v‘4>_4¢D{1+( )4 )}_m ar)

Por outro lado, afim de simplificarmos a notacdo, podemos escrever 7 = 7 + 2ah?, com

0 < v < 4. Isto nos permite reescrevermos a equagao (3.69) em fungao de 0 < v < 4. Com isso,

2

01\ 4 (3.70)

h

Ep(0) < /
0
2T<1 _ 1) _ 4\/ L2 [1 n (3+a>§;§4ah2)} _ e

com o tempo dado por

\/LQ [1 + (3+a)('y+4ah2):| _ (y+4ah?)h?

8m2 16
T(vy) =2 7 (3.71)
e a seguinte constante de observabilidade
L
C(T,~) = . (3.72)
3+a)(y+4ah? +4ah?)h?
2T<1—Z>—4¢Lﬂ1+( el )]_(716)
|

Temos entao o seguinte resultado sobre observabilidade numérica das solugoes filtradas em

Hp(v) := O(xj,t) = Z {ckcos( Ak + 2at) + dipsen(y/ Ak + 20t) | @i, ok, by €R }
Ak (h)<vh~2

Teorema 3.4 Suponha que 0 < v < 4. Entdo eziste T(vy) > 2L tal que para todo T > T(v)
existe C(T,~) tal que (3.32) é verdadeira para toda solugcao em Hp(y) com h — 0 uniformemente.

Sendo assim,
a) T(y) /oo comy ~4eT(y) 2L com v\, 0
b) C(T,7) ﬁ com 7y \ 0.
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De posse desses resultados, ja podemos demonstrar a desigualdade de observabilidade para
o caso de ondas acopladas, da qual trata o Teorema (3.2) para as solugoes na classe Dy (7).

Prova do Teorema (3.2): Para o caso das equagoes de ondas (3.15) temos,

(o) ofre(e 2 Jmose [

e para a equacao de ondas (3.21),

2

LI at, (3.73)

9J

{H(I_Z)_Ll W[H(ua)g;@m)} (7+41a6h2)h2]Eh(0)§L / P

Dai, somamos (3.73) e (3.74)

4T<1Z>(EMO)+EMOO4¢LQO.#§7)’ngMm

_4\/L2 1 Craly i) Ot <s ]

2
Wy

h

82 16

onde wy=¢j5+vyebly=q¢;—1;. Logo:

4T(1 - %) (Eh(o) + Eh(o)) - 4\/L (1 + ;%) - %Eh(o)

(3+a)(y +4ah?)] (v +4ah?)h? ~ TTlos|? | [%g
—4\/L2 |:1 + ) :| — 16 Eh(O) < 2L/0 |: T + 7 ]dt

Em seguida adicionamos a expressao no lado esquerdo da desigualdade acima

3y ~vh2 (34 a)(v + 4ah?) (v + 4ah?)h?
4\/L2 (1 n 8?> — B0 - 4y 22|14 o - B (0).

De onde vem:

o) o+ 10) {7 ) 50
_4\/L2[ (3+oc)éjr;—4ah2)} (7+410éh2)h< 1 (0) + Ep (0 )<2L [‘% T]
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(e 3) oo ) o SO B (10, 50

¥ P
§2L/O {7 + }dt

h

Em seguida podemos obter a desigualdade de observabilidade do sistema acoplado através

da identidade

E assim, obtemos

L T
En(t) < / [
0
4T(1 _ %) _ 4\/L2 (1 + ;%) _ ﬂ _ \/L2 [1 + (3+Ot)(’Y‘;40¢h2) _ (’Y+4<1¥é12)h2

16 81

o que conclui a demonstragao de um dos nossos principais resultados.
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Capitulo 4

Métodos Numeéricos Totalmente

Discretos

Neste capitulo consideramos esquemas numéricos em diferencas finitas aplicados ao problema
(2.1) — (2.4) em que tanto a varidvel espacial quanto a varidvel temporal sao discretizadas, que
sao os conhecidos esquemas numéricos totalmente discretos em diferencas finitas. Em particular,
adotamos o método explicito em diferencas finitas.

Assim, para a devida discretizacao é suficiente discretizarmos a variavel tempo nas equagoes
numéricas semi-discretas (3.1) — (3.2).

Neste capitulo, analisamos algumas das propriedades mais usuais desses esquemas numeéricos,
tais como a sua estabilidade e convergéncia. E claro que se tratando de uma abordagem numérica
aplicada a um sistema hiperbdlico conservativo, devemos garantir que tal propriedade também
ocorre no ambiente numérico espago-tempo. Este é o nosso objetivo nas préximas secoes e
também simular numericamente alguns aspectos da estabilizacao de modelos dissipativos de
ondas acopladas.

Por outro lado, destacamos que o problema da possivel perda de observabilidade numérica

neste caso, é um problema a ser considerado futuramente.
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4.1 Problema Totalmente Discreto e suas Proprie-

dades

L T
P jsitos, defini ametros Ax = ——, At = J, N e N
ara nossos propositos, definimos os parametros Az TI1 N1 para J, N €
e a rede de pontos,
xg = O0<m=Az<..<zxy=JAr<zyj=1L (4.1)
to = O<t1:At<...<tN:NAt<tN+1:T (4.2)

onde z; = jAzx e t, = nAt para j =0,1,2,...,J+1en=0,1,2,..., N + 1.
O esquema numérico espaco-tempo em diferencas finitas que assumimos para o problema

(2.1) — (2.4) consiste nas seguintes equagoes numéricas:

D109} — 10,0.07 + (] —¥F) = 0, V), 1<j<J (4.3)
D100} — 3000 +a(f — @) = 0, V), 1<j<J (4.4)
¢g:¢{}+1=o,ng=i¢9+1:0 = 0,Vn, 0<n<N (4.5)
8 = oolag), ZEA = i) v, 0<i< (1.6

Y = o(x;), 8t;8t 7 = (), Vi, 0<j<J (4.7)

onde os operadores gt(?tqb? e éxaxqs; sao dados por

et —2¢n 4 gh o P 200+ )
00,0} = A L + O(AF),  020.0] = AxJ? == + O(Az?)
¢ +1 1
0y + O n_¢;‘l — 5~ 2
5 ¢ = SA7 + O(At?).

Estas equacoes numéricas sao construidas pelo uso da série de Taylor aplicada nas varidveis
espacial e temporal. Todas sdo consistentes com erro de truncamento da ordem O (Az?, At?).
Sendo consistentes e estéveis, segue pelo Lema de Lax [5] que tais equagdes convergem.

A estabilidade numérica para o problema acoplado (4.3) — (4.7) sera assegurada levando em

consideracao o numero de ondas, conforme detalharemos na préxima secao.
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4.1.1 Consideragoes sobre Estabilidade Numérica

Os métodos de integragao explicitos no tempo sao frequentemente usados para se obter solucoes
numéricas de problemas transientes. Em particular, o critério de estabilidade numérica para

diferencas centrais no espago e tempo depende da frequéncia maxima wy), 4. associada ao modelo

sob consideragao [16]. Mais precisamente, temos vélido que:

2
At <

= (4.8)

max
Para a estabilidade numérica asssociada com as equagdes numéricas (4.3) — (4.4), vamos
considerar a propagacao de ondas harmonicas no respectivo modelo continuo para obtermos as

frequéncias maximas. Em particular, consideramos solugoes para (2.1) — (2.2) na forma,

¢ = A0l o = AgelOTHet), (4.9)

onde 7 é o nimero de ondas, w é a frequéncia e A; (i = 1,2) sao as amplitudes associadas com as
propagagoes ¢ e 1) respectivamente. Pela substituicao dessas fungoes nas equagoes (2.1) — (2.2)
obtemos o seguinte sistema algébrico nas variaveis A; e As :
Ay —wr+ta —a Ay _ 0 . (4.10)
—« 3y —w? 4+« A, 0
Este sistema possui uma solucao nao-nula desde que o determinante da matriz dos coeficientes
seja nulo. Obtemos assim a seguinte equacgao algébrica:

Ayt — (@ + AW+ (E + B)ay? +wh — 200 = 0. (4.11)

Para problemas de propagacoes de ondas devemos analisar esta equagao, conhecida como
equagao da frequéncia. Usamos a identidade w = ¢y onde ¢ é uma constante(velocidade). Entao

obtemos,

Ay — (E+ A + (G + A)ay? + Mt — 20?4 = 0. (4.12)

Analisamos entao dois casos particulares: v — oo e v — 0. Quando v — oo,

Aca— (B +c3E+ct=0. (4.13)

Fazendo ¢ = d temos,
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A —(E+cB)d+d>=0 (4.14)

e resulta que d € {cf,c3}. Explicitamente:

=de {C%,cg}. (4.15)

Neste caso a frequéncia maxima é determinada pela maior das velocidades ¢? ou 3. Desta

forma, para comprimentos de ondas préximos de Az/2, temos que w4

ax ¢ determinada por

ondas que se propagam na velocidade ¢ = méx(c%, C%) Assim a condicao de estabilidade CFL
(Courant-Friedrichs-Levy) é dada por
Azx

At < 28 (4.16)
C

Por outro lado, fazendo v — 0 em (4.11) obtemos,

W20 = 0> we {0, 0, j:\/204} . (4.17)

Portanto, a frequéncia para baixo nimero de ondas determina o critério para estabilidade

numérica de acordo com (4.8), ou seja:

At < (4.18)

5
Q-

Contudo, entre as condigoes dadas em (4.16

~—

e em (4.18), prevalece o classico critério CFL
de acordo com (4.16), j& que « é um parametro pequeno [3].

Portanto, o esquema numérico (4.3) — (4.7) é consistente e ele é estdvel se, e somente se, a
condicao (4.16) é verificada. Isto garante que as solugdes numéricas convergem com Az, At — 0

para as solugoes de (2.1) — (2.4) na correspondente norma.

4.1.2 Energia Totalmente Discreta - Conservacao de Energia

Nesta secao mostramos que existe uma energia numérica associada com as equacoes em
diferengas finitas (4.3) — (4.7), donde resulta a conservacao numérica das solu¢oes numéricas
computadas por esse esquema de discretizacao. Tal propriedade reproduz numericamente o que

ocorre no nivel do funcional (2.5).
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Proposicao 4.1 A energia totalmente discreta E™ do problema (4.3) — (4.7) € dada por

) ¢"+1 B Ar e U -
B = Z T Z At
—0 =0

ClAm ¢?+1 ij i+1 ij CQAx ¢j+1 d’y g+1 1/)]‘
| )y

(4.19)

2 4 Ax A 2 4 Ax Ax
Jj=0 7=0
alAzx J
b OIS @ - e,
7=0

e satisfaz E" = E°, Vn=1,2,...,N.

Prova: Considerando a equagao (4.3) temos
+1 ~1
¢ — 207 + ¢ i+l ~ 205 + ¢
At A Ax?
Agora multiplicamos a equacao acima por (¢?+1 — qb?_l) /2At e efetuamos o somatério para
1 <5< J, donde

Az Z ot =207 + 07 BT — 7! — 2Ax Z 1 2(?57””?5” O e
At? 2At 2At

+alel — g =0

A
SAT S 66 -6 - o) = (4.20)

Jj=1

Facamos agora as seguintes simplificacoes

A Z( n+1 2¢§1+¢?—1 ¢?+1 (;5;1—1)

Tin
L At2 2At

Az 20 <
_ n+1 n—1 n+1 n— 1 _ n n+1 n 1
N 2AtAt2 + 5T — 9 2AtAL2 Z 95 ( )

Ar < nt1)2 n—1,2 n ntl n n—1
= MZ(‘% | *|¢j | *%’j(bj +2925]'(1)3' )-
j=1

Na expressao anterior, adicionamos e subtraimos o somatério

Ax J 12
2AEAL2 21971
j=1

para obtermos,

J
Iin = wmaz'¢?'+1'2*2¢7¢?+1+'¢?'2 6771 + 20705 — 16717)

J
SR 2 95 =g -l =gy
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Usamos as condigdes de contorno de Dirichlet homogéneas (4.5) e obtemos:

Az J ¢n+1 ¢n 2 Az ¢n_¢n 1
0 e v 2Atj2::0 A

’ (4.21)

At At

Simplificamos Z3,, dado abaixo:

n n+l _ n—1
IQ,n = A Z( = 2¢ +¢ ¢ 2At¢ )
J

_ Cle i( ¢n)(¢n+1 qbnfl) + C%Al’ Z( ¢n)(d)n+1 (bnfl)
- J+1 J IAT2AL J :
j=1

2Ax2 AL 4
j=1
Usamos novamente as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas (4.5) e obtemos:
2 J 2 J
ciAx _ ciAx _
Iom = MZ( o — ¢ (@ — ) 1)+m2(¢? — P ) (O] — o)
=0 j=0
_ C%AIE n+1 n—1 n n+1 n  n—1
= SAZIAL Zw Ly = G gl = g+ gy
AAr <
1 1 1
* 3agras GO — #iein — el + ¢fndin)
j=0
_ dA XJ: O — o en ., — 9 | dhe ZJ: o — OOl — o
2At = Az Az 2At = Az Az '
Combinando as simplificacoes Z; ,, € s, temos,
ﬁi ¢?+1_¢?2 Z¢n_¢n12
288 | A 24t At
. cfAz XJ: S — oo — @\ dAa ZJ: Ofa — 0 O — 9
2At j—O Az Az 2At & Az Az
an n n n+1 n—1
+ A7 Z(¢ — )@t — g7 =0. (422)
Simplificando At segue que,
¢’n+1 ¢n 2 ¢n 1,2

I e M
=0 =0
. c%AxZ ¢;¢% O B — &) —‘“A‘”i fr = &5 O — &5
2 4 Ax Ax 2 <4 Ax Ax
7=0 Jj=0
alzx J
+ (67 — ) (it =gt~ h) =0. (4.23)

2
7=0
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E de forma andloga temos para a equagao (4.4),

A:UZ

=0

2 2

wn+1 ¢n d)n 1

At

J=0

N cgmi<w;¢f Yt zw?)_cmi(%l w"wm—w?l)

: Az Az 2 4 Azx Az
Jj=0 7=0
alAx J
b OIS - et -y =o. (124
7=0
E por dltimo somamos (4.23) e (4.24) resultando em,
¢n+1 ¢n 2 Ax ¢n 12 ¢n+1 %Z)n 2 Am 7/’” 2
Z Z - Z VA Z
=0 =0 =0 =0
J n+1 n+1 n J n n n—1
N C%Al‘ 3 ¢j++1 — T 9] A 3 (% -0} i — ¢
2 < Az Az 2 < Az Az
7=0 7=0
. cgmi VI =T R, —upy C%Aaci Yy — e — g
2 < Ax Ax 2 < Ax Ax
Jj=0 7=0
alAx J aAm J
n+1 n+1 n 1 n—1\ _
j= 0 j=0
ou ainda,
%Z ¢n+1 (bn 2 sz ,(/}Tl-‘rl wn 2
2 4
]:0 =0
n+1 n+1 n J n+1 n+1 n
i A Z (bjjr_l ; i1~ 95 4 c3A xz wjj-_l ¥ i1~ Y
2 < Az Az 2 < Az Az
J=0 7=0
aAa: n n n
+ (0F =) (@) —with
7=0
B Ai ¢n _ qbn 1,2 B Z wn _'I,Z)n 1,2
2 At 9 < At
7=0 7=0
AL N (P — DT O — T BAn N (P — Pl -
. gaz Z J+1 J Pi+l J _ Gar J+1 J+1 J
2 < Ax Ax 2 < Ax Ax
]:0 ]:0
alAzx J
- 2@y =T =i =0, (4.25)
7=0

donde temos que
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E"—E"1=0=E"=E’, ¥Yn=1,2,.,N (4.26)

para

2 2

J n+1 n n+1 n
Em — j{: ¢ ¢ Z&Zj{: ¢ ¢
=0 =0

+1 +1 J +1 +1
C%Afﬂ <¢?+1 — 9 9in ¢?> N Az 3 <¢;L+1 Ui Y 1[’?)
0

+ 2 4 Ax Az 2 4 Ax Ax
j= 3=0
alAzx J
+ Y@ - et -, (4.27)
7=0

|
Notemos que as discretizagoes referentes as componentes potenciais em E™ nao sao definidas
positivas, ao contrario do que ocorre na energia £(t) em (2.5) referente ao modelo continuo e para
a energia &, (t) em (3.5) referente ao caso numérico semi-discreto. Nossa préxima propriedade
garante que a energia E" é, de fato, definida positiva. Para tanto, vamos assumir que c% = c% =1.
Temos portanto a seguinte proposicao:

Proposicao 4.2 Se At < Az entdo para toda solu¢ao nao nula do problema (4.3) — (4.7) e

para todon =1,2,..., N, temos

J
En T n n n n n n n
Ar > (32Aw2 )ZO’ ¢; o + (¢ + — i) + (%Ll — Qi)+ (T/erll - j+1)‘2
J:
J 1 J
5 D 057! = 6l + 165 — 7P+ gi DM — vl + Wi - o]

j=0 7=0

8Aaz

J
[0
+ ZZ\@ I 4 gt — g ?) > 0

Prova: Da energia E™ temos que:

o 1§ +1 2 RN +1 2
_ 7 n n n
~ = 2At22|¢j — 7| +2At22|wj — 7|

1

2Ax? <
J

<
M- 1

GFH = o) — )+ 523 Z U =W )

I
o

to\Q

J
Z(@ YR (gnth — it
Jj=

Ramos, Anderson de Jesus Araijo PPGME



A Energia Totalmente discreta - O Caso Classico 65
Usando o critério de estabilidade At < Az, podemos escrever:
J J
E™ 1 1 9 1
2 gam 2 9T -+ — 5P
j=0 §=0
R 1 <
1 1 1
+ 5aze 2O — (@) — ) + o DT — T (W — )
= s
ol
+ 5 Z w] ¢n+1 Q]Z)n+1)
7=0
Agora faremos as seguites simplificagoes:
1 J
71” 2Am2 Z |¢n+1 ¢n|2 ;71—11 ¢n+1 ( o ¢;L)
=0 =0
L
= x D [W” = 200107 + 19717 + O op i — O] — 6 T o + ¢;?+1¢;L]
j=0
1 1
— sams X [P AR - 20t - e
7=0
1
— a3 [P -2 e 0P+ T - 203065 + e
7=0
L
D AR e R
3=0
De forma analoga temos:
1 J
Ton = Sazm 2 1T —upP+ @ — i (g —
j=0 §=0
L
1 2 1 2
= Az [w;-” — i P e — }
j=0
Mais ainda:
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7?’)71:

)

oo
M“

(67 — ) (g — it

T
o

Il
oo
M\

(@57 — Ryt — it gy

T
o)

4

Il
Fﬂgk

(205051 — 20597 — 29767 + 20747,

o

Em seguida, com o propédsito de obtermos expressoes quadraticas, adicionamos e subtraimos

alguns termos quadraticos em 73,. Segue que:

=~ 0Q

Ton = (=167 + 26765 — |65 + 167 = 267957 + w3 T P)
7=0
a J

= Il 2 - R g - 2t )
j=0
o J

_ ZZ(MW_ n+1’2+‘¢n+1 w;z|2 |¢n_ n+1’2 ‘¢?+1_¢;¢|2)
7=0

Considerando agora a inclusao do termo dado por,

J
[0
=5 215 =) — ¢,
Jj=0

obtemos,

J J
(6% «
e (R el e s o B S [ DR (A T
7=0 7=0

Agora considerando as simplificacoes para 71, T2, € T3, obtemos,

J J
E" 1
+1 2 +1 2 +1 2 +1 2
Az 2 423: > [l = g7 + o — o] ]+42x2§ e Y e o e T

=0 =0

J J
+ %Z ‘qu ¢;1+1 2 + |¢n+1 w] _ % Z I( ¢n+1 n (d)nJrl ¢?)|2’
7=0

J=

ou, pela reorganizacao dos somatdérios anteriores,
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J J
g > 1 H¢n+l . ¢n |2 + ’qbn-i-l ¢ w ’2 + W)n-i-l |2]
Az J J+l J+1 J J+l J+1
= 0
J
1 2 1 2 1 n|2
+ 8A:c2 Z ¢n+ — Pl + |¢?jrrl - —YialT+ W;Lj-rl Y57
:0
a o
n n+1 2 n+l n n+1 n n+1 n
+ 72 U6 — v+l )= 21 + (T — M2,
=0 j=0
Em seguida, na expressao anterior, usamos a desigualdade dada por,
2
2? +y* > (x—;y)’ Vz,y € R (4.28)
para obtermos,
J
T U - )+ @ - )P+ ey SO )+ )P
Az~ 16Az? J J AR AR 16A 22 J J j+1 i1
Jj=0 Jj=0
J J
+ - ¢?+1|2 + |¢?I11 - ¢]+1|2 + W?Ill \2]
= =
a < o
+ o 2 ey =0T ) = D M = ) + (T - )
Jj=0 7=0

Em seguida completamos um quadadrado perfeito adicionando,

—{3

«
72O = )+ = v

Jj=

(857 = 67) + (W0 —oM(OT ] — ¢ 1) + (W — ¥ )

j+1

<
M-
C>

Deste modo,
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B 1 J 1 J
Az > 16A22 ZHW?H -7+ (ﬁb?ﬁ - ¢§L+1)’2] + 16A22 ZHW?H —¢7) + (%ﬂl - ¢?+1)‘2]
=0 j=0

J

+ WQZ (657" = $7al® + 16511 — &5 =il + W v

J=0

(|¢n _ n+1|2 + |¢n+1 w;m|2)

+
2
M“

.
Il
=)

(@5 = 67) + (I =) + (@)1 — oF0) + W — )

|
| Q
.ML‘

Il
o

J

Usando novamente a desigualdade (4.28) segue que,

J
En ]' Vs n n n 3 s n n
Ar > 39AL2 Z |(¢j+1 —¢%) + (V] 1 vy + (quj—_ll — @) + (%111 - 1/’j+1)|2
J
+ 3 sz Z (1677 = $jal” + 16751 — 4] (95 = il + W5 — ¢ 1]
=0
0l
+ ZZ(‘QSH_ n+1|2+|¢n+1 ¢;z\2)
7=0
0l
= U ) + W =) + (G - ) + W - ep) P,
j=0
donde,

En J
o 2 (gomm = §) 6 -6+ ™ = w4 G - ) + U — v

7=0
J 1 J
by Sl = P T — TP+ s Sl — P+ g — P
j=0 7=0
a J
+ 7 28] =P 10 =) 2 0
j=0

Para conclusdo do nosso resultado, devemos assegurar que 1/32Az% — /4 > 0. Desse modo:

1 et >
- — = — Q.
32Ax2 4 Ax?

Pelo critério de estabilidade At < Az dado em (4.16) com ¢ = 1 temos,
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[0
Z 2804257

1 1
At?2 — Ax?
e esta ultima relacdo também é valida, pois resulta de (4.18), ou seja,

A >
=9

t < 2 1
< \/T—a = @
|
As duas proposicoes anteriores sao de suma importancia para nossas computagoes numeéricas.
Primeiramente porque temos que E™ é de fato conservada na auséncia de termos dissipativos e
também que E™ é positivo, como era de se esperar em relagdo ao caso continuo. Na préxima

secdo, finalizamos nosso trabalho, ilustrando alguns resultados de simulagoes numéricas usando

este esquema numérico espago-tempo em diferencas finitas.
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4.1.3 Simulagoes Numéricas em Estabilizacao

Nesta secao apresentamos alguns resultados de simulagoes computacionais com o uso do
esquema numérico (4.3) — (4.7). Nosso objetivo inicial consiste basicamente em verificar que, de
fato, a energia E™ é numericamente conservada na auséncia de termos dissipativos, o que fornece
uma medida de precisao do método usado. Por outro lado, considerando alguns mecanismos de
dissipagao sob o modelo (2.1) — (2.4), verificamos que a energia numérica possui um decaimento
exponencial. Por exemplo, considerando a adigao nas equacgoes (2.1) e (2.2) de amortecimentos
do tipo B1¢: e P21y, respectivamente, conseguimos visualizar que o grafico de pontos (¢, E™) é
do tipo exponencial decrescente, como era de se esperar, pois nesta situacao o sistema hiperbélico
é exponencialmente estavel. Por outro lado, para 51 # 0 e 82 = 0 verificamos que E™ é também
decrescente, no entanto, ocorre um tipo de decaimento mais lento que o exponencial. Isto é bem
caracteristico dos modelos que sao polinomialmente estaveis. Ver por exemplo o trabalho de M.
L. Santos et al. em [11].

Para as simulagoes numéricas, realizadas em MATLAB 7.0, utilizamos os seguintes dados:
L = 27, T = 3s com 128 divisdes no espaco e no tempo. Consideramos ¢ = ¢z = 1 e
a = 1. Para os dados iniciais utilizamos as seguintes fungoes: ¢(z,0) = 2sin(27z/L), ¢ (z,0) =
3sin(3wx/L), ¢¢(x,0) = —sin(2wx/L) e Y (x,0) = sin(2wx/L). Os primeiros resultados listados

a seguir representam o caso conservativo.

Solugdo Numérica para @ Solugdo Numérica para
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Figura 4.1: Caso conservativo: ¢7 Figura 4.2: Caso conservativo: 9}
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Os casos abaixo sao referentes as dissipacoes do tipo B1¢: e Bats.

Solug&o Numérica para @ solucio Numérica para
25
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\
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Figura 4.3: g, =m,i=1,2 Figura 4.4: p; =m,i=1,2

Para os casos ilustrados anteriormente, temos também as energias pés-processadas.

Energia Numérica — Caso Conservativo Energia Numérica — Dissipacéo Total
T T

61.6114 T T T 70 T T T T T
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1.6114
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61.6114

61.6114 - q
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0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 4.5: 5, =0,1=1,2 Figura 4.6: 5; =,
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Solugdo Numérica para @
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Figura 4.8: gy =m, 08, =0

Energia Numérica - Dissipacéo Parcial
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Figura 4.9: 1 =m,06,=0
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas Futuras

Iniciamos este trabalho fazendo uma descri¢do dos resultados matematicos consolidados na
literatura que versam sobre o problema de observabilidade (na fronteira) numérica de esque-
mas numéricos em diferengas finitas ou em elementos finitos quando aplicados ao problema de
observabilidade da fronteira da equacao de ondas unidimensional. Assim a principal conclusao
a respeito dessas abordagens numéricas diz respeito a perda de observabilidade numérica para
0s esquemas numéricos semi-discretos mais usuais como é o caso das diferengas finitas e dos
elementos finitos classico, usando as funcgoes de forma lineares. Este tipo de patologia numérica
ja tinha sido observado experimentalmente e evidenciado nos trabalhos de R. Glowinski, Lions e
outros no inicio dos anos 90. Somente em 1999 com o trabalho de Infante e Zuazua é que se faz
uma analise numérica apurada do porqué desta perda de observabilidade numérica e também
a caracterizacado de uma classe de solucbes numéricas que sdo numericamente observaveis. As
conclusoes por eles tiradas sao de grande importancia para a analise de observabilidade e contro-
labilidade de esquema numéricos, principalmente com a relacao que eles guardam com o contexto
da estabilizacao de sistemas hiperbdlicos com dissipagoes fracas.

Todo esse contexto possibilitou uma série de novas investigagoes no campo da anélise numérica,
principalmente com a andlise de métodos numéricos mais eficientes para se reproduzir o pro-
blema da observabilidade numérica. Nesta direcao, nosso trabalho se baseia nesses resultados
e acreditamos que ele seja o Unico realizado até entao sobre sistemas hiperbdlicos acoplados de
equacoes de ondas. Realizamos nossas pesquisas sobre o caso particular em que as duas pro-

pagacoes de ondas possuam a mesma velocidade de propagacao. Nossas conclusoes de um modo
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bem amplo, é que esquemas numéricos como diferengas finitas nao sdo robustos o suficiente em
reproduzir o problema da observabilidade da fronteira. Assim, conseguimos identificar a perda
de observabilidade numérica para as equagoes semi-discreta de ondas acopladas e, paralelamente,
conseguimos identificar uma classe de solu¢bes numéricas que sao observaveis.

Como continuidade deste trabalho, objetivamos analisar o caso em que as velocidades de
propagacoes de ondas sao diferentes. No caso especifico que aqui analisamos, podemos também
relacionar a observalidade numérica com problemas de estabilizacao para modelos numéricos
fracamente dissipativos, como por exemplo, problema com dissipacoes pontuais ou localizadas.
Outras metodologias numéricas também podem ser investigas, tanto em diferencas finitas como

em elementos finitos.
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