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Resumo
Estudou-se a existéncia e unicidade de solugoes estacionarias dos sistemas
piezoelétricos em um dominio © limitado aberto de IR® com fronteira regular I', onde um
corpo sofre um deslocamento piezoelétrico u(z) sujeito a um potencial elétrico p(x) com

u e ¢ dados formalmente pela equacao estacionaria

—divT(u,p) = f emQ
—divD(u,p) = 0, em Q 7

utilizou-se principios e leis do eletromagnetismo para caracterizar as propriedades
dos materiais piezoelétricos e as equacoes de Maxwell para descrever matematicamente
o problema da piezoeletricidade. Trabalhou-se dentro de um quadro de pequenas
deformagdes com duas variaveis: o deslocamento mecanico u(z) e o potencial elétrico
¢(x). Utilizou-se estrutura funcional de um espago de Hilbert. Associou-se a equagao
estacionaria a uma formulagao variacional e aplicou-se o teorema de Lax-Milgram para
demostrar que o problema variacional tem solugao tnica (u, ¢).
Palavras-chave: Piezoeletricidade, Polarizacao, Elasticidade, Estrutura Funcional,

Anilise Variacional
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Abstract

Was studied the existence and uniqueness of stationary solutions of
piezoelectric systems in a domain  limited open IR® with regular boundary I', where
a body has a piezoelectric displacement u(z) subject an electric potential p(z) with u

and ¢ formally given by the stationary equation

—divT(u,p) = f inQ
—divD(u,p) = 0, inQ 7
Used the principles and laws of electromagnetism to characterize the properties
of piezoelectric material and Maxwell’s equations to describe mathematically the problem
of piezoelectricity. Worked in a framework of small deformations with two variables:
the mechanical displacement u(z) and the electric potential ¢(x). used the functional
structure of a Hilbert space. Joined the equation to a stationary variational formulation
and applied the theorem of Lax-Milgram to demonstrate that the variational problem has
a unique solution (u, ¢).
Keywords: Piezoelectricity, Polarization, Elasticity, Functional Structure,

Variational Analisis
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Introducao

Estudamos as solugoes estacionarias dos sistemas piezoelétricos e tomamos
como referéncias principais a tese de doutoramento de Houari Mechkour [36], onde
nos concentramos mais especificamente no capitulo que trata da homogeneizacao da
equacao da piezoeletricidade e utilizamos também como suporte o artigo de Bernadete
Miara e Mauro de Lima Santos [38] que estuda o decaimento de energia em um sistema
piezoelétrico.

Para melhorar a compreensao a apresentacao foi estruturada em capitulos. No
Capitulo 1 fazemos um breve histérico do fenomeno da piezoeletricidade e introduzimos
as principais propriedades apresentadas pelos materiais piezoelétricos e enfatizamos a
polarizacao elétrica e as propriedades elasticas.

No Capitulo 2 descrevemos o modelo matematico da piezoeletricidade para
pequenas deformacoes. Para isso revisamos leis e principios fundamentais do
eletromagnetismo e os teoremas de Stokes e da divergéncia. Apresentamos uma
formulacao diferencial das equacoes de Maxwell que servem de suporte para as hipdteses
sobre o comportamento dos materiais piezoelétricos. Desta forma estabelecemos as
propriedades fisicas necessarias para a elaboracao do problema da piezoeletricidade.

No Capitulo 3 descrevemos o problema da piezoeletricidade. Adotamos o
deslocamento mecanico e o potencial elétrico como variaveis piezoelétricas, pois resultam
de um acoplamento eletro-mecanico. Definimos os espacos vetoriais adequados para
estabelecer a estrutura funcional do problema e delimitar sua estrutura fisica. Em seguida
mostramos uma formulacao variacional para o problema da piezoeletricidade e a utilizamos

para demonstramos a existéncia e unicidade de solucao.



No apéndice apresentamos resultados experimentais para a determinagao do
coeficiente de amortecimento de uma onda mecanica via ressonancia piezoelétrica num
cristal de sal de Rochelle. Apresentamos ainda as defini¢oes, propriedades, leis e
teoremas mais relevantes do calculo variacional, tais como o método variacional de Euler-
Lagrange, o teorema de Rabionowitz e o principio variacional de Ekeland, que sao usados

frequentemente para determinar a existéncia de pontos criticos.



Capitulo 1

Propriedades dos Materiais

Piezoelétricos

Neste capitulo fazemos uma abordagem histérica a cerca das principais
descobertas cientificas envolvendo fenoémenos piezoelétricos e que ajudaram de uma
forma ou de outra a desenvolver uma teoria sobre o comportamento piezoelétricos dos
meios materiais. Faremos também uma sintese das principais propriedades que regem o

comportamento dos materiais piezoelétricos.

1.1 Um Breve Historico

A Turmalina é uma pedra preciosa que é capaz de atrair pequenos fragmentos de
cinza quando é aquecida na brasa. Essa propriedade elétrica associada a temperatura
serviu de estimulo para que viessem a ser feitos estudos mais detalhados sobre o
comportamento do cristal. Deve-se a Charles de Coulomb e a Henri Becquerel a
proposicao que além de eletricidade condicionada a temperatura o cristal apresentava
também eletricidade dependente da pressao. Esta proposicao foi demonstrada em 1880
pelos irmaos Pierre e Jacques Curie, que conseguiram provar através de experimentos
que uma tensao elétrica surgia na superficie do cristal tao logo ele fosse exposto a uma
pressao mecanica externa. Pouco tempo depois eles também encontraram as mesmas
propriedades em outros cristais, como o Quartzo e Topéazio. Os Curie deram o nome de
"Eletricidade Polar”para a sua descoberta. Porém, esta designacao deu logo lugar ao

nome " piezoeletricidade”.



Em 1881 Gabriel Lippmann propos a existéncia de um ”Efeito Piezoeletrico
invertido”, ou seja, o aparecimento de uma deformacao no cristal produzida pela aplicacao
de um campo elétrico externo. Os irmaos Curie também estudaram a proposicao de
Lippmann e conseguiram obter exito na tentativa de comprové-la através de experimentos.
Paul Langevin foi o primeiro a se utilizar de forma pratica das propriedades piezoelétricas
dos cristais de quartzo ao construir em 1916 o primeiro sonar para a marinha Francesa.

Durante as ultimas décadas um grande nimero de trabalhos foram publicados
dando forte enfase ao estudo das propriedades piezoelétricas dos cristais, a maioria deles
trata das propriedades eletro-mecanicas, isto é, aquelas que resultam de processos de
polarizacao ou deformacao da estrutura cristalina, propriedades estas de grande interesse
para fisicos, quimicos e engenheiros como por exemplo J. Valasek [51,52], Hans Mueller
[40,41,42,43], H. V. Jaffe [25,26], ¢ W. G. Cady [07] entre outros.

Em 1° de setembro de 1939 a Alemanha invadiu a Polonia e deu inicio aos
conflitos que acabaram por desencadear a segunda guerra mundial. Este fato provocou
um intenso periodo de estudos a cerca das propriedades fisicas dos materiais, entre eles
os cristais piezoelétricos, nao s6 pelos interesses que eles despertavam na sua utilizagao
como conversores de sinais mecanicos em sinais elétricos e vice-versa, mas principalmente
em virtude dessas caracteristicas possibilitarem a construcao de transdutores como o do
sonar. Desse modo destacamos os trabalhos de R. D. Schulvas e M. V. Posnov [48],
que foram os primeiros a medir o tempo de relaxacao em um cristal de sal de Rochelle
utilizando para isso o método da ponte de capacitancia.

Um marco importante foi o trabalho de F. C. Isely [23] que estudou as
relacoes entre as propriedades piezoelétricas e as mudancas mecanicas que ocorrem
longitudinalmente em uma das dimensoes de cristal quando um stress mecanico externo
(pressao) é exercido em uma das suas faces. Porém, deve-se aos trabalhos de Hans Miieller
[40, 41, 42 e 43] os maiores avangos nesta area. Miieller detectou um comportamento
dielétrico anomalo nos cristais de sal de Rochelle ao utilizar uma ponte de capacitancia
acoplada a um osciloscopio [40]. Deve-se também a Miieller a detecgao de curvas de
histerese nos cristais de sal de Rochelle [41]. Além das propriedades dielétricas ele também
mediu propriedades piroelétricas, opticas e eletro-opticas e baseou o resultado de suas
analises nas suposigoes que todas as propriedades dependem do campo elétrico interno e

que o ponto de Curie varia com a temperatura [42].



Considerando ainda os trabalhos de Miieller verificamos que ele confirmou o
efeito piroelétrico descoberto por Valasek [52] e relatou o efeito Kerr [42],e também a
dependeéncia do indice de refracao dos cristais de de sal de Rochelle com a temperatura
[43].

Ainda dentro desse contexto destacamos os trabalhos de W. P. Mason [33, 34
e 35|, da Bell Telephone Laboratories, que mediu as constantes eldsticas, elétricas e
piezoelétricas em cristais de sal de Rochelle utilizando métodos dinamicos[33]. Nesses
métodos o cristal é usado como um dielétrico em um circuito ressonante do tipo RLC.

Utilizando a teoria da interacao proposta por Hans Mueller [41], W. J. Price
efetuou medidas de atenuacao de ondas ultrasonicas na direcao cristalografica X através
da aplica¢ao de um campo elétrico externo D.C.[46].

O fenomeno de ressonancia piezoelétrica tem servido de base para a realizacao
de trabalhos recentes, como por exemplo: M. Hidaka, T. Nakayama, J. F. Scott e J. S.
Storey realizaram estudos sobre anomalias estruturais do BaMny4 utilizando técnicas de
voltagem fixada via ressonancia piezoelétrica [21] destacamos também o trabalho de M.
Hidaka, A. Noda, S. Yasmashita, K. Imanaga e T. Omura que estudaram transicoes de

fase estrutural no BaMn, utilizando técnicas de ressonancia [22].

1.2 Propriedades Piezoelétricas

Uma caracteristica importante dos materiais piezoelétricos é a presenca de uma
polarizacao espontanea no intervalo de temperatura compreendido entre seus dois pontos
de Curie (estado de minima energia livre do material). Essa polarizac¢ao expontanea faz os
dipolos elétricos executarem pequenas translagoes em torno do seu centro de massa que
tendem a alinha-los em uma mesma direcao. Essa movimentacao dos dipolos elétricos
induz alteragoes no arranjo estrutural dos atomos do cristal e provocam o aparecimento
de esforgos e tensoes que produzem deformacoes espontaneas internas. Desse modo um
solido manifesta propriedades piezoelétricas quando é submetido a uma tensao externa e se
registra o aparecimento de uma polarizacao elétrica interna, ou entao quando a aplica¢ao
de um campo elétrico externo o deforma internamente. No primeiro caso temos o efeito

piezoelétrico direto e no segundo caso o efeito piezoelétrico inverso



1.3 Polarizacao Piezoelétrica

O fenomeno da polarizagao elétrica ocorre quando o centro de carga positiva
de um atomo, molécula ou elemento da estrutura cristalina esta ligeiramente afastada
do centro de carga negativa. Alguns sélidos, notavelmente certos tipos cristais possuem
polarizacao elétrica permanente, enquanto que outras espécies de cristais, especialmente
os cristais piezoelétricos, s6 se tornam eletricamente polarizados quando sao submetidos
a acao de um stress externo.

O fenoémeno da piezoeletricidade é observada apenas nos soélidos, os quais
geralmente adquirem algum tipo de polarizacao quando sao submetidos a alguma forma
de stress externo, por exemplo, dobrando, torcendo ou comprimindo esse sélido. Se um
material piezoelétrico for submetido a um stress mecanico, um campo elétrico surge
transversalmente a direcao desse stress; reciprocamente, se o material for submetido a
acao de um campo elétrico, surge um stress mecanico interno que altera suas dimensoes.

O efeito da piezoeletricidade (do Grego piézin - prensar, apertar) refere-se
a interagdo entre a pressao mecanica e tensao elétrica em sélidos. Este fendmeno ¢é
produzido pelo surgimento de cargas elétricas provocado por deformacoes na superficie
de determinados materiais.

Alguns cristais sob tensao exibem o efeito piezoelétrico, isto é, uma polarizacao
P, proporcional a tensao T ¢é produzida. No efeito de conversao, um campo elétrico E
aplicado produz uma distor¢ao do cristal, representada por uma tensao T; proporcional
ao campo aplicado. Para um corpo elastico, a mudanca em suas dimensoes é proporcional
a tensao. Neste caso a constante de proporcionalidade é o coeficiente de elasticidade

Y (médulo de Young). Entao, a polarizacao induzida pode ser escrita como:
P=aY. (1.1)

A forca F necesséaria para manter a tensao constante quando o cristal esta sujeito

a acao de um campo elétrico é:

F=—dYE. (1.2)

A tensao em um corpo elastico deformado é a mudanca fracionaria nas dimensoes
do corpo em varias dimensoes, o stress € a pressao interna em véarias direcoes. O efeito da

polarizacao responsavel pela piezoeletricidade surge portanto de pequenos deslocamentos



de fons na estrutura cristalina. Esse efeito nao é encontrado em cristais com centro de

simetria. O efeito direto pode ser bastante forte e um potencial do tipo:

U=". (1.3)

é gerado quando o cristal é comprimido, sendo K a constante dielétrica.

1.4 Propriedades Elasticas

Os cristais ordinarios em geral sofrem alteracoes na organizacao de sua estrutura
interna quando sao submetidos a uma tensao externa. Porém, se a magnitude desta tensao
esta abaixo do limite eldstico do cristal a deformacao é reversivel, isto é, a estrutura interna
retorna a sua forma original a partir do instante em que a tensao externa é removida.
Neste caso as propriedades elasticas do cristal obedecem a lei de Hooke generalizada.

Eij = Sz’jklakl 7 (1'4)
Oij = CijkzéTkz
onde 0;; ¢ o tensor de tensao externa, €;; ¢ o tensor de deformagao, S;ji; sao os tensores
de conformagao do cristal e Cyji; sao tensores que representam o inverso dos tensores de
conformacao ou médulo de Young, sendo:
1

Ciig = —— 15
=g (1.5)

Condigoes de simetria entre S;ji; e Cyji nos dois primeiros e nos dois dltimos
sufixos permitem que se faca a substituicao da notacao tensorial pela matricial, de acordo
com os esquemas que podemos encontrar com facilidade em livros textos de fisica dos
cristais [44]. Dessa forma a representagao da lei de Hooke pode ser entao escrita através

da seguinte notacao matricial:

g, = Sz‘jO'j (1 6)
g; = Cijéj ’
sendo:
1
J S’L’j ( )



As propriedades elasticas dos cristais devem portanto relacionar as constantes
Cijkl € Sijki-

Nos cristais piezoelétricos os efeitos eldasticos nao ocorrem de forma isolada, pois
estao sempre acoplados a uma polarizagao elétrica. Uma vez que uma tensao externa
constante nao pode ser produzida por processos mecanicos sem alterar as condigoes limites
para uma vibracao, é mais conveniente produzi-la pela aplicacao de um campo externo
Ey fixo em uma diregao cristalografica. Porem, conforme foi mostrado por Miieller [42] o
campo elétrico E; altera o tensor de conformacao de Sy para S,,=, onde:

1 J142

= Oy — — 1.8
Sue % X, +3.B.P, (18)

sendo Py a polarizacao induzida no cristal devido a aplicacao do campo elétrico externo

Ey. Temos ainda que fi4 é uma constante piezoelétrica para uma tensao na diregao y, e
X, é a susceptibilidade reciproca.

As freqiiéncias ressonantes e anti-ressonantes para todas as vibragoes na placa de
um cristal excitado pelo campo elétrico na diregao cristalogréfica [010] devem depender
do tensor de conformacao Sy4 [43]. Portanto, qualquer que seja a freqiiéncia ressonante f,

esta dependéncia vai ser da forma:

f=(a+pB.5u)2, (1.9)
uma vez que
1 o
Sy = Cu T T =Ty (1.10)
e também
f—a+6l1+01 (1.11)
B Cu (T—-Tg)|’ ‘
logo
a2 Bo
f=at+ Gt (1.12)

portanto, a freqiiéncia ressonante pode ser escrita como:

f=a+ . (1.13)



onde as constantes a:a—i—(T_bTC) e b=(.0c dependem do modo de vibragao, das
dimensoes do cristal, do formato da placa do cristal e dos tensores de conformacao Sj
que se mantem independentes da temperatura, sendo que T¢ representa o ponto de Curie
do material que constitui o cristal.

Miieller [42] também demonstra em seus trabalhos que para as situagoes em
que os eletrodos conectados aos cristais sao colocados em contato elétrico direto com
as amostras do cristal, isto é, colados através de tinta eletrocondutora, o tensor de
conformacao Sy, deve ser trocado pelo tensor de conformacao reversivel Sy 0, onde:

5440 —_- — (]_]_4)

Y,
sendo que os valores de y. e Y, representam as coordenadas da curva tensao-deformagcao
no plano (b,c) de um cristal de sal de Rochelle que estao acima do ponto de Curie.

A constante Sy foi calculada por Miieller a partir da freqiiéncia ressonante em
uma placa de cristal com lem de comprimento [33], no qual foram produzidas vibragoes
longitudinais na direcao da diagonal ao plano formado pelos eixos b e ¢ utilizando a

equacao

o ;<E> (1.15)

onde a densidade calculada do cristal foi p=1,77(u) e o modulo de Young Y para esta

direcao ¢ dado por

1
? =5= Z<522+533+2.533+S44*)7 (116)

no caso Sy« foi substituido por Sy pois os eletrodos estavam fixados no cristal. Os valores

encontrados foram:

S =3,16210712(u),
C44 = 11, 61‘1010(’&)

como a freqiiéncia ressonante do cristal medida eletricamente coincide com a ressonancia
mecanica natural do cristal, Mason [33] associou os eixos a com o eixo X, b com o Y e ¢

com o 7, e estabeleceu as seguintes equacoes elasticas para um cristal de sal de Rochelle:



—Xz = Xy + S12Yy + S132Z., —v. = SuY:;
—Yy = 512X, + S2Y, + 5232, —& = S5524; (1.17)
=&, = S13 Xy + 523Yy, + 5332, —xy = SecXy-
onde:

1) Si1, Si2, etc. sdo os tensores de conformagao;

2) —Xazs =Yy, —&s, ete. as deformagoes;

3) X., Y, Z., etc. as tensoes.

As relagoes podem ser escritas em funcao do inverso do tensor de conformacao

na seguinte forma:

— X = CruXe + Cr2yy + Ci1382, —7. = CuyYs;
_Y;; = ClZXx + 022/774 + 023527 _fa: = 055Z$; (118)
—Z, = CizXe + Cogyy + U338, —xy = CesXy.

onde:

Say S
o Ch=|"2 "1 (1.19)
523 SS?)
Siz S
o.Cp=| 0 77 (1.20)
S Sz
Chp = - (1.21)
44 — 5,44 .
S Siz Sz
0= S12 Sz 5o (1.22)
Sl?) S23 533
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Capitulo 2

Modelo Matematico da

Piezoeletricidade

Neste capitulo revisamos algumas nocoes e principios fundamentais do
eletromagnetismo sobre os quais construimos as hipdteses preliminares a cerca das
propriedades de maios materiaisonde ocorrem os fenomenos relacionados com a
piezoeletricidade linear. As leis de Biot-Savart, Faraday, Ampere, e Gauss sao descritas
para facilitar o entendimento e a interpretacao correta dos fenomenos eletromagnéticos e

para fazermos a descricao matematica do problema da piezoeletricidade.

2.1 Principios Fundamentais do Eletromagnetismo

Abordamos os principios que quantificam a inducao eletromagnética, isto é, o
efeito da produgao de corrente elétrica em um circuito elétrico quando este fica submetido
a acao de um campo magnético variavel ou sob a acao de um circuito elétrico em
movimento em relacao a um campo magnético constante. Em ambos os casos a interagao
eletromagnetica é vista através de leis que medem a intensidade dessas interagoes e que

sao derivadas da uniao de diversos principios.
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2.2 Principio da Conservacao da Energia.

Se o circuito é aberto e nao ha fluxo de corrente, nao ha dissipacao de energia
pelo efeito Joule. Nao ha forga de reagao a variagao do campo magnético e o movimento
do magneto ou do circuito nao realiza trabalho (for¢a nula x movimento = zero). Se ao
contrario, existir corrente circulando no circuito (com dissipagao de energia), a variagdo

do campo magnético resultara numa resisténcia que demandara a realizacao de trabalho.

2.3 Lei de Biot-Savart.

Descreve o vetor inducao magnética B em termos de magnitude e direcao de uma
corrente elétrica, da distancia da fonte de corrente elétrica e da permeabilidade magnética
do meio. Pode ser usada para derivar a lei de Ampere e vice-versa. Em particular, se
definimos um elemento infinitesimal de corrente idl, entao o elemento infinitesimal de

campo magnético é:

wdl X

dB = 4‘;|r|2 (2.1)
Onde:

i € a permeabilidade magnética do meio;

i € a corrente elétrica, medida em Amperes;

dl é o vetor diferencial de comprimento do elemento de corrente;

r é o vetor unitario que da a direcao e o sentido do vetor que liga o elemento de
corrente até o ponto onde se quer calcular o campo;

r é o vetor que liga o elemento de corrente até o ponto onde se quer calcular o

campo.
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2.4 Lei da Inducao de Faraday.

A corrente elétrica induzida por um campo magnético em um circuito fechado, é
proporcional ao nimero de linhas de fluxo que atravessa a area envolvida do circuito na
unidade de tempo. Desse modo temos que:

idg

ch.ds -—=B (2.2)

Onde:
E é o campo elétrico induzido;
dS é um elemento infinitesimal do circuito;

dd
dtB é a variacao do fluxo magnético.

2.5 Lei de Faraday-Lenz.

A forca eletromotriz induzida num circuito elétrico é igual a variacao do fluxo
magnético conectado ao circuito. Um campo elétrico constante nao dé origem ao fenémeno
da inducao. A lei é de natureza relativistica e o seu efeito é o resultado do movimento do
circuito em relacao ao campo magnético.

A contribuicao fundamental de Heinrich Lenz foi a determinacao da direcao da
forga eletromotriz (o sinal negativo na férmula). A corrente induzida no circuito elétrico
é de fato gerada por um campo magnético, desse modo o sentido da corrente é oposto
ao da variacao do campo magnético que a gera. Se o campo magnético conectado ao
circuito esta diminuindo, o campo magnético gerado pela corrente induzida ira na mesma
dire¢ao do campo original (se opde a diminui¢ao), se, pelo contréario, o campo magnético
conectado estd aumentando, o campo magnético gerado ird em direcao oposta ao original

(se opde ao aumento).
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2.6 Lei de Ampere.

E a lei que relaciona o campo magnético sobre um lago com a corrente elétrica
que passa através do laco. é o equivalente magnético da lei de Gauss. Foi modificada
por James Clerk Maxwell e passou a ser chamada de lei de Ampére-Maxwell. Calcula
o campo magnético resultante em um ponto devido a qualquer distribuicao de corrente
elétrica através da lei de Biot-Savart.

OE

V x ﬁ = MOT + EOW. (23)

2.7 Leil de Gauss.

Estabelece a relacao entre fluxo elétrico que passa através de uma superficie
fechada e a quantidade de carga elétrica que existe dentro do volume limitado por esta

superficie. E escrita na seguinte forma integral:

ﬁE.dr _ G (2.4)

€o

pode ser escrita também na forma diferencial
VE=— (2.5)

sendo:
E o campo elétrico;
I' a superficie;
Qr a carga elétrica envolvida por T’
p a densidade volumétrica de carga;

€o a permissividade elétrica do vacuo.
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2.8 Teorema de Stokes.

Seja S uma superficie no espago com fronteira dada por uma curva C. Entao a
circulagao de um vetor de um campo vetorial F' ao longo de C é igual ao integral sobre S

da componente normal de rot(F).

//Sv x FdS = 7{CF.dr. (2.6)

onde / / ¢ a integral de superficie numa superficie S e j{ ¢ a integral de linha no caminho
S c

C.

2.9 Teorema da Divergéncia (Lei de Gauss):

Dado um campo vetorial A de classe C'(D), que contem uma superficie fechada
S delimitando um volume V em D aberto e sendo orientada pela norma exterior unitaria,

tem-se pelo teorema de Gauss:

[ ][ vaw=[{aas @7)

Demonstracao: ver [49]

2.10 Hipoteses Preliminares Sobre as Propriedades
dos Materiais Piezoelétricos.
Consideramos as seguintes definicoes:

Definicao 2.1 : Meios materiais homogéneos apresentam as mesmas propriedades fisicas

em todos os seus pontos. Isto €, apresentam a mesma temperatura, densidade, etc..

Definicao 2.2 : Meios materiais isotropicos apresentam propriedades fisicas que
independem da direcao em que sao observadas. Em caso contrdrio eles sio chamados

de metos anisotropicos.

Definicao 2.3 : Meios materiais dispersivos sao aqueles nos quais uma onda se propaga

através deles com velocidade de fase dependente da sua frequéncia.
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Definicao 2.4 : Os meios materiais lineares sao aqueles que apresentam uma dimensao
predominante em relagcao as outras e sobre a qual as propriedades fisicas se manifestam

com mazor intensidade.

Definicao 2.5 : Meios materiais birrefringentes possuem diferentes indices de refracao
para diferentes direcoes de polarizacao que podem ser produzidos pela anisotropia dos

materiais, pela acdo de stress, de campo elétrico, de campo magnético, etc..

Com base nestas definicoes vamos considerar que o meio material piezoelétrico

objeto de nossos estudos é homogéneo, isotropico, dispersivo, linear e birrefringente.

2.11 Descricao Matematica do Problema da
Piezoeletricidade.

A lei de Ampere na sua forma integral pode ser escrita como:

oo ,
%Bdl = HoEo at:E + Ho?. (28)

sendo que @E:/ E.dS e z':/J.dS, segue-se que:

]{B.dz - ,uoeogt/E.dS + uo/J.dS. (2.9)

o teorema de Stokes fornece-nos uma relagao entre uma integral de circuitacao e uma

integral de superficie aberta como a seguir:

]{B.dl:/(v x B).dS,

igualando os dois lados direitos das equagoes acima temos que,

/(v x B).dS:,uosogt/E.dS + uo/J.dS,

ou ainda

/(v « B).dS — posogt/E.dS _ MO/J.dS:O,
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o que implica

OE
/ VxB-— MQ&OE — ,qu dS=0.

para que esta igualdade seja verdadeira para qualquer superficie é necessario que seu

integrando seja nulo, isto é:

OE
VxB-— HoEo—=— — /LoJZO

ot
entao
V x B:/L()So%]f + ppJ=0.
ou seja
rotB = ,uosoaa]? + pod. (2.10)

Esta equacao representa a lei de Ampére na forma diferencial. Dela, concluimos
que campos elétricos variaveis no tempo, assim como correntes elétricas, produzem campos
magnéticos. Estes campos magnéticos sao, como esperado, do tipo rotacional.

Se essa distribuicao apresentar certo grau de simetria, é possivel aplicar a lei de
Ampere para determinar o campo marnético com um esfor¢go menor. Destas equacoes
podemos concluir que:

a) Os campos elétricos criados por cargas elétricas sao divergentes ou convergentes;
b) Os campos magnéticos sao rotacionais, isto é, ndo existem monopolos magnéticos;
¢) Campos magnéticos varidveis no tempo geram campos elétricos rotacionais;

d) Campos elétricos varidveis no tempo geram campos magnéticos rotacionais;

e) Correntes elétricas ou cargas em movimento geram campos magnéticos.

Como estamos trabalhando com materiais lineares os campos D e H sao relacionados

a E e B por:
D = 80E+P7
B = p(H+M).

(2.11)

onde P é o vetor de polarizacao elétrica e M é o vetor de magnetizacao ou de imantagao,
¢ a permissividade elétrica absoluta (constante dielétrica) que desiguina a permissividade

do vécuo, pg é a permissividade magnética absoluta (permeabilidade magnética).
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Esta descricao pode ser estendida para lidar também com materiais nao lineares,
fazendo ¢ e p dependendo da intensidade do campo. Em meios isotrépicos e nao

dispersivos, € e p sao escalares independentes do tempo e desse modo:

D = €0E,

(2.12)
B = ,uoH
a equagao (2.10) passa a ser escrita na seguinte forma:
B 660E
t— = J 2.13
ro o En + ( )
ou seja:
rotH = 0,D +J (2.14)

Observacao 2.1 :

1- Em um meio uniforme homogéneo € e p sao constantes independentes da posi¢ao
e, portanto, podem ser trocadas pelas derivadas espaciais.

2- E e i1 podem ser tensores de sequnda ordem (Matrizes 3 x 3) descrevendo materiais
birrefringentes (anisotrdopicos).

3- Todo material real exibe alguma dispersio pela qual € e/ou p dependem da

frequéncia.

Fazendo uso do teorema de Stokes e derivando a lei de Faraday na sua forma

diferncial.

('M)B
Edl = —2 2.15
A 2. (2.15)
como (IDB:/ BdS temos que
s
0
Eﬂ:——/B%ﬂ 2.16
fc ot Js ( )

Sabemos também que o teorema de Stokes relaciona uma integral de caminho

com a integral de superficie aberta delimitada por este caminho.

Edl = [ (V x E)dS (2.17)
.m0 ),
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comparando os lados direitos das duas tltimas equagoes temos que
/(V « E) dS_——/ BdS,
ou seja
/ (V x B)dS + 2 / BdS=0
s ot Js o
de onde vem

/(VxE—i—a]B)dS 0.
S 0

como a integracao ¢ valida para qualquer superficie, entao a integral serd sempre nula

quando o integrando for nulo. Deste modo

0B
V x E+ —=0,
BT
ou seja:
rotE = —0,B (2.18)

Esta equacao representa a lei de Faraday na sua forma diferencial. Desta equacao
concluimos que campos magnéticos varidveis no tempo geram campos elétricos do tipo
rotacionais. Estes campos elétricos diferem daqueles gerados por cargas elétricas estaticas,
os quais sao sempre divergentes. Isto explica o fato da integral do campo elétrico em
um caminho fechado ser diferente de zero. Em resumo, podemos dizer que os campos
rotacionais tem integral de circuitagao nao nula.

Para os materiais piezoelétricos que satisfazem as condigoes estabelecidas vamos
entdao considerar um dominio © simplesmente conexo de R* de fronteira regular I'=09,

cuja interacao eletromagnética ¢ traduzida pelas equacoes de Maxwell

rooH = 0D+ J C(Q,
roth = —-0,B C Q.

(2.19)

onde E é a intensidade de campo elétrico (Volt/metro), H é a intensidade de
campo magnético (Ampere/metro), D desiguina a indugao elétrica (Coulomb/metro)
ou deslocamento elétrico, B e a indugdo magnética (Tesla) e J representa o vetor
corrente(Ampere/metro quadrado). Esses campos vetoriais sao ligados pelas leis do

comportamento eletromagnético.
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Para completar a descricao desta interacao eletromagnética nos introduzimos
outra equacao de equilibrio, dita equacao de Maxwell-Gauss ou equacao de conservagao
da carga. Podemos reescrever a lei de Gauss para a eletrostatica em funcao de uma

densidade de carga volumétrica como a seguir:

€0 ]{S EdS = g, (2.20)

onde g= / pdV . logo
1%

soj{SEdS: /VpdV, (2.21)

sendo p é a densidade de carga volumétrica e V é o volume no interior da superficie
gaussiana. Usando o teorema de Gauss, podemos entao relacionar uma integral de

superficie com uma integral de volume, Desse modo, temos que

€ ]fs EdS—¢, /V (V-E)dV,

comparando os dois lados direitos das duas integrais acima encontramos

/ (c0V - E — p)dV =0,
;

como esta igualdade é verdadeira para qualquer volume, entao o integrando da equagcao

deve ser nulo, isto é
eV - E — p=0.
logo
oV - E=p.

lembrando que D=¢gE e que q=pV representa a densidade volumétrica de carga elétrica

no interior do material, entao

VD=q.
portanto
v.-E=2,
€o
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ou seja

—divD = gq. (2.22)

esta equacao corresponde a lei de Gauss na sua forma diferencial. Isto significa que, se o
divergente do campo elétrico é nao nulo, entao devem existir campos elétricos resultantes
na regiao de carga total nao nula. Esta equacao é valida dentro de um meio nao imantado.
Porém no que se segue, o material considerado em nossos estudos é um isolante e portanto

q = 0. Entao, nesse caso

—divD = 0. (2.23)

A 1ltima equacao de Maxwell se ajusta as equagoes precedentes e traduz a lei de
conservagao do fluxo magnético. Considerando que a lei de Gauss para a magnetostatica

¢é igual a

ng-ds —0. (2.24)

usando o teorema de Gauss como no caso anterior temos que

7§SB.dS:/V(v "B)dV.

portanto, encontramos a seguinte equacao para a magnetostatica
V - B=0.

ou seja

divB = 0. (2.25)

desta equagao tiramos as seguintes conclusoes:
1- Os campos magnéticos sao divergentes;
2- Nao existem monopolos magnéticos.

A equacao de conservacao da carga elétrica g é definida por

94
ot

Lembrando que simples conectividade do dominio ocorre quando nao existem

+ divd = 0. (2.26)

abertos (grupos de elementos) vazios.
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As condigoes de contorno sao determinadas a partir das equacoes de Maxwell
escritas sob a forma de integrais. Para uma abordagem matematica a hipotese de simples
conectividade do dominio €2 e a regularidade da fronteira I' permitem a partir da equacao
(2.25) deduzir que a lei de conservacao (2.25) implica na existéncia de um vetor A,

chamado potencial magnético vetorial, tal que

B = rotA. (2.27)

Esta ultima equagao combinada com a segunda equagao de Maxwell-Faraday do

0A
sistema (2.11) implica que a soma de vetores E + —— admite um rotacional nulo, deriva,

ot

portanto, de um potencial escalar ¢, onde substituindo (2.27) e (2.11) temos

ot Ee J(rotA) ’
ot
ou seja
d(rotA)
t| E+ ——=|=0.
7"0< + ot )

0A
A soma de vetores E + — admite um rotacional nulo

ot

Proposicao 2.1 : Um rotacional nulo se origina de um potencial escalar .

Demonstracgao: De fato, se por definicao

o. o0 . 0

ou seja
Odp. Op . Oy
Vo=—i+ —7 + —k,
v axZ * 8y] + 0z
temos também que
9% _
x
a—gp = 0 < ¢ éum escalar,
Y
% _
oz
entao
V=0,



logo

0A
E —=0
+ Vo + 5 0
portanto
0A

Em geral o material piezoelétrico é um meio continuo e eletricamente neutro, isto
é, nao apresenta cargas elétricas no seu interior (¢ = 0) sendo por isso classificado como
um isolante. Em muitas aplicagoes podemos nos limitar a aproximacao quasi-estatica, que
assume que a transformacao é termodinamicamente adiabdtica, isto é, nao hé troca de
calor e portanto nao ha efeito joule, logo a corrente elétrica no seu interior é nula (J = 0).

isto nos conduz a:
q =0
J =0

(2.29)

Supondo que s6 o efeito de interacao eletro-mecanica é importante, podemos

desprezar a interacao magnética, ou seja

M =0
A =0

(2.30)

esta dltima hipdtese foi confirmada experimentalmente [50].

Precisamos agora daquelas condi¢coes em que podemos trabalhar com a
aproximagao quasi-eletrostética (2.19). Para simplificar a andlise suporemos que o corpo
¢ uma placa de comprimento L e consideramos agora que uma oscilagao eletromagnética
possui um modo proprio de vibracao induzido pela sua deformagao, cujo comprimento de
onda é \ e a velocidade de fase v. O periodo de oscilagao T' é dado por T:j e denotaremos
ainda por x a variavel de espaco e por t a variavel de tempo. Faremos também as seguintes

mudancas de variaveis

x
¢ = 7
2t >
T = —
T
da segunda equacgao do sistema (2.19) obtemos
2rL OB
ttb = ————. 2.31
et T Ot (2:31)
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Demonstragao:
Aparenta ser necessario fazer a consideracao que a onda eletromagnética sofre
pequenos deslocamentos Az a cada intervalo de tempo At. Desse modo a area atingida
pela onda cresce de S para AS a cada instante e seu raio de acao muda de x para Ax.

isto provoca uma mudanga na segunda equacao do sistema (2.19) de

0B
tE=——
ro BT
para
0B
t(E+ AE)=——
rot(E + AE) T
ou seja,
B
TotE:—a— — ArotE
ot
logo,

0B 0B
TOtE:— <8t ‘I— Aat) s

considerando todo o comprimento L da placa teremos

0B
tE=—L—
ro %
o T
substituindo ¢ por — fica
2T
0B
tE=—L ,
ro 5 %
ou seja
2m 0B
tE=——L—
"o T or’
. A
lembrando ainda que T'=— temos
v
2r 0B
rotE:—?LaTT,
ou seja
2rv 0B
tE=———L—
o A or]
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x
substituindo L:E obtemos

- 2nv x 0B
rotb=—————
A COT’
ou seja
2rv 0B
tE=——o—.
Gro A v or
de onde se conclui que
2nL OB
tctE=————.
rok T ot

( é a taxa de progressao da onda através da placa e a cada instante provoca um acréscimo
(variacao) (E na intensidade do campo

Conclui-se, portanto, um critério para a aproximacao quasi-eletrostatica: ”Se
o comprimento de onda da oscilagao é muito grande comparado com o comprimento da
placa podemos fazer a aprorimacao eletromagnética e ignorar A”. Isto seria equivalente

a efetuar inicialmente a hipétese de simplificagao sobre Ay

|| < 1Ag| (2.32)

esta hipétese é baseada na experimentagao, portanto a equagao (2.28) pode ser escrita na

forma

E=—Ay (2.33)

desse modo nossas incégnitas sao reduzidas ao deslocamento u e ao potencial .
Lembramos que a entalpia de um sistema é definida atraves da expressao
H=U + PV, onde: H ¢ a entalpia;
U é a energia interna;
P é a pressao do sistema;
V é o volume do sistema;
Nos processos isobaricos, isto é, aqueles que ocorrem mantendo-se a pressao

constante a variacao da entalpia é dada por

AH = AU + PAV (2.34)
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ou entao por

AH =AU+ W (2.35)

onde W representa o trabalho realizado Pelo ou sobre o sistema.

Definiremos agora a entalpia elétrica H de um sistema piezoelétrico por
H(e,E;))=U—E.D (2.36)

onde € ¢ a parte linear do tensor de deformagao (2€(u)=0;u; + Oju;), E=(E;), com U
sendo a energia interna.

Diferenciando em relacao ao tempo obtemos

OH d(U — E.D)

o ot
ou seja

0H oU O(E.D)

ot ot ot
logo

OH oU oD oF
oot (E(?t +D'8t> ’

desse modo

OH 0oU oD oFE
o o Far ~Par

portanto
OH _ . %< ) OF;
ot v ot Lot
com D=(D;) e T=(T};) ¢ o tensor de deformagao.

(2.37)

Uma vez que H=H (¢, E;), vamos também diferenciar a equacao em relacao ao

tempo, nesse caso obteremos:

OH 0H Ocjj | OH 0E,
ot _8elj ot oF,; Ot 7

depois de identificar os termos obtidos com os termos da equagao (2.37), deduzimos que

OH \ O¢jj OH \ OE;
(Tw - aj> o (DZ * aE> ot
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tomando a solugao trivial (0,0), segue que

. OH\ O
Y 86@' ot

sabemos também que T}, e T} sao componentes de um tensor covariante, logo

] Jt
0OH
T, = — (A
1 862 ( )
a 3
T, = — (B)
Jt aeﬁ-
somando (A) e (B) temos
OH OH
K + Jt 861'] * 8%’
como sz e sz’ sao simétricos, fica
H H
2T~:—a 0 ,

portanto

de modo analogo

oH
D, + —=0,
t 0E;
entao
o0H
D,=——=0,
¢ OE;
dessa forma
. 1foH_om
Y2\ 0y Oeyy) (2.38)
D. — o
L OE;

como nos interessam os resultados aplicaveis aos modelos lineares das estruturas

piezoelétricas, consideramos apenas a parte quadratica da entalpia, que é definida por

1 1
H(e, B) = 5CyaBeij— 50iEiE) (2.39)

/|
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Deduzimos de (2.38) e (2.39) a segunda lei do comportamento que exprime o
tensor de deformacao T e o vetor deslocamento elétrico D em funcao do tensor linear
de deformacao e:(eij), o gradiente do potencial elétrico ou campo elétrico F, para um
sistema de equacoes constituidas em uma forma matricial compacta utilizando a notagao
de Voigt [12]

Tij = Cypcki — eriily

, (2.40)
Di = ejep+ digh
deduzimos da relacao (2.39) que
PH  PH
OT;0Tyy — OTpdTy)
ag H B 82 H ) (2'41)
OEWE; —  OE0E,
isso implica que
Citl = Crtig = Ciki
dij = dji , (2.42)

€kij = €kip Ckig = ~ Sk
desse modo:

1- €51 sao coeficientes de elasticidade em um campo elétrico nulo.

ijk
2- os termos de e kij sao coeficientes piezoelétricos de campo elétrico ou deformacao
nulos.

3- os termos dz’j sao os coeficientes de permissividade com deformagcao nula.

Observagao 2.2 : As hipdteses fisicas introduzidas pela piezoeletricidade consistem em
desprezar os efeitos magnéticos e os efeitos térmicos e a considerar unicamente a interagao
eletro-mecanica. Portanto, para o estudo da piezoeletricidade linear, nos restringiremos
apenas a polarizacao elétrica e a elasticidade linear remanescente no ambito das pequenas

deformacoes.
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Capitulo 3

Descricao do Problema da

Piezoeletricidade

Apresentamos a seguir uma descricao do problema da piezoeletricidade e para

simplificar nos concentramos unicamente no caso estacionario.

3.1 Quadro Fisico.

Partimos da suposicao que as variagoes de temperatura e de campo magnético
sao despreziveis, estas hipoteses sao bastante razoaveis uma vez que consideramos os
materiais piezoelétricos utilizados habitualmente como as ceramicas, os polimeros e os
piezo-compositos e verificamos que os fenomenos piezoelétricos resultam basicamente de
acoplamentos eletro-mecanicos.

Com base nessas observacoes trabalhamos dentro de um quadro de
piezoeletricidade em pequenas deformacgoes para a qual formulamos o problema em
duas incognitas: O deslocamento mecanico u(z) e o potencial elétrico ¢(x). Portanto
consideramos o potencial elétrico como sendo a nossa incégnita elétrica em vez de utilizar
seu gradiente [04], isto se justifica pelas condi¢oes de contorno/fronteira que serao impostas

posteriormente sobre o potencial elétrico.
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3.2 Definicao dos Espacos.

Comecamos Revisando as defini¢oes e propriedades dos espagos vetoriais que nos

serao uteis e que também servirao de base para a construcao e solucao do problema.

Definigao 3.1 L*(Q) ¢ o espaco das fungoes mensurdveis de quadrado integrdvel em €

munido de produto escalar:

(£.9) = [ f(@)gla)dr. (3.1)

comnl a norma

1 llz2@) =/ (S, £), (3.2)

L?*(Q) ¢ um espago de Hilbert.
Definigao 3.2 H'(Q) € o espaco de Sobolev definido por:

HI(Q):{U € L*(Q) tal que, Vi€ {1,...,d}, g;f € L2(Q)}

1

v, . .
onde — é a derivada parcial fraca de v.
T
i

Proposicao 3.1 Munido do produto escalar

(u, v) = /Q dx+z / g;ig; (3.3)

2 dx) ’ (3.4)

e da norma induzida

d
[ull o) = llullio = (/ !U(flf)\deJrZ/
L i—17%

o espago de Sobolev H'(Q) € um espaco de Hilbert.

oux)

Demonstragao: ver [06]

30



Teorema 3.1 (Teorema do Trago)

Seja ) um aberto limitado e reqular, definimos a aplica¢dao traco vy como:
v HY(Q)NC(Q) — LAT)NnC(T)
v — Y(v) =vlr

esta aplicagao o prolonga-se por continuidade a uma aplica¢ao linear continua de H'(Q)
em L*(T'). Em particular, existe uma constante C > 0 tal que, para toda a fungao
v e HY(Q), tem-se

[0l 2y < Cllvll g (3.5)

Demonstragao ver [37]

Definigao 3.3 Seja Q um aberto limitado e regular. O espago de Sobolev H}(2) € definido
como um subespaco de H'(Q2) constituido pelas fungdes que se anulam sobre T' no sentido

do teorema do trago. Munido do produto escalar

(u, ) :/Q dx+Z/ g;fl 3;1 (3.6)

de H'(Q), o espago de Sobolev HY(Q) é um espago de Hilbert.

Definigao 3.4 (H'(Q))*=H'(Q) x H'(Q) x H'(Q)

Defini¢ao 3.5 Denotaremos por D(Q2) o espago das funcoes de classe C™ de suporte

compacto em §).

1- D(Q) E denso em L%(Q);
2- D'(Q) E denotado como o dual topolégico de D(£2);
3- D'(2) Representa o espaco das distribuicoes de (£2).

Teorema 3.2 O espaco D(Q) é denso em Hy(2).
Demonstracao: ver [37]

Lema 3.1 (Desigualdade de Poincaré)

Para toda u € H}(a,b) tem-se que

[ lu@irar < c [

onde C € uma constante positiva e C=(med(a,b)) > 0

iy (3.7)
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Demonstracgao:
Se u € H}(a,b) temos que u(a)=u(b)=0 logo,
bd
u(z) = /a é(x)dx
tomando o médulo e extendendo a todo o intervalo (a,b), dai temos

i) < |7\ dr< [

aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz

@) < [

du

1
dxd:v:>()

d7u
dx

du

du
1.—
dx

dr < {1, —)12(a
90_|< :dx>L2( b)

1) =< (b-a)? {/b |;lz|2d9[;}é

dai obtemos

2

d
ud:c

)< o-a) [ |

integrando em (a,b) encontramos

b b 2 b
/a lu(z)Pdr < {(b—a)/a Zz dx}/a dx
ou seja
b b du
o < (b—a)? [ 1|5 d
| u@)Pde < 0= a? 7|2 do
tomando C'=(b — a)?, encontramos
b b du
dr < / —|d
/a]u(:c)| r<C gl

em geral: se Q1 C IR’ é aberto, limitado regular e u € H} () entdo
b
/ lu(z)|*de < c/ Vul?dz
Q a
Lema 3.2 Em Hj(Q) as normas ||.||12¢) € ||.||m1@) sdo equivalentes.

Demonstragao:

note que toda u se anula em a e b, logo de v € Hj(a,b) C H'(a,b) temos

J 2
%(x) dx

b b
sy = | Ju@)Pde+ [
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usando a desigualdade de Poincaré temos

du

[l < C [ 15 @) P+ [ @)Pde = €+ 1) [ 1540 P
L A a dx a dx

fazendo (C + 1)=C fica

2

du
Hqu%Il(a,b) =C

dz

L2(a)b)
¢ imediato que

2

bldu, | b bldu
[ as < [upar+ [|5 )] ao =l
portanto
du, |? | du|?
L@ @By <C|5|  vue Hiah)
L2(a,b) L2(a,b)

em geral, se u € Hj () temos

01|VU,|L2(Q) S ”LL|H1(Q) S CQ|VU|L2(Q)

(3.8)

Defini¢ao 3.6 O trago (de acordo com o teorema 3.1) € uma aplicagao linear e continua

de 7o : H' () — C mas ndo € injetiva nem sobrejetiva. Por isso torna-se necessdrio

entdo introduzir o espago Hz(T):
H2(T) = {g € LA : Jv € H(Q) tal que g = v|r}

munido da sequinte norma

inf [|v]|1.0
||g||H%(F) = veHL(Q) S HUHLQ
vlr=ulr

com as sequintes propriedades:

1) A aplicagio vo : H'(Q) — H2(T) € linear e continua uma vez que

def inf [|v]l1,0
" ot < s
vlr=ulr

(3.10)

2) Ewiste um operador prolongamento P : Hz(I') — Hz () linear, continuo e injetivo

tal que:

(P(g)) = {9, Vg € HZ()}
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3) A injecio Hz(T) — L*(Q) € linear e continua, isto é, 3C > 0 tal que:

9]l 22y < Clg] Vg e H2(T) (3.12)

1
HZ(T)’
4) H2(T) € denso em L*(Q).

5) H=2(T) € o dual topoldgico de H2(T), isto é:

H™3(T) = (H3(I)) (3.13)
6) H’%(F) estd equipado com a norma do dual que se representa por:

1 _ sup|o(g)]
Vo & HH(0) ol 30 =) . ~1 (3.14)
H2(

Teorema 3.3 (Teorema de Green)
Seja C' uma curva simples fechada derivdvel e ” D” a regidgo do plano delimitada por
C. Sejam P e @ duas fungoes reais de varidvel real com derivadas parciais continuas

numa regiao contendo " D” | entao:

]fcpd:c 4 Qdy = //D (gﬁf - ?95) dA (3.15)

Este teorema ¢ utilizado para relacionar a integral de linha ao longo de uma
curva fechada no plano e a integral dupla sobre a regiao plana ”D” limitada por essa
curva. E um caso particular do teorema de Stokes.

Demonstragao: ver [49]

Definigao 3.7 Seja U um conjunto aberto limitado de IR' com fronteira T € C* en o

vetor normal exterior sobre T'. Se u,v sao fun¢oes C*(U), entdo:

ou
(1)/UAudx: [ 545

ov
(2)/UAuAvd$ = —/UuAvdgg/FaudS, (3.16)
vdn  Ou
Av — v/ = — - — :
(3)/U(u v —vAu)dr /F( » 877v)dS

a este conjunto de igualdades vetoriais envolvendo integrais denominamos férmulas de

Green
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Teorema 3.4 Para toda funcdo u € Hy(S) a expressio AVun estd bem definida como

elemento do espago H%(F) e:

/QAVU.Vvdx =— /Q div(AVu)vdx + (AVu.n, U>H—%(r),H%(r)’ (3.17)

Vu € Hy(Q) e Vo € HY(Q)

Teorema 3.5 Seja 2 um aberto limitado e regular, se u e v sao fungoes de H'(2), elas

verificam:

/Q u(;c)g; (e)dz =~ | g;‘i (zo(z))dz + /F u(@)o(@)ni(z)dS (3.18)

onde n=(n;)1<i<a € a normal unitdria exterior de I'

Teoria de Lax-Milgram:
E uma teoria abstrata utilizada para obter a existéncia e unicidade de solucao
de um problema variacional definido em um espaco de Hilbert.
Denotamos por H um espago de Hilbert real munido de produto escalar (-,-) e

que possui norma | - [|. Desiguinamos por formulacao variacional o seguinte problema:

) procurar u € H tal que a(u,v) = L(v)

para toda v € H

As hipéteses sobre a e L sao:
1) L(-) é uma forma linear continua sobre H, isto é, v — L(v) ¢ linear de H em R e

existe C' > 0 tal que:
|L(v)| < Cljv||gg para todo v € H

2) a(-,-) é uma forma bilinear sobre H, isto é:
a) w — a(w,v)é uma forma linear de H em IR para todo v € H
b) v — a(w,v) é uma forma linear de H em IR para todo w € H

3) a(-,-) é continua, isto é, existe C' > 0 tal que:
la(w,v)| < Cllw||ggllv]gg para todo w,v € H
4) a(-,-) é coerciva, isto é, existe a > 0 tal que:
a(v,v) > av|[fg para todo v € H
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Teorema 3.6 (Teorema de Laz-Milgram)

Seja H um espago de Hilbert real, L(-,-) : H — IR uma forma linear continua sobre
H, a((-,-),() : xH — IR uma forma bilinear continua coerciva sobre H. Nestas
condigoes a formulagdo variacional (1) admite uma tinica solugao e essa solugao depende

continuamente da forma linear L(-,-).

3.3 Estrutura Funcional
Vamos considerar o espago de Hilbert L?(Q) dotado com o produto interno
(u,v):/Q u(z)v(z)dx
e sua correspondente norma
uf= [ (u(a))de

desse modo o espaco L2(€) x L2(Q) x L2(Q)=(L2())? serd denotado por L2(Q) munido

do produto interno

3
(LZ(Q))S — (u, ’U>(L2(Q))3 = Z<ui77}j> (3.19)
j=1
e da norma
2 5 2
|u|(L2(Q))3 - Z |u|(L2(Q))3 (3.20)
j=1

Vamos também considerar o espago de Sobolev H'(2) definido como

Hl(Q):{u e L*(Q) : a?gj) € L?(Q)}
munido do produto interno
HY(Q) — (u,v) = (u,v) + (Vu, Vo) (3.21)
ou seja 1 5 /oy B
HY(Q) — (u,v) = <“’”>+;<axj’axj> (3.22)
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Vamos definir também o espago de Sobolev H{ (€2) como um subespago de H'(€2)
de forma que H}(Q)=C5°(Q), ou seja, H}(2) é um fechado de C§°(2) na topologia forte
de H'(Q)) munido do produto interno

Hy(Q) — (u,v) g2 = (Vu, Vo) (3.23)

da desigualdade de Poincaré

]u|L2(Q) < C(Q)’VU’LQ(Q) (324)
obtemos
3 3
(Hl (Q))3 — (u, U)(Hl(Q))B = Z(Uj, Uj) + Z(Vuj, VU]‘> (325)
j=1 j=1
e
3
(Hy (92))° = (w,0)myyy = > (Vuy, Voy) (3.26)
j=1

considerando ainda o espago H%()), vamos denotar os seguintes espagos vetoriais de

Sobolev

Q)N HL(Q))>=H?(2) NHy(Q2), em H'(Q) vamos considerar o produto interno

3
< Z UJ,UJ Hl (327)
cOom a norma

3
el g gy = 3 s o (3.28)
j=1

em H?(Q) vamos considerar o produtos interno

3
< Z Uj,?)] H2 (329)
7=1
CcOom a norma
3
lullgge g = 2 s ey (3.30)
j=1
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3.4 Estrutura Fisica

Seja x=(x1, T3, x3) um ponto do espago Euclidiano IR e seja Q o dominio (conjunto
limitado aberto de IR> com fronteira regular I'. Seja Q o dominio Q2x]0,7[,0 < T < o0,
e =I'x]0, T[ sua fronteira. Consideremos um corpo piezoelétrico cuja configuragao inicial
de referéncia é Q, caracterizado pela densidade de massa 7 > 0, pela presenca de uma
densidade volumétrica de forca f em €2, e livre de cargas elétricas no seu interior e sobre a
fronteira (¢=0). Este corpo sofre um deslocamento piezoelétrico u(r)=(u;(r)) :— IR’ e um

potencial elétrico p(z) : Q — R, dados formalmente pela seguinte equagao estaciondria.

—divT(u,p) = f emQ

(3.31)
—divD(u,p) = 0, em Q
com as condicoes de contorno homogéneas
u = 0,emX
(3.32)
p = 0, emX

sendo (T=T};) o tensor de stress e (D = D;) o deslocamento elétrico, ambos relacionados
ao deslocamento eldstico (u) e ao potencial elétrico () através da seguinte lei constitutiva
classica [24]:
Tij(u,9) = CijuSu(u)+ eijokp, em Q (3.33)
Di(u,¢) = —ewSu(u)+ dijojp, em Q
tanto o tensor de stress (T;;) quanto o deslocamento elétrico D; se relacionam com o tensor
deformagao linearizado (Sj(u)) e com o gradiente do potencial elétrico [(0;¢), (9;¢)],
caracterizando desse modo o acoplamento eletro-mecéanico (deformagao/polarizacao)
Vamos considerar ainda as seguintes notacoes:
a) (divT); =0k Tk,

aul
O(uy)’

sendo Sy(u)=

C) 8klll:

(Orw; + Ojug) as componentes do tensor de deformagao eléstica

N | —

linearizado.

38



As caracteristicas do material consistem de trés tensores assim denominados:

1- Tensor elasticidade de quarta ordem (Cj;x;), simétrico, isto é,
Cikti=Clit=Chriij=Clijni
é positivo definido, entao existe uma constante positiva a,. > 0 tal que:
CijXijXm > a.Xij Xij, ¥V X;; X € R

2- O tensor acoplado de terceira ordem (e;j;) ¢ parcialmente simétrico, isto é,
€ijk="Cikj

3- O tensor dielétrico de segunda ordem (d;;) é simétrico, isto é,
d;j=d;;

é positivo definido, entao existe uma constante oy tal que:

dinin Z OédXiXi, A Xz R

Observagao 3.1 : Neste trabalho os coeficientes dos trés tensores sao considerados
constantes e para efeito de simplicidade a densidade de massa T € tomada como sendo

unitaria.

3.5 Formulacao Variacional do Problema.

Lema 3.3 : Seja Q um subconjunto aberto limitado do IR’ com fronteira Lipschitziana T
euc H(Q) ep € HY(Q). Para todas as funcoes teste v=(v;) € Hy(Q) e € HL(Q)

temos:

— [ divTu, ot = % (v,0))dz (3.34)

- /Q divD(u, p)pde = [ (—e(w, )+ d(p, ¥)da

Vamos agora considerar as fungoes testes v=(v;) € Hy(Q) e v € HL(Q).

Multiplicando a primeira equacao do sistema (3.31) pelas componentes de v=(v;) temos

—divT (u, p)=f, em Q x v;
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onde
—divT (u, p)v;=fv;
integrando sobre {2 obtemos
—/ div'T(u, go)vid:c:/ fu,dx
Q Q
aplicando o Teorema de Green ao primeiro termo da equacao temos que

—/QdivT(u, go)vidx:/ﬂ T;(a, ¢)0vjdr — /1“M T;;(a, ¢)v;ndl

1

aplicando as condicoes de contorno temos que

/FM T, (u, ¢)v;m,dD=0

1

logo

—/QdivT( p)vidr= / Tij(u, 9)S;;(v)dx
usando (3.33) fica

—/ divT (u, p)v;dr= /[Cijklskl(u) —I—ekijﬁkgo]sij('v)dx:/ﬂ fv;dx

portanto

/Q[Cijklskl(u) + €k,’j8kg0]8¢j('v)dx:/g fv;dx
levando em conta a observagao (3.1) fica

/Q[C(u, v) + e(v, p)|de = /invida; (3.35)

Do mesmo modo, seja 1 € H} (). Multiplicando a segunda equagao do problema

(3.31) por v temos
—divD(u, p)=0, em Q x ¢
onde
—divD(u, p)1h=0
integrando sobre 2 obtemos
_ /Q divD(u, ¢ )i=0

40



aplicando o Teorema de Green e levando em conta as condig¢oes de contorno conduz a:

- /Q divD (u, p)tbdz= / D;(u, )dtda — / D; (u, )¢l =0

mas pelas condigoes de contorno

/F D; (1, )il =0

logo

- /Q divD(u, )dr— / Di(u, 0)da

usando (3.33) obtemos
/Q[_eiklskl(u) + d;;0;p] 0y dx=0

levando em conta a observagao (3.1) fica

/Q[—e(u, ¥) + d(p,¢p)dr =0 (3.36)

Adicionando as duas equagoes (3.35) e (3.36) obtemos o primeiro problema

variacional (P)

{ encontrar (u, ) € H5(Q) x H}(Q) tal que,
ai((u, ), (v,9)) = L(v,¥), ¥(v,¢) € Hy(Q) x Hg(Q)

ar((w, ). (v.9)) = [ [Clu,v)+e(v.0)ldo+ [ [—e(u,v) +d(e. ¥)]do

Q

Subtraindo as duas equagoes (3.35) e (3.36) obtemos um segundo problema
variacional (P)
encontrar (u, ) € Hy(Q) x H}(Q) tal que,
as((w, ), (v,9)) = L(v,9),¥(v,9) € Hy(Q) x Hg(2)

com

ax((w, ). (v.9)) = [ [Cu,v) +e(v.¢)ldr — [ [—e(w, ) +d(g,v)]da
L(v, ) = /invidx
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3.6 Existéncia e Unicidade de Solucao.

Para verificar a existéncia e unicidade de solug¢ao para o problema vamos nos apoiar

nas definicoes, lemas, proposigoes e teoremas do movimento rigido.
Definicao 3.8 Vamos considerar os sequintes espacos:
(HL(Q))? = Hy(Q)={v € H(Q),v =0 sobre I'}
HNQ)={v € (H (), = 0 sobre T'}
sendo o espaco H(l)(Q) munido com a sequinte norma:
1ol gty = IV HSOll 2y, Vo € H(Q) (3.37)

Defini¢ao 3.9 (Desigualdade de Poincaré e Korn)

(i) (Lema do movimento rigido)
Se ve Hy(2)) e S;;(Hy(Q)) =0, entio v=0

(i1) (Desigualdade de Poincaré)
Seja Q0 um aberto limitado, entio para cada funcdo u € H'(Q), existe uma constante

C' estritamente positiva tal que:
ull g gy < ClIVUll 20 (3.38)
(@)

(i1i) (Primeira desigualdade de Korn)

Seja Q € IR wm dominio limitado com fronteira T' Lipschitziana, entio temos:
Vu € Hy(Q), [[Vulzzq) < Cllullzzg (3.39)

(v) (Sequnda desigualdade de Korn)

seja Q C IR um dominio limitado com fronteira T Lipschitziana, entio temos
el ey <€ . 3wt + 32 85 (w) 815 (o (3.40)

com u=(u;)1<i<n, S(u)=(S;,(u)), sendo que S; ;(u) € o tensor de deformagao linear
(v) seja Q C IR um aberto limitado de fronteira T' Lipschitziana de classe C?, entdo

existe uma constante C' estritamente positiva tal que

Wl gy <€ 22 18i5 (Ho ()l 223 (0, Yo € Hy(€2) (3.41)
ij=1
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Lema 3.4 : Se @ é um elemento de Hz(T'), e existe um acréscimo @ de © em H'(Q),

isto ¢, uma funcdo ¢ € H'(Q) tal que @|r=p.

Desse modo temos entao que:
que conduz a seguinte proposicao

Proposicao 3.2 : A solugdo (u,p) do problema variacional Py, € dada por p=p-¢ com

(u, ) solugdo do sequinte problema variacional:

{ encontrar (u, p) € Hy(Q) x HL(Q) tal que, (3.43)
ar((u,¢). (v.4)) = L(v,), ¥(v,¥) € Hy(Q) x H}(Q) |
onde de acordo com (Py) ai((w, ), (v,v)) é definido por:
arl(w0), (v,.1) = [ [Clu,v) +e(v.¢)ldr + [ [~e(u, ) +d(p, ¥)]dz
logo
fl(v,w):/Q[C(u v) + e(v dw+/ V) + d(p,)|dz
ou seja
/ Fosde + / )+ d(p, )] dx (3.44)

Proposigao 3.3 : Ezistem constantes C, > 0 e Cy(Q) > 0 tal que para f € Lo(S2) temos
que:

1) A dinica solugdo u=(u;) € H(Q) do problema
L€ )+ e(w, @)+ [ [e(w ) +dlg,0))de = [ foude+ [ [~e(u,0) +d(e, 0))do
ou seja
/Q[C(u, v) + e(v, p)|dr = /invidas para todo v € H'(Q)

satisfaz

g < C [ 3 (Jusa) -+ 18,1 @) ) (3.45)

zgl

2) A dinica solugdo u=(u;) € Hy(Q) do problema

/Q[C’(u v) +e(v dx+/ ) +d(p, )]de = / fvldx—i—/ u, V) +d(p,)]dx
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ou seja
/[C’(u, v) + e(v, p)|dr = / fuidz para todo v € Hy(S2)
Q Q

satisfaz

) < CH() [ 37 185 ()P (3.46)

ij=1

a prova dessas desigualdades pode ser encontrada em [45]

Observagao 3.2 : Por causa da coercibilidade de (Cijr) e (dij), temos que /QC(’U, v)dx

e / d(v,v)dx sio normas equivalentes para as cldssicas normas sobre Hy(Q) e H (),
Q

1sto €, existem constantes positivas C, Cy, Cs, Cy tais que

ol < /Q C(v, v)dz < Gy (3.47)

2 2
UIE ) Ui Eg )

Colldlye < [ A, 0)de < Callplly o (3.48)

Teorema 3.7 (i) Assumimos que o dominio ) tem uma fronteira T Lipschitziana. Para
uma densidade volumétrica de forca f € L*(2) e g = 0, Vg € L*) o problema
estaciondrio (3.31) tem uma tinica solugdo fraca (u,p) € Hy(Q2) x HY(Q), a qual satisfaz

a sequinte identidade

/Q[C(u, v) + e(v, @)]dr = /invidx YV ve Hi(Q)

[ I=elw )+ d(p,v)dz = 0¥ v € HY(©)

(3.49)

(ii) Seja T de classe C*. Para uma densidade volumétrica de forca f € L*(Q) e
g =0, Yg € L*() eziste uma nica solugdo forte u € H*(Q)NH(Q), o € H2(Q)NHL(Q)

do problema variacional

/Q[C’('u,, v) + e(v, p)]dx = /invid.r Y ve Hy(N)

[ I=elw )+ d(p.v)dr = 0¥ v € HY(©Q)

(3.50)

Do problema (3.31) e do lema (3.3) obtivemos os dois seguintes problemas variacionais:

1)~

{ encontrar (u, ) € H5(Q) x H} (Q) tal que,
ai((u, ), (v,9)) = L(v,¥), ¥(v,¢) € Hy(Q) x Hg(Q)
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ar((w ). (v.9)) = [ [Ow, )+ e(v.0)ldo + [ [—e(w.) + (¢, v))da
L(v,¢) = /invida:
(i) P
{ encontrar (u, ) € Hy(Q) x H} (Q) tal que,

az((u, ), (v,9)) = L(v,), ¥(v,¢) € Hy(Q) x Hg(Q)

com

ax((w, ). (v.9)) = [ [Cu,v) +e(v.¢)ldr — [ [—e(w, ) +d(p,)]da
L(’U,Tﬂ) :/Qflvzdm

supomos agora que os problemas P; e P, tem cada um uma unica solugao e que ambas

as solugoes coincidem. Para isso, vamos considerar que (u, ) seja a solucao de P; e P.
Proposicao 3.4 : Os dois problemas variacionais Py e Py sao equivalentes.

Demonstragao:

Seja (u, ¢) uma solugao de P;. Uma vez que para todo ¢ € H}, —¢ € H} temos
ai((u,9), (v, =¥))=L(v,¥),¥(v, ) € Hy(Q) x Hy(Q)
ou para todo (v,v) € Hy(Q) x H(Q) temos
ar((u, ), (v, =) =az((w, ¢), (v, —¢))

deste modo (u, ¢) é também solugao de P.
Do mesmo modo mostramos que toda solucao de P, é também solugao de P;.

Seja entao (u, ) uma solugao de P,. Uma vez que para todo ¢ € HY, — € H} temos

az((w, ¢), (v, =¥))=L(v, ¥),¥(v, ) € Hy(Q) x H}(Q)

ou para todo (v,v) € Hy(Q) x H () temos

as((w, ), (v, =))=a((w, ¢), (v, 1))

portanto (u, ) é também solucao de P;
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Desde que ambos os problemas sao equivalentes, nos s6 temos que mostrar a existéncia

e unicidade da solucao do problema P;.

Tomando
QO):/Q fi’l)idl',
(i) a1((u, @), (v,)) = /Q C(u, ) + e(v, )| dz + / (0, )] datemos
L(v,v) : Hy(Q) x HY(Q) — R
(v,9) — L(v, ) = /Q foide, £e L(Q)
¢ linear:

(L(B(v, ¥) + a(v, ¢))=PL(v,¥) + aL(v, )
é continua, isto é:
L(v,0)| = | [ fvidal < [ |E][v]da
Q Q
aplicando Cauchy-Schwartz
|L(v, )| < |fil 2 |vil 22) < Clfil2) [ Vil 2
fazendo C|fi|L2(Q):é
| L(v, ¥)| < Cllvll gy o
temos também que

ai((u, ), (v,9)) : Ho(Q) x Hg(Q) — R

(0, 9), (0,6)) = ax((, ), (0,0)) = [ [Clw,0) + (v, 9o + [ [~e(u, )+ (o, 0)]do

¢é bilinear e continua

(0 9), (00D = Clullgp o1 )i

e coerciva, logo

ar((u, )= [ 1Ve)Pdr = 100D 00
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ou seja

3C > 0: ar((u, ), (u,9)) > Cll(w, )3

H,(@)xH ()

logo, do teorema [3.6] (Teorema de Lax-Milgram) segue-se que existe uma tnica fungao

(u, ) € H5(Q) x HL() tal que
ar((u), (w.)) = [ fides W(v,v) € HY(Q) x H}(S)
portanto

/Q[C(u v) + e(v dm+/ (p,)]dx = / fvdr; V(v,v) € Hy(Q) x Hi ()

verificamos entao que:
i) A forma linear L(v,) é continua sobre Hy(Q) x Hg(Q);
ii) A forma bilinear a;((u, @), (v, %)) é continua e coerciva sobre Hy(€2) x H}(Q)
Entao, usando o teorema [3.6] (Teorema de Lax-Milgram) segue-se que o problema
variacional P; tem uma tnica solugdo fraca (u,¢) € Hy(Q) x H(Q).

Usando as mesmas idéias do teorema anterior podemos mostrar que o problema

Py tem uma tinica solucio forte (u, ), com u € H*(Q) N H(Q), p € H2(Q) N HI(Q).
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Conclusoes e Comentarios Finais.

Neste trabalho estudamos a existéncia e unicidade de solugoes estacionarias dos
sistemas piezoelétricos. Apresentamos o problema piezoelétrico estacionario que consiste
de um dominio € limitado aberto de IR® com fronteira regular I, de tal sorte que um
corpo sofre deslocamento piezoelétrico u(x) sujeito a um potencial elétrico p(z).

Tratamos o problema de um modo multidisciplinar pois precisamos utilizar os
principios e leis do eletromagnetismo para poder caracterizar a polarizagao elétrica nos
materiais piezoelétricos. Um outro aspecto importante foi a utilizacao das equacoes de
Maxwell em sua forma diferencial para descrevermos o problema da piezoeletricidade
matematicamente.  Consideramos também que os materiais piezoelétricos sofrem
deformagoes reversiveis pois estao submetidos a tensoes com magnitude abaixo do seu
limite elastico e portanto esses cristais obedecem a lei de Hooke generalizada no ambito
das pequenas deformagoes. Desse modo os efeitos elasticos estao sempre acoplados a uma
polarizacao elétrica.

Utilizamos a estrutura funcional de um espaco de Hilbert como um componente
essencial para estabelecer a estrutura fisica do problema e associar a equagao estacionaria
do sistema piezoelétrico a uma formulagao variacional. Do ponto de vista pratico
utilizamos um método variacional que possibilitou a determinacao de condigoes que
satisfazem o classico teorema de Lax-Milgram, demonstrando desse modo que o problema

variacional tem solugdo tnica (u, ).
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Apeéendice A
O Problema de Ponto de Sela

Podemos verificar a existéncia de valores extremos e de ponto de sela nos problemas
piezoelétricos estacionarios através dos seguintes métodos: o método variacional de Euler-

Lagrange, o teorema de Rabionowitz ou ainda o teorema variacional de Ekeland.

1.1 O Método Variacional de Euler-Lagrange.

O calculo variacional descreve o método de Euler-Lagrange para a obtengao de

pontos criticos de um funcional.
£:M— 1R

onde M pode ser um conjunto de nimeros, funcgoes, curvas, superficies, volumes, munido
de alguma topologia.

Uma teoria geral que permite solucionar problemas gerais foi desenvolvida por
Euler e Lagrange. Para uma classe especial de funcionais, a primeira condi¢ao necessaria
que a fungdo minimacao tem que satisfazer é conhecida como equagao de Fuler-Lagrange

para funcionais.

onde £’ é a derivada de Frechet de £.
O "Método Direto”do Calculo das Variagoes introduz Equacgoes Diferenciais
Parciais (EDPs) no célculo das variagoes e consiste basicamente na determinagao de zeros

de uma equacao do tipo Euler-Lagrange
Lu=0 (A.1)
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onde £ : X — X é uma aplicacao entre espacos de Banach, £ : X — IRé um funcional

diferenciavel no sentido de Frechet. A equagao (A.1) é equivalente a:

(£'(u),v) =0V € X (A.2)

um ponto critico de £ é solugao de (A.2) e o valor de £ em u é um valor critico de £.
Para se obter os valores criticos do funcional utilizamos a teoria dos pontos

criticos, sintetizado pelo seguinte teorema

Teorema A.1 : Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha que £ : X — IR € um
funcional satisfazendo as condicoes:

1- £ € fracamente semicontinua inferiormente;

2- £ € coerciva, isto é, £(u) — +oo quando ||u|| — 400

entio £ € limitado inferiormente e existe ug € X tal que£(up)=infx £

Teorema A.2 : Seja E um espagco de Banach real tal que E=V @ X, onde V € de
dimensao finita. Suponha £ € C*(E,R), satisfazendo a condi¢ao de Palais-Smale(PS)e:
1- Ezxiste uma vizinhanga limitada, D de 0 em V' e uma constante « tal que £]op < «
£ € fracamente semicontinua inferiormente;
2- Eziste uma constante § > 0 tal que £|x > (. Entdo £ possui um valor critico

C > 3. Além disso C pode ser caracterizado como:

¢ — inf max £(u)

— Ser u€eS

onde

' ={S=nD)|,eC(D,E)eh=1d, nadD}

1.2 Teorema de Rabionowitz.

Teorema A.3 (Teorema do ponto de sela): Seja X =V @ W um espaco de Banach, de
modo que dimX < oo, e seja ¢ € CY(X,R) uma aplicagio satisfazendo a condi¢io de

Palais-Smale (PS). Se D é uma vizinhanga limitada de 0 em V' tal que:

max infoo _
a= (9D¢ < ng = b,
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entao

¢ _inf max 6(h(u)

“hel u€D
€ um valor critico de ¢ com C > b, onde
I'={h e C(D, X);h(u)=u, Yu € D}
Preliminares:Definido o operador linear
Lu=u — A S(u),
segue que
d(u)=5(Lu, u) g1 (wre) — /n G(z,u)dz,
agora, vamos fixar a seguinte decomposigao ortogonal de X = H!(IR"),
X=X_DXoD X4
onde
Xo=Ny:
X_=N\, BN, D...D Ny,
Xi=Nog,, O Noye . © -
assim obtemos os seguintes resultados
Proposicao A.1 : Seu € Xy, entao (L(u),u) g me)=0

Proposicao A.2 : Seu e X_, entio existe a > 0 tal que (L(u), uw) ey < —af|ul|?, ou

seja, L € definido negativo em X _

Proposicao A.3 : Seu € X, entio existe o > 0 tal que (L(u), u) ey < aflull?, ou

seja, L € definido negativo em X

Teorema A.4 :Por [47] Supoem-se vdlidas as condig¢oes (1) e (g2). Entao,
(a) p(u) — —o0 quando ||u|| — +oo;u € X_,
(b) ¢(u) — +oo quando ||u|]| — +oo;u € Xo P X .
Mostraremos no que seque, que ¢ satisfaz a condigao (PS), isto €, dada uma sequéncia

((u, € HY(IR")) com
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|6(un)| < C e pun) — o0

Temos que (uy,) possui uma subseqiiéncia convergente.

Demonstragao: De fato, sendo

1

1
¢(un>:§(Lun;un>(H1]R”) —/ G(z,u,)dz,

entao

o ()| = (L, 0) = [ gl u)vde

Além disso,
|¢' () v| < (|6 (un) |l [|0]]
de onde temos
|0 (un)v| < [Jol| Vo € HiIRY,
para n suficientemente grande, pois
¢'(un) = 0 & [[¢'(un)l] — 0
Logo
1 (un)|| < 1.
Agora, nosso préximo passo é mostrar que
un=Fou, + P_u, + P, u,

¢ limitada. Observe que

(i) se v=Pyuy, substituindo em (A.3) segue
0/ (1) Pt | = (L, P)) = [ (. ,) Py
note que
(Ltin, Prun)=(L(P-un) + L(Poun) + L(Pyun), (Prun))=(L(Prun), Prun)
dai, usando o fato de L ser positivo definido em X, temos

(Lttyy, Prty)=(L(Pyuy), Pruy) > al|Pruy|?
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Além disso,
| P || > ¢/ (un) Prun| > |[(Ltg, Pyu,)| — |/IF{” 9(x, up) Prupdz|
o que implica,

[Pl = ol Prun|* = [[ Prunlh. 2z

Teorema A.5 : Se h € L*(IR"), entdo vale a imersdo continua
HY(R") < LP(IR", hdz)

para p € [1,2*] se N > 3.

do teorema (4.4) temos
[1Pyun|| = af| Prug||? — Cf| Pruy |
portanto || Pruy| € limitada

(ii) Usando raciocinio semelhante, considerando v=P_u,, em (A.3) podemos concluir

que || Pyuy|| é limitada. veja que pela ortogonalidade das projegoes temos
[t [P =l Pown |* + | P-tin[|* + [| Prun |,
mostrando que (u,,) é limitada. sabemos que

¢’(U)U:/W(VUV(U) +uv)dr — ' (u)v; u,v € H(IRY)

onde
Wb (u)= / n();uZh + Gz, u))do
logo
(Vo(u), v) ey =(u, V) ey — (VY (1), 0) i mey
assim,

(Vo(u),v) mmm=(u— Vi (u), v)mm)
e consequentemente,
Vo(u)=u — Vip(u)
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considerando T'(u) = ¢ (u) temos
Vo(u)=u — T (u)

portanto

Vo (up)=u, — T (uy)
o que implica,

upn=Vo(uy,) + T(uy,)
Agora, sendo T : H'(IR") — H'(IR") compacto, existe (u,;) C (u,) tal que:

T : (up,) — u quando uj — o0
e usando o fato de que
¢ (un) = 0 & [[¢(un)l] = 0= Vo(up) — 0 Vo(un) — 0

passando ao limite em

un=Vo(uy,) + T(uy,)
encontramos

Up,; — U quando u; — 0o

mostrando que ¢ satisfaz a condicao (PS).
Finalmente, temos que ¢ € C'(IR",IR), ¢ satisfaz a condigao de Palais-Smale e

usando a proposicao podemos aplicar o teorema do ponto de sela com
V=X_, W=X, X,

e garantir a existéncia de um ponto critico para ¢, isto ¢, uma solucao fraca do problema

(P1)
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1.3 Principio Variacional de Ekeland.

Este principio geral é utilizado para obter miltiplos resultados variacionais. O
principio variacional proposto por Ekeland parte da suposicao que f é uma funcao real,
semicontinua inferiormente, definida no espago métrico (M, d) e tal que f(x) > [ para
todo x € M. O principio consiste na construcao de sucessoes minimizantes com algum

controle, mais precisamente, dado £ > 0 construir sucessoes verificando:

nf rr@)+e} > (a)

fly) > f(x:) —ed(ze, y)

O significado geométrico do principio de Ekeland pode entender-se dizendo que para
todo € > 0 podemos encontrar x. no qual o valor do funcional estd préximo do infimo a

menos de € e o grafo de f estd acima do cone de abertura e.

Teorema A.6 : Seja M espaco métrico completo e seja
¢: M — (—o0,+00)

uma fungao propria tal que,

i) oly) > B,

ii) ¢ inferiormente semicontinua,

dado e >0eu € M tal que,
du) < Mot e,

entao existe v € M tal que:

1. ¢(u) = ¢(v),
2. d(u,v < 1),
3. Sev#we M entio p(w) > ¢(v) — ed(v,w)

Demonstragao:

Fixo € > 0, definimos a seguinte relagao de ordem sobre M, dizemos que

w < v se e somente se p(w) + ed(w,v) < P(v)

29



consideremos uy=u e por recorréncia definimos a sucessao {u, }, como segue: para n € IN

tomamos:
Sp={w e M :w < u,},
escolhendo u,,1 € S, tal que
Blunsr) <+

obtemos que U, 11 < u, € S,y1 C S,. A semicontinuidade inferior de ¢ implica que S, é

um fechado. Agora, se w € S,11, teremos w < u, 11 < u, e entao:

ed(w, up41) < P(uns1) — d(w) < msfn(b m ”}i¢=n+ 1

quer dizer, chamando
diametro(Sy,11)=0n+1,

temos que

2

(5n+1) < M?

portanto,

Como M é completo,
N>, S,={v} para algum v € M

em particular, v € Sy, logo v < up=u, quer dizer,

$(v) < ¢(u) + ed(u, v) < ¢(u)

A v) < M <ot (inf¢ N inf¢>:1

6 p—
€ M M
entao, d(u,v) <1
Para obter (A.3) suporemos que w < v, entao para todo n € IN, w < w,, quer

dizer,

w € ﬂnJrl
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e assim w=v

Portanto concluimos que se w # v entao ¢p(w) > ¢(v) — ed(v, w)

Corolario A.1 : Seja x um espaco de Banach e ¢ : x — IR uma funcao diferencidavel e

inferiormente cotada em x. Entao para todo € > 0 e para todo u € x tal que:

o(u) < ™9 4 e

existe v € x verificando:

1) o(v) < o(u)
2) llu— vl < e3

1
3) ¢/ (W)l < ez

Demonstracgao:
1

No teorema (4.6) tomando M=x, ¢=p, ¢ > 0, A=—
€2

e d=|| -||. Obtemos que
v € X tal que:

e para todo w # v
p(w) > p(v) — et flu—of
tomando em particular
w=v+thcomt>0ehe€y, |h]|=1
entao
o(v+th) — p(v) > —ezt

que implica

D=

—e2 < (¢'(v), h) para todo h € x, [|h]|=1
logo

1
I’ (W)l < e
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Coroldrio A.2 : Se x e @ sao como no coroldrio (4.1), entao, para toda sucessio
minimizante de @, {ur} C x tal que:
1) ¢(vi) < @(ur)
2) |lux — vkl = 0 k — o0
9) ¢ @lly =0 k — o0
Demonstracao:
Se p(uy) — Czin}f{g@ consideremos e =p(uy) — ¢ se € positivo, ex=— se p(uy)=c

k

para € tomamos a correspondente vy, que dd o coroldrio (4.1).

1.4 Resolucao de Problema de Ponto de Sela.

Aplicamos o lema da deformacao para produzirmos teoremas relevantes na busca

por pontos criticos

Teorema A.7 : Seja X espago de Banach, ¢ € CY(X,R), limitado inferiormente, v € X

ee,0>0. se
inf
pv) <P +e

Entao existe u € X tal que,

, 8¢
') < 5
l|lu — vl < 26.

Demonstracgao:
Tomemos S={v} e c= 1n>f<<p + . Suponhamos, por absurdo, a tese falsa, isto é,

que para todo u € ¢ ([c, ¢ + €]) N Sys tenhamos
8e
/ U < -
o)l < 5
(note que estamos nas hipdteses do Lema da deformagao)
n(1,v) € o

f o . inf
contradicao, pois c= ch

Definigao A.1 Seja H Banach, I € C*(H,R) e c € R. O funcional I satisfaz a condi¢io

(PS). se qualquer seqiiéncia u, C H tal que

62



I(u,) = ceI'(u,) — 0
possui uma subseqiiéncia convergente.

Corolario A.3 : Seja ¢ € CYX,R) limitado inferiormente satisfazendo (PS)., com

_infp

s entao toda seqiiéncia minimizante para ¢ (ou seja vy, tal que p(v,) — c) contem

c
uma subseqiiéncia convergente. Em particular existe uw € X tal que p(u) < m)f(ga:
Demonstracgao:

Seja v uma sequéncia minimizante. Fizado n, sejam
1
E,=max —, p(v,) — ¢, 6, =V E,
n
Pelo teorema (4.7) existe u, € X tal que

o(u,) < c+2E,

' () | < j@- (4.4)

|tun — vn|| < 2V E,.

Como ¢ satisfaz (PS)., existe uma subseqiéncia u,, — w com ¢'(u)=0. Por (A.4),

Up, — U € ¢ (u)=c

Teorema A.8 (Brézis-Niremberg): Sejam ¢ € CH(X,R) e lim inf (u) € IR entdo para

flul|l—oo
todo ,0 >0, e R > 20, existe u € X tal que,
(A)c—2¢p < p(u) < c+2¢
(B)||ul| > R — 26 (A.5)

Ol <.

Demonstracgao:

Suponhamos a tese falsa, isto é, para todo u € X que satisfaz (A) e (B),

, 2e
l¢' @l < S

ponhamos S=X\ B(0, R), Pela definigao de C, ¢“**N.S é limitado pois existe (a,) C X

tal que

plan) e

e p°=¢ C B(0,r) para r suficientemente grande pois caso contrario
liminfo <c—¢
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Pelo item (iv) do lema da deformagao dado
ue et N S In(l,u) —ul| <o
e do item (ii), n(1, TN S) C 0°7°. Assim,
[ull < Jlu = (L wll + [In(1w)| <0 +7r
ou seja
dte € B(0,r +9)
que é uma contradicao pois ¢ NS é ilimitado.
Corolério A.4 : Seja p € CY(X,R) limitado inferiormente. Se toda seqiiéncia (u,) C X
tal que p(u,) — ¢) e ¢'(u,) — ¢) € limitado, entdo p(u) — oo quando ||u| — oo

Demonstracao:

Se a tese € falsa, existe uma seqiéncia ||a,| — oo com ¢(a,) < co. Logo

o liminf o(u) cR

l[uf| =00

Pelo teorema anterior, existe uma seqiéncia (uy,) tal que
e(un) = ¢, ¢'(un) =0, lug| — oo
Contradicao, logo a tese é verdadeira.

No que se refere a solugoes estacionarias dos problemas piezoelétricos, uma solugao

fraca do problema variacional P; também é solucao do seguinte problema de ponto de sela
encontrar (u, p) € Hy(Q) x H(Q) tal que
S(u,p) = infveH(l)(Q) SUPye (o) S(v, V).
onde
S(u,0) = 355((0, ), (w,6)) — x(v,), ¥(v,) € HY(€) x H()
usando as mesmas idéias que Ekeland-Teman [14] as seguintes conclusdes se seguem
fizando v € HY(Q) a aplicacio

(4.7)

Y € Hi () — S(v,1) é estritamente coerciva e semi-continua in feriormente.

izando v € HYH(Q) a aplicacao
/ (0 0( ) p C (4.8)

v € Hy(Q) — S(v,1)) é estritamente convexa e semi-continua in feriormente.

caracterizando portanto que o funcional S(-, -) tem um ponto de sela sobre Hj(Q) x HE ().

64



Apeéendice B

Coeficiente de amortecimento de
uma onda mecanica via ressonancila

piezoelétrica num cristal de Sal de

Rochelle

Apresentamos o artigo ”Coeficiente de amortecimento de uma onda mecanica via
ressonancia piezoelétrica num cristal de Sal de Rochelle” de autoria de Pedro Paulo Santos
da Silva, Sanclayton G. C. Moreira e Petrus A. Alcantara Jinior (Departamento de Fisica,
Universidade Federal do Para).

RESUMO
Foi medido o coeficiente de amortecimento da onda mecanica que se propaga
num cristal de Sal de Rochelle a temperatura ambiente, na fase ferroelétrica, usando uma
configuracao de 3 eletrodos. Apresentamos os resultados obtidos na faixa de freqiiéncia
de 100KHz a 400KHz aplicando um campo elétrico AC na dire¢ao [010].
1-INTRODUCAO
Uma das contribuicoes mais relevantes da ressonancia piezoelétrica em cristais
estd na construcao de transdutores, os quais tem uma vasta aplicagao em setores como a
ecografia e geracao de imagens utilizando ondas ultrasonicas. Portanto, é importante, para
fins de aplicacao tecnoldgica, determinar a capacidade que um transdutor piezoelétrico
possui de converter sinais elétricos em ondas mecanicas.

Em geral, quando uma onda se propaga através de um cristal ela interage com a
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rede transferindo parte de sua energia para os dtomos que compoe a estrutura cristalina,
de modo que as freqiiéncias naturais de vibragao sao afetadas. O cristal utilizado neste
trabalho para a determinacao do coeficiente de amortecimanto da onda mecanica via
ressonancia piezoelétrica foi o Sal de Rochelle (NaKC,H,04.4H50). Medindo-se a
amplitude ressonante em diversos pontos ao longo de uma das dimensoes do cristal, para
uma freqiiéncia fixa quando se mantém a temperatura constante, obteve-se uma curva que
representa o decaimento da amplitude com a distancia. A analise grafica dos resultados
conduzem a um decaimento exponencial e o ajuste da curva permitiu a determinacao
do coeficiente de amortecimento da onda mecanica que se propaga através do cristal.
A fixacao da temperatura em 295K permitiu a observacao do efeito de amortecimento
quando o cristal encontra-se em sua fase ferroelétrica.

2- EXPERIMENTOS

2.1- PREPARACAO DA AMOSTRA

a) Inicialmente o cristal foi cortado na forma aproximada de um paralelepipedo
retangulo com dimensoes K=2,2mm; L=5,7mm e M=11,8mm, para isso utilizou-se uma
maquina de cortar cristais desenvolvida em nosso laboratério. Essa maquina possui como
instrumento cortante um disco delgado de aco que executa movimento giratério com o
auxilio de um sistema de polias acopladas a um motor. Para facilitar o corte utilizou-se
uma mistura de 6leo mineral lubrificante com p6 de esmeril carburundum n°1000 colocado
sobre o fio do disco. A fixagdo do cristal para o corte foi feita em uma superficie plana
de metal usando uma cola facilmente removivel com acetona ou 6leo de banana. Apds o
corte, os desbastes das dimensoes foram feitos usando lixa de ago e polidores de cristais,
também de ago, com sulcos retificados com precisao, cujas bordas formam um angulo de
90° para assegurar um perfeito paralelismo entre as faces opostas da amostra. Apds este
procedimento as dimensoes finais da amostra eram A=1,8mm; B=4,9mm e C=11,1mm,
obtendo-se assim uma placa com drea maior perpendicular ao eixo [010]que é o eixo de
maior piezoeletricidade do Sal de Rochelle.

b) A preparagao do cristal para receber estimulos elétricos externos e obter respostas e
estes estimulos foi feita usando um sistema de trés eletrodos. Este sistema foi construido
basicamente da seguinte forma:

1) Primeiramente pintamos duas regides nas extremidades de maior area do cristal com

tinta eletrocondutora, de tal modo que entre elas se formou uma regiao de descontinuidade
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(fig.1-a).

2) Em cada uma das regides adaptamos um fio fino e flexivel de cobre colado ao cristal
com a prépria tinta, que servem para conduzir os sinais externos ao cristal (entrada)
e detectar as respostas (saida), por simplicidade chamaremos de eletrodo 1 a regiao que
recebe o sinal externo e de eletrodo 2 para a regiao onde sao recebidos os sinais de resposta
(fig..1-b).

3) A superficie oposta a face do cristal que contem os eletrodos 1 e 2 foi completamente
pintada com a mesma tinta e um fio de cobre idéntico aos outros dois foi colado a essa
regiao, com o auxilio da tinta eletrocondutora. Essa regiao serd chamada de eletrodo 3 e
sua finalidade é produzir o aterramento do sistema.

2.2- MONTAGEM EXPERIMENTAL

Apos a preparacao da amostra o sistema foi acondicionado no interior de um
cilindro metdlico de cobre, com os eletrodos 1, 2 e 3 conectados aos terminais de dois
cabos coaxiais. Um termopar de Cu-Constantan serviu para a leitura da temperatura do
cristal no interior do cilindro, o qual foi hermeticamente fechado para reduzir a influéncia
de ruidos externos.

A montagem experimental foi composta de um amplificador sensivel a fase (Lock-
in), dois criostatos, um deles contendo o cilindro blindado com a amostra e um micro
computador com uma interface apropriada para controlar a experiéncia. A amostra foi
estimulada pelo oscilador interno do amplificador de tal modo que um sinal AC aplicado
ao eletrodo 1 produziu uma resposta no eletrodo 2 lida em direct channel, para leitura
somente de magnitude. O registro desse sinal e andlise grafica de magnitude x freqiiéncia
foi feita no micro computador (fig.2).

A determinacao do coeficiente de amortecimanto da onda mecanica que se
propaga através do cristal consistiu de duas etapas distintas:

1) Na primeira etapa obtivemos os espectros de ressonancia (fig.3) através da
estimulacao do eletrodo 1 pelo oscilador interno do amplificador com um sinal de entrada
com amplitude fixa de 1V e varredura em freqiiéncia no intervalo entre 100KHz e 400KHz.
Nessa etapa a amostra foi mantida na temperatura constante de 295K, garantindo
resultados, tanto no aspecto quantitativo quanto no qualitativo, na fase ferroelétrica
(255K < T < 297K).

2) Na segunda etapa a andlise dos espectros de ressonancia permitiu que amplitudes
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do sinal de saida fossem tabelados para as frequéncias de 100KHz, 200KHz, 300KHz e
380KHz, sendo que, para cada uma das medidas obtidas, levou-se em conta a distancia
entre os eletrodos 1 e 2. Em seguida esses valores foram tracados em curvas de amplitude
versus distancia entre os eletrodos, representados nas figuras 4; 5; 6 e 7, a leitura da
temperatura da amostra foi feita com o termopar Cu-Constantan.

3- RESULTADOS

A ressonancia piezoelétrica foi observada pela aplicacao de um campo elétrico
AC na direcao [010] que provoca vibra¢ao mecanica no cristal. A varredura em freqiiéncia
permitiu observar as ressonancias de maior amplitude (fig.3)

No Sal de Rochelle os efeitos mecanicos nao ocorrem de forma isolada, pois
estao sempre acoplados a uma polarizagao elétrica. As freqiiéncias ressonantes e anti-
ressonantes para todas as vibragoes na placa do cristal excitado pelo campo elétrico
alternado na diregao [010] dependem do modo de vibragao, das dimensoes e do formato

da placa do cristal. Essa dependéncia é da forma

f=la+s5]2

onde a e b sao constantes que dependem do modo de vibracao e 7. é o ponto de
Curie do cristal.
A medida dos sinais de saida estao representados pelos pontos cheios nas figuras

4; 5; 6 e 7 e as curvas de ajuste foram feitas através de uma funcao exponencial do tipo:
y =yo+ A.exp[—A(z — z9)]

onde A representa o coeficiente de amortecimento da curva; A é a amplitude do
sinal inicial e 9 uma constante de ajuste do sinal de fundo
4-CONCLUSAO
Como o campo elétrico aplicado no eletrodo 1 é alternado, o cristal vibra e
ressona em determinadas freqiiénciasque dependem:
(i) das dimensoes do cristal;
(ii) dos fons que compde o cristal;
(iii) da distribuicao desses fons na célula primitiva.
O conjunto de ressonancias obtidas sao portanto caracteristicos da fase em que o

cristal se encontra, sofrendo alteragoes qualitativas somente no momento em que o cristal
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experimenta uma transicao de fase. Dessa forma o procedimento usado permite a obtencao
dos espectros de ressonancia do cristal através da varredura em freqiiéncia, pré-fixando os
valores inicial e final no Lock-in e fixando a temperatura (=~ 295K), permitindo também o
acompanhamento do amortecimento da onda mecanica que se propaga transversalmente
a direcao de vibracao do campo elétrico AC aplicado na fase ferroelétrica. Os resultados
obtidos possibilitam a determinacao do coeficiente de amortecimento da onda mecanica
via ressonancia piezoelétrica, sendo que, para atingir esse objetivo, levou-se em conta a
variacao da distancia entre os eletrodos 1 e 2 em cada medida.

5- REFERENCIAS

W. P.Mason [33,34 e 35]; H. Miieller [40, 41,42 e 43] e Hidaka [21 e 22]
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Apendice C
Figuras, Graficos e Tabelas

Figuras I: Sistema de trés eletrodos
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Figuras II: Esquemas Utilizados
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Graficos I: Espectros de Ressonancia
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Graficos 1I: Coeficiente de Amortecimento
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Graficos I1II: Coeficiente de Amortecimento
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TABELA I: Freqiiéncia e Magnitude
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Apeéendice D
Definicoes e Teoremas Basicos

As defini¢oes e Teoremas béasicos usados no trabalho estao aqui enunciados.

Definigao D.1 (Ver [30]): Diz-se que um espago méltrico E € separdvel se existe um

subconjunto D C E enumerdvel e denso.

Definigao D.2 (Ver [6]): Um espago de Hilbert é um espaco vetorial H dotado de um

, 1
produto escalar (u,v) e que € completo com a norma (u,u)?.

Definicao D.3 (Ver [6]): Chama-se Base Hilbertiana a toda sequéncia (e,,) de elementos
de H tais que:

i) len| = 1,Vn € Ne (en, em) =0,Ym,n € N tal que m # n;
it) O espago vetorial gerado pelos vetores (e,) é denso em H.

Definicao D.4 (Ver [6]): Seja (E,)n>1 uma sequéncia de subespacos fechados de H.

Diz-se que H € uma soma Hilbertiana dos (E,) e se escreve H = @En se:
n
i) Os subspagos E,, sao ortogonais dois a dois, isto €,
(u,v) =0, Yu € E,,, Yv € E,, m # n;
ii) O espago vetorial gerado pelos (E,) é denso em H.

Teorema D.1 (Ver [6]): Suponhamos que H é uma soma Hilbertiana dos (E,)n>1. Seja

u € H e seja u, = Pg, u, onde Pg, € a projecao de u sobre E,. Entao, verificamos que
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[e's) k
a) u—nz:lun, isto €, u = ’}Lraloz::l,

b) |ul* = |u.|* (Desigualdade de Bessel-Parseval).

n=1
Reciprocamente, dada uma sequéncia (u,) em H tal que u, € E,, ¥n e >°°, |u,|? < oo,

entao a série Y., u, € convergente e u =y -~ U, verifica u, = Pg, u.

n

Observacao D.1 (Ver [6]): Resulta do teorema anterior que se (e,) € uma base

Hilbertiana, entao todo w € H pode ser escrito da sequinte forma

o
Zuenencom|ul2 Z]uen

[o.¢]
Inversamente, dada uma sequéncia (o) € 12, a série Z Qape, converge para um elemento

n=1
denotado por u verificando

oo
(u,en) =, e |u>=>al.
n=1

Teorema D.2 (Ver [6]): Existe uma base Hilbertiana (e,),>1 em L*(Q) e uma sequéncia

(An)n>1 de nidmeros reais com A, > 0 e A, — 00 tais que

e, € HL(Q) N C®(R)

—Ae,, = e, em .

Diz-se que 0s (\,) sdo os valores préprios de —A e que as (e,) sdo as fungdes proprias

associadas.

Observacao D.2 (Ver [6]): Nas hipdteses do teorema acima, se demonstra que e, €

L>=(Q). Por outro lado, se S é de classe C*°, entdo e, € C®(Q).
Teorema D.3 (Ver [6]): Todo espago de Hilbert separdvel admite uma base Hilbertiana.
Definicao D.5 (Ver [6]): Se diz que uma forma bilinear a(u,v) : H x H — R é:

i) continua se existe uma constante C' tal que |a(u,v)| < Cllull||v|| ¥V u,v € H.

i) coerciva se existe uma constante o > 0 tal que a(v,v) > a||v]|*>, Vv € H.
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Teorema D.4 (Ver [6])(Teorema de Laz-Milgran): Seja V' um espago de Hilbert e a(-,-)
wma forma bilinear, continua e coerciva . Entdo, para todo ¢ € V', existe um tinicou € V

tal que a(u,v) = p(v), Yo € V.

Definicao D.6 (Ver [6])(Base de Schauder): Diz-se que (ey,)n>1 € uma base de Schauder
do espago de Banach E, se para todo u € E, existir uma sequéncia (om,)n>1 em IR, dnica,

tal que u = Z p €.

n=1
Teorema D.5 (Ver [27]): Seja E um espaco de Banach. Entao E € reflexivo se, e

somente se E' € reflexivo.

Vamos agora recordar algumas defini¢oes e enunciar os principais resultados de Anélise

no IRV que foram utilizados neste trabalho.

Teorema D.6 (Ver [29])(Teorema de Weiertrass): Toda sequéncia limitada em TRY

possut uma subsequéncia convergente.

Teorema D.7 (Ver [29])(Teorema da Aplicacio Inversa): Seja f : Q — RY de classe
C* (k > 1) definida no aberto Q C RY. Sex € Q ¢ tal que f'(z) : RY — RY ¢ invertivel,
entdo eziste uma bola aberta B = B(x,d) C ) tal que a restri¢ao f|p é um difeomorfismo

sobre um aberto V3 f(x).

Teorema D.8 (Ver [29])(Teorema da func¢ao implicita): Dada a funcao f : U — R
de classe C*(k > 1) no aberto U € RY™, seja (xo,y0) € U tal que f(zo,y0) = ¢ e
of

a—(:vo, yo) # 0. Existem uma bola B = B(xy : 0) C RY e um intervalo J = (yo — €, yo +€)
Y

com as sequintes propriedades:
_ of _
1) BxJCUea—(x,y)%O, V (z,y) € B X J;
)
2) para todo x € B existe um unico y = e(x) e J tal que f(z,y) = f(z,e(z)) = c.

A funcdo € : B — J, assim definida é de classe C* e suas derivadas parciais em cada

ponto x € B sdao dadas por

of
Oe B %(3375(37))
o0y
oy’
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Teorema D.9 (Ver [29])(Teorema de Borel Lebesgue): Seja K C IRY wum compacto.

Toda cobertura aberta de K C Uyep Ay admite uma subcobertura finita
K C A,\1 U A)\Q U...u A)\i.

Teorema D.10 (Ver [29])(Teorema do Valor Médio): Seja f : U — R diferencidvel no
aberto U C RY. Se o segmento de reta [a, a+v] estiver contido em U e existir M > 0 tal

que |grad f(a+tv)| < M para t € [0,1] entdo,
[f(a+v) = fla)] < M.
Teorema D.11 (Teorema de Sard): Seja U C RM e seja f € CH(U,IRY). Se
K > max{0,M — N},
entdo o conjunto dos valores singulares de f tem medida 0 em RY .

Teorema D.12 (Ver [31])(Teorema da extensao de Tietze): Dada uma fungdo real
continua f : X — TR, definida num subconjunto fechado X C RN, existe uma funcdo
F:RY — R continua tal que F|x = f.

Teorema D.13 (Ver [20])(Teorema da Divergéncia): Sejam Q C IR wm dominio cuja
fronteira (002) € uma unido finita de curvas suaves . Seja F : Q — IR um campo vetorial

de classe C' em €. Entao,

ﬁ V. Fdrdy = / Fds,
Q o0

onde n € a normal externa unitdria a OS).

Teorema D.14 (Ver [20])(As identidades de Green): Seja @ C RY um dominio onde

vale o teorema da divergéncia e sejamu,v € C*(Q). Entao valem as sequintes identidades:

ou
A = — D.1
/ﬁ(v u+ VoVu)dzdy /an Ué?n ds, (D.1)
e
ou Jv
Au — = — = U D.2
/ﬁ(v u — uVv)dxdy /89 (U o uf%]) ds, (D.2)

onde a% ¢ a derivada direcional na direcao da normal unitdaria externa n.

Agora apresentaremos alguns resultados sobre Teoria da medida e Espacos de Sobolev

que foram utilizados neste trabalho.
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Teorema D.15 (Ver [5])(Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue): Seja { f,,}
uma sequéncia de funcoes integraveis em €, convergente quase sempre para uma funcao
f mensurdvel. Se existir uma func¢do integrdvel g tal que |f,| < g quase em toda parte

(q.t.p.) para todo n € IN, entao f € integrdvel e tem-se

/fdu = nhrfoo/f"d“'
Lema D.1 (Ver [5])(Lema de Fatou): Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em L'(Q) tal

que:

i) Para cadan € IN, f,(x) >0 q.t.p. em §;

ii) supn/ fn < 00.
Q

para cada x € Q) tem-se que f(x) = limlnf fu(z). Entio f € L'(Q) e

/fgliminf/fn.

n—-+4o0o

Teorema D.16 (Ver [6]): Seja (f,) uma sequéncia em LP(Q), e f € L¥(Q), onde
Qc R el <p < oo, tais que ||fn — fllz» — 0. Entdo, existe uma subsequéncia

(fur) tal que:
i) fak(x) = f(x) g-t.p. em
it) | fox(2)| < h(z), Vk € IN, g.t.p. em Q, com h € LP(Q).

Teorema D.17 (Ver [5])(Desigualdade de Hélder): Seja f € LP(Q) e g € L4(R), onde
p>1e + =1 Entio, fg€ L' (Q) e

gl < [1fllzellgllze-

Teorema D.18 (Ver [15])(Desigualdade de Young ): Seja 1 < p,q < oo tais que
11 -
5+5_1‘ Entao, )

ab< % ab >0 (D.3)
"+ 20> 0) |

onde a,b > 0. A igualdade so ocorre se, e somente se, aP = b?.

Teorema D.19 (Ver [15])(Desigualdade de Young com €): Seja 1 < p,q < 0o tais que
%—l— % = 1. Entao,
ab < ea’ + C(€)b? (a,b>0, € >0) (D.4)

onde a,b >0, € >0, para C(e) = (ep)_%q_l.
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Teorema D.20 : Sejam x,y € RY. Entdo,

_9 _9 Cp’x_y’ 7561722
(|l = [y, 2 —y) 2 |z —y? ] 5
SEAFTEA

onde C, é uma constante positiva.

Definigao D.7 (Ver [6])(Convergéncia Forte): Seja X um espago vetorial normado e
(x,) C X. Dizemos que x,, converge forte em X se existe x € X com ||z, — z|| — 0,

quando n — +o00. Neste caso, x é o limite de x, em X.

Definicao D.8 (Ver [6])(Convergéncia fraca): Seja X wum espago vetorial normado e

(r,) C X. Dizemos que x,, converge fraco em X, se existe x € X wverificando:
f(xn) — f(z) em R VfeX'.
Neste caso, x é chamado limite fraco de z, em X, e denotamos x, — x.

Teorema D.21 (Ver [6]): Seja (z,,) uma sequéncia fracamente convergente num espaco

vetorial normado, isto €, existe v € X tal que
Tz, =2 em X.
Entao,
a) O limite fraco x de (x,) € unico;
b) Toda subsequéncia (z,;) C (x,) converge para x;
c) A sequéncia (x,) € limitada.
Teorema D.22 (Ver [6]): Seja (x,) uma sequéncia em X. Entao,
a) Se x, — x, entdo x, — x;
b) Se x, — x, entao |z,|| € limitado e ||z| < liminf ||z,];
c) Sex, —~x e f,— femX', entao f,(z,) — f(x).

Teorema D.23 (Ver [6]): Seja X um espago de Banach reflexivo e seja (x,) uma
sequéncia limitada. Entdo, existe (x,;) C (x,) que converge fracamente em X, isto é,
eriste x € X tal que

Tnj —x em X.
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Definigao D.9 (Ver [6])(Convergéncia fraca - x): Dizemos que (f,) C X' converge fraco-

x, se existir f € X' tal que
falx) = f(x) em RVzre X.

Notacdo: f, = f em X'.
Teorema D.24 (Ver [6]): Seja (f,) C X'. Entdo:

i) Se fn — f em X', entao f, = f em X';

i) Se f, — f em X', entdo f, = f em X';

iii) Se f, = f em X', entdo ||f,| € limitada e ||| < liminf ||£,||;

w) Se f, = f ex, — x, entdo f,(x,) — f(x) em R

Definicao D.10 (Ver [1])(Imersao continua): Dizemos que o espago normado (X, | ||-)

estd imerso continuamente no espago (Y, || ||,) e escrevemos X — Y se:
i) X for subespago vetorial de Y;

it) A aplicagao identidade

¢ continua, isto €, existe M > 0 tal que ||i(x)|y < M||z|x, Vz € X.

Teorema D.25 (Ver [1])(Imersdes de Sobolev): As sequintes imersoes sdo continuas:

L) ; 1<s<2" =2 para N >3

L:(Q) 1<s<o0 para N=1 ou N =2

Defini¢ao D.11 (Ver [27])(Operador Linear Compacto): Sejam X eY espac¢os métricos.
Um operador linear T : X — 'Y € dito compacto, se toda sequéncia limitada (z,) C X €

levada em uma sequéncia (y, = T(x,)) que admite uma subsequéncia convergente em Y .
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Definicao D.12 (Ver [1])(Imersio compacta): Dizemos que o espago normado X estd
imerso compactamente no espaco Y e escrevemos X — Y se:
1 X — Y

r — i(r)==x
€ um operador linear compacto.

Teorema D.26 (Ver [1])(Imersio compacta de Rellich-Kondrachov): Sendo Q C TRY

wm Dominio limitado do IRY, as sequintes imersdes sao compactas:

Ls(Q) ; 1<s<2 =32 para N >3

L*(Q) ; 1<s<oo para N=1 ou N =2

H&(Q) —

Teorema D.27 (Ver [15])(Desigualdade de Sobolev): Seja 2 um subconjunto aberto e

limitado do RN . Suponha u € W()l’p(Q) para algum 1 < p < N. Entao,temos a estimativa
[ullza@) < Cllullyr ) = ClIVullr@
para cada q € [1,p*]. A constante C' depende de p, q, NeQ.

Teorema D.28 (Ver [37]): Considere dois subconjuntos K e F do RY disjuntos, sendo
K compacto e F fechado. Entdo, existe uma funcdo teste o no RV tal que

px)y=1em K, p(z)=0em F, e 0 < p(z) < 1.

Teorema D.29 (Ver [1]): Seja Q C RY com (N >2) el < p < +oo. Entdo as sequintes

imersoes sao continuas:

(i) WEP(Q) — L1(Q) para 1 < q < N]Xip, se kp < N (se kp = N , podemos tomar

1 < q < 40); Além disso, se Q0 € limitado essa imersio é compacta quando
N
¢< Ny
(ii) WkP — C™* se kp > N, onde k é um inteiro verificando m < k — % <m+1lel

éumrealsatz’sfazend00<)\gk—m—%:)\o, seX<1l,e0< A<, se =1

Teorema D.30 (Ver [6]) : Sejam m >1 e 1 <p < oco. Verifica-se que:

1 m 1 1 m
i) Se — — — >0, entdgo W™P(RY) — LY(RY) onde — = - — —,
() se - % (RY) > L) onde = >~
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1 m

(11) Se TN 0, entio W™P(IRY) «— LI(IRY),Vq € [p, +00) ,

1
(iii) Se = — % <0, entdo W™P(RY) — L=(RY),
p
com injegoes continuas.
Teorema D.31 (Ver [2]): Suponha que h € LP(Q), 1 < p < +oo, e que u € W,?(Q)
seja solucao fraca do problema

—Au = h(z) ,Q

: (D.5)
u=20 , 00}

Entao, u € W?P(Q) e existe um C > 0 (independente de u) tal que
[lullw2r@) < CllflLr@)-
Teorema D.32 (Ver [20]): Seja 0 < a < 1 e suponha que u € C*(Q) N W,*(Q) seja

uma solugao fraca de (D.5) com h € C*(Q). Entao u € C*(Q)

Teorema D.33 (Ver [15])(Principio de Mdzimo forte): Sejau € C*(Q)NC(Q) ec <0
em Om. Suponha também que 2 € conexo.
i) Se
Lu<0 em €

e u atinge um mdzimo nao-negativo em wm ponto interior do conjunto Q, entdo u

€ constante em €);

ii) Analogamente, se

Lu>0 em €

e u atinge um minimo ndao-negativo em um ponto interior do conjunto €, entdo u

é constante em S).

Teorema D.34 (Ver [6]): O problema

—Av = 01 Q)
v > 0 ,Q ,

I
o
IS
2

v

possut uma unica solugao positiva.
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Apeéendice E

Lista de Simbolos

m: fim de uma demonstragao,

B,(x) : bola aberta de centro x e raio r,
— : convergéncia forte,

—: convergéncia fraca,

|A| : medida de Lebesgue de um conjunto A,

/Qf: denota/ﬂf(a:)dx, 1

s = s = °d ’ 70 S )
| f] |fL(Q) (/Q|f(95)| x) <s< o0

s(Br(z)) = s(B,(2)) = xsd$)s,0<s§oo,
| flsBr@) = |flLsB. () </Br(x)|f( )|

171 = 1f e = ([, IVS@)Fdz) " 0 < s < o0,

(u,v) ou ((u,v)): produto interno no IRY,

-

< f,v >: par de dualidade, ou seja, f(v).
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