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Marco Antonio de Oliveira Freitas

Orientador: Prof. Dr. Giovany de Jesus Malcher Figueiredo
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Resumo

Neste trabalho provamos a existência de, pelo menos, duas soluções positivas

do problema eĺıptico

(P )

{
−∆u(x) = λa(x)uq + b(x)up, x ∈ Ω
u(x) = 0, x ∈ ∂Ω

sobre uma região limitada Ω do RN , usando a variedade Nehari e a aplicação de

fibração associada com o funcional de Euler-Lagrange do problema. Mostraremos

que as informações sobre a aplicação de fibração facilita a demonstração do

resultado de existência de solução para o problema (P).

Palavras-chave: Problema Eĺıptico Semilinear de Valor Limitado. Método

Variacional. Variedade de Nehari. Aplicação de Fibração.
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Abstract

In this work we prove the existence of, at least, two positive solutions for the

semilinear elliptic boundary-value problem

(P )

{
−∆u(x) = λa(x)uq + b(x)up, x ∈ Ω
u(x) = 0, x ∈ ∂Ω

on a bounded region Ω in RN by using the Nehari manifold and the fibering

maps associated with the Euler-lagrange functional for the problem. We show

how knowledge of the fibering maps for the problem leads to very easy existence

proofs.

Key-words: Semilinear elliptic boundary value problem. Variational methods.

Nehari manifold. Fibering maps.
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Introdução

O objetivo principal desta dissertação é estudar a aplicabilidade do Método de

Fibração a um problema eĺıptico. Esta técnica consiste em associar ao problema

eĺıptico uma função real. O estudo desta função fornece informações sobre as

soluções do problema eĺıptico.

O Método de Fibração é uma importante ferramenta para resolução de

Problemas Diferenciais Eĺıpticos. Ele é um método variacional e é baseado no

Método de Nehari que consiste em associar o funcional do problema (P) a uma

função que define a variedade de Nehari.

O problema a ser estudado é

(P )


−∆u = λa(x)uq + b(x)up, em Ω
u > 0, em Ω
u = 0, sobre ∂Ω

em que Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e regular, 0 < q < 1 < p <
N + 2

N − 2
, λ > 0,

a, b : Ω→ R são funções regulares que podem mudar de sinal em Ω.

Esta dissertação é resultado do estudo que fizemos sobre o artigo de Kenneth

J. Brown e Tsung-Fang Wu [7] e que foi publicado em 2007.

Depois do famoso artigo de Ambrosetti, Brezis e Cerami [2], esta classe de

problemas, muitas vezes chamada de côncavo e convexo, recebeu a atenção de

muitos pesquisadores, como por exemplo [6], [7], [9], [10],[12] e [16]. Neste artigo,

os autores estudaram o problema (P) com a ≡ 1 e b ≡ 1 e mostraram resultados

de existência e não existência, dependendo do parâmetro λ, usando o método de

sub-super solução.

O problema (P) foi recententemente estudado em [9], [12] e [16], usando o

1



Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz [2] e a variedade

de Nehari. Em [6] e [10] foi mostrado que a variedade de Nehari do funcional

associado ao problema (P) está relacionada com a aplicação de fibração do

problema.

Um outro fato, não menos importante, sobre o problema (P) é que o mesmo

modela problemas na F́ısica Matemática e dinâmica de população, conforme pode

ser visto em [8].

Para uma melhor compreensão, este texto está escrito com a seguinte

estruturação:

No Caṕıtulo 1 definiremos a aplicação de fibração associada ao funcional

do problema (P) e suas relações com a variedade de Nehari. No Caṕıtulo

2 analisaremos e faremos uma completa descrição da aplicação de fibração.

Finalmente, no Caṕıtulo 3, mostraremos a existência de duas soluções positivas

para o problema (P).

No corpo desta dissertação usaremos as seguintes notações:

: fim de uma demonstração,

→ : convergência forte,

⇀: convergência fraca.
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Caṕıtulo 1

A Aplicação de Fibração e a
variedade de Nehari do funcional

1.1 Introdução

Como mencionado na introdução, neste caṕıtulo definiremos o funcional Jλ

e a variedade de Nehari Mλ(Ω), os quais são associados de maneira natural ao

problema (P).

Mostraremos que o comportamento de Jλ, quando restrito à variedade de

Nehari, é melhor que quando Jλ está definido em todo o espaço. Por exemplo,

mostraremos que Jλ pode não ser limitado em W 1,2
0 (Ω), entretanto é limitado em

Mλ(Ω).

Definiremos a aplicação fibração, o qual foi introduzida por Drabek e Pohoazev

em [10] e que também foi estudada em [6]. Veremos que essas aplicações estão

relacionadas com a variedade de Nehari Mλ(Ω).

Neste texto usaremos o espaço de função W 1,2
0 (Ω) com a norma

‖u‖ =

(∫
Ω

|∇u|2dx
) 1

2

.

A norma em Lp(Ω) será denotada por

|u|p =

(∫
Ω

|u|pdx
) 1

p

.
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O Funcional de Euler-Lagrange associado a (P ) é dado por

Jλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx,

para todo u ∈ W 1,2
0 (Ω). Note que Jλ está bem definido e é de classe C1 [Ver

Apêndice A].

Observe que Jλ pode não ser limitado inferiormente em W 1,2
◦ (Ω). De fato, no

caso em que

∫
Ω

a(x)|u|q+1 > 0 e

∫
Ω

b(x)|u|p+1 > 0, para todo u ∈ W 1,2
0 (Ω)\{0},

seja ϕ ∈ C∞◦ (Ω) tal que ϕ > 0 em Ω. Dáı, considerando t > 0, temos:

Jλ(tϕ) =
1

2

∫
Ω

|∇tϕ|2dx− λ

q + 1

∫
Ω

a(x)|tϕ|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|tϕ|p+1dx,

ou ainda,

Jλ(tϕ) =
t2

2

∫
Ω

|∇ϕ|2dx− λtq+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|ϕ|q+1dx− tp+1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|ϕ|p+1dx,

isto é,

Jλ(tϕ) =
t2

2
‖ϕ‖2 − λtq+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|ϕ|q+1dx− tp+1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|ϕ|p+1dx.

Colocando tp+1 em evidência, temos:

Jλ(tϕ) = tp+1

[
1

2tp−1
‖ϕ‖2 − λ

(q + 1)tp−q

∫
Ω

a(x)|ϕ|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|ϕ|p+1dx

]
.

Recorde que 0 < q < 1 < p e assim Jλ(tϕ) → −∞ quando t → +∞. Portanto,

Jλ não é limitado inferiormente.

Note que J ′λ(u)ϕ =

∫
Ω

[∇u∇ϕ− λa(x)|u|q−1uϕ− b(x)|u|p−1uϕ]dx.

A variedade de Nehari associada a Jλ é dada por:

Mλ(Ω) = {u ∈ W 1,2
0 (Ω)\{0} : J ′λ(u)u = 0}

Mostraremos que sobre Mλ, o funcional Jλ tem um comportamento melhor.

Por exemplo, para todo u ∈Mλ(Ω) temos que

Jλ(u) = Jλ(u)−
(

1

q + 1

)
J ′λ(u)u

4



e assim,

Jλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 − λ

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1 − 1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1

− 1

q + 1

(∫
Ω

|∇u|2 − λ
∫

Ω

a(x)|u|q+1 −
∫

Ω

b(x)|u|p+1

)
ou ainda,

Jλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 − λ

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1 − 1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1 − 1

q + 1

∫
Ω

|∇u|2

+
λ

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1 +
1

q + 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1

Logo,

Jλ(u) =

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
Ω

|∇u|2 +

(
1

q + 1
− 1

p+ 1

)∫
Ω

b(x)|u|p+1.

De maneira análoga,

Jλ(u) = Jλ(u)−
(

1

p+ 1

)
J ′λ(u)u

implica,

Jλ(u) =

(
1

2
− 1

p+ 1

)∫
Ω

|∇u|2 − λ
(

1

q + 1
− 1

p+ 1

)∫
Ω

a(x)|u|q+1.

Portanto, para todo u ∈Mλ(Ω), temos

Jλ(u) =

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
Ω

|∇u|2 +

(
1

q + 1
− 1

p+ 1

)∫
Ω

b(x)|u|p+1 (1.1)

ou ainda

Jλ(u) =

(
1

2
− 1

p+ 1

)∫
Ω

|∇u|2 − λ
(

1

q + 1
− 1

p+ 1

)∫
Ω

a(x)|u|q+1. (1.2)

Teorema 1.1 Jλ é limitado inferiormente em Mλ(Ω).

Demonstração: Para u ∈Mλ, temos:

Jλ(u) =

(
1

2
− 1

p+ 1

)∫
Ω

|∇u|2 − λ
(

1

q + 1
− 1

p+ 1

)∫
Ω

a(x)|u|q+1.

Vamos demonstrar que Jλ é limitado inferiormente, mostrando que Jλ é coercivo.
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Observe que, ∫
Ω

a(x)|u|q+1 ≤ |
∫

Ω

a(x)|u|q+1|

≤
∫

Ω

|a(x)||u|q+1

≤
∫

Ω

|a(x)||u|q+1

≤ max
Ω
|a(x)|

∫
Ω

|u|q+1

≤ c

∫
Ω

|u|q+1.

Então, multiplicando a expressão acima por -1, temos que

−
∫

Ω

a(x)|u|q+1 ≥ −c
∫

Ω

|u|q+1.

Portanto,

Jλ(u) ≥ c1‖u‖2 − c2c

∫
Ω

|u|q+1

onde c1 =

(
1

2
− 1

p+ 1

)
e c2 = λ

(
1

q + 1
− 1

p+ 1

)
e da imersão cont́ınua

W 1,2
0 (Ω) ↪→ Lq+1(Ω) temos que existe c3 > 0 tal que

|u|q+1 ≤ c3‖u‖.

Dáı,

Jλ(u) ≥ c1‖u‖2 − c4‖u‖q+1

e assim,

Jλ(u) ≥ ‖u‖q+1(c1‖u‖1−q − c4)

de onde conclúımos,

lim
‖u‖→∞

Jλ(u) = +∞

mostrando que Jλ é coercivo e, portanto, limitado inferiormente[Ver Apêndice B].
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A variedade de Nehari está vinculada ao comportamento de funções da forma

φu : t → Jλ(tu)(t > 0). Tais aplicações são conhecidas como aplicações de

fibração, foram introduzidas por Drabek e Pohozaev em [10] e são também

discutidas em Brown e Zhang [6]. Se u ∈ W 1,2
0 (Ω), temos

φu(t) =
t2

2

∫
Ω

|∇u|2 − λtq+1

q + 1

∫
Ω

a|u|q+1 − tp+1

p+ 1

∫
Ω

b|u|p+1, (1.3)

φ′u(t) = t

∫
Ω

|∇u|2 − λtq
∫

Ω

a|u|q+1 − tp
∫

Ω

b|u|p+1 (1.4)

e

φ′′u(t) =

∫
Ω

|∇u|2 − λqtq−1

∫
Ω

a|u|q+1 − ptp−1

∫
Ω

b|u|p+1. (1.5)

Note que u ∈ Mλ(Ω) se, e somente se, φ′u(1) = 0 e, mais geral, que φ′u(t) = 0

se, e somente se, tu ∈Mλ(Ω).

Podemos resumir o que foi dito acima através das seguintes afirmações:

(1) φ′u(1) = 0⇔ u ∈Mλ(Ω);

(2) φ′u(t) = 0⇔ tu ∈Mλ(Ω).

De fato, note que φ′u(1) = 0 é equivalente a

∫
Ω

|∇u|2 − λ
∫

Ω

a(x)|u|q+1 −
∫

Ω

b(x)|u|p+1 = 0,

ou seja

J ′λ(u)u = 0

o que é equivalente a

u ∈Mλ(Ω).

A afirmação (2) decorre de φ′u(t) = 0 ser equivalente a

t

∫
Ω

|∇u|2dx− λtq
∫

Ω

a(x)|u|q+1dx− tp
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx = 0.

Multiplicando a expressão acima por t, temos que:

t2
∫

Ω

|∇u|2dx− λtq+1

∫
Ω

a(x)|u|qtu dx− tp+1

∫
Ω

b(x)|u|ptu dx = 0

7



ou seja,

J ′λ(tu)tu = 0

isto é,

tu ∈Mλ(Ω).

Então, é natural subdividirMλ(Ω) em subconjuntos tal que para cada u fixada,

1 é ponto de mı́nimo local, máximo local ou ponto de inflexão da função φu.

Assim, definimos:

M+
λ (Ω) = {u ∈Mλ(Ω) : φ′′u(1) > 0},

M−
λ (Ω) = {u ∈Mλ(Ω) : φ′′u(1) < 0},

M0
λ(Ω) = {u ∈Mλ(Ω) : φ′′u(1) = 0},

Note que, se u ∈Mλ(Ω), então

φ′′u(1) = (1− q)
∫

Ω

|∇u|2dx− (p− q)
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx (1.6)

e

φ′′u(1) = (1− p)
∫

Ω

|∇u|2dx− λ(q − p)
∫

Ω

a(x)|u|q+1dx (1.7)

De fato, como φ′u(1) = 0, temos

φ′′u(1) = φ′′u(1)− q.φ′u(1). (1.8)

Agora, recorde que

φ′u(t) = t

∫
Ω

|∇u|2dx− λtq
∫

Ω

a(x)|u|q+1dx− tp
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx.

Dáı,

φ′u(1) =

∫
Ω

|∇u|2dx− λ
∫

Ω

a(x)|u|q+1dx−
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx (1.9)

e também, temos, por (1.5), que

φ′′u(1) =

∫
Ω

|∇u|2dx− λq
∫

Ω

a(x)|u|q+1dx− p
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx. (1.10)

Substituindo (1.10) e (1.9) em (1.8), temos

φ′′u(1) =

∫
Ω

|∇u|2dx− λq
∫

Ω

a(x)|u|q+1dx− p
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx

− q

∫
Ω

|∇u|2dx+ λq

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx+ q

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

8



e assim,

φ′′u(1) = (1− q)
∫

Ω

|∇u|2dx− (p− q)
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx.

Similarmente, podemos provar que

φ′′u(1) = (1− p)
∫

Ω

|∇u|2dx− λ(q − p)
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx.

Resumidamente, temos

φ′′u(1) = (1− q)
∫

Ω

|∇u|2dx− (p− q)
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx (1.11)

e

φ′′u(1) = (1− p)
∫

Ω

|∇u|2dx− λ(q − p)
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx. (1.12)

Além disso, como provado em Binding, Drabek e Huang em [4] ou em Brown

e Zhang [6], temos o seguinte lema.

Lema 1.1 Suponha que u0 é um máximo ou mı́nimo local de Jλ em Mλ(Ω).

Então, se u0 6∈M0
λ(Ω), u0 é um ponto cŕıtico de Jλ em W 1,2

0 (Ω).

Demonstração: Se u0 é um mı́nimo ou máximo local de Jλ em Mλ(Ω), então

do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange [Ver Apêndice B], existe µ ∈ R tal

que

J ′λ(u0) = µ.δ′(u0) (1.13)

onde

δ(u0) =

∫
Ω

|∇u0|2dx− λ
∫

Ω

a(x)|u0|q+1dx−
∫

Ω

b(x)|u0|p+1dx = J ′λ(u0)u0 = 0,

ou seja, ∫
Ω

|∇u0|2dx = λ

∫
Ω

a(x)|u0|q+1dx+

∫
Ω

b(x)|u0|p+1dx. (1.14)

Mas,

δ′(u0)(u0) = 2

∫
Ω

|∇u0|2dx− λ(q + 1)

∫
Ω

a(x)|u0|q+1dx− (p+ 1)

∫
Ω

b(x)|u0|p+1dx,

isto é,

δ′(u0)(u0) = 2

∫
Ω

|∇u0|2dx− λq
∫

Ω

a(x)|u0|q+1dx− λ
∫

Ω

a(x)|u0|q+1dx

− p

∫
Ω

b(x)|u0|p+1dx−
∫

Ω

b(x)|u0|p+1dx. (1.15)
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Substituindo (1.14) em (1.15), temos:

δ′(u0)(u0) = 2

∫
Ω

|∇u0|2dx−
∫

Ω

|∇u0|2dx−λq
∫

Ω

a(x)|u0|q+1dx−p
∫

Ω

b(x)|u0|p+1dx,

ou ainda,

δ′(u0)(u0) =

∫
Ω

|∇u0|2dx− λq
∫

Ω

a(x)|u0|q+1dx− p
∫

Ω

b(x)|u0|p+1dx = φ′′u0
(1).

De (1.13), temos: J ′λ(u0)(u0) = µ.δ′(u0)(u0) = 0. Desde que u0 6∈ M0
λ(Ω),

segue que φ′′u0
(1) 6= 0 e isso implica que δ′(u0)(u0) 6= 0 e portanto, µ = 0. Assim,

temos que J ′λ(u0) = 0. Dáı, conclúımos que u0 é um ponto cŕıtico de Jλ.
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Caṕıtulo 2

Análise da Aplicação de Fibração

Neste caṕıtulo daremos uma descrição completa da aplicação de fibração φu.

Como veremos, o comportamento de φu é determinado pelos sinais de∫
Ω

a(x)|u|q+1dx e

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx.

Para isso, vamos considerar a função

mu(t) = t1−q
∫

Ω

|∇u|2dx− tp−q
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx. (2.1)

Note que, para t > 0, tu ∈Mλ(Ω) se, e somente se, t é uma solução de

mu(t) = λ

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx. (2.2)

De fato, substituindo (2.2) em (2.1), temos que

t1−q
∫

Ω

|∇u|2dx− λ
∫

Ω

a(x)|u|q+1dx− tp−q
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx = 0.

Multiplicando a expressão acima por tq+1, temos

t2
∫

Ω

|∇u|2dx− λtq+1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− tp+1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx = 0,

o que equivale,

J ′λ(tu)tu = 0

isto é,

tu ∈Mλ(Ω).
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Além disso, por um cálculo direto temos

m′u(t) = (1− q)t−q
∫

Ω

|∇u|2dx− (p− q)tp−q−1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx. (2.3)

Note que mu é uma função estritamente crescente para t ≥ 0, quando∫
Ω

b(x)|u|p+1dx ≤ 0. De fato, observe que, desde que para t = 0, temos que

mu(0) = 0 e para t > 0, recordando que 0 < q < 1 < p, temos que m′u(t) > 0 e

portanto, mu é crescente como mostrado na figura 2.1 .

Figura 2.1: Posśıvel forma de mu.

Para o caso

∫
Ω

b(x)|u|q+1dx > 0, temos que mu é crescente para valores

pequenos de t e decrescente para valores grandes de t. Assim mu tem um ponto

de máximo global.

Figura 2.2: Posśıvel forma de mu .

Uma outra observação importante é que se tu ∈Mλ(Ω), então segue de (1.11)

e (2.3) que φ′′tu(1) = tq+2.m′u(t) e assim tu ∈ M+
λ (Ω) se m′u(t) > 0. Da mesma

forma, tu ∈M−
λ (Ω) se m′u(t) < 0.

Agora, descreveremos a natureza da aplicação de fibração para todos os sinais
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posśıveis de ∫
Ω

b(x)|u|p+1dx e

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx.

10 caso:

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx ≤ 0 e

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx ≤ 0.

Recorde que

φu(t) =
t2

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λtq+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− tp+1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx.

Dáı,

φ′u(t) = t

∫
Ω

|∇u|2dx− λtq
∫

Ω

a(x)|u|q+1dx− tp
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx.

Como

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx ≤ 0,

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx ≤ 0 e t > 0

temos que φ′u(t) > 0, isto é, φu é crescente e o seu gráfico tem a forma mostrada na

figura 2.3. Como φu(t) > 0, então tu 6∈ Mλ(Ω). Observe também que, φu(t)→ 0

quando t→ 0 e φu(t)→∞ quando t→∞. Assim, podemos concluir que tu não

é solução do problema, qualquer que seja t > 0, portanto nenhum múltiplo de u

está em Mλ(Ω).

Figura 2.3: Posśıvel forma da aplicação fibração
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20 caso:

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx ≤ 0 e

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx > 0.

Recorde de (2.1) que

mu(t) = t1−q
∫

Ω

|∇u|2dx− tp−q
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx

e dáı,

m′u(t) = (1− q)t−q
∫

Ω

|∇u|2dx− (p− q)tp−q−1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

isto é, sendo t > 0 e recordando que 0 < q < 1 < p então, m′u(t) > 0 e portanto,

temos que mu é uma função crescente e seu gráfico tem a forma mostrada na

figura 2.1.

Observe que

mu(t)→ 0 quando t→ 0

e

mu(t)→∞ quando t→∞.

Note que, substituindo (2.2) em (2.1) temos

λ

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx = t1−qu

∫
Ω

|∇u|2dx− tp−qu

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

dáı,

t1−qu

∫
Ω

|∇u|2dx− λ
∫

Ω

a(x)|u|q+1dx− tp−qu

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx = 0

e multiplicando a equação acima por tq+1
u , temos

t2u

∫
Ω

|∇u|2dx− λtq+1
u

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− tp+1
u

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx = 0

assim,

J ′(tuu)tuu = 0

de onde conclúımos que

tuu ∈Mλ(Ω).

Portanto, neste caso, mu tem o gráfico como na figura 2.1, e existe exatamente

uma solução de (2.2). Assim existe um único valor tu > 0 tal que tuu ∈
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Mλ(Ω), pois como limt→0mu(t) = 0, para t1 suficientemente pequeno temos

que mu(t1) ≈ 0 e dáı mu(t1) < λ

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx. Como limt→∞ mu(t) = ∞,

existe t2 suficientemente grande onde mu(t2) > λ

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx. Desde que

mu(t) : [t1, t2]→ R é cont́ınua e mu(t1) < d < mu(t2) então, existe pelo Teorema

do Valor Intermediário [Ver Apêndice B], um t ∈]t1, t2[ onde mu(t) = d. Como

mu(t) é crescente, então tu é único, ou seja, a equação

mu(t) = λ

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx

tem uma única solução.

Além disso, sendo

φ′′tuu(1) = tq+2.m′u(t).

dáı, como m′u(t) > 0 e t > 0 temos que

φ′′tuu(1) = tq+2.m′u(tuu) > 0

e assim tuu ∈M+
λ (Ω).

Portanto, a aplicação fibração tem um único ponto cŕıtico t = tu que é um

mı́nimo local. Além disso, desde que lim
t→∞

φu(t) =∞, segue que φu tem o gráfico

como mostrado na figura 2.4.

Figura 2.4: Posśıvel forma da aplicação fibração

15



Análise do gráfico de φu(t)

Desde que,

φu(t) =
t2

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λtq+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− tp+1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx,

colocando tp+1 em evidência, temos

φu(t) = tp+1

[
1

2tp−1

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

(q + 1)tp−q

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

]
.

Portanto, se

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx ≤ 0 ,

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx > 0 e passando ao limite

φu(t), temos

lim
t→∞

φu(t) = +∞.

Logo, existe t̄ tal que, para todo t > t̄, φu(t) é crescente e para todo t < t̄,

φu(t) é decrescente.

30 caso:

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx > 0 e

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx ≤ 0.

Recorde que, novamente temos

mu(t) = t1−q
∫

Ω

|∇u|2dx− tp−q
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx.

Veja que mu(t) pode ser escrito como sendo o polinômio

mu(t) = k1t
1−q − k2t

p−q

onde k1 =

∫
Ω

|∇u|2dx > 0 e k2 =

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx > 0.

Dáı,

m′u(t) = k3t
−q − k4t

p−q−1, (2.4)

com k3 > 0 e k4 > 0. Fazendo m′u(t) = 0, temos

k3t
−q − k4t

p−q−1 = 0

e dáı,

k3t
−q = k4t

p−q−1
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ou ainda
k3

k4

= tp−1

e assim,

t = t0 =

(
k3

k4

) 1
p−1

.

Note ainda que, fazendo t < t0 temos

t <

(
k3

k4

) 1
p−1

dáı,

1

tq
>

(
k4

k3

) q
p−1

e multiplicando a equação acima por k3, temos

k3

tq
> k3

(
k4

k3

) q
p−1

(2.5)

ou ainda podemos dizer que para t < t0, temos

tp−q−1 <

(
k3

k4

) p−q−1
p−1

e multiplicando a equação acima por −k4, temos

− k4.t
p−q−1 > −k

q
p−1

4 .k
p−q−1
p−1

3 (2.6)

Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.4), temos que

m′u(t) > k3.

(
k4

k3

) q
p−1

− k
q
p−1

4 .k
p−q−1
p−1

3

dáı,

m′u(t) > k
p−q−1
p−1

3 .k
q
p−1

4 − k
q
p−1

4 .k
p−q−1
p−1

3 > 0

logo, para t < t0 temos que m′u(t) > 0 e portanto, mu(t) é crescente.

Agora, fazendo t > t0 temos

t >

(
k3

k4

) 1
p−1
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dáı,

1

tq
<

(
k4

k3

) q
p−1

e multiplicando a equação acima por k3, temos

k3

tq
< k

p+q−1
p−1

3 .k
q
p−1

4 (2.7)

ou ainda podemos dizer que para t > t0, temos

tp−q−1 >

(
k3

k4

) p−q−1
p−1

e multiplicando a equação acima por −k4, temos

− k4.t
p−q−1 < −k

p−q−1
p−1

3 .k
q
p−1

4 . (2.8)

Substituindo (2.7) e (2.8) em (2.4), temos que

m′u(t) < k3.

(
k4

k3

) q
p−1

− k
q
p−1

4 .k
p−q−1
p−1

3

dáı,

m′u(t) < k
p−q−1
p−1

3 .k
q
p−1

4 − k
q
p−1

4 .k
p−q−1
p−1

3 < 0

logo, para t > t0 temos que m′u(t) < 0 e portanto mu(t) é decrescente.

Portanto, para todo t < t0, temos que m′u(t) > 0 e para todo t > t0, temos

que m′u(t) < 0.

Observe também que

lim
t→0

mu(t) = 0 e lim
t→∞

mu(t) = −∞.

Assim, podemos concluir que mu tem o gráfico como mostrado na figura 2.2.

Desde que

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx ≤ 0, existe tu > 0 tal que

mu(tu) = λ

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx.

Agora, vamos mostrar que tuu ∈ Mλ(Ω) e desde que m′u(tu) < 0, temos que

neste caso tuu ∈M−
λ (Ω).
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De fato, substituindo (2.3) em (2.1) temos

λ

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx = t1−qu

∫
Ω

|∇u|2dx− tp−qu

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

dáı,

t1−qu

∫
Ω

|∇u|2dx− λ
∫

Ω

a(x)|u|q+1dx− tp−qu

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx = 0

e multiplicando a equação acima por tq+1
u , temos

t2u

∫
Ω

|∇u|2dx− λtq+1
u

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− tp+1
u

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx = 0

assim, J ′(tuu)tuu = 0

onde podemos concluir que tuu ∈Mλ(Ω).

Recorde que,

mu(t) = t1−q
∫

Ω

|∇u|2dx− tp−q
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx

dáı,

m′u(t) = (1− q)t−q
∫

Ω

|∇u|2dx− (p− q)tp−q−1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx < 0.

Desde que m′u(tu) < 0, temos que φ′′tuu(1) = tq+2.m′u(tu) < 0 , dáı tuu ∈
M−

λ (Ω). Portanto, a aplicação de fibração tem um único ponto cŕıtico que é um

ponto de máximo local. Desde que limt→∞ φu(t) = −∞, segue que φu tem o

gráfico como mostrado na figura 2.5.

Análise do gráfico de φu(t)

Recorde que,

φu(t) =
t2

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λtq+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− tp+1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx.

Colocando tp+1 em evidência, temos

φu(t) = tp+1

[
1

2tp−1

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

(q + 1)tp−q

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

]
.
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Figura 2.5: Posśıvel forma da aplicação fibração

Portanto, se

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx > 0 ,

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx ≤ 0 e passando ao limite

φu(t), temos que

lim
t→∞

φu(t) = −∞.

Portanto, podemos concluir que φu tem o gráfico como mostrado na figura

2.5.

40 caso:

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx > 0 e

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx > 0.

Como no caso anterior, mu tem o gráfico como mostrado na figura 2.2.

De fato, note que

mu(t) = t1−q
∫

Ω

|∇u|2dx− tp−q
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx.

Veja que mu(t) pode ser escrito como sendo o polinômio

mu(t) = k1t
1−q − k2t

p−q,

onde k1 =

∫
Ω

|∇u|2dx > 0 e k2 =

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx > 0.

Dáı, m′u(t) = k3t
−q − k4t

p−q−1, com k3 > 0 e k4 > 0.

Fazendo, m′u(t) = 0 temos

k3t
−q − k4t

p−q−1 = 0

dáı,

k3t
−q = k4t

p−q−1
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ou ainda que
k3

k4

= tp−1

e assim,

t = t0 =

(
k3

k4

) 1
p−1

.

De forma análoga ao 3o caso, temos que:

Para todo t < t0, temos que m′u(t) > 0 e para todo t > t0, temos que

m′u(t) < 0.

Observe também que lim
t→0

mu(t) = 0 e lim
t→∞

mu(t) =∞.

Logo, mu tem o gráfico como mostrado na figura 2.2.

Se λ > 0 é suficientemente grande então a equação (2.3) não tem solução

e dáı φu não tem ponto cŕıtico, para todo t > 0. Neste caso φu é uma função

decrescente. Assim nenhum múltiplo de u está em Mλ(Ω)(tuu 6∈Mλ(Ω),para todo

t > 0).

De fato, escolha λ∗ tal que

mu(t0) = max
t>0

mu(t) < λ∗
∫

Ω

a(x)|u|q+1dx ≤ λ

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx, para todo λ ≥ λ∗.

Portanto, a equação mu(t) = λ

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx não tem solução para todo

λ ≥ λ∗, pois

mu(t) ≤ mu(t0) < λ

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx, para todo λ ≥ λ∗.

Por outro lado, para λ suficientemente grande

φ′u(t) = t

∫
Ω

|∇u|2dx− λtq
∫

Ω

a(x)|u|q+1dx− tp
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx < 0,

isto é, φu é uma função decrescente.

Como φ′u < 0, então para todo t, tu 6∈ Mλ(Ω). Se, de outra forma, λ > 0

é suficientemente pequeno, existe exatamente duas soluções t1u < t2u de (2.3)

com m′u(t1u) > 0 e m′u(t2u) < 0. Assim existe exatamente dois múltiplos de

u ∈ Mλ(Ω), a saber: t1uu ∈ M+
λ (Ω) e t2uu ∈ M−

λ (Ω). Segue que φu tem

exatamente dois pontos cŕıticos - um mı́nimo local em t = t1u e um máximo
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local em t = t2u; além disso φu é decrescente em (0, t1), crescente em (t1, t2) e

decrescente em (t2,∞) como na figura 2.6.

Figura 2.6: Posśıvel forma da aplicação fibração

Recorde que

φ′′tu(1) = tq+2.m′u(t)

dáı, φ′′t1uu = tq+2.m′u(t1u) > 0 ⇒ t1uu ∈ M+
λ (Ω) portanto,φu tem um ponto de

mı́nimo local em t = t1u. Segue que φ′′t2uu = tq+2.m′u(t2u) < 0 ⇒ t2uu ∈ M−
λ (Ω)

portanto,φu tem um ponto de máximo local em t = t2u.

O resultado seguinte assegura que quando λ é suficientemente pequeno o

gráfico de φu deve ser como mostrado na figura 2.6 para todo u não-nulo.
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Lema 2.1 Existe λ1 > 0 e t̄ > 0 tal que, quando λ < λ1, φu(t̄) assume valores

positivos para todo u ∈ W 1,2
0 (Ω) não-nulo.

Demonstração: Desde que

φu(t) =
t2

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λtq+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− tp+1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx,

colocando tp+1 em evidência, temos

φu(t) = tp+1

[
1

2tp−1

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

(q + 1)tp−q

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

]
.

Portanto, se

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx ≤ 0 para t suficientemente grande

[
1

2tp−1

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

(q + 1)tp−q

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

]
> 0,

ou seja, existe t̄ tal que, para todo t > t̄, φu(t) > 0.

Suponha agora que

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx > 0. Seja

hu(t) =
t2

2

∫
Ω

|∇u|2dx− tp+1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx.

Assim,

h′u(t) = t

∫
Ω

|∇u|2dx− tp
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx.

Fazendo h′u(t) = 0, temos:

t

∫
Ω

|∇u|2dx = tp
∫

Ω

b(x)|u|p+1dx

ou ainda,

tp−1 =

∫
Ω
|∇u|2dx∫

Ω
b(x)|u|p+1dx

e assim,

t = t̄ =

( ∫
Ω
|∇u|2dx∫

Ω
b(x)|u|p+1dx

) 1
p−1

.
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Logo, t̄ é um ponto cŕıtico de hu. Agora,vamos provar que t̄ é um ponto de

máximo. Calculando h′′u(t), temos

h′′u(t) =

∫
Ω

|∇u|2dx− ptp−1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx,

então

h′′u (t̄) =

∫
Ω

|∇u|2dx− p


∫

Ω

|∇u|2dx∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

e dáı, h′′u (t̄) =

∫
Ω

|∇u|2dx− p
∫

Ω

|∇u|2dx = (1− p)
∫

Ω

|∇u|2dx.

Como p > 1, temos que h′′u(t) < 0, logo t̄ é ponto de máximo. Substituindo t̄

em hu(t), temos

hu (t̄) =
1

2




∫
Ω

|∇u|2dx∫
Ω

b(x)|u|p+1dx


1
p−1


2

.

∫
Ω

|∇u|2dx

− 1

p+ 1




∫
Ω

|∇u|2dx∫
Ω

b(x)|u|p+1dx


1
p−1


p+1

.

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

e assim,

hu (t̄) =
1

2

(∫
Ω

|∇u|2dx
) 2

p−1
+1

(∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

) 2
p−1

− 1

p+ 1

(∫
Ω

|∇u|2dx
) p+1

p−1

(∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

) p+1
p−1
−1

ou ainda,

hu (t̄) =
1

2

(∫
Ω

|∇u|2dx
) p+1

p−1

(∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

) 2
p−1

− 1

p+ 1

(∫
Ω

|∇u|2dx
) p+1

p−1

(∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

) 2
p−1
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dáı,

hu (t̄) =

(
1

2
− 1

p+ 1

) (∫
Ω

|∇u|2dx
) p+1

p−1

(∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

) 2
p−1

e assim,

hu (t̄) =
p− 1

2(p+ 1)


(∫

Ω

|∇u|2dx
)p+1

(∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

)2


1
p−1

é o valor máximo de hu(t). No entanto,(∫
Ω

|∇u|2dx
)p+1

(∫
Ω

|u|p+1dx

)2 ≥ S
2(p+1)
p+1 ,

onde Sp+1 denota a melhor constante de Sobolev de imersão de W 1,2
0 (Ω) em

Lp+1(Ω).

Portanto,

hu(t̄) ≥
p− 1

2(p+ 1)

(
S

2(p+1)
p+1

‖b+‖2
∞

) 1
p−1

= δ > 0,

onde δ é independente de u e b+ = max{b(x), 0}.

Mostraremos agora que existe λ1 > 0 tal que φu(t̄) > 0, para todo λ < λ1,

isto é,

1

2
t̄2
∫

Ω

|∇u|2dx− λt̄q+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− t̄p+1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx > 0

ou ainda,

hu(t̄)−
λt̄q+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx > 0,

para todo u ∈ W 1,2
0 (Ω)− {0}, sempre que λ < λ1.
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De fato, note que

t̄q+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx ≤ t̄q+1

q + 1
‖a‖∞

∫
Ω

|u|q+1dx

≤ t̄q+1

q + 1
‖a‖∞|u|q+1

q+1

≤ t̄q+1

q + 1
‖a‖∞Sq+1

q+1

(∫
Ω

|∇u|2dx
) q+1

2

,

onde Sq+1 denota a melhor constante de Sobolev de imersão de W 1,2
0 (Ω) em

Lq+1(Ω).

Substituindo t̄ =


∫

Ω

|∇u|2dx∫
Ω

b(x)|u|p+1dx


1
p−1

na expressão acima, temos

t̄q+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx ≤ 1

q + 1
‖a‖∞Sq+1

q+1


∫

Ω

|∇u|2dx∫
Ω

b(x)|u|p+1dx


q+1
p−1

.

(∫
Ω

|∇u|2dx
) q+1

2

ou ainda,

t̄q+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx ≤ 1

q + 1
‖a‖∞Sq+1

q+1

 1(∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

) q+1
p−1

 .

(∫
Ω

|∇u|2dx
) (q+1)(p+1)

2(p−1)

dáı,

t̄q+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx ≤ 1

q + 1
‖a‖∞Sq+1

q+1


(∫

Ω

|∇u|2dx
)p+1

(∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

)2


q+1

2(p−1)

.
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Como hu(t̄) =
p− 1

2(p+ 1)


(∫

Ω

|∇u|2dx
)p+1

(∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

)2


1
p−1

, temos que

t̄q+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx ≤ 1

q + 1
‖a‖∞Sq+1

q+1hu(t̄)
q+1
2

[
2(p+ 1)

p− 1

] q+1
2

= chu(t̄)
q+1
2

onde c é independente de u.

Recorde que

φu(t̄) = hu(t̄)−
λt̄q+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1

≥ hu(t̄)− λchu(t̄)
q+1
2

= hu(t̄)
q+1
2

(
hu(t̄)

1−q
2 − λc

)
e assim, desde que hu(t̄) ≥ δ, segue que

φu(t̄) ≥ δ
q+1
2

(
δ

1−q
2 − λc

)
.

Fazendo λ1 =
δ

1−q
2

2c
, temos que para todo λ < λ1,

φu(t̄) ≥ δ
q+1
2

(
δ

1−q
2 − δ

1−q
2

2c
.c

)

= δ
q+1
2
δ

1−q
2

2
> 0.

Segue do lema acima que quando λ < λ1,∫
Ω

a(x)|u|q+1dx > 0 e

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx > 0,

então φu deve ter exatamente dois pontos cŕıticos como discutido anteriormente

ao lema.

Assim, quando λ < λ1 temos um conhecimento completo do número de pontos

cŕıticos de φu, dos intervalos no qual φu é crescente e decrescente e dos múltiplos

de u que estão em Mλ(Ω) para toda mudança posśıvel de sinais de

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

e

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx. Em particular temos os seguintes resultados:
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Corolário 2.1 M0
λ(Ω) = ∅ quando 0 < λ < λ1.

Demonstração: Para λ < λ1, φu tem exatamente dois pontos cŕıticos ( ver

Lema 2.1) o qual é um mı́nimo local e um máximo local. Logo, não há pontos de

inflexão e portanto M0
λ(Ω) = ∅.

Corolário 2.2 Se λ < λ1, então existe δ1 > 0 tal que Jλ(u) ≥ δ1 para todo

u ∈M−
λ (Ω).

Demonstração: Considere u ∈ M−
λ (Ω). Assim, φu tem um máximo global em

t = 1. Além disso, conforme os casos estudados nesta seção e, em particular, do

3o e 4o casos temos que

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx > 0. Assim,

Jλ(u) = φu(1) ≥ φu(t̄)

≥ hu(t̄)
q+1
2

(
hu(t̄)

1−q
2 − λc

)
e desde que hu(t̄) ≥ δ, segue-se que Jλ(u) ≥ δ

q+1
2

(
δ

1−q
2 − λc

)
Escolhendo λ1 =

δ
1−q
2

2c
, temos que Jλ(u) ≥ δ

q+1
2
δ

1−q
2

2
> 0, para todo λ < λ1.
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Caṕıtulo 3

Resultado de Existência de
Soluções Positivas

Neste caṕıtulo, usando as propriedades da aplicação fibração, daremos uma

prova simples da existência de duas soluções positivas para o problema (P), uma

em M+
λ (Ω) e outra em M−

λ (Ω).

Teorema 3.1 Se λ < λ1, existe u ∈M+
λ (Ω) tal que Jλ(u) = min

v∈M+
λ (Ω)

Jλ(v).

Demonstração: Desde que Jλ é limitado inferiormente sobre Mλ(Ω) e como

M+
λ (Ω) ⊂Mλ(Ω), temos que Jλ é limitado inferiormente em M+

λ (Ω) e dáı existe

uma sequência minimizante para Jλ, isto é, existe (un) ⊂M+
λ (Ω) tal que

lim
n→∞

Jλ(un) = inf
v∈M+

λ (Ω)
Jλ(v)

Desde que Jλ é coercivo, temos que (un) é limitada em W 1,2
0 (Ω) e da

reflexividade deste espaço, a menos de subsequência, un ⇀ u0 em W 1,2
0 (Ω) e,

das imersões compactas de Sobolev, un → u0 em Lr(Ω), 1 ≤ r <
2N

N − 2
= 2∗.

Se un → u0 em W 1,2
0 (Ω), então da unicidade do limite J(u0) = inf

v∈M+
λ (Ω)

J(v).

Suponha que un 6→ u0 em W 1,2
0 (Ω).

Note que para todo v ∈M+
λ (Ω), temos que φ′′v(1) > 0, isto é,

(1− p)
∫

Ω

|∇v|2dx− λ (q − p)
∫

Ω

a(x)|v|q+1dx > 0.
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Portanto,

λ(p− q)
∫

Ω

a(x)|un|q+1dx > (p− 1)

∫
Ω

|∇un|2dx.

Do Lema de Fatou

lim inf
n→∞

∫
Ω

|∇un|2dx ≥
∫

Ω

|∇u0|2dx.

Passando ao limite de n→∞ temos

lim inf λ(p− q)
∫

Ω

a(x)|un|q+1dx ≥ lim inf(p− 1)

∫
Ω

|∇un|2dx

≥ (p− 1)

∫
Ω

|∇u0|2dx >
∫

Ω

|∇u0|2dx ≥ 0

Mas,

lim inf λ(p− q)
∫

Ω

a(x)|un|q+1dx = λ(p− q)
∫

Ω

a(x)|u0|q+1dx

Logo, ∫
Ω

a(x)|u0|q+1dx > 0.

Se

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx ≤ 0, então o gráfico da aplicação fibração φu0 é da forma
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Se

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx > 0, então o gráfico da aplicação fibração φu0 é da forma

Portanto, existe t0 > 0 tal que t0u0 ∈ M+
λ (Ω) e φu0 é decrescente em (0, t0)

com φ′u0
(t0) = 0.

Desde que un ⇀ u0 em W 1,2
0 (Ω), temos que lim inf ‖un‖2 ≥ ‖u0‖2.

Mas, ‖un‖2 6→ ‖u0‖2. Dáı, existe δ > 0 tal que

lim inf
n→∞

[
‖un‖2 − ‖u0‖2

]
≥ δ > 0.

Portanto, para n suficientemente grande

‖un‖2 ≥ δ + ‖u0‖2.

Assim, para tais n

φ′un(t0) = t0

∫
Ω

|∇un|2 − λtq0
∫

Ω

a(x)|un|q+1 − tp0
∫

Ω

b(x)|un|p+1

≥ t0

∫
Ω

|∇u0|2 − λtq0
∫

Ω

a(x)|un|q+1 − tp0
∫

Ω

b(x)|un|p+1 + t0δ.

Como 1 ≤ q + 1 < 2∗ e 1 < p + 1 < 2∗, passando ao limite de n → +∞ ,

temos φ′un(t0) > φ′u0
(t0) = 0.

Desde que (un) ⊂M+
λ (Ω), temos que φ′un(t0) < 0, t ∈ (0, 1) e φ′un(1) = 0 para

todo n: logo t0 > 1. Mas φu0 é decrescente em (0, t0). Logo,

J(t0u0) < J(u0) ≤ lim inf
n→∞

J(un) = inf
u∈M+

λ (Ω)
J(u0)
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o que é um absurdo. Logo un → u0 em W 1,2
0 (Ω) e assim,

Jλ(u0) = lim
n→∞

Jλ(un) = inf
u∈M+

λ (Ω)
Jλ(u)

Portanto, u0 é um mı́nimo de Jλ sobre M+
λ (Ω).

Teorema 3.2 Se λ < λ1, existe u ∈M−
λ (Ω) tal que Jλ(u) = min

v∈M−λ (Ω)
Jλ(v).

Demonstração: Pelo Corolário 2.2, temos que Jλ(u) ≥ δ1 > 0, para todo

u ∈M−
λ (Ω) e assim inf

v∈M−λ (Ω)
Jλ(v) ≥ δ1 > 0.

Logo, existe uma sequência minimizante (un) ⊂M−
λ (Ω) tal que

lim
n→∞

Jλ(un) = inf
v∈M−λ (Ω)

Jλ(v) > 0.

Como foi feito na demonstração do teorema anterior, desde que Jλ é coercivo,

então, (un) é limitada em W 1,2
0 (Ω) e, a menos de subsequência, un ⇀ u0 em

W 1,2
0 (Ω) e un → u0 em Lr(Ω), 1 ≤ r < 2∗.

Desde que (un) ⊂M−
λ (Ω), temos que φ′un(1) < 0, isto é,

(1− q)
∫

Ω

|∇un|2dx− (p− q)
∫

Ω

b(x)|un|p+1dx < 0.

ou seja,

(1− q)
∫

Ω

|∇un|2dx < (p− q)
∫

Ω

b(x)|un|p+1dx.

Do Lema de Fatou, lim inf

∫
Ω

|∇un|2dx ≥ |∇u0|2dx. Assim temos que

(p− q)
∫

Ω

b(x)|u0|p+1dx = lim inf
n→∞

∫
Ω

b(x)|un|p+1dx

> lim inf
n→∞

∫
Ω

|∇un|2dx

≥
∫

Ω

|∇u0|2dx > 0.
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Dáı, o gráfico da aplicação fibração é da forma abaixo

ou também pode ser da seguinte forma

Assim, existe t̂ > 0 tal que t̂u0 ∈M−
λ (Ω). Suponha que un 6→ u0 em W 1,2

0 (Ω).

Desde que

∫
Ω

|∇u0|2dx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

|∇un|2dx, (un) ⊂M−
λ (Ω) e como φu0 tem

máximo global em 1, temos que

φu0(1) ≥ φun(s), para todo s > 0, ou seja,

Jλ(u0) ≥ Jλ(su0), para todo s > 0. Logo,

Jλ(t̂u0) =
t̂2

2

∫
Ω

|∇u0|2dx−
λt̂q+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|u0|q+1dx− t̂p+1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u0|p+1dx

< lim inf
n→∞

[
t̂2

2

∫
Ω

|∇un|2dx−
λt̂q+1

q + 1

∫
Ω

a(x)|un|q+1dx− t̂p+1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|un|p+1dx

]
= lim

n→∞
Jλ(t̂un) ≤ lim

n→∞
Jλ(un) = inf

u∈M−λ (Ω)
Jλ(u)

33



o que é um absurdo. Logo, un → u0 em W 1,2
0 (Ω) e

lim
n→∞

Jλ(un) = Jλ(u0) = inf
u∈M−λ (Ω)

Jλ(u).

Corolário 3.1 O Problema (P ) tem pelo menos duas soluções positivas quando

0 < λ < λ1.

Demonstração: Dos Teoremas 3.1 e 3.2 existem u1 ∈ M+
λ (Ω) e u2 ∈ M−

λ (Ω)

tais que

Jλ(u1) = inf
v∈M+

λ (Ω)
Jλ(v) e Jλ(u2) = inf

v∈M−λ (Ω)
Jλ(v)

Do Lema 1.1, u1 e u2 são pontos cŕıticos de Jλ em W 1,2
0 (Ω) e portanto soluções

fracas do problema (P ).

Além disso, Jλ(u1) = Jλ(|u1|) e Jλ(u2) = Jλ(|u2|) portanto, podemos

considerar u1 ≥ 0 e u2 ≥ 0.

Vamos mostrar agora que u1, u2 são soluções clássicas.

Considere a função

f(x) = λa(x)uq(x) + b(x)up(x)

Assim, temos {
−∆u = f(x), em Ω
u = 0, x ∈ ∂Ω .

(3.1)

Observe que

|f(x)| ≤ λ|a(x)||u(x)|q + |b(x)||u(x)|p

Se |u(x)| ≤ 1, temos que |u(x)|p ≤ |u(x)|q ≤ 1.Logo,

|f(x)| ≤ λ|a(x)|+ |b(x)| (3.2)

Se |u(x)| ≥ 1, temos que |u(x)|q ≤ |u(x)|p. Logo,

|f(x)| ≤ (λ|a(x)|+ |b(x)|)|u(x)|p (3.3)
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Assim, por (3.2) e (3.3),

|f(x)| ≤ (λ|a(x)|+ |b(x)|)(1 + |u(x)|p). (3.4)

Note que f ∈ L
2∗
p (Ω).

De fato,

∫
Ω

|f |
2∗
p ≤

∫
Ω

(λ|a(x)|+ |b(x)|)
2∗
p (1 + |u(x)|p)

2∗
p

≤
∫

Ω

(λ|a(x)|+ |b(x)|)
2∗
p (1 + |u(x)|p)

2∗
p

Como a e b são funções suaves, então,∫
Ω

|f |
2∗
p ≤ C

∫
Ω

(1 + |u(x)|p)
2∗
p

≤ 2
2∗
p C

∫
Ω

(1 + |u(x)|2∗).

Desde que u ∈ W 1,2
0 (Ω), então pela imersão cont́ınua de W 1,2

0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω)

temos que, ∫
Ω

|f |
2∗
p < +∞.

Assim, f ∈ L
2∗
p (Ω). Pelo Teorema de Agmon, Douglas e Niremberg [Ver

Teorema B.7 no Apêndice B] u ∈ W 2, 2
∗
p (Ω).

Vamos analisar os dois casos a seguir:

(1)I Se
p

2∗
− 2

N
≤ 0

Pelo Teorema B.10 [Ver Apêndice B], temos a imersão cont́ınua de

W 2, 2
∗
p (Ω) ↪→ Ls0(Ω), para todo s0 ∈

[
2∗

p
,+∞

)
. Como u ∈ W 2, 2

∗
p (Ω), então

u ∈ Ls0(Ω), para todo s0 ∈
[

2∗

p
,+∞

)
.

Por (3.4) temos que f ∈ L
s0
p (Ω), para todo s0 ∈

[
2∗

p
,+∞

)
.

Com efeito, por (3.4)∫
Ω

|f |
s0
p ≤

∫
Ω

(λ|a(x)|+ |b(x)|)
s0
p (1 + |u(x)|p)

s0
p
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Como a, b são funções suaves, então∫
Ω

|f |
s0
p ≤ C

∫
Ω

(1 + |u(x)|p)
s0
p

≤ C2
s0
p

∫
Ω

(1 + |u(x)|s0) <∞

pois u ∈ Ls0(Ω). Assim, f ∈ L
s0
p . Pelo Teorema de Agmon, Douglas e Niremberg

[Ver Apêndice B] temos que u ∈ W 2,
s0
p (Ω), s0 ∈

[
2∗

p
,+∞

)
. Tomando s0, tal que

s0

p
> N , temos pelo Teorema B.8 [Ver Apêndice B] que u ∈ C1,µ(Ω̄), para algum

0 < µ < 1. Agora , vamos analisar o caso seguinte.

(2)I Se
p

2∗
− 2

N
> 0, então pelo Teorema B.10 [Ver apêndice B], temos a

imersão cont́ınua W 2, 2
∗
p (Ω) ↪→ Lt1(Ω) onde

1

t1
=

p

2∗
− 2

N
. Logo, u ∈ Lt1(Ω).

Usando (3.4), temos que f ∈ L
t1
p (Ω). Pelo Teorema de Agmon, Douglas e

Niremberg [Ver Apêndice B] u ∈ W 2,
t1
p (Ω). Vamos analisar os casos a seguir:

(1)II Se
p

t1
− 2

N
≤ 0, segue do Teorema B.10 [Ver Apêndice B] que W 2,

t1
p (Ω) ↪→

Ls1(Ω), para todo s1 ∈ [ t1
p
,+∞), assim u ∈ Ls1(Ω), para todo s1 ∈ [ t1

p
,+∞) e por

(3.4), temos que f ∈ L
s1
p (Ω). Pelo Teorema de Agmon, Douglas e Niremberg [Ver

Apêndice B], u ∈ W 2,
s1
p (Ω), para todo s1 ∈ [ t1

p
,+∞). Tome s1, tal que

s1

p
> N ,

logo, W 2,
s1
p (Ω) ↪→ C1,µ(Ω̄), para algum 0 < µ < 1, logo, u ∈ C1,µ(Ω̄). Agora ,

vamos analisar o caso seguinte.

(2)II Se
p

t1
− 2

N
> 0, pelo Teorema B.10 [Ver Apêndice B] temos que

W 2,
t1
p (Ω) ↪→ Lt2(Ω), onde

1

t2
=

p

t1
− 2

N
, logo, u ∈ Lt2(Ω). Novamente por

(3.4), temos que f ∈ L
t2
p (Ω). Pelo Teorema de Agmon, Douglas e Niremberg

[Ver Apêndice B], u ∈ W 2,
t2
p (Ω). Mais uma vez vamos analisar os dois casos:

(1)III Se
p

t2
− 2

N
≤ 0, segue do Teorema B.10 [Ver Apêndice B] a imersão

cont́ınua W 2,
t2
p (Ω) ↪→ Ls2(Ω), para todo s2 ∈ [ t2

p
,+∞). Usando (3.4), temos que

f ∈ Ls2(Ω). Pelo Teorema de Agmon, Douglas e Niremberg [Ver Apêndice B],

u ∈ W 2,
s2
p (Ω), para todo s2 ∈ [ t2

p
,+∞). Escolhendo s2 ∈ [ t2

p
,+∞) de tal forma

que
s2

p
> N temos a imersão cont́ınua W 2,

t2
p (Ω) ↪→ C1,µ(Ω̄) com 0 < µ < 1, logo,

u ∈ C1,µ(Ω̄).
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(2)III Se
p

t2
− 2

N
> 0, repetimos o processo feito em (2)I e (2)II . De maneira

geral, repetindo esse processo, conhecido como método ”bootstrap”, para cada

j ∈ N, obtemos um tj, tal que

1

tj
=

p

tj−1

− 2

N
com

1

t1
=

p

2∗
− 2

N
.

Logo,

1

t2
=
p

t1
− 2

N
= p

(
p

2∗
− 2

N

)
− 2

N
=
p2

2∗
− 2

N
(p+ 1)

1

t3
=
p

t2
− 2

N
= p

(
p2

2∗
− 2

N
(p+ 1)

)
− 2

N
=
p3

2∗
− 2

N
(p2 + p+ 1).

De modo geral

1

tj
=
pj

2∗
− 2

N

j−1∑
k=0

pk =
pj

2∗
− 2

N
.
(pj − 1)

p− 1

Logo,

1

tj
=

(
1

2∗
− 2

N(p− 1)

)
pj +

2

N(p− 1)
(3.5)

Como 2∗ =
2N

N − 2
e 1 < p < 2∗ − 1 é claro que

1

2∗
− 2

N(p− 1)
< 0.

Assim, observe que em (3.5), fixada uma dimensão N, existe j ∈ N, tal que
1

tj
≤ 0. Raciocinando como em (1)I e (1)II temos que u ∈ C1,µ(Ω̄), para algum

0 < µ < 1.

Pela regularidade de f e a relação (3.4) segue que f é limitada e localmente

Hölder cont́ınua e pelo Teorema B.9 [Ver Apêndice B] a solução u do problema{
−∆u = f, em Ω
u = 0, x ∈ ∂Ω

satisfaz u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω).

Desde que u1 ≥ 0 e u2 ≥ 0, segue da desigualdade de Harnack, u1(x) > 0 e

u2(x) > 0, para todo x ∈ R.
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Apêndice A

Regularidade do funcional Jλ

Neste apêndice mostraremos que o funcional Jλ é de classe C1.

Definição A.1 Seja ϕ : A → R onde A é um subconjunto aberto de um espaço

de Banach X. Dizemos que ϕ possui uma derivada de Gateaux f ∈ X ′ em u ∈ A
se, para qualquer h ∈ X,

lim
t→0

1

t
[ϕ(u+ th)− ϕ(u)− f(th)] = 0.

A derivada de Gateaux em u é denotado por ϕ′(u).

Definição A.2 Seja ϕ : A → R onde A é um subconjunto aberto de um espaço

de Banach X. Dizemos que ϕ possui uma derivada de Fréchet f ∈ X ′ em u ∈ A
se

lim
‖h‖→0

1

‖h‖
[ϕ(u+ h)− ϕ(u)− f(h)] = 0.

Definição A.3 Dizemos que o funcional ϕ ∈ C1(A,R) se a derivada de Fréchet

de ϕ existe e é cont́ınua em A.
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Observação A.1 A derivada de Gateaux é dada por

ϕ′(u)h = lim
t→0

1

t
[ϕ(u+ th)− ϕ(u)] .

Observação A.2 Toda derivada de Fréchet é uma derivada de Gateaux .

Proposição A.1 Seja ϕ : A→ R onde A é um subconjunto aberto de um espaço

de Banach X. Se ϕ possui uma derivada de Gateaux cont́ınua em A, então

ϕ ∈ C1(A,R)

Demonstração: Consideremos u ∈ A e ϕ′(u) a derivada de Gateaux de ϕ em u.

Pelo Teorema do Valor Médio (Ver [15]), existe θ ∈ (0, 1) tal que

|ϕ(u+ h)− ϕ(u)− ϕ′(u)(h)| = |ϕ′(u+ θh)(h)− ϕ′(u)(h)| (A.1)

≤ ‖ϕ′(u+ θh)− ϕ′(u)‖X′‖h‖ (A.2)

Como ϕ possui derivada de Gateaux cont́ınua em A, então dado ε > 0,

encontramos δ > 0 tal que, para qualquer ‖h‖ < ε temos

‖ϕ′(u+ θh)− ϕ′(u)‖X′ < ε

Segue então de A.1 que

|ϕ(u+ h)− ϕ(u)− ϕ′(u)(h)| < ε‖h‖

de onde conclúımos que ϕ possui uma derivada de Fréchet e esta é cont́ınua.

A partir de agora, estamos interessados em mostrar que o funcional Jλ definido

em W 1,2
0 (Ω) por

Jλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

é de classe C1(W 1,2
0 (Ω),R).
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Para tal, consideremos os funcionais J1, J2, J3 : W 1,2
0 (Ω) → R definidos

por J1(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx, J2(u) =
λ

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx, J3(u) =

1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx.

Proposição A.2 O funcional Jλ = J1 − J2 − J3 ∈ C1(W 1,2
0 (Ω),R).

Demonstração: É suficiente provar que as derivadas de Gateaux de J1, J2 e J3

existem e são cont́ınuas.

Primeiramente observaremos que o funcional Jλ = J1 − J2 − J3 está bem

definido.

De fato,

(i) Para todo u ∈ W 1,2
0 (Ω) temos que J1(u) =

1

2

∫
Ω

|∇u|2dx =
1

2
‖u‖2 < +∞.

Assim, J1 está bem definido de W 1,2
0 (Ω) em R.

(ii) Para todo u ∈ W 1,2
0 (Ω) temos que∫

Ω

a(x)|u|q+1 ≤
∣∣∣∣∫

Ω

a(x)|u|q+1

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|a(x)|||u|q+1 ≤ max
Ω̄
|a(x)|

∫
Ω

|u|q+1 < +∞.

Portanto, J2(u) =
λ

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx < +∞. Assim, J2 está bem definido

de W 1,2
0 (Ω) em R.

(iii) Para todo u ∈ W 1,2
0 (Ω) temos que∫

Ω

b(x)|u|p+1 ≤
∣∣∣∣∫

Ω

b(x)|u|p+1

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|b(x)||u|p+1 ≤ max
Ω̄
|b(x)|

∫
Ω

|u|p+1 < +∞.

Portanto, J3(u) =
1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx < +∞. Assim, J3 está bem definido

de W 1,2
0 (Ω) em R.
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Afirmação A.1 O funcional J1 ∈ C1(W 1,2
0 (Ω),R).

Demonstração: J1 é Gateaux-diferenciável, pois

J1(u+ tv)− J1(u)

t
=

1

2
‖u+ tv‖2 − 1

2
‖u‖2

t

=
1

2t
[< u+ tv, u+ tv > − < u, u >]

=
1

2t
[< u, u > + < u, tv > + < tv, u > + < tv, tv > − < u, u >]

=
1

2t

[
2t < u, v > +t2 < v, v >

]
= < u, v > +

t

2
< v, v >

Dáı,

J ′(u)v = lim
t→0

J1(u+ tv)− J1(u)

t
=< u, v >=

∫
Ω

∇u∇v

para todo u, v ∈ W 1,2
0 (Ω).

Agora, mostraremos que J1 é cont́ınuo, isto é, se un → u em W 1,2
0 (Ω), então

J ′1(un)→ J ′1(u), ou seja se ‖un−u‖W 1,2
0 (Ω) → 0, então ‖J ′1(un)−J ′1(u)‖(W 1,2

0 (Ω))′ →
0. Isso é equivalente a mostrar que

sup
‖u‖≤1

| [J ′1(un)− J ′1(u)] v| → 0.

De fato, seja un → u em W 1,2
0 (Ω). Observe que,

|(J ′1(un)− J ′1(u))v| = |J ′1(un)v − J ′1(u)v|

= | < un, v > − < u, v > |

= | < un − u, v > |.
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Dáı,

|(J ′1(un)− J ′1(u))v| = | < un − u, v > |

≤ ‖un − u‖‖v‖

Para ‖v‖ ≤ 1, temos

|(J ′1(un)− J ′1(u))v| ≤ ‖un − u‖.

Portanto,

sup
v∈W 1,2

0 (Ω) e ‖v‖≤1

|(J ′1(un)− J ′1(u))v| ≤ ‖un − u‖

ou seja,

0 ≤ ‖J ′1(un)− J ′1(u)‖ ≤ ‖un − u‖ → 0

mostrando que,

‖J ′1(un)− J ′1(u)‖(W 1,2
0 (Ω))′ → 0

e assim J ′1(u) é cont́ınuo e portanto, J1 ∈ C1(W 1,2
0 (Ω),R).

Afirmação A.2 O funcional J2 ∈ C1(W 1,2
0 (Ω),R).

Demonstração: Existência da derivada de Gateaux de J2.

Consideremos t ∈ R tal que 0 < |t| < 1, u, v ∈ W 1,2
0 (Ω) e a função

f : [0, 1]→ R definida por f(s) =
λ

q + 1
a(x)|u+ stv|q+1. Temos que:

(a)f ′(s) = λa(x)(|u+ stv|)q−1(u+ stv)tv;

(b)f(1) =
λ

q + 1
a(x)|u+ tv|q+1;

(c)f(0) =
λ

q + 1
a(x)|u|q+1.
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Sendo f diferenciável em (0, 1), então pelo Teorema do Valor Médio, existe

δ ∈ (0, 1) tal que

f(1)− f(0) = f ′(δ).

ou seja,

λ

q + 1
a(x)|u+ tv|q+1 − λ

q + 1
a(x)|u|q+1 = λa(x)(|u+ δtv|q−1).(u+ δtv).tv

λ

q + 1
a(x)

(
|u+ tv|q+1 − |u|q+1

t

)
= λa(x)(|u+ δtv|q−1).(u+ δtv)v

Assim,

lim
t→0

λ

q + 1
a(x)

(
|u+ tv|q+1 − |u|q+1

t

)
= λa(x)|u|q−1uv

Por outro lado,

∣∣∣∣ λ

q + 1
a(x)

(
|u+ tv|q+1 − |u|q+1

t

)∣∣∣∣ = λ|a(x)||u+ δtv|q|v|

≤ λ|a(x)|(|u|+ δ|t||v|)q|v|

≤ λ|a(x)|(|u|+ |v|)q|v|

≤ λk(|u|+ |v|)q|v|

≤ λk2q(|u|q + |v|q)|v|

≤ c1|u|q|v|+ c1|v|q+1

Se |u(x)| ≤ 1, então, como 0 < q < 1 temos que |u(x)|q ≤ 1.

Se |u(x)| ≥ 1, então, |u(x)|q ≤ |u(x)|.
Logo, c1|u|q|v| ≤ c1(1 + |u|).|v|
Dáı,

λk(|u|+ |v|)q|v| ≤ c1|v|+ c1|u||v|+ c1|v|q+1

Como u, v ∈ W 1,2
0 (Ω) e pela imersão cont́ınua de W 1,2

0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ 2∗
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então, u, v ∈ Lp(Ω), para todo p, 1 ≤ p ≤ 2∗.

Logo, v ∈ Lq+1(Ω), u ∈ L
q+1
q (Ω). Assim , pela desigualdade de Hölder temos que

|u||v| ∈ L1(Ω).

Além disso,∣∣∣∣ λ

q + 1
a(x)

(
|u+ tv|q+1 − |u|q+1

t

)∣∣∣∣ ≤ c1|v|+ c1|uv|+ c1|v|q+1 ∈ L1(Ω).

Portanto, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

lim
t→0

λ

q + 1

∫
Ω

a(x)

(
|u+ tv|q+1 − |u|q+1

t

)
=

λ

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q−1uv

Conclúımos então que

J ′2(u)v = lim
t→0

J2(u+ tv)− J2(u)

t
= λ

∫
Ω

a(x)|u|q−1uvdx

mostrando que existe a derivada de Gateaux de J2 em u com

J ′2(u)v = λ

∫
Ω

a(x)|u|q−1uv dx

para todo u ∈ W 1,2
0 (Ω).

Continuidade da derivada de Gateaux de J2.

Consideremos (un) ⊂ W 1,2
0 (Ω) tal que un → u em W 1,2

0 (Ω). Então, temos que

un → u q.t.p. em Ω e ∃ g ∈ L2∗(Ω) tal que (A.3)

|un| ≤ g, para todo n ∈ N

Para todo v ∈ W 1,2
0 (Ω) com ‖v‖ ≤ 1 temos

|J ′2(un)v − J ′2(u)v| =

∣∣∣∣λ∫
Ω

a(x)|un|q−1unv dx− λ
∫

Ω

a(x)|u|q−1uv dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣λ∫
Ω

a(x)(|un|q−1un − |u|q−1u)v dx

∣∣∣∣
≤ λ

∫
Ω

|a(x)|
∣∣|un|q−1un − |u|q−1u

∣∣ |v|dx
≤ k

∫
Ω

∣∣|un|q−1un − |u|q−1u
∣∣ |v|dx
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usando Hölder para os expoentes
q + 1

q
e q + 1 temos

|J ′2(un)v − J ′2(u)v| ≤ k

(∫
Ω

∣∣|un|q−1un − |u|q−1u
∣∣ q+1

q

) q
q+1
(∫

Ω

|v|q+1

) 1
q+1

Como 0 < q < 1 e pela imersão cont́ınua de W 1,2
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω), 1 ≤ s ≤ 2∗

então, W 1,2
0 (Ω) ↪→ Lq+1. Logo

|J ′2(un)v − J ′2(u)v| ≤ kC

(∫
Ω

∣∣|un|q−1un − |u|q−1u
∣∣ q+1

q

) q
q+1

‖v‖

≤ kC

(∫
Ω

∣∣|un|q−1un − |u|q−1u
∣∣ q+1

q

) q
q+1

.

pois ‖v‖ ≤ 1. Logo,

‖J ′2(un)v − J ′2(u)v‖ ≤ kC

(∫
Ω

∣∣|un|q−1un − |u|q−1u
∣∣ q+1

q

) q
q+1

(A.4)

Como un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω, então observe que∣∣|un|q−1un − |u|q−1u
∣∣→ 0 q.t.p. em Ω

Além disso, observe que(∣∣|un(x)|q−1un(x)− |u(x)|q−1u(x)
∣∣ q−1

q

) 2∗
q+1

≤
(∣∣|un|q−1un − |u|q−1u

∣∣) 2∗
q

≤ (|un(x)|q + |u(x)|q)
2∗
q

≤ 2
2∗
q
(
|un(x)|2∗ + |u(x)|2∗

)
E por (A.3)

(∣∣|un(x)|q−1un(x)− |u(x)|q−1u(x)
∣∣ q−1

q

) 2∗
q+1

≤ 2
2∗
q
(
g2∗(x) + |u|2∗

)
∈ L1(Ω)

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos

∫
Ω

∣∣|un|q−1un − |u|q−1u
∣∣ q+1

q → 0
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Por (A.4), temos que

‖J ′2(un)v − J ′2(u)v‖ → 0

Portanto, J2 é cont́ınuo e J2 ∈ C1(W 1,2
0 (Ω),R).

Afirmação A.3 O funcional J3 ∈ C1(W 1,2
0 (Ω),R).

Demonstração: Existência da Derivada de Gateaux de J3.

Consideremos t ∈ R tal que 0 < |t| < 1, u, v ∈ W 1,2
0 (Ω) e a função

f : [0, 1]→ R definida por f(s) =
1

p+ 1
b(x)|u+ stv|p+1. Temos que:

(a)f ′(s) = b(x)(|u+ stv|)p−1(u+ stv)tv;

(b)f(1) =
1

p+ 1
a(x)|u+ tv|q+1;

(c)f(0) =
1

p+ 1
b(x)|u|p+1.

Sendo f diferenciável em (0, 1), então pelo Teorema do Valor Médio, existe

δ ∈ (0, 1) tal que

f(1)− f(0) = f ′(δ).

ou seja,

1

p+ 1
b(x)|u+ tv|p+1 − 1

p+ 1
b(x)|u|p+1 = b(x)(|u+ δtv|p−1).(u+ δtv).tv

1

p+ 1
b(x)

(
|u+ tv|p+1 − |u|p+1

t

)
= b(x)(|u+ δtv|p−1).(u+ δtv)v

Assim,

lim
t→0

1

p+ 1
b(x)

(
|u+ tv|p+1 − |u|p+1

t

)
= b(x)|u|p−1uv
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Note que

∣∣∣∣ 1

p+ 1
b(x)

(
|u+ tv|p+1 − |u|p+1

t

)∣∣∣∣ = |b(x)||u+ δtv|p|v|

≤ |b(x)|(|u|+ δ|t||v|)p|v|

≤ |b(x)|(|u|+ |v|)p|v|

≤ k(|u|+ |v|)p|v|

Como u, v ∈ W 1,2
0 (Ω) e pela imersão cont́ınua de W 1,2

0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤
2∗ então, u, v ∈ Lp+1(Ω). Logo, u+ v ∈ Lp+1(Ω). Dáı, (|u|+ |v|)p ∈ L

p+1
p (Ω).

Assim , pela desigualdade de Hölder com os expoentes p e p+1
p

, temos que

k(|u|+ |v|)p|v| ∈ L1(Ω).

Portanto, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

lim
t→0

1

p+ 1

∫
Ω

b(x)

(
|u+ tv|p+1 − |u|p+1

t

)
=

1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p−1uv

Conclúımos então que

J ′3(u)v = lim
t→0

J3(u+ tv)− J3(u)

t
=

∫
Ω

b(x)|u|p−1uvdx

mostrando que existe a derivada de Gateaux de J3 em u com

J ′3(u)v =

∫
Ω

b(x)|u|p−1uvdx

para todo u ∈ W 1,2
0 (Ω).
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Continuidade da derivada de Gateaux de J3

Consideremos (un) ⊂ W 1,2
0 (Ω) tal que un → u em W 1,2

0 (Ω). Então, temos que

un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω e ∃ g ∈ L2∗(Ω) tal que (A.5)

|un| ≤ g, para todo n ∈ N

Para todo v ∈ W 1,2
0 (Ω) com ‖v‖ ≤ 1 temos

|J ′3(un)v − J ′3(u)v| =

∣∣∣∣∫
Ω

b(x)|un|p−1unvdx−
∫

Ω

b(x)|u|p−1uvdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

b(x)(|un|p−1un − |u|p−1u)vdx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|b(x)|
∣∣|un|p−1un − |u|p−1u

∣∣ |v|dx
≤ k

∫
Ω

∣∣|un|p−1un − |u|p−1u
∣∣ |v|dx

usando Hölder para os expoentes
p+ 1

p
e p+ 1 temos

|J ′3(un)v − J ′3(u)v| ≤ k

(∫
Ω

∣∣|un|p−1un − |u|p−1u
∣∣ p+1

p

) p
p+1
(∫

Ω

|v|p+1

) 1
p+1

Como 1 < p < 2∗−1 e pela imersão cont́ınua de W 1,2
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω), 1 ≤ s ≤ 2∗

então, W 1,2
0 (Ω) ↪→ Lp+1. Logo

|J ′3(un)v − J ′3(u)| ≤ kC

(∫
Ω

∣∣|un|p−1un − |u|p−1u
∣∣ p+1

p

) p
p+1

‖v‖

≤ kC

(∫
Ω

∣∣|un|p−1un − |u|p−1u
∣∣ p+1

p

) p
p+1

.

pois ‖v‖ ≤ 1. Logo,

‖J ′3(un)v − J ′3(u)v‖ ≤ kC

(∫
Ω

∣∣|un|p−1un − |u|p−1u
∣∣ p+1

p

) p
p+1

(A.6)

Como un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω, então observe que∣∣|un|p−1un − |u|p−1u
∣∣→ 0 q.t.p. em Ω
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Além disso, observe que(∣∣|un(x)|p−1un(x)− |u(x)|p−1u(x)
∣∣ p−1

p

) 2∗
p+1

≤
(∣∣|un|p−1un − |u|p−1u

∣∣) 2∗
p

≤ (|un(x)|p + |u(x)|p)
2∗
p

≤ 2
2∗
p
(
|un(x)|2∗ + |u(x)|2∗

)
E por (A.5)

(∣∣|un(x)|p−1un(x)− |u(x)|p−1u(x)
∣∣ p−1

p

) 2∗
p+1

≤ 2
2∗
p
(
g2∗(x) + |u|2∗

)
∈ L1(Ω)

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos

∫
Ω

∣∣|un|p−1un − |u|p−1u
∣∣ p+1

p → 0

Por (A.6), temos que

‖J ′3(un)v − J ′3(u)v‖ → 0

Portanto, J3 é cont́ınuo e J3 ∈ C1(W 1,2
0 (Ω),R).
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Apêndice B

Resultados Básicos

As definições, lemas e teoremas básicos usados no trabalho estão aqui enunciados.

Lema B.1 Dado um espaço normado E e uma função J : E → R, se

lim
|x|→∞

J(x) = +∞, então J é limitado inferiormente.

Demonstração: De fato, lim
‖u‖→∞

Jλ(u) = +∞, então, para todo M1 > 0, existe

k > 0, tal que

Jλ(u) ≥M1 com ‖u‖ ≥ K.

Agora, para ‖u‖ ≤ K, temos

−Jλ(u) ≤ |Jλ(u)| =

∣∣∣∣12
∫

Ω

|∇u|2dx− λ

q + 1

∫
Ω

a(x)|u|q+1dx− 1

p+ 1

∫
Ω

b(x)|u|p+1dx

∣∣∣∣
≤ 1

2
‖u‖2 +

λ

q + 1
max

Ω
|a|
∫

Ω

|u|q+1dx+
1

p+ 1
max

Ω
|b|
∫

Ω

|u|p+1dx

≤ 1

2
‖u‖2 + c1‖u‖q+1 + c2‖u‖p+1

implicando,

−Jλ(u) ≤ c

ou seja,

Jλ(u) ≥ −c.
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Teorema B.1 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espaço

de Banach, J, F : X → R funcionais de classe C1(X,R) e M = {u ∈ X;F (u) =

0} = F−1({0}) com F ′(u) 6= 0, para todo u ∈ M . Se J é limitado inferiormente

sobre M e existe u0 ∈M tal que

J(u0) = inf
u∈M

J(u),

então existe λ ∈ R (multiplicador de Lagrange) verificando

J ′(u0) = λF ′(u0).

Demonstração: Ver [13].

Teorema B.2 Seja (xn) uma sequência fracamente convergente no espaço

normado X , isto é, existe x ∈ X tal que xn ⇀ x. Então:

a) O limite fraco x de (xn) é único;

b) Qualquer subsequência de (xn) converge fracamente para x;

c) A sequência (xn) é limitada em X.

Demonstração: Ver [5].

Teorema B.3 Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se (xn) é uma sequência

limitada em X, então existem uma subsequência (xnj) ⊂ (xn) e x ∈ X tais que

(xnj) ⇀ x em X

Demonstração: Ver [5].

Teorema B.4 (Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma sequência

de funções em L1(Ω). Suponhamos que:

a) fn(x)→ f(x) q.t.p. em Ω ;

b) Existe g ∈ L1(Ω) tal que |fn| ≤ g q.t.p. n ∈ N. Então f ∈ L1(Ω) e∫
Ω

fndx→
∫

Ω

fdx.

Demonstração: Ver [3].
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Teorema B.5 (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com

1 < p < +∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e∫

Ω

fg dx ≤ |f |p|g|q

Demonstração: Ver [3].

Teorema B.6 (Valor Intermediário) Seja f : [a, b] → R cont́ınua. Se f(a) <

d < f(b), então existe c ∈ (a, b) tal que f(c) = d.

Demonstração: Ver [15].

Teorema B.7 (Agmon, Douglas, Niremberg) Seja f ∈ Lr(Ω) com 1 < r < +∞.

Então existe uma única u ∈ W 2,r(Ω) tal que{
−∆u = f, x ∈ Ω
u = 0, x ∈ ∂Ω

Além disso, existe uma constante C independente de f e u tal que

‖u‖2,r
W (Ω) ≤ C|f |p,Ω .

Em particular, se r >
N

2
e ϕ ∈ C(Ω̄) então existe uma única solução do problema{
−∆u = f, x ∈ Ω
u = ϕ, x ∈ ∂Ω

Demonstração: Ver [13].

Teorema B.8 Suponha r > N . Então vale a seguinte imersão compacta

W 2,r(Ω) ↪→ C1,µ(Ω̄)

com 0 < µ < 1− N

r
.

Demonstração: Ver [1].
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Teorema B.9 Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado de classe C∞. Se f é uma

função limitada, localmente Hölder cont́ınua em Ω e ϕ ∈ C(∂Ω) então o problema{
−∆u = f, x ∈ Ω
u = ϕ, x ∈ ∂Ω

tem uma única solução u ∈ C2 ∩ C(Ω).

Demonstração: Ver [11].

Teorema B.10 Seja m ≥ 1 um inteiro e 1 ≤ p < +∞. Então vale as seguintes

imersões cont́ınuas

(i) se
1

p
− m

N
> 0 temos Wm,p ↪→ Lq(Ω) onde

1

q
=

1

p
− m

N

(ii) se
1

p
− m

N
= 0 temos Wm,p ↪→ Lq(Ω) para todo q ∈ [p,∞)

(iii) se
1

p
− m

N
< 0 temos Wm,p ↪→ L∞(Ω).

Demonstração: Ver [1].
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[13] Kavian, O. Introduction á la théorie des points critiques at applications aux
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