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Resumo

Neste trabalho provamos a existéncia de, pelo menos, duas solugoes positivas
do problema eliptico
P) —Au(x) = Aa(z)u? + b(x)u?, z €
u(z) =0, x € 0N
sobre uma regiao limitada Q do R¥, usando a variedade Nehari e a aplicacao de
fibragao associada com o funcional de Euler-Lagrange do problema. Mostraremos

que as informagoes sobre a aplicacao de fibragao facilita a demonstracao do

resultado de existéncia de solu¢do para o problema (P).

Palavras-chave: Problema Eliptico Semilinear de Valor Limitado. Método

Variacional. Variedade de Nehari. Aplicagao de Fibracao.
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Abstract

In this work we prove the existence of, at least, two positive solutions for the

semilinear elliptic boundary-value problem

P) —Au(x) = Xa(z)u? + b(x)u?, x €
u(z) =0, x € 0N

on a bounded region Q in RY by using the Nehari manifold and the fibering

maps associated with the Euler-lagrange functional for the problem. We show

how knowledge of the fibering maps for the problem leads to very easy existence

proofs.

Key-words: Semilinear elliptic boundary value problem. Variational methods.

Nehari manifold. Fibering maps.
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Introducao

O objetivo principal desta dissertacao é estudar a aplicabilidade do Método de
Fibragao a um problema eliptico. Esta técnica consiste em associar ao problema
eliptico uma funcao real. O estudo desta funcao fornece informagoes sobre as

solugoes do problema eliptico.

O Método de Fibracao é uma importante ferramenta para resolucao de
Problemas Diferenciais Elipticos. Ele é um método variacional e é baseado no
Método de Nehari que consiste em associar o funcional do problema (P) a uma

funcao que define a variedade de Nehari.

O problema a ser estudado é

—Au = Aa(x)u? + b(x)uP, em
(P) u>0, em
u =0, sobre 0f)

N +2

N —2
a,b: ) — R sao fungoes regulares que podem mudar de sinal em (2.

em que £ C RY ¢ um dominio limitado e regular, 0 < ¢ < 1 < p < , A >0,

Esta dissertacao é resultado do estudo que fizemos sobre o artigo de Kenneth

J. Brown e Tsung-Fang Wu [7] e que foi publicado em 2007.

Depois do famoso artigo de Ambrosetti, Brezis e Cerami [2], esta classe de
problemas, muitas vezes chamada de concavo e convexo, recebeu a atencgao de
muitos pesquisadores, como por exemplo [6], [7], [9], [10],[12] e [16]. Neste artigo,
os autores estudaram o problema (P) com @ =1 e b = 1 e mostraram resultados
de existéncia e nao existéncia, dependendo do parametro A\, usando o método de

sub-super solucao.

O problema (P) foi recententemente estudado em [9], [12] e [16], usando o
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Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz [2] e a variedade
de Nehari. Em [6] e [10] foi mostrado que a variedade de Nehari do funcional
associado ao problema (P) estd relacionada com a aplicacao de fibracao do

problema.

Um outro fato, ndo menos importante, sobre o problema (P) é que o mesmo
modela problemas na Fisica Matematica e dinamica de populacao, conforme pode

ser visto em [8].

Para uma melhor compreensao, este texto esta escrito com a seguinte

estruturacgao:

No Capitulo 1 definiremos a aplicacao de fibracao associada ao funcional
do problema (P) e suas relagoes com a variedade de Nehari. No Capitulo
2 analisaremos e faremos uma completa descricao da aplicacao de fibracao.
Finalmente, no Capitulo 3, mostraremos a existéncia de duas solugoes positivas

para o problema (P).

No corpo desta dissertacao usaremos as seguintes notagoes:
m: fim de uma demonstragao,
— @ convergeéncia forte,

—: convergencia fraca.



Capitulo 1

A Aplicacao de Fibracao e a
variedade de Nehari do funcional

1.1 Introducao

Como mencionado na introducao, neste capitulo definiremos o funcional Jy
e a variedade de Nehari M, (), os quais sao associados de maneira natural ao

problema (P).

Mostraremos que o comportamento de Jy, quando restrito a variedade de
Nehari, é melhor que quando J, estd definido em todo o espaco. Por exemplo,
mostraremos que J, pode nao ser limitado em W, *(€2), entretanto é limitado em
My (2).

Definiremos a aplicagao fibracgao, o qual foi introduzida por Drabek e Pohoazev
em [10] e que também foi estudada em [6]. Veremos que essas aplicagoes estao

relacionadas com a variedade de Nehari M) (€2).

< 1,2
Neste texto usaremos o espago de fun¢ao W;,"(€2) com a norma

|u|| = (/ |Vu|2dx) )
Q

A norma em LP({2) serd denotada por

= ( [ upae)”
Q



O Funcional de Euler-Lagrange associado a (P) é dado por

1
Ta(u) = /\vu| d:c——/ D)l dr — —— [ b ufde,
Q

p+1
para todo u € W,?(Q). Note que Jy estd bem definido e é de classe C* [Ver
Apéndice Al.
Observe que Jy pode nao ser limitado inferiormente em W1?2(£2). De fato, no

caso em que / a(x)|ul™ > 0e / b(z)|ulPtt > 0, para todo u € W,2(Q)\{0},
Q Q
seja v € C°(Q) tal que ¢ > 0 em Q. Dal, considerando ¢ > 0, temos:

=5 [Ivestar - = [ a@ltelrian - — [ valepr i,
ou ainda,
=0 [wekar - 250 [awiglertar — 25 oo as,
Q p+1Jg
isto é,

t? , At ¢+1 ! p+1
JA(W):§H<P|| - ( el - Qb(x)|90| dzx.

qg+1 p+1
Colocando t**!1 em evidéncia, temos:

A 1
- q+1d - p+1
= / a(o)| gl de [ be)le dx] .

2

ol
Ia(tp) =t° [%p -

Recorde que 0 < ¢ < 1 < p e assim J,(ty) — —oo quando t — +o00. Portanto,

Jy nao é limitado inferiormente.
Note que J;(u)p = /[Vquo — Xa(2)|u|* tup — b(z) |[ulPtup]dz.
Q

A variedade de Nehari associada a .J, é dada por:
My(©) = {u € Wy (\{0} = Jy(w)u = 0}

Mostraremos que sobre M)y, o funcional J, tem um comportamento melhor.

Por exemplo, para todo u € M,(Q2) temos que

Ty () = Jy () — (L) T (w)u

qg+1
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e assim,

Ja(u) %/ |VU|2—q% a(x )|u|q+1—zﬁ Qb(x)|u|p+1
- (/ [Vul? — / (I)|U|q+1—/ﬂb(x)\u|p+1)
ou ainda,
Ja(u)

1 1
q+1 _ b p+1 \V/ 2
/W [ a@lul™ = = [l = = [ v

1
+ q+1 / b p+1
= <n| ¢+1Q(@WI

Logo,

T (1) (% _ ﬁ)/&)wum (q% - L) /Qb(x)|u]”+1.

De maneira andloga,

implica,

J,\(u)

= (37 770) L7 () oo™

Portanto, para todo u € M,(2), temos

nw=(5-7) [ (o) [rome
ou ainda
-3 [ ) foa o

Teorema 1.1 J, ¢ limitado inferiormente em My ()

Demonstracgao: Para u € M), temos:

(2 57) Lo -2 (7~ ) [ toer™

p+1

J)\(u)

Vamos demonstrar que Jy é limitado inferiormente, mostrando que Jy é coercivo
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Observe que,

ol < | [ atapure
[ tat@ar
[ tat@ar

< max|a(x) / o1
Q Q

< c/]u\q“.
Q

Entao, multiplicando a expressao acima por -1, temos que

_/ ( |u|q+1 /|u|q+1
Q

IN

IA

Portanto,
Iw) = el = exc [ Julo
Q
1 1 1 1
onde ¢; = |=——— ] e = N[ —— — ——] e da imersao continua
2 p+1 q+1 p+1

Wy ?(Q) — LIT(Q) temos que existe cz > 0 tal que
|ufg41 < caffull
Dal,
Ta(u) Z exflull” = eafluf ™

e assim,

Ta(u) = ™ e lul 77 = e)

de onde concluimos,

lim Jy(u) = +o0

l[ul| =00

mostrando que Jy é coercivo e, portanto, limitado inferiormente|[Ver Apéndice B].



A variedade de Nehari esta vinculada ao comportamento de funcoes da forma
Oy » t — Jy(tu)(t > 0). Tais aplicagbes sdo conhecidas como aplicagoes de
fibragao, foram introduzidas por Drabek e Pohozaev em [10] e sd@o também
discutidas em Brown e Zhang [6]. Se u € W,*(Q2), temos

t2 )\thrl tp+1
ou) =5 [ 1Vl =20 [aurt = o foarrt )
Q Q Q

qg+1 p+1

o,(t) = t/ﬂ |Vul? — )\tq/9a|u|q+1 —751”/Qb|u|erl (1.4)

§1(t) = / Vul® - Agte! / alu] T — pt! / bluf?*. (1.5)
Q Q Q

Note que u € M,(£2) se, e somente se, ¢!, (1) = 0 e, mais geral, que ¢ (t) =0

se, e somente se, tu € M, ().

Podemos resumir o que foi dito acima através das seguintes afirmacoes:
(1) ¢,(1) =0 ue My(Q);
(2) ¢.(t) =0 < tu € My(Q).

De fato, note que ¢/ (1) = 0 é equivalente a

[1wul =x [a@lulrt = [ b o
Q Q Q

Ji(w)u =0

ou seja

o que é equivalente a
u € M,\(Q)

A afirmacao (2) decorre de ¢/,(t) = 0 ser equivalente a

t/ ]Vu|2dx—)\tq/a(a;)|u|q+1dx—tp/b(m)]u|”+1dx—0.
Q Q

Q

Multiplicando a expressao acima por ¢, temos que:

t2/ |Vul*dz — )\tq+1/a(x)|u|qtudx — tp+1/b(ac)|u|ptudx =0
Q Q Q
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ou seja,

Ji(tu)tu =0
isto é,

tu € M)\(Q)

Entéao, é natural subdividir M, (€2) em subconjuntos tal que para cada u fixada,

1 é ponto de minimo local, maximo local ou ponto de inflexao da funcao ¢,.

Assim, definimos:

MiH(Q) = {u € My(Q) : 6(1) > 0},
My (92) = {u € My() : ¢,(1) < 0},
M(Q) = {u € My(Q) : ¢;(1) = 0},

Note que, se u € M, (), entao

o) = (1) / Va2 — (p— ) / b(z)[ufPHdx

(1) = (1-p) / Vuldz - Mg — p) / ()|l de

De fato, como ¢! (1) = 0, temos
Gu(1) = ¢, (1) — q.¢,(1).
Agora, recorde que

6=t [ [VuPds = xt0 [ at)ul e o [ bl
Q Q Q
Dali,

¢.,(1) :/Q|Vu|2dx—/\/ga(x)|u|q+ldx—/b(a:)|u|p+1dx

Q
e também, temos, por (1.5), que

01(1) = [ 1VaPds = dg [ a@lufttde —p [ oa)fuptide.
@ Q

Q
Substituindo (1.10) e (1.9) em (1.8), temos

o) = / VulPdz — Ag / a(@)ul™ d — p / b(a) |l de
Q Q

Q

— q/ |Vu]2dx+)\q/a(x)|u|‘1+1dx+q/b(x)]u|”+1dx
Q Q Q

8
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e assim,
61(1) = (1= a) [ [VuPds = (p—a) [ (ol d
Q Q
Similarmente, podemos provar que
6(1) = (1=p) [ [VuPdz = Mg -p) [ balupds,
@ Q

Resumidamente, temos

6(1) = (1—q) / Vuldz — (p—q) / () |ul de (1.11)

¢(1) = (1-p) / Vuldz — A(q - p) / bl dz. (112)

Além disso, como provado em Binding, Drabek e Huang em [4] ou em Brown

e Zhang [6], temos o seguinte lema.

Lema 1.1 Suponha que uy € um mdzimo ou minimo local de Jy em My(2).
Entdo, seuy & MY(Q),ug € um ponto critico de Jy em Wy (Q).

Demonstragao: Se uy é um minimo ou méaximo local de Jy em M,(£2), entao

do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange [Ver Apéndice B], existe p € R tal

que
J3 () = 110" (up) (1.13)
onde
d(ug) = / |Vuo|?dr — )\/ a(x)|ue| " dx — / b(x)|uoPdr = J (ug)uo = 0,
Q Q Q
ou seja,
/|Vu0|2d:v:)\/a(x)|u0|q+1da:—+—/b($)|u0|p+1dx. (1.14)
Q Q Q
Mas,
8 (o) (up) = 2/ |Vug|*dz — Mg+ 1) / a(x)|uo|tdx — (p+1) / b(x)|uo|Pda,
Q Q Q
isto é,
8 (uo)(ug) = 2/ \Vuo|2dx—)\q/a(a:)|u0]q“d:v—)\/a(x)\u0|q+1dx
Q Q Q

~ / ()| o — / () o [P+ (1.15)
Q Q

9



Substituindo (1.14) em (1.15), temos:

&' (ug)(uo) 22/ |Vu0|2dx—/ |Vuo|2d:v—/\q/a(x)|uo|q+1d:p—p/b(x)|uo|p+1dx,
Q 9] 0 Q

ou ainda,

(o) (o) = /Q Vuo|2dz — Aq /Q a(z)|uo| " — p /Q b(a)|uolHda = &, (1).

De (1.13), temos: J}(ug)(uo) = p.8'(ug)(ug) = 0. Desde que uy & M(S),
segue que ¢y (1) # 0 e isso implica que ¢'(ug)(uo) # 0 e portanto, p = 0. Assim,

temos que J}(up) = 0. Dai, concluimos que uy é um ponto critico de J,.

10



Capitulo 2

Analise da Aplicacao de Fibracao

Neste capitulo daremos uma descricao completa da aplicacao de fibracao ¢,.

Como veremos, o comportamento de ¢, é determinado pelos sinais de
/ a(x)|u|™dx e / b(x)|ulPdw.
Q Q

Para isso, vamos considerar a funcao

my(t) = tl_q/ |Vu|2dx—tp_q/ b(x)|ufPdx. (2.1)

Q Q
Note que, para t > 0, tu € M,(2) se, e somente se, ¢t é uma solugao de
my(t) = )\/ a(x)|u| dz. (2.2)
Q

De fato, substituindo (2.2) em (2.1), temos que

th/ |Vul*dr — )\/ a(x)|u|"dr — tpq/ b(z)|ufPTdr = 0.
Q Q

Q

Multiplicando a expressao acima por 4! temos
t2/ |Vul*dz — )\tq+1/a(a¢)|u|q+1dx — tp+1/b(:p)|u|p+1dx =0,
Q Q Q

0 que equivale,
J3(tu)tu =0

isto é,
tu € M)\<Q)

11



Além disso, por um célculo direto temos
m.,(t) = (1— q)t_q/ \Vul?ds — (p — q)tP~97 1 / b(x)|u|Pdx. (2.3)
Q Q

Note que m, é uma funcao estritamente crescente para t > 0, quando

b(x)|ulPTdr < 0. De fato, observe que, desde que para t = 0, temos que

Q
m,(0) = 0 e para t > 0, recordando que 0 < ¢ < 1 < p, temos que m/,(t) > 0 e

portanto, m, é crescente como mostrado na figura 2.1 .

F 1

Figura 2.1: Possivel forma de m,.

Para o caso / b(x)|u|?Tdr > 0, temos que m, é crescente para valores

Q
pequenos de t e decrescente para valores grandes de t. Assim m, tem um ponto

de maximo global.

F ™,

N

Figura 2.2: Possivel forma de m,, .

Uma outra observacao importante é que se tu € M,(£2), entdo segue de (1.11)
e (2.3) que ¢}, (1) = t72.m! (t) e assim tu € M, (Q) se m/(t) > 0. Da mesma
forma, tu € M, (2) se m,(t) <O.

Agora, descreveremos a natureza da aplicacao de fibracao para todos os sinais

12



possiveis de

/b(x)|u|p+1dx e /a(:p)|u|q+1dm.
Q

Q

10 caso:/ b(x)|ulPdr <0 e /a(az)]u|q“dx <0.
Q Q

Recorde que

12 et 1
oult) =5 / Vul*dx — / a(@)ul*"dr — / b(x)[ul"* da.
2 Jo 0 o

¢+1 p+1
Dai,
dult) =1 / [Vul*dz — ! / a(w)[ul ™ dz — 17 / b(a)[ul"* de.
Q Q Q
Como

/ b(x)|ulPtdr < 0,/ a(r)|u|™dr <0 e t >0
Q Q

temos que ¢! (t) > 0, isto é, ¢, é crescente e o seu grafico tem a forma mostrada na
figura 2.3. Como ¢,(t) > 0, entao tu & M,(2). Observe também que, ¢,(t) — 0
quando t — 0 e ¢,(t) — oo quando t — oco. Assim, podemos concluir que tu nao
¢ solucao do problema, qualquer que seja t > 0, portanto nenhum multiplo de u
estd em M, (Q).

y

¥

Figura 2.3: Possivel forma da aplicacao fibragao
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20 caso:/ b(x)|ufPdr <0 e /a(x)]u|q+1dac > 0.
Q Q

Recorde de (2.1) que

my(t) = tl_q/ |Vul?dz —tp_q/ b(x)|u|PTdx
Q 0

e dai,
il (t) = (1 — g)t? / ValPde — (p— gy / b(a) [l da
Q Q

isto é, sendo ¢t > 0 e recordando que 0 < ¢ < 1 < p entao, m/,(t) > 0 e portanto,
temos que m, ¢ uma funcao crescente e seu grafico tem a forma mostrada na

figura 2.1.

Observe que

my(t) — 0 quando t — 0

m,(t) — oo quando t — oo.

Note que, substituindo (2.2) em (2.1) temos

/\/a(:t)|u|q+1dx:ti_q/ |Vu|2dx—tﬁ_q/b(x)|u|p+1dx
Q Q Q
dai,

ti_q/ |Vul*dz — )\/ a(r)|u| ™ dr — tﬁ_q/ b(x)|u[Pttdr =0
Q Q Q

e multiplicando a equagao acima por tZ™!, temos
ti/ |Vul*dz — )\t3+1/a(x)|u|q+1da: —tﬁ+1/b($)|u|p+1dx =0
Q Q Q

assim,
J (tyu)t,u =0

de onde concluimos que
tyu € M )\(Q)

Portanto, neste caso, m, tem o grafico como na figura 2.1, e existe exatamente

uma solu¢do de (2.2). Assim existe um tunico valor ¢, > 0 tal que t,u €

14



M, (Q), pois como lim; .om,(t) = 0, para t; suficientemente pequeno temos

que my(t1) = 0 e dai my(t;) < )\/ a(x)|u|™™dr. Como lim; .o my(t) = oo,
0

existe ty suficientemente grande onde m,(t3) > A / a(z)|u|®dr. Desde que
Q

my(t) : [t1,t2] — R ¢é continua e m,(t;) < d < m,(t2) entdo, existe pelo Teorema

do Valor Intermedidrio [Ver Apéndice B, um t €]t;,ts[ onde m,(t) = d. Como

m,(t) é crescente, entdo t, é Unico, ou seja, a equacao

my(t) = )\/Qa(x)\u]qﬂdx

tem uma unica solucao.
Além disso, sendo
7)) =tTTEml (1),

tuu

dai, como m/,(t) > 0 et > 0 temos que

7LD =t ml (tau) >0

tyu u

e assim t,u € My (Q).

Portanto, a aplicacao fibracao tem um tunico ponto critico t = ¢, que é um
minimo local. Além disso, desde que tlim ¢u(t) = oo, segue que ¢, tem o grafico

como mostrado na figura 2.4.

$u

¥

WA

Figura 2.4: Possivel forma da aplicacao fibragao
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Anilise do gréafico de ¢,(t)

Desde que,

tp—i—l

p+1

)\tq—i-l
q+1

2
oult) = 5 / [Vul*dz — / a(z)|u|™dz — / b)) ulP de,
2 Jq 0 o

colocando tP*! em evidéncia, temos

1 A 1
bult) = 71 {—_1 / Vuldr — —2 / o) ul" dz — —— / b(x)\uw“dx].
2t Jq Q Q

(q + 1)tr—a p+1

Portanto, se /

b(x)|u[fttdr <0, /a(az)|u|‘”1dx > 0 e passando ao limite
Q
¢u(t), temos

Q

tlim Ou(t) = +00.

Logo, existe t tal que, para todo t > t, ¢,(t) é crescente e para todo t < t,

¢u(t) é decrescente.

30 caso:/ b(x)|ufPdr >0 e /a(:n)]u\qﬂda: <0.
Q 0

Recorde que, novamente temos
my(t) = tl_q/ |Vu|*dx —tp_q/ b(x)|ulPtdx.
Q Q
Veja que m,(t) pode ser escrito como sendo o polinémio
My (t) = kyt' ™7 — kgt?™4
onde k; = / (VulPdz >0 e ky = / b(x)|u[PTdx > 0.
Dali, ) )
ml (t) = kgt ™9 — kytP~ 7t (2.4)
com k3 > 0 e ky > 0. Fazendo m/ (t) = 0, temos
kgt ™ — kyt?" =0
e dai,
kst™7 = kP17t

16



ou ainda

e assim,

Note ainda que, fazendo t < ty temos

ks 71
t =
<(k74>
1 fea\ 71
(i)

e multiplicando a equagao acima por k3, temos

ks ke \ 71
A S
T 3(k3>

ou ainda podemos dizer que para t < ty, temos

dai,

ky\ T
w1l o (23
k4

e multiplicando a equagao acima por —k4, temos

q p—q—1

R TR A Tl

Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.4), temos que

,
dai,
p—q—1 q p—gq—1

ml(t) > ky" " kT — kP k" >0

logo, para t < ty temos que m! (t) > 0 e portanto, m,,(t) é crescente.

Agora, fazendo t > t, temos



dai,

1 kg \ 71
v < (1)

e multiplicando a equacao acima por k3, temos

By _ st ot

ou ainda podemos dizer que para t > ty, temos

a1 ks p;z?
> J—
k4

e multiplicando a equagao acima por —k4, temos

p—g—1

— kgt < kP kP (2.8)

Substituindo (2.7) e (2.8) em (2.4), temos que

,
dai,
p—g—1 q p—g—1

ml(t) < ky" ' kT — kP k" <0

logo, para t >ty temos que m! (t) < 0 e portanto m,(t) é decrescente.

Portanto, para todo t < tg, temos que m/ (t) > 0 e para todo t > tg, temos
que m,,(t) < 0.

Observe também que

Pn(l)mu(t) =0 e tlim m,(t) = —oc.

Assim, podemos concluir que m, tem o grafico como mostrado na figura 2.2.

Desde que / a(r)|u|"dr <0, existe t, > 0 tal que
Q

my(ty) = )\/Qa(x)|u|q+1d:p.

Agora, vamos mostrar que t,u € M,(2) e desde que m/,(t,) < 0, temos que

neste caso t,u € M, ().

18



De fato, substituindo (2.3) em (2.1) temos

/\/a(:zc)|u|q+1dm:ti_q/ |Vu|2dx—tﬁ_q/b(x)|u|p+1dx
Q Q Q

dai,

ttq/ |Vul*dz — )\/ a(x)|u| ™ dr — tﬁq/ b(x)|ulPdr =0
0 Q

Q

e multiplicando a equagao acima por tZ™!, temos
ti/ |Vul*dz — )\t3+1/a(x)|u|q+1dx —tﬁ+1/b(x)|u|p+1dx =0
Q Q Q

assim, J'(t,u)t,u =0
onde podemos concluir que t,u € My(Q).

Recorde que,
() = £ / Vufdz — 0 / b()ufP* da
0 Q
dai,
m.,(t) = (1— q)t_q/Q |Vul*dz — (p — q)t”_q_l/ﬂb(x)]mp“dx < 0.

Desde que m!,(t,) < 0, temos que ¢; (1) = t92.m/ (t,) < 0, dai t,u €
M, (). Portanto, a aplicacao de fibracao tem um unico ponto critico que é um
ponto de maximo local. Desde que lim; . ¢,(f) = —oo, segue que ¢, tem o

grafico como mostrado na figura 2.5.
Anilise do gréfico de ¢,(t)
Recorde que,
e

p+1

bult) = ﬁ/ Vuldr — )\tq+1/a(a:)\u|q+ld:v—
2 g qg+1Ja

/ b(x)|ulPTdx.
Q
Colocando #**! em evidéncia, temos

1 A 1
—ptl - 290 " a+lg,. = p+1
ou(t) =t [21&1’1/Q|VU| dx <q+1)tpq/§2a(:£)|u| dx p—l—l/ﬂb($)|u| dzx].
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dy

skl N

\
Figura 2.5: Possfvel forma da aplicacao fibragio

Portanto, se /

b(x)|ulPdr > 0, /a(:v)|u|q+1dx < 0 e passando ao limite
Q Q

¢u(t), temos que

tlim Ou(t) = —00.

Portanto, podemos concluir que ¢, tem o grafico como mostrado na figura
2.5.

40 caso: / b()ulP de > 0 e / a(2)u|" dz > 0.
Q Q
Como no caso anterior, m,, tem o grafico como mostrado na figura 2.2.

De fato, note que
m(t) = tl_q/ |Vul?dx —tp_q/ b(x)|u|P M dw.
Q Q
Veja que m,(t) pode ser escrito como sendo o polinémio

My (t) = kit' ™9 — kot?™ 9,

onde k; = / (Vul*dz >0 e ky = / b(x)|ulPtdr > 0.
Q Q
Dai, m/,(t) = kst™7 — kyt*~77! com k3 > 0 e ky > 0.

Fazendo, m/ (t) = 0 temos
kst~ — kyt?~ "t =0

dai,
gt ™ = kP91
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ou ainda que

e assim,

1
A=t
t:toz(k—?’) .
4

De forma anéloga ao 3° caso, temos que:

Para todo t < ty, temos que m/(t) > 0 e para todo ¢ > t;, temos que
m.,(t) < 0.

Observe também que %E% my(t) =0 e lim m,(t) = oco.

t—o00

Logo, m, tem o grafico como mostrado na figura 2.2.

Se A > 0 é suficientemente grande entdo a equagao (2.3) nao tem solugao
e dai ¢, nao tem ponto critico, para todo ¢ > 0. Neste caso ¢, é uma funcao
decrescente. Assim nenhum miltiplo de u estd em M, (Q)(t,u & M,(Q2),para todo
t>0).

De fato, escolha \* tal que

my(to) = I{l;aoxmu(t) <A /

a(x)|u|tdr < /\/ a(x)|u|/?dr, para todo A > A*.
0 Q

Portanto, a equacao m,(t) = )\/ a(z)|u|/?dr ndo tem solucdo para todo
0
A > A, pois

my(t) < my(ty) < )\/ a(x)|u|?dr, paratodo A > ™.
0

Por outro lado, para A suficientemente grande

o, (t) = t/ |Vul*dz — )\tq/ a(x)|u|"™dr — tp/ b(x)|ufPdr <0,
Q 0

Q

isto é, ¢, é uma funcao decrescente.

Como ¢/, < 0, entao para todo t, tu & M,(f2). Se, de outra forma, A > 0
é suficientemente pequeno, existe exatamente duas solugoes tju < tou de (2.3)
com m! (tyu) > 0 e m)(tou) < 0. Assim existe exatamente dois multiplos de
u € M\(Q), a saber: t1,u € M (Q) e toyu € M; (). Segue que ¢, tem

exatamente dois pontos criticos - um minimo local em ¢ = t;u e um maximo
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local em t = tyu; além disso ¢, é decrescente em (0,t;), crescente em (t1,t2) e

decrescente em (t9,00) como na figura 2.6.

r
by T

=X

Figura 2.6: Possivel forma da aplicacio fibracao

Recorde que
f(1) = 72, (1)

tu

dai, ¢ , = t2.m/ (t1,) > 0 = ty,u € M (Q) portanto,¢, tem um ponto de
minimo local em ¢ = t,. Segue que ¢}, , = t972.m! (t2,) < 0 = tou € My (Q)

portanto,¢, tem um ponto de maximo local em t = t5,.

O resultado seguinte assegura que quando A é suficientemente pequeno o

grafico de ¢, deve ser como mostrado na figura 2.6 para todo u nao-nulo.
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Lema 2.1 Existe \y > 0 et > 0 tal que, quando X\ < A1, ¢,(t) assume valores

positivos para todo u € Wy* () ndo-nulo.

Demonstracgao: Desde que

A\patl tp+1
/|Vu] dm— /a(:v)|u|Q+1dx— /b(x)|u|p+1dac,
Q p+1Jg

colocando tP*! em evidéncia, temos

1 A 1
W) =t —— 2d ——/ g ——/b PH A .
oty =0+ g [ 9uae A [ aldran - [

Portanto, se / b(x)|u[Pdxr < 0 para t suficientemente grande
Q

1 A 1
Vul2d ——/ gy — — [ p 1’+1d}>0,
s [T e [l - [l

ou seja, existe ¢ tal que, para todo t > t, ¢,(t) > 0.

Suponha agora que/ b(z)|ufPTdx > 0. Seja

1
/|Vu] dx— /b(x)\u]pﬂdx.
Q

hi(t) = t/ |Vu|*dx —tp/ b(x)|ulPdx.
Q Q

Fazendo h! (t) = 0, temos:

t/ |Vu|2da::tp/b(:c)|u|p“da:
Q Q

fQ |Vu|*dz
Jo, b(z)|u|p+ide

B fQ \Vu|*dx =
N fﬂ x)|ulpttdz ’

Assim,

ou ainda,

tpfl _

e assim,

|

t =

23



Logo, t é um ponto critico de h,. Agora,vamos provar que ¢ é um ponto de

méaximo. Calculando h(t), temos

ho(t /]Vu]Qda: pt?~ 1/ b(x)|ulPTdx,

entao

/|Vu|2dx
b0 = [ [VuPdo-p | 2 [ euptias
o / b() |z | 79
Q

e dai, ! (t) = / |Vu|*dx —p/ |Vul*dx = (1 —p)/ |Vu|*dx.
Q Q Q
Como p > 1, temos que h!/(t) < 0, logo ¢ é ponto de méximo. Substituindo ¢

em h,(t), temos

1
p—1

e assim,
2l Bty
1 (/ |Vu| dx) 1 </ |Vu|2dx)
hu(ﬂzg %_p%—l 5%1—1
([ ooapac) ([ supiae)
Q Q
ou ainda,
pt1l p+1
] ( \Vu\%ix) " </ ]Vu]de) o
hy (1) = 3 s 3 3



dai,

2

n =5 </HMMM)H}
(5 p+1)(

p+1 Y o1
. (/ |Vu|2d:b)

2(p+ 1) (/Q b(a;)|u|p+1d:c>2

¢ o valor méximo de h,(t). No entanto,

P+l
(/ |Vu|2dx)
([ray =5
|u|p+1dx>
Q

onde S,.; denota a melhor constante de Sobolev de imersao de W,*(R2) em
LPHH(Q).

b(x |u|p+1dx) o

@\

e assim,

)

Portanto,

(s
<a‘2@+4)<%ﬂ& —00

onde 0 é independente de u e b = max{b(x),0}.

Mostraremos agora que existe A; > 0 tal que ¢, () > 0, para todo A < Ay,

isto é,

2\t tptl
—t /|Vu| d:z:— /a(:v)|u|q+1dx— /b(x)|u|p+1dx >0
Q p+1Jg

ou ainda,
A\t

h(®) - (Ammmwwx>a

para todo u € Wy?(Q) — {0}, sempre que A < \;.
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De fato, note que

t_qul quJrl
T @t < sl [ jutas
e q+1
< —llallul
q+1
<

il gatt 2d ’
allso Vul|“dz ,
Q+1H | ot (/Q| | >

onde S,;; denota a melhor constante de Sobolev de imersao de W,*(R2) em

La+(Q).
/ |Vul*dz p_l
Q

/ b() |l da
Q

Substituindo t =

na expressao acima, temos

g+1

/ |Vul*dz "
Sq+1 Q )

g+l " 1
3 @l < ol
a Q 1 / b(x)|ulPt d
Q
=
(/ |Vu|2da:)
Q
ou ainda,
o+l 1 1
q+1d < OOSqH
[ a@lul e < =l =
( / b(x)|u]p+1da:>
Q
sy
(/ \Vu\de)
Q
dai,

p+1 2((1;;711)
2
fat1 ] (/ |Vu| dx)
/a(x)|u|q+1dx <L jafuset! 2 .
Q g+1

+ 1 g+1 2
I </ b(a:)|u|p+1dx>
Q

26



s
| [~
—

p+l
(/ |Vu|2da:>
p—1 Q

Como h,(t) = , temos que
2(p+1 2
(1) ( / b(x)|u|p+1dx>
Q
g+1
Z?(H_l 1 g+l 2(]9 + 1) 2 q+1
q+1 < q+1 =12\ ) — =
o [l < —asiiing® [P — o

onde ¢ é independente de u.

Recorde que

— At g+l
6u®) = hu®) = [ alafurr
> hy(t) — Achu(ﬂ%j

= (@ (h(DF — )
e assim, desde que h,(t) > 0, segue que

bu(l) > 65 (5* - )\c) .

52t
Fazendo \; = o temos que para todo A < Aq,
a+1 1-g 5
w(t) > o6z [0 — .
i > o 82)
g+l P n
= 02 >0
© T

Segue do lema acima que quando A < Aq,

/a(x)|u|q+1dx >0 e /b(x)|u]p+1d:r > 0,
Q Q

entao ¢, deve ter exatamente dois pontos criticos como discutido anteriormente

ao lema.

Assim, quando A < A; temos um conhecimento completo do niimero de pontos

criticos de ¢, dos intervalos no qual ¢, é crescente e decrescente e dos multiplos

de u que estao em M, (2) para toda mudanga possivel de sinais de / b(x)|uPdx
Q

e / a(x)|u|? dz. Em particular temos os seguintes resultados:
Q
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$u

P
X

Coroldrio 2.1 M)(Q) =0 quando 0 < A < \;.

Demonstragao: Para A < A\;, ¢, tem exatamente dois pontos criticos ( ver
Lema 2.1) o qual é um minimo local e um maximo local. Logo, ndo ha pontos de
inflexdo e portanto MY () = 0.

Coroldrio 2.2 Se A < Ay, entdo existe 6; > 0 tal que Jy(u) > & para todo
ue M, ().

Demonstracao: Considere v € M, (£2). Assim, ¢, tem um maximo global em
t = 1. Além disso, conforme os casos estudados nesta secao e, em particular, do

3° e 4° casos temos que / b(x)|u[PTdr > 0. Assim,
Q

v
-
<

=

> h(D) (@5 =)

e desde que h,(t) > 0, segue-se que Jy(u) > 5% <(5% - )\c)

1—g 1—g
52 ql(g2

, temos que Jy(u) > 2
c

Escolhendo A\ =
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Capitulo 3

Resultado de Existéencia de
Solucoes Positivas

Neste capitulo, usando as propriedades da aplicacao fibracao, daremos uma
prova simples da existéncia de duas solugoes positivas para o problema (P), uma
em M, (Q2) e outra em M (Q).

Teorema 3.1 Se A < \y, existe u € M, (Q) tal que Jy(u) = min _Jy(v).

veEM, ()
Demonstracao: Desde que J, é limitado inferiormente sobre M,(£2) e como
M} (Q) € My(Q), temos que Jy é limitado inferiormente em M, () e daf existe
uma sequéncia minimizante para Jy, isto é, existe (u,) C M, (Q) tal que

lim Jy(u,) = inf Jy(v)

n—o0 veM;H(Q)

Desde que Jy é coercivo, temos que (u,) é limitada em Wy7*(Q) e da

. A 1,2
reflexividade deste espago, a menos de subsequéncia, u, — ug em W, “(Q2) e,
— *
N -2

Se u, — uy em W,?(Q), entdo da unicidade do limite J(ug) = in+f J(v).
veEM, ()

das imersoes compactas de Sobolev, u,, — ug em L"(Q), 1 <r <

Suponha que u, 7 ug em Wy (Q).

Note que para todo v € M, (), temos que ¢/(1) > 0, isto é,

(1-p) /Q |Vv|?dz — X (q —p)/Qa(a:)]v|q+1d:v > 0.
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Portanto,
A@—@/awwwﬂw>@—n/nmﬁm.
Q Q

Do Lema de Fatou

n—oo

lim inf/ (Vu,|?ds > / |V |*d.
Q Q
Passando ao limite de n — oo temos

liminf)\(p—q)/a(x)\un\q“dx > liminf(p—l)/ |Vu,|*dx
Q 0

> (p—l)/|Vu0|2dx>/|Vu0|2dx20
Q Q
Mas,

liminf A(p — q) /

a@wwﬁwxzxp—@/aumwﬁwx
QO

Q

Logo,
/ a(x)|ue|? dx > 0.
0

Se / b(x)|u[Ptdr < 0, entdo o gréfico da aplicacdo fibragdo ¢,, é da forma
Q

' 1

du

:
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Se / b(x)|ulPdr > 0, entdo o grafico da aplicacdo fibracdo ¢,, é da forma
Q

&

by

A
X

Portanto, existe ty > 0 tal que toug € My (Q) e ¢, é decrescente em (0, o)
com ¢, (to) = 0.

Desde que u, — 1y em Wy*(€), temos que lim inf ||u, ||* > [|uo|?.

Mas, ||un||* # |luol|?. Dai, existe § > 0 tal que

liminf [||u,||* = [Juo*] > 6 > 0.

Portanto, para n suficientemente grande

el = 6 + Jluol*.

Assim, para tais n

to [ 19 =35 [ a@)lunl = [ bl
Q Q Q
> to [ [Vuol = 2tf [ alo)uaft* =85 [ bla)un + tod
Q Q Q

@, (to)

Comol1<qg+1<2el<p+1< 2% passando ao limite de n — —+o0 ,
temos ¢, (to) > ¢, (to) = 0.

Desde que (u,) C My (), temos que ¢!, (to) <0,t € (0,1) e ¢, (1) =0 para
todo n: logo to > 1. Mas ¢, é decrescente em (0, ty). Logo,

J(toup) < J(up) < liminf J(u,) = inf  J(up)

n—00 ueM;t (Q)
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. 1,2 :
o que é um absurdo. Logo u,, — uy em W, (Q2) e assim,

In(uo) = lim Jy(u,) = inf  Jy(u)

n—00 ueM;t (Q)

Portanto, up ¢ um minimo de Jy sobre M, (Q).

Teorema 3.2 Se A < )y, eziste u € M, (Q) tal que Jy(u) = min Jy\(v).
veEM, ()

Demonstragao: Pelo Corolario 2.2, temos que Jy(u) > 6; > 0, para todo
uwe M, (Q) eassim inf Jy(v) > > 0.

veM, (2

Logo, existe uma sequéncia minimizante (u,) C M, () tal que

lim J\(u,) = inf Jy(v) > 0.

n—00 veM; (Q)

Como foi feito na demonstracao do teorema anterior, desde que Jy é coercivo,
~ s o1 . 1,2 A~ .

entdo, (u,) é limitada em W,(§2) e, a menos de subsequéncia, u, — up em
1,2

Wy () e up, — up em L7(Q), 1 <r < 2%

Desde que (u,) C M, (€2), temos que ¢, (1) <0, isto ¢,
(1- Q)/ |Vu, |*dr — (p — q) / b(x)|u, [P dx < 0.
Q Q

ou seja,

(1-q) / Vu, [Pz < (p— q) / b(a)|un |+

Do Lema de Fatou, lim inf/ |Vu, |?dr > |Vu,|*dz. Assim temos que
Q

(p—q) / b@)luoldr = liminf | b(x)]unda
Q

n—oo

2dx

Q
> liminf / |Vu,
Q

n—oo

> /]VuO\Qd:U > 0.
0
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Dai, o grafico da aplicagao fibracao é da forma abaixo

by

I skl X

<%

ou também pode ser da seguinte forma

Pl
X

&

du

Assim, existe f > 0 tal que fug € M (Q). Suponha que u, 4 ug em W, ().
Desde que / |Vu, |*dzr < lim inf/ |V, |2dz, (u,) C M, (Q) e como ¢, tem
0 n—oo Q
maximo global em 1, temos que
Gug (1) > ¢u, (8), para todo s > 0, ou seja,

Ja(ug) > Jx(sug), para todo s > 0. Logo,

- pYAaRs fp+1
In(tug) = —/ |Vuo*dr — q+1/ a(z )‘U0|q+1dx—p+1/Qb(m)|uo|pﬂd$
At fp+1
<<mmﬂiﬁwwm— L [ @l - /memm]
n—00 Q p+1 0

= lim Jy(tu,) < hm Ia(u,) = inf  Jy(u)
n—00 ueM; ()
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. 1,2
o que é um absurdo. Logo, u, — uy em Wy~ (Q) e

lim Jy(u,) = Ja(ug) = inf  Jy(u).

n—00 weM; (Q)

Corolario 3.1 O Problema (P) tem pelo menos duas solugoes positivas quando

0< A< A

Demonstragao: Dos Teoremas 3.1 e 3.2 existem u; € M, (Q) e uz € M, (Q)
tais que

Ja(up) = inf  Jy(v) e Jy(ug) = inf Jy(v)
veEM () vEM; (Q)

Do Lema 1.1, u; e uy sio pontos criticos de J, em W,*(€) e portanto solucoes

fracas do problema (P).

Além disso, Jy(uy) = Ja(Jui]) e Ja(ua) = Ji(|ua|) portanto, podemos

considerar u; > 0 e ug > 0.
Vamos mostrar agora que u, us sao solugoes classicas.

Considere a fungao

Assim, temos

—Au = f(x), em Q
{u:o,xeaﬂ. (3.1)

Observe que
|f(@)] < Ala(@)||u(@)|* + [b(z)||u(z) P

Se |u(x)| <1, temos que [u(x)[” < |u(x)[* < 1.Logo,
[f ()] < Ma(z)| + [b(x)] (3.2)
Se |u(x)| > 1, temos que |u(z)|? < |u(x)P. Logo,
[f(2)] < (Ma(z)] + [b(x))u(z)]? (3-3)
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Assim, por (3.2) e (3.3),
[f(2)] < (Ma(@)] + [o(x)) (1 + [u(z)[?). (3.4)

2*
Note que f € L7 (Q).
De fato,

N

/ < / Na(@)| + @) (1 + [u@)?)>
Q Q
< / Na(@)| + [b@))F 1+ [u@)P)>

Como a e b sao fungoes suaves, entao,

/Qlflf < C/Q<1+\u<x)yp)if
< 250 [ @)

Desde que u € Wy?(2), entdo pela imersao continua de W, *(Q) — L*"(Q)

temos que,
2%
/ f15 < +o0.
Q

Assim, f € LZ?(Q) Pelo Teorema de Agmon, Douglas e Niremberg [Ver
Teorema B.7 no Apéndice B] u € WZ%(Q)

Vamos analisar os dois casos a seguir:

p 2
1)y Se ———=<0
WrSe o~ <
Pelo Teorema B.10 [Ver Apéndice B], temos a imersdo continua de
WQQ?(Q) — L%(Q), para todo sy € [%,%—oo). Como u € Wz’%(Q), entao

u € L*(Q), para todo sy € [%, —l—oo) )
Por (3.4) temos que f € L%O(Q), para todo sg € [%,—i—oo) )

Com efeito, por (3.4)
/ E < / (Na(@)] + b)) F (1 + fu(z) )
Q Q
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Como a, b sao fungoes suaves, entao

/Qmp < c/ﬂ<1+|u<x>|p>p
< 9% /Q(l—l—]u(x)|8°)<oo

pois u € L*°(Q). Assim, f € L% . Pelo Teorema de Agmon, Douglas e Niremberg
[Ver Apéndice B] temos que u € WQ’S?O(Q), So € [2* , —|—oo>. Tomando sq, tal que

P
0N , temos pelo Teorema B.8 [Ver Apéndice B] que u € C*#(Q), para algum

p
0 < p < 1. Agora , vamos analisar o caso seguinte.

2
(2); Se % -5 0, entao pelo Teorema B.10 [Ver apéndice B|, temos a
D 2

* 1
imersao continua WZQ?(Q) — L"(Q) onde o = >N Logo, u € L"(Q).

Usando (3.4), temos que f € L%(Q) Pelo Teorema de Agmon, Douglas e

t
Niremberg [Ver Apéndice B| u € W2’?1(Q). Vamos analisar os casos a seguir:

N
L5 (Q), para todo s1 € [%, +00), assim u € L* (), para todo s; € [%, +00) e por
(3.4), temos que f € L7 (). Pelo Teorema de Agmon, Douglas e Niremberg [Ver

1 s
Apéndice B], u € W> ; (Q), para todo s; € [%, +o00). Tome sy, tal que — > N,
p

2 t
(1);r Se tg__ < 0, segue do Teorema B.10 [Ver Apéndice B] que W7 (Q) —
1

logo, WQ?I(Q) — CH#(Q), para algum 0 < p < 1, logo, u € C1#(Q). Agora ,

vamos analisar o caso seguinte.

2
(2)r1 Se tg -5 0, pelo Teorema B.10 [Ver Apéndice B] temos que
1
D 2

¢ 1
WQ’%(Q) — L"2(Q), onde refi ol <2 logo, u € L2(Q). Novamente por
2 1
(3.4), temos que f € L?Q(Q). Pelo Teorema de Agmon, Douglas e Niremberg

N 9. t2 . . .
[Ver Apéndice Bl, u € W=7 (). Mais uma vez vamos analisar os dois casos:

2
()71 Se tg -~ < 0, segue do Teorema B.10 [Ver Apéndice B] a imersao
2

continua WQ%(Q) — L[*2(Q), para todo sy € [%, +00). Usando (3.4), temos que
f € L*2(Q). Pelo Teorema de Agmon, Douglas e Niremberg [Ver Apéndice B,
u € Wz’%(Q), para todo sy € [%, +00). Escolhendo s, € [%, +00) de tal forma
que 2 > N temos a imersio continua WQ%(Q) — CH(Q) com 0 < pu < 1, logo,

p
u € CHH(Q).
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2
(2)111 Se tﬁ N 0, repetimos o processo feito em (2); e (2);;. De maneira
2

geral, repetindo esse processo, conhecido como método ”"bootstrap”, para cada

J € N, obtemos um ¢;, tal que

1 P 2 1 P 2
—=——-—com —=—— —
t;  ti.1 N 1 2 N
Logo,
1 2 D 2 2 p?
_— = — — — = _— — _— = — — — ]_
t, ti N p(% N) N~ NPt
1 P 2 p? 2 2 p’ 9
LT LN p(T 4N@+-0 N o (P"+p+1)

. i1
l:E_E]ﬁ:ﬁ_EW—U
t; 2 N > N p—1
Logo,
1 1 2 , 2
Sl N 1Y 35
: (2* Nip— 1)) N 1) (3:5)
C 2* l<p<2f*—1¢écl . 2 <0
omo = e — e claroque¢ — — —/———m .
N2 b Mo " Np—1D

Assim, observe que em (3.5), fixada uma dimensao N, existe j € N, tal que

— < 0. Raciocinando como em (1); e (1);; temos que u € CH#(Q), para algum

J
0<p<l.

Pela regularidade de f e a relagao (3.4) segue que f é limitada e localmente

Holder continua e pelo Teorema B.9 [Ver Apéndice B a solu¢ao u do problema

—Au=f, em ()
u=0, x € 0N

satisfaz u € C%(Q) N CY(Q).

Desde que u; > 0 e uy > 0, segue da desigualdade de Harnack, u;(z) > 0 e

ug(z) > 0, para todo = € R.
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Apeéendice A

Regularidade do funcional J)

Neste apéndice mostraremos que o funcional Jy é de classe C*.

Definicao A.1 Seja ¢ : A — R onde A é um subconjunto aberto de um espaco
de Banach X. Dizemos que p possui uma derivada de Gateaur f € X' emu € A

se, para qualquer h € X,

lim + [ (u+ th) — () — F(th)] = 0.

t—0

A derivada de Gateaux em u € denotado por ¢'(u).

Definicao A.2 Seja o : A — R onde A € um subconjunto aberto de um espago
de Banach X. Dizemos que @ possui uma derivada de Fréchet f € X' emu € A

se

[p(u+h) = p(u) = f(h)] = 0.

lim —
Ikl—o0 [|A]]

Definigao A.3 Dizemos que o funcional ¢ € C'(A,R) se a derivada de Fréchet

de ¢ emiste e € continua em A.
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Observagao A.1 A derivada de Gateaux € dada por

o' (u)h = hm% [o(u+th) — ¢(u)] .

t—

Observacao A.2 Toda derivada de Fréchet é uma derivada de Gateauz .

Proposicao A.1 Seja p: A — R onde A € um subconjunto aberto de um espago
de Banach X. Se ¢ possui uma derivada de Gateaux continua em A, entao

p € CHAR)

Demonstragao: Consideremos u € A e ¢'(u) a derivada de Gateaux de ¢ em wu.
Pelo Teorema do Valor Médio (Ver [15]), existe 6 € (0, 1) tal que

[o(u+h) —@(u) = @' (W) ()| = &' (u+0n)(h) = (w)(h)] (A1)
< l'(u+0h) = (w)llxllnll - (A2)

Como ¢ possui derivada de Gateaux continua em A, entdao dado € > 0,

encontramos ¢ > 0 tal que, para qualquer ||h|| < € temos

' (u+0h) = ' (u)||lx < €

Segue entao de A.1 que

o+ h) — @(u) — @' (u)(h)] < €[]l

de onde concluimos que ¢ possui uma derivada de Fréchet e esta é continua.

A partir de agora, estamos interessados em mostrar que o funcional J, definido
em W, ?(Q) por

1

1 A
Jy(u) = = Vu2d:c——/ax u|™dr — —— | b(x)|ulPdx
s =5 [ 19uPde == [ a@lupde - — [ bl

é de classe C'(W,?(Q),R).
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Para tal, consideremos os funcionais .Ji,Js, Js : WOI’Q(Q) — R definidos

A
por Ji(u) = %/Q|Vu|2dx, Jo(u) = m/ﬂa(m)]uﬁ“dm, Js(u) =
1

—— | b(x)|ulPd.
p+1Jo

Proposicio A.2 O funcional Jy = J; — Jy — J3 € CH(Wy?(Q),R).

Demonstracao: E suficiente provar que as derivadas de Gateaux de J;, Jo e J3

existem e sao continuas.

Primeiramente observaremos que o funcional J, = J; — Jo — J3 esta bem
definido.

De fato,
1 1
(i) Para todo u € W,(Q) temos que Jy(u) = 5/ |Vul?dr = §HUHQ < 400.
v
Assim, J; estd bem definido de W, *(Q) em R.

(i) Para todo u € W, *(Q) temos que

ol <] [ atopup

A
Portanto, Jo(u) = —— [ a(x)|u|"dr < +o00. Assim, J, estd bem definido

q+1Jq
de W,*(Q) em R.

< / la(@)|[[ul* < max Ja(z)| / ]! < +oo,
Q Q Q

(iii) Para todo u € Wy*(Q) temos que

vl < [

1
Portanto, J5(u) = ] / b(x)|u[Pdr < +oo. Assim, Js estd bem definido
p Q
de Wy () em R.

< / 1b(z)|ul ! < max|b(x)\/ [Pt < oo,
Q Q Q
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Afirmagao A.1 O funcional J, € CY(Wy?(Q),R).

Demonstracgao: J; é Gateaux-diferenciavel, pois

1 t 2 1 2
At t) = s gl gl
t t

1

= 2—t[<u—|—tv,u—|—tv>—<u,u>]
1

= §[<u,u>+<u,tv>+<tv,u>—|—<tv,tv>—<u,u>]
1

= §[2t<u,v>—|—t2<v,v>}

t
= <u,v>—|—§<v,v>

Dali,

J' (u)v = lim Ji(u+tv) = Siw)

t—0 t

=< u,v >= / VuVv
Q

para todo u,v € W, ?(Q).

Agora, mostraremos que .J; é continuo, isto é, se u,, — u em ng ’Q(Q), entao
Ji(u,) — Ji(u), ou seja se ||un—u]|W01,z(Q) — 0, entao HJ{(un)—J{(U)H(W&,z(my —

0. Isso é equivalente a mostrar que

sup | [J}(un) = J{(u)] v] = 0.

flull<1
De fato, seja u,, — u em W01’2(Q). Observe que,

|(Ji(un) = Si(w)v] = |Ji(un)v = Ji(u)o]
= | <Up,v>—<uv>|

= | <up,—u,v>|
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Dali,

| < up —u,v>|

(1 (un) = Ji(u))o]

IN

[[n = wl[[o]

Para ||| <1, temos

(1 (un) = 1 (u))v] < Jlun — ull.

Portanto,

sup |(J1(un) = Ji(w)v] < [Jun — ull
veWy Q) e [lv]|<1

ou seja,
0 < [[i(un) = Si(w)|| < fJttn — ull = 0
mostrando que,
11 (un) — J{(U)H(WOI’Q(Q))’ —0
e assim J! (u) é continuo e portanto, J; € C1(Wy (), R).

Afirmagao A.2 O funcional J, € CY(Wy?(Q),R).

Demonstracao: Existéncia da derivada de Gateaux de Js.

Consideremos t € R tal que 0 < [t| < 1, u,v € W;?(Q) e a funcio

f:0,1] — R definida por f(s) = a(x)|u + stv|?t. Temos que:

q+1
(a)f'(s) = Aa(x)(Ju + stv])T (u + stv)tv;

A q+1.
(b)f(1) = qHa(x)lqul o
A

()/(0) = = Ta(@)lul .

42



Sendo f diferencidvel em (0, 1), entdao pelo Teorema do Valor Médio, existe
5 € (0,1) tal que

ou seja,

a(x)|u|™™ = a(2)(ju + §tv|T™h).(u + §tv).tv

A
a(x)|u + to] T — ———
q

qg+1 +1
A to|atl — |qlat!
q+1a(a:) (\u—i— v| ; [ ) = Xa(z)(Ju + otv|T™ ). (u + otv)v
Assim,
A todtl — |qlat!
lim a(x) Jut tol [4 = Aa(z)|u|"  uv
t—0q+1 t

Por outro lado,

q+1 _ |y |att
ot (M o+ stop

IN

Ma(@)[(ful + dt|[v])[v]
Ala(@)|(|ul + [v])[v]
Ak(ful + [o])?|]
AR21(ful? + [o])|v]

IAN AN A

IN

crlul?fo] + e fol!

Se |u(x)| < 1, entao, como 0 < ¢ < 1 temos que |u(z)|? < 1.
Se |u(z)| > 1, entao, |u(z)|? < |u(z)|.
Logo, exful?fo] < ex(1 + Jul).[v]
Dali,
Ne([ul + [l)?|v] < eifv] + erlullv] + e o]+

Como u,v € W,?(Q) e pela imersiao continua de Wy?(Q) — LP(Q),1 < p < 2*
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entao, u,v € LP(2), para todo p, 1 < p < 2*.
Logo, v € L1 (Q),u € L%I(Q) Assim , pela desigualdade de Holder temos que
lul[v] € L*(9).
Além disso,
‘ A (lu + to|Tt — Jufrtt
——al(x)
qg+1 t

)‘ < c1|v] + er|uv| + er|v|TT € LYQ).

Portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

A folatl [yl A\
lim —— [ a(x) (|u+ v| [ ) = /a(x)|u|q_1uv
Q

Concluimos entao que

Jo(u)v = lim o+ 1v) = Jo(u)

t—0 t

:)\/a(az)|u|q_1uvdm
Q

mostrando que existe a derivada de Gateaux de J, em u com

Jo(u)v = )\/ a(z)|u|" uv dx
Q

para todo u € Wy?(9).
Continuidade da derivada de Gateaux de J,.
Consideremos (u,) C Wy*(Q) tal que u,, — u em Wy*(Q). Entdo, temos que
U, — u q.t.p.em Qe g € L* (Q) tal que (A.3)
lun| < g, paratodon € N

Para todo v € W, () com |Jv]| < 1 temos

|5 (up)v — Jo(u)v| = ‘)\/a(x)|un|q_1unvdx—/\/a(x)|u|q_1uvdx
Q Q
— ‘)\/a(x)(|un|q_1un— lu|?'u)v do
Q

< A/|a(x)|||un|q—1un—|uyq—1uy|v|dx
Q

< k:/ | " g — u|* | [v]da
Q
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. +1
usando Holder para os expoentes a e ¢+ 1 temos

_q_ 1
g+1 q+1 q+1
| J5(un)v = J3(u)o| < k (/ [ T (T I ) (/ Iv!q“>
Q Q

Como 0 < ¢ < 1 e pela imersdo continua de Wy?(Q) — L¥(Q),1 < s < 2*
entdo, W,?(Q) — LI, Logo

g1\ T
() — Jy(u)o| < kC ( / "ty — 0 ) ol

PESR NS
kC (/ || " 1, — \u]q_lu’qq ) :
0

IA

pois ||v]| < 1. Logo,

a1 741
[5G} — Ji(w)ol] < kC ( [ Nl = ) (A4)
Como u,(x) — u(x) q.t.p. em €2, entdo observe que

“un’q_lun - !ulq_lu} — 0 q.t.p. em Q

Além disso, observe que

o*

([Fn ) ) = @l u@)| 7)™ < (sl = [l a]) ¥
< (@)l + fu@)|")
< 27 (Jun(@)P" + Ju(@)]*)

E por (A.3)

q

()10 () = ) ()] T )7 < 2% (6% (@) + [ul”) € 11(9)

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos
q—1 a1,
|t T, — |ul — 0
Q
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Por (A.4), temos que

173 (un)v = J5(w)o]| — 0

Portanto, J, é continuo e J, € C* (W, (), R).
Afirmagao A.3 O funcional Js € C'Y(Wy?(Q),R).

Demonstracao: Existéncia da Derivada de Gateaux de Js.

Consideremos ¢ € R tal que 0 < [t| < 1, u,v € W;?(Q) e a funcio

1
:0,1] — R definid -
f:10,1] — R definida por f(s) P

(a) f'(s) = b(@)(Ju + sto]) (u + stv)te;
1 q+1.
<®ﬂD:p+1M@w+mﬂ+,

b(z)|u + stv|P™. Temos que:

1 p+1
(@ﬂ@=5¢7M@W\-

Sendo f diferencidvel em (0, 1), entdo pelo Teorema do Valor Médio, existe
d € (0,1) tal que

ou seja,

b(x)u + toPt —

——b(z)[uPT = b(2)(Ju + otv|P ). (u + Stv).tv

p+1 p+1
1 prl _ |, |l
mb(m) (|u+tv| ; [l ) = b(x)(Ju+ stvP~Y).(u + dtv)v
Assim,
_ ju+ toPth — JuPtt p-1
lliré mb(as) ( ; = b(x)|ulP" uv
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Note que

\]ﬁb@s) (l '“'pﬂ)\ — bl + S0l
< [ole)](jul + 8l [o])?lo
< o(@)(ul + o)l
< Kl + o)l

Como u,v € Wy?(R) e pela imersio continua de W, *(Q) < LP(Q),1 < p <
2* entao, u,v € LPT(Q). Logo, u +v € LPT(Q). Dai, (Ju| + |v|)? € L%(Q)

Assim , pela desigualdade de Holder com os expoentes p e 1%1, temos que

k(lul + [)Plv] € L1(9).

Portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

1 p+1 __ p+1 1
lim —— [ b(x) (]u+tv\ [l ) = /b(x)|u|p_1uv
Q

t—=0p+1 Jo t _p—l—l

Concluimos entao que

Ji(u)v = lim Jalu+ tv) = Jo(u) = / b(x)|ulP~ tuvdr
0

t—0 t

mostrando que existe a derivada de Gateaux de J3 em u com

Jé(u)v:/b(x)]u\pluvdx
Q

para todo u € Wy ().
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Continuidade da derivada de Gateaux de J;

Consideremos (u,) C Wy (Q) tal que u, — u em W,*(Q). Entéo, temos que
Un(z) — u(x) q.t.p. em Qe Ig € L* (Q) tal que (A.5)

lun| < g, para todon € N

Para todo v € W,(Q) com ||v| < 1 temos

[3(un)v — J3(u)v| =

/b(ac)\un|p_1unvdx—/b(x)|u|p_1uvdx

Q Q

= ‘/b(m)(|un|p_1un— lulP~u)vde
Q

< [ @l =l ] o
Q

IN

k:/ | [wn]P "y — |l | |v]da
Q

1
usando Holder para os expoentes L e p+ 1 temos

Ty — Ty Sk( [ Nl = ) ( / \UW)

Como 1 < p < 2*—1 e pela imersdo continua de W, ?(Q) — L5(Q),1 < s < 2*
entdao, W, *(Q) — LP*'. Logo

P

p+1\ p+1
Tiun)o — Ji(w)] < kC ( / et P~ et — [ ) ol

1 2l #
< kC (/ ||un|p_ Uy, — |u|p—1u‘ » ) .
Q

pois ||v]| < 1. Logo,

p1\ 71
195000 = 510l < 40 ([l = a4 ) (A6)
Como u,(z) — u(z) q.t.p. em 2, entdo observe que

|[tnP "y — [uP " u| — 0 g.t.p. em Q
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Além disso, observe que

%

(11 ()P ) = P )| 7)< ([l i )
so@wwmmwﬁ
< 2% (Jun(@)* + [u(@)*)

E por (A.5)

(lln@) P n(@) = u(@)Ptu@)| 7)™ < 2% (62 (@) + ) € 1Y)

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

p+l
/||un|p1un—|u|p1u}p1’ 0
Q

Por (A.6), temos que

13 (un)v — J3(u)v]| — 0

Portanto, Js é continuo e J5 € C*(W,*(R2),R).
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Apéendice B

Resultados Basicos

As definigoes, lemas e teoremas béasicos usados no trabalho estao aqui enunciados.

Lema B.1 Dado um espaco normado E e uma funcao J : E — R, se
lim J(x) = +o0, entao J é limitado inferiormente.

|z|—o0

Demonstragao: De fato, lim Jy(u) = +o0, entdo, para todo M; > 0, existe

lluf|—oo

k > 0, tal que
Ja(u) > My com ||ul| > K.

Agora, para ||u|| < K, temos

1 A 1
- < — - 2 o q+1 o p+1
Ia(u) < |Jx(u)] '2/9\Vu\ dx q—l—l/Q&(x)’u‘ dx p—l—l/ﬂb(x)‘u’ dx
1 A 1
< -\|u|y2+—max|ay/\u|q+1dx+—max\b|/ Pz
2 qg+1 @ Q p+1 @ Q

1
< §IIUII2+01IIUII‘1+1+02HUII”+1
implicando,
—I(u) < ¢

ou seja,

v
|
o

J)\(’U,)
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Teorema B.1 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espago
de Banach, J,F : X — R funcionais de classe C'(X,R) e M = {u € X; F(u) =
0} = F~1({0}) com F'(u) # 0, para todo u € M. Se J é limitado inferiormente
sobre M e existe ug € M tal que

J(up) = inf J(u),

ueM

entdo existe A € R (multiplicador de Lagrange) verificando

J/(Uo) = )\F/(UQ)
Demonstracao: Ver [13].

Teorema B.2 Seja (x,) wma sequéncia fracamente convergente no espago
normado X , isto €, existe v € X tal que x,, — x. Entao:

a) O limite fraco x de (z,,) € dnico;

b) Qualquer subsequéncia de (x,) converge fracamente para x;

c) A sequéncia (x,) € limitada em X.
Demonstragao: Ver [5].

Teorema B.3 Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se (z,,) € uma sequéncia

limitada em X, entdo evistem uma subsequéncia (v,,) C (z,) e v € X tais que

(7y,) 2z em X
Demonstragao: Ver [5].

Teorema B.4 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma sequéncia
de funcoes em L'(Q). Suponhamos que:

W) fulw) = f(2) oty em D ;
b) Eziste g € L*(Q) tal que |f.| < g q.t.p. n € N. Entdao f € L'(Q) e

/andx—>/gfdx.
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Teorema B.5 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q2) e g € LU(Q) com
1 1

l<p<+4ooe—-+—=1. Entao fg € L}(Q) e
p q

[ t9ds <1111,
Q

Demonstragao: Ver [3].

Teorema B.6 (Valor Intermedidrio) Seja f : [a,b] — R continua. Se f(a) <
d < f(b), entdo eziste ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Demonstracao: Ver [15].

Teorema B.7 (Agmon, Douglas, Niremberg) Seja f € L"(Q) com 1 < r < +o0.

Entao existe uma unica uw € W27 (Q) tal que

—Au = f, x €
u=0,r € N

Além disso, existe uma constante C' independente de f e u tal que
lulli (2) < C|flpe-

N _
Em particular, ser > 5e¢ € C(Q) entao existe uma unica solugdo do problema

—Au = f, x e
u=p,x €

Demonstragao: Ver [13].

Teorema B.8 Suponha r > N. Entdo vale a sequinte imersao compacta
W2 (Q) — CHH(9Q)
N
com(O<pu<l——.
r

Demonstragao: Ver [1].
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Teorema B.9 Seja Q C RY um dominio limitado de classe C*®. Se f € uma

fungao limitada, localmente Hélder continua em Q) e o € C(0S2) entdo o problema

—Au = f, x e
u =, x €

tem uma inica solugio u € C* N C(N).
Demonstracao: Ver [11].

Teorema B.10 Seja m > 1 um inteiro e 1 < p < +00. Entao vale as sequintes

imersoes continuas

1 m 1 1
1) se — — — >0 temos W™P — [9(Q) onde — = =
() se -2 (@) onde -~

=213

1
(i1) se — — % =0 temos W™P — L9(Q) para todo q € [p, o)
p

1
(1ii) se — — % < 0 temos W™P — L>(Q).
D

Demonstragao: Ver [1].
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