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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar existência, unicidade, e não decaimento exponencial e o

decaimento polinomial do sistema acoplado de equações de onda abaixo apresentado

(P )



utt −∆u+ ut + αv = 0 em Ω× (0,+∞)

vtt −∆v + αu = 0 em Ω× (0,+∞)

u = v = 0 sobre Γ× (0,+∞)

u(x, 0), v(x, 0) = (u0, v0), em Ω

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1(x), v1(x)) em Ω

Palavras-chaves: Semigrupo, não estabilidade exponencial, decaimento polinomial.



Abstract

In this we study the existence, uniqueness, non exponential stabilization and the polynomial

decay of the following coupled system

(P )



utt −∆u+ ut + αv = 0 in Ω× (0,+∞)

vtt −∆v + αu = 0 in Ω× (0,+∞)

u = v = 0 on Γ× (0,+∞)

u(x, 0), v(x, 0) = (u0, v0), in Ω

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1(x), v1(x)) in Ω

We use semigroup tecnical, Gearhart Theorem and energy method.

Keywords: Semigroup, non exponential stabilization, polynomial decay.



Introdução

Este trabalho tem como objetivo estudar existência, unicidade, não decaimento exponencial e o

decaimento polinomial do sistema acoplado de equações de onda utilizando as Técnicas de Semigrupo,

introduzido na literatura no �nal da década de 1990[14] método esse que se aplica a uma variedade

de problemas dissipativos. O sistema acoplado de equações de onda está representado no problema

(P )



utt −∆u+ ut + αv = 0 em Ω× (0,+∞)

vtt −∆v + αu = 0 em Ω× (0,+∞)

u = v = 0 sobre Γ× (0,+∞)

u(x, 0), v(x, 0) = (u0, v0) em Ω

(u− t(x, 0), vt(x, 0)) = (u1(x), v1(x)) em Ω

onde Ω é um espaço de Rn aberto, limitado com fronteira regular, Γ = ∂Ω, e α é um número real

positivo e su�cientemente pequeno. O modelo acima representa as vibrações de duas membranas

elásticas sujeitas a uma força elástica que atrai uma membrana à outra com o coe�ciente α,[6].

A equação de onda,[16]
utt −∆u = 0 em Ω× (0,+∞)

u = 0 sobre Γ× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em Ω

descreve um sistema conservativo. É também conhecido que a equação de onda com termo de

amortecimento, ([16], [8], [11]).
utt −∆u+ ut = 0 em Ω× (0,+∞)

u = 0 sobre Γ× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em Ω

é exponencialmente estável.

Demonstraremos neste trabalho que o sistema de equações de onda, representado no problema

(P) é bem posto e tem decaimento polinomial.

O sistema representado pelo problema (P) foi estudo por vários autores, dentre eles destacamos,

1



([1], [2]) e suas referências que mostraram que o sistema do problema (P) é bem posto e tem decai-

mento polinomial.

O diferencial é trabalhar com uma nova demonstração de decaimento polinomial, utilizando o

teorema de Gearhart e argumentos de técnicas multiplicativas.

Esta dissertação é composta de três capítulos:

(i) O primeiro capítulo apresenta Teoremas e de�nições da Teoria de Semigrupo importantes para

suporte e o desenvolvimento do trabalho;

(ii) o segundo capítulo trata sobre a existência e unicidade de solução do sistema de equações;

(iii) no terceiro capítulo mostraremos que o problema (P) não é exponencialmente estável.
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Capítulo 1

Teoremas e De�nições Fundamentais

Apresentaremos neste capítulo os principais aspectos da teoria de semigrupos, que usaremos nos

seguintes capítulos

1.1 Alguns Resultados da Teoria de Semigrupo

De�nição 1.1

Seja X um espaço de Hilbert real ou complexo equipado com o produto interno ( , ) e norma

‖ . ‖. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear densamente de�nido sobre X. Dizemos que A

é dissipativo se para algum x ∈ D(A), Re(Ax, x) ≤ 0

De�nição 1.2

Uma família S(t)(0 ≤ t < ∞) de operadores lineares limitadas num espaço de Banach X é

chamado de Semigrupo Fortemente Contínuo se

1. S(0) = I, (I é o operador identidade em X);

2. S(s+ t) = S(s)S(t), ∀t, s ≥ 0;

3. Para cada x ∈ X, S(t)x é contínua em t sobre [0,∞).

Para o semigrupo S(t), de�namos um operador denominado de A cujo domínio éD(A) consistindo

de pontos x tais que o limite

Ax = lim
h→0

S(h)x− x
h

, x ∈ D(A)

existe.
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Dizemos que A é o gerador in�nitesimal do semigrupo S(t). Dado um operador A, se A coincide

com o gerador in�nitesimal de S(t), então dizemos que ele é o gerador in�nitesimal do semigrupo

fortemente contínuo S(t), t ≥ 0.

De�nição 1.3

Dizemos que o semigrupo {S(t) : t ≥ 0} é fortemente contínuo (ou C0- semigrupo) se

lim
t→0+

S(t)x = x,∀x ∈ X (1.1)

a equação ( 1.1) é equivalente a seguinte equação

lim
t→0+

‖ S(t)x− x ‖= 0,∀x ∈ X. (1.2)

De�nição 1.4

Dizemos que o semigrupo {S(t) : t ≥ 0} é uniformemente contínua, se

lim
t→0+

‖ S(t)− I ‖= 0

Chamaremos de classe C0 ou simplesmente semigrupo fortemente contínuo. Esse semigrupo

poderá ser denotado por eAt.

De�nição 1.5

Se {S(t) : t > 0} é um semigrupo fortemente contínuo em X, seu gerador in�nitesimal é o

operador A : D(A) ⊂ X → X de�nido por

Ax = lim
t→0+

S(t)x− x
t

,

onde

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0+

S(t)x− x
t

existe

}

Observe que

Ax = lim
t→0+

S(t)x− x
t

=
d+

dt
S(t)x |t=0 ,

para x ∈ D(A).
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De�nição 1.6

Seja X um espaço de Banach real ou complexo e X∗ seu dual. Indicaremos o valor x∗ ∈ X∗ em

x ∈ X por (x∗, x) ou (x, x∗). Para cada x ∈ X, de�nimos o conjunto dualidade F (x) ⊆ X∗ por

F (x) = {x∗ ∈ X∗, Re < x∗, x >=‖ x ‖2=‖ x∗ ‖2}

Observação 1.1

O teorema de Hahn-Banach assegura que F (x) 6= ∅

De�nição 1.7

Um operador A é dissipativo se para todo x ∈ D(A) existe um x∗ ∈ F (x) tal que Re(Ax, x∗) ≤ 0.

Teorema 1.1

Se {S(t) : t ≥ 0} é um C0-semigrupo, então existem constante ω e M ≥ 0 tal que

‖ S(t) ‖≤Meωt,∀t ∈ [0,∞[

Demonstração:

Vamos inicialmente mostrar que existe η > 0 tal que ‖ S(t) ‖ é limitada, para 0 ≤ t ≤ η. De fato,

caso contrário, existiria uma sequência (tm), com

lim
m→∞

tm = 0 e ‖ S(tm) ‖≥M.

Do teorema da Limitação Uniforme segue que, para algum x ∈ X, a sequência{‖ S(tm)x ‖} é

ilimitada, o que contraria (1, 1). Logo, existem M ≥ 0 e η ≥ 0 tais que

‖ S(t) ‖≤M, para 0 ≤ t ≤ η.

Como ‖ S(0) ‖= 1 e M ≥ 1, seje ω = η−1 logM . Assim M = eωη. Dado t ≥ 0, existem n ∈ IN e
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0 ≤ δ < η, tais que t = nη + δ, ou seja, n =
t

η
− δ

η
e portanto, por propriedade de semigrupo, temos

‖ S(t) ‖ = ‖ S(nη + δ) ‖=‖ S(nη)S(δ) ‖

= ‖ S(η + η + · · ·+ η︸ ︷︷ ︸)S(δ) ‖

n vezes

= ‖ S(η)S(η) · · ·S(η)︸ ︷︷ ︸T (δ) ‖

n vezes

= ‖ [S(η)]nS(δ) ‖=‖ [S(η)]n ‖‖ S(δ) ‖

= ‖ S(η) ‖n‖ S(δ) ‖≤MnM

= M
t
η
− δ
ηM ≤M

t
ηM ≤ eωtM

= Meωt, ∀0 ≤ t <∞

Corolário 1.1

Se {S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo-C0, então para cada x ∈ X, a função t 7−→ S(t)x é contínua

de IR+ em X.

DemonstraçãoVeja [13].

De�nição 1.8

Seja {S(t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo. Segue-se do Teorema 1.1, que existem constantes ω ≥ 0

e M ≥ 1 tais que ‖ S(t) ≤ Meωt, para t ≥ 0. Se ω = 0, ‖ S(t) ‖≤ M , o semigrupo é chamado

uniformemente limitado. No caso, em que ω = 0 e M = 1, o semigrupo é chamado de contrações.

De�nição 1.9

Dizemos que eAt é exponencialmente estável se existe uma constante positiva µ e M ≥ 1 tal que

‖ eAt ‖≤Me−µt, ∀t ≥ 0.

Aqui ‖ . ‖ denota a norma em L(X,X).

De�nição 1.10

Seja A um operador de�nido sobre um espaço de Banach X. Denotaremos por ρ(A) o grupo

resolvente de A

ρ(A) = {λ ∈ C; (λI \ A)−1 ∈ αL(X)}.

Denotaremos por σ(A) o espectro de A, que de�niremos como o complementar de ρ(A) respeito

a C, isto é, σ(A) = C \ ρ(A).

6



De�nição 1.11

Se A é um operador linear em X, não necessariamente limitado, o conjunto resolvente (ρ(A)) de

A é o conjunto de todos os números complexos nλ para os quais λI − A é inversível e (λI − A)−1 é

um operador limitado em X. A família R(λ,A) = (λI −A)−1, λ ∈ ρ(A) é chamada de resolvente de

A.

De�nição 1.12 (Forma Bilinear)

Seja H um espaço de Hilbert real. Um funcional B : H×H → R é chamado uma forma bilinear

se B(., y) é linear para cada y ∈ H e B(x, .) é linear para cada x ∈ H. B é chamado de limitado

(contínuo) se existe uma constante k tal que

| B(x, y) |≤ k ‖ x ‖‖ y ‖, ∀x, y ∈ H.

B é chamado coercivo se existe uma constante δ > 0 tal que

B(x, x) ≥ δ ‖ x ‖2, ∀x ∈ H

Corolário 1.2

Se A é o gerador in�nitesimal de um C0- semigrupo {S(t) : t ≥ 0}, então D(A) é denso em X e

A é um operador linear fechado.

DemonstraçãoVeja [13]

Teorema 1.2

Sejam A0 gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo e D(An) o domínio de An. Então ∩∞n=1D(An).

DemonstraçãoVeja [13]

Teorema 1.3

Dado o operador linear (não limitado) A com domínio D(A) denso no espaço de Hilbert H. Se A

é dissipativo e 0 ∈ ρ(A) ,então A é gerador in�nitesimal de um semigrupo de classe C0 de contrações

em H.

Teorema 1.4

Seja A um operador linear dissipativo em H. Se D(A) = H, então A é fechado (esse teorema

caracteriza a de�nição do operador fechado).[3]
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Teorema 1.5

Seja A dissipativo tal que Im(I − A) = X. Se X é re�exivo então D(A) = X (caracteriza a

densidade do domínio do operador A no espaço da energia H).[3]

Teorema 1.6 (Stone)

A é gerador in�nitesimal de um grupo de classe C0 de operadores unitários num espaço de Hilbert

H se, e somente se, iA é auto-adjunto (A = −A∗). [3]

Teorema 1.7 (Teorema de Lax-Milgram)

Seja B uma forma bilinear, limitada, e coerciva sobre um espaço de Hilbert H. Então para cada

funcional linear contínuo F em H, existe um número u ∈ H tal que

B(x, u) = F (x), ∀x ∈ H

As de�nições e a demonstração do Teorema de Lax-Milgram podem ser encontradas em [1].

Teorema 1.8

Sejam {T (t) : t ≥ 0} um C0- semigrupo e A seu gerador in�nitesimal. Então:

1. ∀x ∈ X, lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (S)xds = T (t)x;

2. ∀x ∈ X,
∫ t

0
T (S)xds ∈ D(A) e A

(∫ t
0
T (S)xds

)
= T (t)x− x;

3. ∀x ∈ D(A) e t ≥ 0, T (t)x ∈ D(A) e d
dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax, ∀t > 0;

4. ∀x ∈ D(A) e t, s ≥ 0, T (t)x− T (S)x =
∫ t
S
T (τ)Axdτ =

∫ t
S
AT (τ)xdτ .

Demonstração 1.1 Ver [13]

Teorema 1.9 (Hille - Yosida)

Um operador linear A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações, se e somente

se

1. A é fechado e D(A) = X;

2. O conjunto resolvente ρ(A) de A contém IR+ e para todo λ > 0

‖ IR(λ,Λ) ‖≤ 1

λ
.

8



Demonstração:

Como A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações {T (t) : t ≥ 0}, então A é

fechado e D(A) = X. Para cada λ > 0 e x ∈ X, seja IR(λ) : X → X de�nido por

IR(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt. (1.3)

Como a função t 7−→ T (t)x é contínua e uniformente limitada em [0,∞), a integral (1.3) ex-

iste como uma integral imprópria, segundo Riemann, e de�ne um operador IR(λ) linear limitado

satisfazendo

‖ IR(λ)x ‖≤
∫ ∞

0

e−λt ‖ T (t)x ‖ dt ≤ 1

λ
‖ x ‖, ∀ λ > 0. (1.4)

Além disso, multiplicando (1.3) por
T (h)− 1

h
, obtemos, para h > 0(

T (h)− 1

h

)
IR(λ)x =

(
T (h)− 1

h

)∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

=
T (h)

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt− 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

=
1

h

∫ ∞
0

e−λtT (h)T (t)xdt− 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

=
1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t+ h)xdt− 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt.

Fazendo a mudança t+ h = s na primeira integral, obtemos(
T (h)− 1

h

)
IR(λ)x =

1

h

∫ ∞
h

e−λ(s−h)T (s)xds− 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

=
eλh

h

∫ ∞
h

e−λtT (t)xdt− 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

=
eλh

h

∫ ∞
h

e−λtT (t)xdt− 1

h

(∫ h

0

e−λtT (t)xdt+

∫ ∞
h

e−λtT (t)xdt

)
=

(
eλh − 1

h

)[∫ 0

h

e−λtT (t)xdt+

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

]
+

1

h

∫ 0

h

e−λtT (t)xdt

=

(
eλh − 1

h

)∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt− eλh

h

∫ h

0

e−λtT (t)xdt. (1.5)

Como o lado direito de (1.5) converge para λIR(λ)x− x, temos IR(λ)x ∈ D(A) e

AIR(λ)x = λIR(λ)x− x. (1.6)

Ou seja,

x = λIR(λ)x− AIR(λ)x = (λI − A)IR(λ)x.

9



Assim (λI − A)IR(λ)x = I, para todo λ > 0. Para cada x ∈ D(A), temos

IR(λ)Ax =

∫ ∞
0

e−λtT (t)Axdt =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

= A

(∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

)
= AIR(λ)x. (1.7)

De(1.6) e (1.7), obtemos IR(λ)(λI − A)x = x, para todo x ∈ D(A). Assim, para λ > 0, IR(λ) é o

inverso de λI − A, e satisfaz a estimativa (1.4).

Os lemas seguintes são fundamentais na demonstração de (1) e (2).

Lema 1.1

Suponha que A satisfaz as condições (1) e (2) do teorema anterior e seja

IR(λ,A) = (λI − A)−1. Então

lim
λ→∞

λIR(λ,A)x = x, ∀x ∈ X.

Demonstração

Suponhamos primeiramente que x ∈ D(A), logo de (1.6) e (1.7), obtemos

‖ λIR(λ,A)x− x ‖ − ‖ AIR(λ,A)x+ x− x ‖=‖ IR(λ,A)Ax ‖ .

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

‖ IR(λ,A)Ax ‖≤‖ IR(λ,A) ‖‖ Ax ‖ .

Pelo item (2) do teorema anterior, temos

‖ IR(λ,A) ‖‖ Ax ‖≤ 1

λ
‖ Ax ‖→ 0,

quando λ → ∞ em D(A) é denso em χ e ‖ λIR(λ,A) ‖≤ 1, então λIR(λ,A)x → x, quando λ → ∞,

para todo x ∈ X.

Para todo λ > 0, consideremos a aproximação de Yosida Aλ de A dada por

Aλ = λAIR(λ,A) = λ(λR(λ,A)− I) = λ2IR(λ,A)− λI) (1.8)

É imediato que, para cada λ > 0, Aλ é um operador linear continuo em X e é consequência

imediata do lema (1.1) e de (1.8), que se x ∈ D(A), então

lim
λ→∞

Aλx = Ax.
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Lema 1.2

Seja A satisfazendo as condições (1) e (2) do teorema anterior. Se Aλ é a aproximação de Yosida

de A, então Aλ, é o gerador in�nitesimal de um semigrupo uniformemente contínuo de contrações

etAλ. Além disso, para cada x ∈ X, λ, µ > 0, temos

‖ etAλx− etAµx ‖≤‖ Aλx− Aµx ‖, ∀t ≥ 0. (1.9)

Corolário 1.3

Seja A o gerador in�nitesimal de um C0- semigrupo de contrações {T (t) : t ≥ 0}. Se Aλ é a

aproximação de Yosida de A, então

T (t)x = lim
λ→∞

etAλx, ∀x ∈ X. (1.10)

Demonstração:

Do teorema anterior, segue que o lado direito de (1.10) de�ne um C0-semigrupo de contrações S(t)

cujo gerador in�nitesimal é A e pela unicidade do gerador in�nitesimal, concluímos que T (t) = S(t).

Corolário 1.4

Seja A o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações {T (t) : t ≥ 0}. O conjunto

resolvente de A contém o semi-plano {λ : IRλ > 0} e para tais λ

‖ IR(λ,A) ‖≤ 1

IRλ
.

Demonstração:

O operador IR(λ)x =
∫∞

0
e−λtT (t)xdt está bem de�nido para λ, satisfazendo IRλ > 0.

Na prova da primeira parte do teorema anterior demonstrado que

IR(λ)
∫∞

0
e−λtT (t)xdt = (λI − A)−1, portanto ρ(A) ⊃ {λ : IRλ > 0} e a estimativa é imediata.

Teorema 1.10

Um operador A é dissipativo se e somente se

‖ (λI − A)x ‖≥ λ ‖ x ‖, ∀x ∈ D(A), λ > 0.
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Demonstração:

Suponhamos que A é dissipativo e sejam λ > 0 e x ∈ D(A). Se x∗ ∈ F (x) e IR < Ax, x∗ >≤ 0,

então

‖ (λI − A)x ‖ · ‖ x ‖=‖ λx− Ax ‖ · ‖ x∗ ‖ . (1.11)

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

‖ λx− Ax ‖ · ‖ x∗ ‖≥ | < λx− Ax, x∗ > | ≥ Re < λx− Ax, x∗ > = Re(< λx− x∗ > − < Ax, x∗ >)

= Re < λx, x∗ > −Re < Ax, x∗ >

= λRe < x, x∗ > −Re < Ax, x∗ > .

Como Re < Ax, x∗ >≤ 0, então

λRe < x, x∗ > −Re < Ax, x∗ >≥ λRe < x, x∗ >= λ ‖ x ‖2 .

portanto,

‖ (λI − A)x ‖ · ‖ x ‖≥ λ ‖ x ‖2 . (1.12)

Como ‖ x ‖6= 0, então de (1.12), segue o resultado.

Reciprocamente, seja x ∈ D(A) e suponhamos que

λ ‖ x ‖≤‖ (λI − A)x ‖, ∀λ > 0.

Sejam y∗λ ∈ F (λx− Ax) e z∗λ =
y∗λ
‖ y∗λ ‖

, então ‖ z∗λ ‖= 1 e

λ ‖ x ‖≤‖ λx− Ax ‖=‖ λx− Ax ‖ · ‖ z∗λ ‖=< λx− Ax, z∗λ > = 〈λx, z∗λ〉 − 〈Ax, z∗λ〉

= λRe〈x, z∗λ〉 −Re〈Ax, z∗λ〉

≤ λRe|〈x, z∗λ〉| −Re〈Ax, z∗λ〉.

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

λRe|〈x, z∗λ〉| −Re〈Ax, z∗λ〉 ≤ λ ‖ x ‖ · ‖ z∗λ ‖ −Re〈Ax, z∗λ〉 = λ ‖ x ‖ −Re〈Ax, z∗λ〉.

Logo, λ ‖ x ‖≤ λ· ‖ z∗λ −Re〈Ax, z∗λ〉, ∀λ > 0. Portanto

Re〈Ax, z∗λ〉 ≤ 0. (1.13)
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Dividindo a desigualdade(1.13) por λ > 0, obtemos

‖ x ‖≤ Re〈Ax, z∗λ〉 −
1

λ
Re〈Ax, z∗λ〉,

o que resulta em

Re〈x, z∗λ〉 ≥‖ x ‖ +
1

λ
Re〈Ax, z∗λ〉 =‖ x ‖ −1

λ
Re|〈Ax, z∗λ〉|.

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

‖ x ‖ −1

λ
Re|〈Ax, z∗λ〉| ≥‖ x ‖ −

1

λ
‖ Ax ‖ · ‖ z∗λ ‖ .

Assim,

Re〈x, z∗λ ≥‖ x ‖ −
1

λ
‖ Ax ‖ · ‖ z∗λ ‖ . (1.14)

Como a bola unitária em X∗ é compacta na topologia fraca, {z∗λ : λ > 0}, possui um ponto de

acumulação z∗ ∈ X∗, com ‖ z∗ ‖≤ 1. De (1.13) e (1.14) segue que Re〈Ax, z∗〉 ≤ 0 e Re〈x, z∗〉 ≥‖ x ‖.

Porém Re〈x, z∗〉 ≤ |〈x, z∗〉| ≤‖ x ‖, portanto

Re〈x, z∗〉 =‖ x ‖ .

Fazendo x∗ =‖ x ‖ z∗, temos que x∗ ∈ F (x). De fato, temos

Re〈x∗, x〉 = Re〈‖ x ‖ z∗, x〉 =‖ x ‖ Re〈z∗, x〉 =‖ x ‖ · ‖ x ‖=‖ x ‖2 .

Daí vem que ‖ x∗ ‖=‖‖ x ‖ z∗ ‖=‖ x ‖ · ‖ z∗ ‖=‖ x ‖. Portanto x∗ ∈ F (x).

Mostraremos, agora, que Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0. De fato, sabemos que Re〈Ax, z∗〉 ≤ 0, logo

Re

〈
Ax,

x∗

‖ x ‖

〉
≤ 0. Ou ainda, 1

‖x‖Re〈Ax, x
∗〉 ≤ 0. Portanto Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0, e assim A é dis-

sipativo.

Teorema 1.11 (Lumer-Phillipis) Seja A um operador linear em X com domínio D(A) denso em

X.

i Se A é dissipativo e existe um λ0 > 0 tal que a imagem, R(λ0I − A) = X, então A é o gerador

in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações em X.

ii Se A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações sobre X, então R(λI −A) = X,

para todo λ > 0 e A é dissipativo. Além disso, para todo x ∈ D(A) e todo x∗ ∈ F (x), temos

que Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0.
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Demonstração:

(i) Seja λ > 0, sendo A dissipativo temos

‖ (λI − A)x ‖≥ λ ‖ x ‖, ∀ ∈ D(A). (1.15)

Visto que R(λ0I − A) = X, de (1.15) com λ = λ0, segue-se que (λ0I − A)−1 é um operador linear

limitado e, portanto fechado. Então λ0I − A é fechado e assim A é fechado.

Se R(λI − A) = X, para todo λ > 0, então de (1.15) segue que ρ(A) ⊇]0,∞[ e

‖ R(λ,A) ‖≤ 1

λ
.

Do teorema de Hille-Yosida segue que A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de con-

trações em X.

Para completar a prova de (i) resta mostrar que R(λIA) = X, para todo λ > 0. Consideremos o

conjunto Λ = {λ; 0 < λ <∞ e R(λI −A) = X}. Se λ ∈ Λ, então por (1.15), λ ∈ ρ(A). A interseção

desta vizinhança com a reta real está contida em Λ e, portanto Λ é aberto. Por outro lado, seja

λn ∈ Λ, λn → λ, com λ > 0. Para cada y ∈ X, existe xn ∈ D(A) tal que

λnxn − Axn = y (1.16)

De (1.16) segue que ‖ xn ‖≤ 1
λn
‖ y ‖≤ C, para alguma constante C > 0. Assim

λm ‖ xn − xm ‖≤‖ λm(xn − xm)− A(xn − xm) ‖≤ |λn − λm| ‖ xn ‖≤ C|λn − λm|.

Portanto {xn} é uma sequência de Cauchy em D(A). Logo, existe x ∈ X tal que xn → x. Então

de (1.16), Axn → λx− y. Como A é fechado, x ∈ D(A) e λx− y = Ax. Portanto, R(λI − A) = X.

Assim, Λ também é fechado em (0,∞) e como λ0 ∈ Λ por hipótese, segue que Λ = (0,∞).

(ii) Se A é gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações T (t) em X, então pelo teorema

de Hille-Yosida, ρ(A) ⊃]0,∞[ e portanto R(λIA) = X, para todo λ > 0. Além disso, se x ∈ D(A) e

x∗ ∈ F (x), então

|〈T (t)x, x∗〉| ≤‖ T (t)x ‖ · ‖ x∗ ‖≤‖ x ‖2 .

Como

Re〈T (t)x− x, x∗〉 −Re〈T (t)x, x8〉 −Re〈x, x8〉,

Re〈T (t)x, x∗〉 ≤ 〈T (t)x, x∗〉 ≤‖ x ‖2, 〈x, x∗〉 =‖ x ‖2,

então

Re〈T (t)x, x∗〉 −Re〈x, x∗〉 ≤ 0. (1.17)
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Dividindo (1.17) por t > 0 e fazendo t→∞, obtemos Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0.

Corolário 1.5 Seja A um operador com domínio D(A) denso em um espaço de Hilbert H. Se A é

dissipativo e 0 ∈ ρ(A), então A é o gerador in�nitesimal de um semigrupo de contração de classe C0

sobre H.

Demonstração: Ver [1]

O teorema de Gearhart é fundamental na demonstração do principal resultado deste trabalho.

Teorema 1.12 (Gearhart) Seja S(t) = eAt um semigrupo de contrações de classe C0 sobre um

espaço de Hilbert H. Então S(t) é exponencialmente estável se e somente se

ρ(A) ⊇ {iβ : β ∈ IR} ≡ iIR

e

lim
|β|→∞

‖ (iβI − A)−1 ‖H<∞.

Demonstração: veja [5].

1.2 Propriedades Assintóticas de um Semigrupo

Teorema 1.13 Seja −A ∈ G(H,M, 0) com A invertível. Se T (t) é o semigrupo gerado pelo operador

A no espaço H (de Hilbert), então para todo Y > 0 são equivalentes:

(i) ||T (t)A−y||L(H) ≤
C

tβ
, ∀t > 0;

(ii) ||T (t)A−yα||L(H) ≤
C

tαβ
, ∀α > 0;

Demonstração:

Será feita para β = 1 pois o caso geral é análogo.Vamos supor inicialmente que (i) acontece,então

temos

||T (t)A−ηy|| = ||[T (
t

η
)A−Y ]η|| ≤ (C)η

t
η

=
(Cη)

tη
(1.18)

Seja θ ∈ (0, 1). Então

||T (t)A−ηY θ|| = ||AηY (1−θ)T (t)θA−ηY (1−θ)A−ηY θ|| ≤ ||AηY T (t)A−ηy||1−θ||T (t)A−ηY ||θ

Usando (1.18) e o fato de ||T (t)|| ≤M , segue que

||T (t)A−ηY θ|| ≤ C ′(η)

tηθ
∀t > 0, η ∈ N, θ ∈ (0, 1) (1.19)
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Para α > 0 e η > α, de�nimos θ := α
η
. Segue que θ ∈ (0, 1) e de (1.19) temos

||T (t)A−Y α|| ≤ C(n)

tα
, ∀t ∈ R

Suponhamos agora que (ii) acontece. Fazendo σ := Y α, segue da hipótese que

||T (t)A−σ|| ≤ C(α)

tα
, ∀t > 0 (1.20)

Usando (1.20), temos

||T (t)A−ησ|| = ||T (
t

η
)Aσ]|| ≤ C(α)

tηα
, ∀ t > 0, η ∈ N (1.21)

Seja θ ∈ (0, 1). De (1.21), temos

||T (t)A−ησθ|| ≤ ||AησT (t)Aησ||1−θ||T (t)A−ησ||θ ≤ C(α)

tηαθ
(1.22)

Tomando α > 0 tal que η > 1
α
e de�nindo θ := 1

ηα
, temos

θ ∈ (0, 1), ησθ = Y, ηαθ = 1

De (1.22) segue que (i) acontece.

De�nição 1.13

Dizemos que eAt é analítico se eAt admite uma extensão T (λ) para λ ∈ ∆e, onde

∆θ = {λ ∈ C; | argλ |< e}, para algum θ > 0 tal que λ→ T (λ) é analítica e

1. limλ→0 ‖ T (λ)z − z ‖= 0, ∀z ∈ X, λ ∈ ∆θ;

2. T (λ+ µ) = T (λ)T (µ), ∀λ, µ ∈ ∆θ, ou equivalentemente, existe uma constante k > 0 tal que

‖ AeAt ‖≤ kt−1,∀t > 0.

De�nição 1.14

Seja A um operador num espaço de Banach X. Chamaremos de cota superior do espectro de A

ao valor

wσ(A) = sup{Reλ;λ ∈ σ(A)}
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De�nição 1.15

Seja A o gerador in�nitesimal do semigrupo eAt de classe C0. Diremos que w0(A) é o tipo do

semigrupo gerado por A se

w0(A) = lim
t→∞

ln ‖ eAt ‖
t

= inf
t>0

ln ‖ eAt ‖
t

Dizemos que o semigrupo eAt de classe C0 possui a propriedade do crescimento determinada pelo

espectro se

wσ(T ) = w0(A)

De�nição 1.16

Seja X e Y espaços métricos. Então T : D(T )→ Y com domínio D(T ) ⊂ X é dito uma aplicação

aberta, se para todo conjunto aberto de D(T ) a imagem é um conjunto aberto de Y

Teorema 1.14 Se T(t) é um semigrupo analítico com gerador in�nitesimal A de�nido num espaço

X, então

T (t)x ∈ D(A∞) = ∩∞t=0D(Ai) ∀x ∈ X

De fato, sendo T ′(t) = AT (t),segue que T n(t) = AnT (t). Logo,para todo x ∈ X, tem-se

||AnT (t)x|| = ||T n(t)x|| ≤ ||T ′
(
t

n

)n
x|| ≤ ||T ′

(
t

n
x

)
||n

Podemos ver que

||T ′(t)|| ≤ C

t

Portanto segue

||AnT (t)x|| ≤ cnn

tn
||x||n

Donde segue o resultado. Nestas condições dizemos que T possui efeito regularizante.

O teorema seguinte nos dá a condição necessária e su�ciente para determinar quando a taxa de

crescimento do semigrupo é determinada pela cota superior do espectro.
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Teorema 1.15 Seja A o gerador in�nitesimal de um semigrupo C0 sobre um espaço de Hilbert.

Então temos que

w0(A) = wσ(A)

se ,e somente se, para todo ε < 0, existe Mε tal que

||(λI − A)−1|| ≤Mε ∀ Reλ ≥ wσ(A) + ε

O teorema (1.15) nos diz que basta determinar a cota superior do espectro para encontrar a

melhor taxa de decaimento. Quando essa propriedade é válida, diz-se que o semigrupo possui a

propriedade do crescimento determinada pelo espectro (PCDE). Se A gera um semigrupo analítico

e se a cota superior do espectro for negativa, então temos decaimento exponencial, [3].

Teorema 1.16 Seja A o gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico T (t).

Se wσ(T ) < 0, então existem constantes M ≥ 1 e µ > 0 tal que:

||T (t)|| ≤Meµt

Demonstração:

Sendo A um gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico, existem constantes w ≥ 0, M ≥ 1,

δ > 0 e uma vizinhança V de λ = w tal que

ρ(A) ⊃
∑

= {λ; |arg(λ− w)| < π

2
+ δ}UV

e

||R(λ;A)|| ≤ M

|λ− w|
para λ ∈

∑
Além disso,

T (t) =
1

2πi

∫
τ

eλtR(λ;A)dλ (1.23)

onde τ é formado por

τ1 = {λ = ρeiθ + w; ρ ≥ 0,
π

2
< θ <

π

2
+ δ}

e τ2 = {λ = ρe−iθ + w; ρ ≥ 0, π
2
< θ < π

2
+ δ} e é orientado de tal forma que limλ cresça ao

longo de τ . A convergência em (1.23) para t > 0 é na topologia uniforme do operador. Por hipótese,

temos que R(λ;A) é analítico numa vizinhança de

∆ = {λ; Reλ > σ1, |arg(λ− w)| ≥ θ
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onde 0 > σ1 > wσ(T ). Do teorema de Cauchy segue que τ em (1.23) pode ser mudado sem variar o

valor da integral para a trajetória τ onde τ ′ é composta por

τ ′1 =

{
λ = ρeiθ + w : ρ ≥ w − σ1

| cos θ|

}
τ ′2 = {Reλ = σ1 : |Imλ| ≤ (w − σ1)| tan θ|}

τ ′3 =

{
λ = ρe−iθ + w : ρ ≥ w − σ1

| cos θ|

}
e é orientada de tal forma que Imλ cresça ao longo de τ ′. Portanto,

T (t) =
1

2π
i

∫
τ ′
eλtR(λ;A)dλ

Estimando ||T (t)|| sobre τ ′i onde i = 1, 2, 3 encontramos para t ≥ 1 e alguma constante M1, que

||T (t)|| ≤M1e
σ1t.

Desde que

||T (t)|| ≤M2 para 0 ≤ t ≤ 1,

então temos

||T (t)|| ≤Meσ1t para t ≥ 0

Donde segue a conclusão.

Observação: Na prova do teorema (1.16), [3], temos decaimento exponencial da forma

||T (t)|| ≤M1e
−σ1t para todo wσ(T ) < σ1 < 0. Em particular, para σ1 = wσ(T ) + ε , com ε > 0 muito

pequeno, temos decaimento exponencial com taxa dada pela cota superior do espectro.Em outras

palavras temos o seguinte resultado:

Teorema 1.17 Se T (t) é um semi grupo analítico com gerador in�nitesimal A, então T possui a

propriedade do crescimento determinada pelo espectro.

O teorema nos diz que se um semi grupo é analítico, então temos decaimento exponencial da

solução do sistema com a melhor taxa de decaimento.
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Capítulo 2

Existência e Unicidade de Solução

2.1 Sistema Acoplado de Equações de Onda

Neste capítulo estudaremos a existência, a unicidade do sistema acoplado de equações de onda

fracamente dissipativo descrito em (P)

(P )



utt −∆u+ ut + αv = 0 em Ω× (0,+∞)

vtt −∆v + αu = 0 em Ω× (0,+∞)

u = v = 0 sobre Γ× (0,+∞)

u(x, 0), v(x, 0) = (u0, v0), em Ω

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1(x), v1(x)) em Ω

Sendo Ω um conjunto aberto limitado de IRn com fronteira regular, isto é, Γ = ∂Ω, onde u, v

são deslocamentos verticais e α é um número real positivo su�cientemente pequeno. Temos como

condição de contorno

u = v = 0 sobre Γ× (0,∞)

e as condições iniciais são: u(x, 0), v(x, 0) = (u0, v0), em Ω

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1(x), v1(x)) em Ω

Consideremos o espaço de Hilbert

H = H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω) (2.1)

munido com o seguinte produto interno

< U, V >=

∫
Ω

[∇u1 · ∇v1 +∇u2 · ∇v2 + α(u1v2 + u2v1)] dx+

∫
Ω

[u3v3 + u4v4] dx (2.2)
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onde:

U = (u1, u2, u3, u4)T e V = (v1, v2, v3, v4)T .

O funcional de energia E : H → IR, associado ao problema (P) citado acima é de�nido por

E(t) =
1

2

∫
Ω

u2
tdx+

1

2

∫
Ω

v2
t dx+

1

2

∫
Ω

|∇u|2dx+
1

2

∫
Ω

|∇v|2dx+ α

∫
Ω

uvdx (2.3)

A norma utilizada neste trabalho é:

‖ U ‖2
H≥

∫
Ω

|u(x)|2dx para todo u ∈ H1
0 (Ω) (2.4)

Consideremos o operador A : D(A) ⊂ H → H de�nido no espaço de energia H com domínio

de�nido por:

D(A) = (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))2 × (H1

0 (Ω))2 (2.5)

(2.6)

O operador A é de�nido por

A =


0 0 I 0

0 0 0 I

∆ −αI −I 0

−αI ∆ 0 0


Reescrevendo o sistema acoplado, cujas equações estão no problema (P) acima citado, da seguinte

forma: fazendo ϕ = ut e ψ = vt temos o problema de valor inicial ou problema de Cauchy

dU(t)

dt
= AU(t)

U(0) = U0

com U = (u, v, ϕ, ψ)T e U0 = (u0, v0, u1, v1)T .

Usando o produto interno (2.5), obtermos

< U, V > =

∫
Ω

∇ϕ · ∇udx+

∫
Ω

∇ψ · ∇vdx+ α

∫
Ω

ϕvdx+ α

∫
Ω

ψudx+

∫
Ω

∆uϕdx+

∫
Ω

−ϕ2dx

−α
∫

Ω

vϕdx+

∫
Ω

∆vψdx− α
∫

Ω

uψdx

=

∫
Ω

∇ϕ · ∇udx+

∫
Ω

∇ψ · ∇vdx+ α

∫
Ω

ϕvdx+ α

∫
Ω

ψudx−
∫

Ω

∇u · ∇ϕdx

−
∫

Ω

∇v · ∇ψdx−
∫

Ω

ϕ2dx−
∫

Ω

vϕdx−
∫

Ω

uψdx

= −
∫

Ω

|ϕ|2dx ≤ 0

Ou seja, A é um operador dissipativo.
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2.2 Existência de Solução do Sistema Acoplado (P)

Usando os resultados: D(A) é denso em H e o operador A é dissipitavo, podemos demonstrar a

existência de solução usando o teorema anterior.

O teorema a seguir prova que o sistema acoplado tem solução única.

Teorema 2.1 O operador A é um gerador in�nitesimal de semigrupo, S(t), C0 de contrações sobre

o espaço H.

Demonstração

Como D(A) é denso em H( espaço de Hilbert) e A é um operador dissipativo, então para

demonstrar o teorema enunciado, é su�ciente provar que 0 ∈ ρ(A). De fato, da equação resolvente

λU − AU = F , considere F = (f1, f2, f3, f4) ∈ H (espaço de Hilbert).

Fazendo λ = 0, temos

−AU = F

onde U = (u, v, ϕ, ψ). Substituindo na equação acima os valores de U , A e F podemos escrever

ϕ = f1 (2.7)

ψ = f2 (2.8)

∆u− ϕ− αv = f3 (2.9)

∆v − αu = f4 (2.10)

Como f1 e f2 ∈ H1
0 (ω) segue ϕ, ψ ∈ H1

0 (Ω).

Substituindo os valores de ϕ e ψ nas equações (2.9) e (2.10) e escrevendo convenientemente, temos

∆u− ϕ− αv = f1 + f3 (2.11)

∆v − αu = f4 (2.12)

Multiplicando as equações (2.11) e (2.12) por θ1, θ2 ∈ H1
0 (Ω) respectivamente,∫

Ω

∆uθ1dx− α
∫

Ω

vθ1dx =

∫
Ω

(f1 + f3)θ1dx (2.13)∫
Ω

∆vθ2dx− α
∫

Ω

uθ2dx =

∫
Ω

f4θ2dx (2.14)

Aplicando a fórmula de Green e somando as equações acima temos a seguinte equação

∫
Ω

∇u · ∇θ1dx+

∫
Ω

∇v · ∇θ2dx+ α

∫
ω

(uθ2 + vθ1)dx =

∫
Ω

[(f1 + f3)θ1 + f4θ2]dx (2.15)
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A equação (2.15) dá origem ao seguinte problema variacional b((u, v), (θ1, θ2)) = χ(θ1, θ2), ∀ θ1,

θ2 ∈ H1
0 (Ω) utilizado para determinar

u, v ∈ H1
0 (Ω)

fazendo

b((u, v), (θ1, θ2)) =

∫
Ω

∇u · ∇θ1dx+

∫
Ω

∇v · ∇θ2dx+ α

∫
ω

(uθ2 + vθ1)dx (2.16)

χ(θ1, θ2) =

∫
Ω

[(f1 + f3)θ1 + f4θ2]dx (2.17)

Escrevendo convenientemente a equação (2.17)

χ : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)→ R

(θ1, θ2)→ χ(θ1, θ2) =

∫
Ω

[(f1 + f3)θ1 + f4θ2)]dx

=

∫
Ω

(f1 + f3)θ1dx+

∫
Ω

f4θ2dx

Mostramos que χ é linear

χ(α(θ1, θ2) + β(ϕ1, ϕ2)) = χ(αθ1 + βϕ1, αθ2 + βϕ2)

=

∫
Ω

(f1 + f3)(αθ1 + βϕ1)dx+

∫
Ω

f4θ2(αθ2 + βϕ2)dx

= α

∫
Ω

(f1 + f3)θ1dx+ β

∫
Ω

(f1 + f3)ϕ1dx+ α

∫
Ω

f4θ2dx+ β

∫
Ω

f4ϕ2dx

= α

∫
Ω

(f1 + f3)θ1dx+ α

∫
Ω

f4θ2dx+ β

∫
Ω

(f1 + f3)ϕ1dx+ β

∫
Ω

f4ϕ2dx

= αχ(θ1, θ2) + βχ(ϕ1, ϕ2) ∀ α, β ∈ R e θ1, θ2, ϕ1, ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)

que χ é contínua

|χ(θ1, θ2)| = |
∫

Ω

(f1 + f3)θ1dx+

∫
Ω

f4θ2dx| (2.18)

≤ |
∫

Ω

(f1 + f3)θ1dx|+ |
∫

Ω

f4θ2dx| (2.19)

≤
∫ b

a

|(f1 + f3)||θ1|dx+ |
∫ b

a

|f4||θ2|dx (2.20)

≤ |(f1 + f3)|L2Ω)|θ1|L2(Ω) + |f4|L2(Ω)|θ2|L2(Ω) (2.21)

Fazendo

|(f1 + f3)|L2(Ω) = C1 e |f4|L2(Ω) = C2

e usando a desigualdade de Poincaré obtemos

|X(θ1, θ2)| ≤ C1|θ1|L2(Ω) + C2|θ2|L2(Ω) (2.22)

≤ (C1||θ1||+ C2||θ2||)H1
0 (Ω) (2.23)
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escrevendo convenientemente a equação (2.16)

b : [H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)]2 → IR

((u, v)(θ1, θ2)) → b(u, v)(θ1, θ2) =

∫
Ω

∇u · ∇θ1dx+

∫
Ω

∇v∇θ2dx+ α

∫
Ω

(uθ2 + vθ1)dx

Mostraremos que b é linear

b((u, v)(θ1, θ2)) =

∫
Ω

∇u · ∇θ1dx+

∫
Ω

∇v∇θ2dx+ α

∫
Ω

(uθ1 + vθ2)dx

≤
(∫

(Ω)

|∇u|2
) 1

2
(∫

Ω

|∇θ1|2dx
) 1

2

+

(∫
Ω

|∇v|2dx
)(∫

Ω

|∇θ2|2dx
) 1

2

+α

(∫
Ω

u2dx

) 1
2
(∫

Ω

θ2
2dx

) 1
2

+ α

(∫
Ω

v2dx

) 1
2
(∫

Ω

θ2
1dx

) 1
2

Usando a desigualdade

2ab ≤ a2 + b2

obtemos que b é limitado

|b(u, v), (θ1, θ2)| ≤ c(‖ u ‖2
H1

0 (Ω) + ‖ v ‖2
H1

0 (Ω)

(
‖ θ1 ‖2

H1
0 (Ω) + ‖ θ2 ‖2

H1
0 (Ω)

)
, ∀(θ1, θ2) ∈ H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω).

Veri�camos também que além de ser linear e limitado b é coercivo

b((u, v)(u, v)) = (‖ u ‖2
H1

0
+ ‖ v ‖2

H1
0

+2α

∫
Ω

uvdx ≥ β(‖ u ‖2
H1

0
+ ‖ v ‖2

H1
0
)

onde β é uma constante pequena e positiva.

Logo pelo Teorema de Lax Milgran o problema variacional tem solução única

(u, v) ∈ (H1
0 (Ω))2

Usando regularidade elíptica [12] segue-se que

(u, v) ∈ (H1
0 (Ω) ∩H1

0 (Ω))2

Finalmente, segue que existe uma única U ∈ D(A), portanto 0 ∈ ρ(A). Logo A é o gerador

in�nitesimal de um semigrupo C0 de contrações.
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Capítulo 3

Falta de Decaimento Exponencial e

Estabilidade Polinomial

3.1 Falta de Decaimento Exponencial

Aqui usaremos condições necessárias e su�cientes por ser o semigrupo C0 de contrações, expo-

nencialmente estável no espaço de Hilbert. Este resultado foi obtido por Gearhart[5] e Huang[9]

independentemente. Para isso considere o problema espectral

 −∆wν = λνwν em Ω

wν = 0 em Γ

onde (λν)ν∈N é crescente e

lim
ν→∞

λν =∞

O teorema seguinte nos dá as condições necessárias e su�cientes para que o semigrupo C0 de

contrações seja exponencialmente estável, isto é que o resolvente de A contém o eixo imaginário e a

norma do operador ‖ (iβI − A)−1 ‖ seja limitado.

Teorema 3.1 (Gearhart) Seja S(t) = eAt o semi grupo C0 de contrações no espaço de Hilbert.

Então S(t) é exponencialmente estável se somente se

ρ(A) ⊂ {iβ : β ∈ IR} ≡ iIR e

lim
|β|→∞

||(iβI − A)−1|| <∞

onde ρ(A) é o resolvente de A. Usaremos o teorema (3.1) para provar a falta de estabilidade do

semigrupo S(t) demonstrando o teorema seguinte.
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Teorema 3.2 Seja S(t) o semi grupo −C0 de contrações gerado por A, e

E1(t) := E1(t, u, v) =
1

2

∫
Ω

(u2
t + |∇u|2 + v2

t + |∇v|2 + 2αuv)dx

E2(t) := E1(t, u, v), E3(t) := E1(t, utt, vtt)

as energias associadas a (P). Então, segue que:

(i) S(t) não é exponencialmente estável, mas

(ii) Existe uma constante positiva d, tal que

E1(t) ≤ d

t

3∑
j=1

Ej(0), para todo t > 0.

DemonstraçãoPara provar (i), usamos o Teorema (3.1). Façamos F = (f1, f2, f3, f4) ∈ H e

U(u, v, ϕ, ψ). Buscamos a solução do sistema,

iλU − AU = F,

isto é


iλu

iλv

iλϕ

iλψ

−


ϕ

ψ

∆u− αv − ϕ

∆v − αu

 =


f1

f2

f3

f4

 (3.1)

ou, de forma

iλu− ϕ = f1

iλv − ψ = f2

iλϕ−∆u+ αv + ϕ = f3 (3.2)

iλψ −∆v + αu = f4

z Consideremos u = awν , v = bwν , ϕ = cwν e ψ = dwν , com a, b, c, d ∈ C. Então fazendo

f1 = f2 = 0 e f3 = f4 = wν em (3.2) e usando o problema espectral (3.1) obtemos

iλu = ϕ

iλv = ψ (3.3)

−λ2awν + aλνwν + αbwν + cwν = wν

−λ2bwν + bλνwν + αawν = wν
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Somando as duas últimas igualdade das equações (3.3), obtemos

−λ2(a+ b)wν + (a+ b)λνwν + α(a+ b)wν + cwν = 2wν (3.4)

Escolhendo λ =
√
λν + α, e usando na equação (3.4), obtemos c = 2. Logo de forma análoga

obtemos

a = − 2i√
λν + α

b = −
(

2i√
λν + α

+
1

α

)
c = 2

d = −
(
−2α− i

√
λν + α

α

)
Portanto

u = − 2i√
λν + α

wν ,

v = −
(

2i√
λν + α

+ α +
1

α

)
wν (3.5)

ϕ = 2wν

ϕ = −
(
−2α + i

√
λν + α

α

)
wν

Vamos mostrar que

||U ||H →∞, quando ν →∞.

De fato, de (3.5), temos que

‖ U ‖2
H =

∫
Ω

∣∣∣∣( −2i√
λν + α

∇wν
)∣∣∣∣2 dx+

∫
Ω

∣∣∣∣( 2i√
λν + α

+
1

α

)
∇wν

∣∣∣∣2 dx
+2α

∫
Ω

(
−2i√
λν + α

wν

)(
2i

λν + α

)
wνdx+

∫
Ω

∣∣∣∣(−2α + i
√
λν + α

α

)∣∣∣∣2 dx→∞ (3.6)

quando ν →∞. Lembrando que

iλU − AU = F

U(iλI − A) = F

U = (iλI − A)−1F

Segue de (3.6) e do teorema (3.1) que S(t) não é exponencialmente estável.

27



3.2 Decaimento Polinomial

Nesta secção mostraremos que a energia associada ao problema (P) decai polinomialmente. Para

isto usaremos o método de energia combinado com algumas desigualdades básicas.

Demonstraremos agora a parte (ii) do teorema ( 3.1). Multiplicando as equações acopladas do

problema (P) por ut e vt respectivamente, integrando em Ω e aplicando a fórmula de Grenn, obtemos∫
Ω

uttutdx−
∫

Ω

∆uutdx+

∫
Ω

αvutdx+

∫
Ω

ututdx = 0 (3.7)∫
Ω

vttvtdx−
∫

Ω

∆vvtdx+

∫
Ω

αuvtdx = 0 (3.8)

Somando as equações (3.7) e (3.8) temos∫
Ω

uttutdx+

∫
Ω

vttvtdx−
∫

Ω

∆uutdx−
∫

Ω

∆vvtdx+ α

∫
Ω

vutdx+ α

∫
Ω

uvtdx = −
∫

Ω

u2
tdx (3.9)

Analisando convenientemente os termos da equação (3.9)

1

2

d

dt

∫
Ω

u2
tdx+

1

2

d

dt

∫
Ω

v2
t dx+

1

2

d

dt

∫
Ω

|∇u|2dx+
1

2

d

dt

∫
Ω

|∇v|2dx+
1

2

d

dt

∫
Ω

2αuvdx =

∫
Ω

u2
tdx(3.10)

Reorganizando os termos em (3.10)

d

dt

{
1

2

∫
Ω

(u2
t + v2

t + |∇u|2 + |∇v|2 + 2αuv)dx

}
= −

∫
Ω

u2
tdx

Conhecendo a de�nição de E1(t), temos que

d

dt
E1(t) = −

∫
Ω

u2
tdx (3.11)

Voltando às equações acopladas do problema (P)

utt −∆u+ ut + αv = 0

vtt −∆v + αu = 0

Derivando-as em relação à t e multiplicando por utt e vtt respectivamente, integrando e somando

as equações chegamos a equação (3.12)∫
Ω

uttt · uttdx+

∫
Ω

vtttvttdx−
∫

Ω

∆ututtdx−
∫

Ω

∆vtvttdx+

∫
Ω

u2
ttdx+

∫
Ω

αutvttdx+

∫
Ω

αvtuttdx = 0

(3.12)

Analisando convenientemente os termos da equação acima, usando a fórmula de Green obtemos

1

2

d

dt

∫
Ω

u2
ttdx+

1

2

d

Dt

∫
Ω

v2
ttdx+

1

2

d

dt

∫
Ω

|∇ut|2dx+
1

2

d

dt

∫
Ω

|∇vt|2dx+
1

2

d

dt

∫
Ω

2αutvtdx = −
∫

Ω

u2
ttdx
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Por de�nição

E2(t) =
1

2

∫
Ω

(u2
tt + v2

tt + |∇ut|2 + |∇vtt|2 + 2αutvt)dx

Portanto

d

dt
E2(t) := −

∫
Ω

u2
ttdx (3.13)

Voltando as equações do problema (P), derivando duas vezes em relação à t, multiplicando por

uttt e vttt respectivamente, integrando e somando as equações obtemos∫
Ω

uttttutttdx−
∫

Ω

∆uttutttdx−
∫

Ω

∆vttvtttdx+

∫
Ω

utttutttdx+

∫
Ω

α(uttvttt + vttuttt)dx = 0 (3.14)

Analisando convenientemente cada termo da equação (3.14), aplicando a fórmula de Green obte-

mos

1

2

d

dt

∫
Ω

u2
tttdx+

1

2

d

dt

∫
Ω

v2
tttdx+

1

2

d

dt

∫
Ω

|∇utt|2dx+
1

2

d

dt

∫
Ω

|∇vtt|2dx+
1

2

d

dt

∫
Ω

2αuttvttdx = −
∫

Ω

u2
tttdx

Por de�nição

E3(t) =
1

2

∫
Ω

(u2
ttt + v2

ttt + |∇utt|2 + |∇vtt|2 + 2αuttvtt)dx

Logo

d

dt
E3(t) := −

∫
Ω

u2
tttdx (3.15)

Determinando outras funcionais para controlar alguns termos. Derivando a primeira equação do

problema (P) em relação à t, multiplicando por vt e integrando em Ω, obtemos∫
Ω

utttvtdx−
∫

Ω

∆utvtdx+

∫
Ω

uttvtdx+

∫
Ω

αvtvtdx = 0 (3.16)∫
Ω

utttvtdx−
∫

Ω

∆utvtdx+

∫
Ω

uttvtdx = −α
∫

Ω

v2
t dx

(3.17)

Usando a fórmula de Green e notando que:

d

dt

∫
Ω

uttvtdx =

∫
Ω

utttvdx+

∫
Ω

uttvtdx

d

dt

(∫
Ω

∇ut∇vdx
)

=

∫
Ω

∇utt · ∇vdx+

∫
Ω

∇ut · ∇vtdx

obtemos

d

dt
ϕ1(t) =

∫
Ω

∇utt · ∇vdx+

∫
Ω

uttt · vdx−
∫

Ω

uttt · vtdx− α
∫

Ω

|vt|2dx,
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onde

ϕ1(t) =

∫
Ω

uttvdx+

∫
Ω

∇ut∇vdx

Usando a desigualdade de Young, obtemos

d

dt
ϕ1(t) ≤ −α

∫
Ω

|vt|2dx+
1

2α

∫
Ω

|uttt|2dx+
α

2

∫
Ω

vtdx−
∫

Ω

∇utt∇vdx−
∫

Ω

utttvdx (3.18)

Multiplicando a primeira equação do problema (P) por u, integrando em Ω e usando a fórmula

de Green, obtemos ∫
Ω

uttudx+

∫
Ω

|∇u|2dx+ α

∫
Ω

uvdx+

∫
Ω

utudx = 0

Notando que

d

dt

∫
Ω

utudx =

∫
Ω

utt · udx+

∫
Ω

|ut|2dx

Obtemos

d

dt
ϕ2(t) = −

∫
Ω

|∇u|2dx− α
∫

Ω

uvdx+

∫
Ω

|ut|2dx (3.19)

onde

ϕ2(t) := ϕ2(t;u, v) =

∫
Ω

utudx+
1

2

∫
Ω

u2dx (3.20)

De modo análogo, derivando duas vezes a primeira equação do problema (P) em relação a t,

multiplicando por utt, integrando em Ω, obtemos∫
Ω

uttttuttdx+

∫
Ω

∇uttuttdx+

∫
Ω

utttuttdx+

∫
Ω

αvtvttdx = 0 (3.21)

Analisando cada termo convenientemente, aplicando a fórmula de Green e substituindo na equação

(3.21), obtemos

d

dt

∫
Ω

utttuttdx−
∫

Ω

u2
tttdx+

∫
Ω

|∇utt|2dx+
1

2

d

dt

∫
Ω

u2
ttdx+

d

dt

∫
Ω

αuttvtdx+ α

∫
Ω

uttvtdx = 0

onde

ϕ3(t) =

∫
Ω

utttuttdx+
1

2

∫
Ω

u2
ttdx+ α

∫
Ω

uttvtdx (3.22)

Obtemos

d

dt
ϕ3(t) = −

∫
Ω

|∇utt|2dx− α
∫

Ω

uttvttdx+

∫
Ω

|uttt|2dx+ α

∫
Ω

utttvtdx (3.23)
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multiplicando a segunda equação do problema (P) por v, integrando em Ω e usando a fórmula de

Green, obtemos ∫
Ω

vttvdx+

∫
Ω

|∇v|2dx+ α

∫
Ω

uvdx = 0

Visto que
d

dt

∫
Ω

v · vtdx =

∫
Ω

v2
t dx+

∫
Ω

v · vttdx

obtemos

d

dt
ϕ4(t) = −

∫
Ω

|∇v|2dx− α
∫

Ω

uvdx+

∫
Ω

|vt|2dx (3.24)

onde

ϕ4 :=

∫
Ω

vtvdx (3.25)

Considere o seguinte funcional:

L(t) = N1(E1(t) + E2(t) + E3(t)) + ϕ1(t) + ϕ2(t) +N2ϕ3(t) + ε2ϕ4(t) (3.26)

derivando a equação (3.26) ondeN1 > N2 > 0 e ε2 > 0. então de (3.11),(3.13),(3.15),(3.18),(3.21),(3.22),(3.24)

obtemos

d

dt
L(t) = N1

{
d

dt
E1(t) +

d

dt
E2(t) +

d

dt
E3(t)

}
+
d

dt
ϕ1(t) +

d

dt
ϕ2(t) +N2

d

dt
ϕ3(t) + ε2

d

dt
ϕ4(t)

≤ −N1

{∫
Ω

|ut|2dx+

∫
Ω

|utt|2dx+

∫
Ω

|uttt|2dx
}
− α

2

∫
Ω

|vt|2dx+
1

2α

∫
Ω

|uttt|2dx

+

∫
Ω

utttvdx+

∫
Ω

utt∇vdx−
∫

Ω

|∇u|2dx− α
∫

Ω

uvdx+

∫
Ω

u2
tdx−N2

∫
Ω

|∇utt|2dx

+N2α

∫
Ω

utttvtdx+N2

∫
Ω

u2
tttdx− ε

∫
Ω

|∇v|2dx− εα
∫

Ω

uvdx+ ε

∫
Ω

v2
t dx

Usando as desigualdades de Young e Poincaré, obtemos

d

dt
L(t) ≤ −N1

∫
Ω

|ut|2dx−N1

∫
Ω

|utt|2dx−N1

∫
Ω

u2
tttdx−

α

2

∫
Ω

v2
t dx+

1

2α

∫
Ω

|uttt|2dx+
1

2ε1

∫
Ω

|uttt|2dx

+
C(Ω)ε1

2

∫
Ω

|∇v|2dx+
1

2ε1
+

∫
Ω

|∇utt|2dx−
∫

Ω

|∇u|2dx− α
∫

Ω

uvdx+

∫
Ω

|ut|2dx

−N2

∫
Ω

|∇utt|2dx+N2α

∫
Ω

utttvtdx+N2

∫
Ω

|uttt|2dx− ε2
∫

Ω

|∇v|2dx− ε2α
∫

Ω

uvdx+ ε1

∫
Ω

|vt|2dx
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onde ε1 é uma constante positiva. Logo escolhendo N1 > N2 > 0 e ε2 e ε1 bastante pequenos, com

0 < ε1 < ε2, segue que existe k > 0 tal que

d

dt
L(t) ≤ −kE1(t),∀t > 0 (3.27)

Da desigualdade (3.27) segue-se

E1(t) ≤ C1

3∑
j=1

Ej(t) ≤ L(t) ≤ C2

3∑
j=1

Ej(t) (3.28)

onde C1 e C2 são constantes positivas. De (3.27) e (3.28) obtemos

E1(t) ≤ −1

k

d

dt
L(t) (3.29)

e

L(0) ≤ C2

3∑
j=1

Ej(0) (3.30)

Integrando (3.30) sobre [0, t], temos∫ t

0

E1(s)ds ≤ L(0)

K
(3.31)

de onde segue que ∫ +∞

0

E1(s)ds ≤ L(0)

K
(3.32)

De (3.31) e (3.32) encontramos∫ +∞

0

E1(s)ds ≤ L(0)

k
≤ C2

K

3∑
j=1

Ej(0) (3.33)

Observando que

d

dt
{tE1(t)} = E1 + t

d

dt
E1(t)

e

d

dt
E1(t) ≤ 0

segue-se que

d

dt
{tE1(t)} ≤ E1(t) (3.34)
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Integrando (3.34) sobre [0, t], temos

tE1(t) ≤
∫ t

0

E1(s)ds ≤
∫ +∞

0

E1(s)ds (3.35)

De (3.33) e (3.34), obtemos

tE1(t) ≤ C2

K
Ej(0)

Fazendo d = C2

K
, obtemos

E1(t) ≤ 1

t

(
C2

K

) 3∑
j=1

Ej(0)

o que conclui a prova do resultado. O semigrupo S(t) é polinomialmente estável do tipo 1
t
.
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Conclusão

O modelo utilizado para obter a não estabilidade exponencial (P) pode ser aplicado a outros

modelos. Mostraremos alguns exemplos especí�cos de sistemas acoplados de equações diferenciais

parciais, que podemos estudar no contexto dos teoremas (3.2) e (3.1)

Modelo 1:

Consideremos o sistema acoplado de equações de onda

utt −∆u+ ut + αv = 0 em Ω× (0,+∞)

vtt −∆v + αu = 0 em Ω× (0,+∞)

(P ) u = v = 0 sobre Γ× (0,+∞)

u(x, 0), v(x, 0) = (u0, v0), em Ω

(ut(x, 0), vt(x, 0)) = (u1(x), v1(x)) em Ω

Usando os teoremas (3.2) e (3.1), concluímos que este sistema não é exponencialmente estável,

porém é polinomialmente estável, onde

E1(t) := E1(t;u, v) =
1

2

∫
Ω

(|ut|2 + |∇u|2 + |vt|2 + |∇v|2 + 2α|u− v|2)dx.

Modelo 2:

Consideremos o sistema acoplado do tipo Onda- Petrowsky

utt −∆u+ ut + αv = 0 em Ω×]0,∞[,

vtt∆
2v + αu = 0 em Ω×]0,∞[,

u = v = ∆v = 0 sobre Ω,

(u(0, x), vt(0, x)) = (u1(x), v1(x)) em Ω.

o mesmo não possui estabilização exponencial, mas é polinomialmente estável, conforme os teo-

remas (3.2) e (3.1), onde

E1 := E1(t;u, v) =
1

2

∫
Ω

(|ut|2 + |∇u|2 + |vt|2 + |∆v|2 + 2αuv)dx.
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Modelo 3:

Consideremos o sistema acoplado do tipo Onda-Petrowsky

utt + ∆2u+ ut + αv = 0 in Ω×]0,∞[,

vtt −∆v = αu = 0 in Ω×]0,∞[,

u = ∆u = v = 0 on Γ×],∞[,

(u(0, x), v(0, x)) = (u0(x), v0(x)) in Ω,

(ut(0, x), vt(0, x)) = (u1(x), v1(x)) in Ω.

Usando o Teorema (3.1), conclui-se que não há estabilidade exponencial, mas há o decaimento poli-

nomial onde:

E1(t) := E1(t;u, v) =
1

2

∫
Ω

(u2
t + |∆u|2 + v2

t + |∇v|2 + 2αuv)dx.
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Apêndice A

Espaços de Sobolev

Nesta seção considere Ω um conjunto limitado de Rn com medida de Lebesgue. Seja p ≥ 1,

chamaremos por Lp(Ω) a classe de todas as funções mensuráveis u, para as quais |u|p é uma função

integrável sobre Ω. Em Lp(Ω) de�nimos a norma

‖ u ‖p=
∫

Ω

|u(x)|pdx; 1 ≤ p <∞,

Com esta norma Lp(Ω) é um espaço de Banach. No caso p = ∞, Lp(Ω) é o espaço formado por

todas as funções u, essecialmente limitadas sobre Ω. Este espaço com norma

‖ u ‖ em L∞ = supess|u(x)| onde x ∈ Ω.

Também neste caso Lp(Ω) é um espaço de Banach. Quando p = 2, Lp(Ω) é um espaço de Hilbert

com produto interno

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

e norma

‖ u ‖2=

∫
Ω

|u(x)|2dx

Além disso, sejam α = (α1, α2, · · · , αn) ∈ Nn, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn, |α| =
n∑
i=1

αi e chamare-

mos por Dα o operador derivada de ordem |α|, derivada de ordem |α|, de�nido por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂xαnn

Quando α = (0, 0, · · · , 0) de�nimos Dαu := u. Com estas anotações de�nimos o espaço

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ m no sentido das distribuições
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Seja a norma

‖ u ‖pm,p=
∑∫

Ω

|Dαu(x)|pdx ( onde |α| ≤ m)

com esta norma Wm,p(Ω) é um espaço de Banach. O espaço Wm,p(Ω) é chamado de espaço de

Sobolev de ordem m. Além disso, de�nimos o espaço de Banach Wm,p
0 (Ω) como sendo a fechadura

de C∞0 no espaço Wm,p(Ω), isto é

Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)Wm,p(Ω)

Quando p = 2,Wm,2(Ω) é chamado por Hm(Ω), e este espaço é um espaço de Hilbert com produto

interno de�nido por

(u, v)m,2 =
∑∫

Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx

e norma dada por

‖ u ‖2
m,2=

∑∫
Ω

|Dαu(x)|2dx ( onde |α| ≤ m)

Num espaço de Banach X, de�nimos os espaços

Lp(0, T ;X) = {u : [0, T ]→ X mensurável ; t→‖ u ‖B∈ Lp(0, T )}

Em Lp(0, T ;X) de�nimos a norma

‖ u ‖L∞ (0, T ;X) = supess ‖ u(x) ‖x (0 < t < T )

Então L∞(0, T ;X) para 1 ≤ p ≤ ∞ é um espaço de Banach.

A.1 Imersões de Sobolev

Seja Ω um domínio limitado de Rn com fronteira de classe Cm. Seja m ≤ 1 e 1 ≤ p <∞. Então,

temos as seguintes imersões compactas:

i Se 1
p
− m

n
> 0 implica que Wm,p(Ω) imersão Lq(Ω), para todo q pertecente a [p, q] onde 1

q
= 1

p
− m

n

ii Se 1
p
− m

n
= 0 implica que Wm,p(Ω) imersão Lq(Ω), para todo q ∈ [p,∞].

iii Se 1
p
− m

n
< 0 implica que Wm,p(Ω) imersão L∞(Ω)

sendo as imersões acima contínuas.

Neste caso

Wm,p(Ω) imersões Ck(Ω) e K =‖ m− n

p
‖
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Desigualde de Hölder

Seja f ∈ L(Ω), g ∈ Lq(Ω) com 1 ≤ p, q ≤ ∞ e 1
p

+ 1
q

= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e∫
Ω

f(x)g(x)dx ≤‖ f ‖Lp‖ g ‖Lq

Desigualdade de Poincaré

Seja Ω um domínio aberto limitado de Rn. Então existe uma constante positiva

Cp := Cp(Ω, n), tal que

‖ u ‖Lp (Ω) ≤ Cp ‖ ∇u ‖Lp (Ω), para todo u ∈ W 1,p0(Ω)

onde Cp é a constante de Poincaré.

Teorema da divergência e fórmula de Green

Vale as seguintes fórmulas para um aberto limitado Ω bem regular.

i
∫

Ω
(divF )(x)dx =

∫
Γ
F (x) · η(x)dΓ, F ∈ [H1(Ω)]η

ii
∫

Ω
v(x)∆u(x)dx = −

∫
Ω
∇v(x) · u(x)dx, v ∈ H1

0 (Ω), u ∈ H2(Ω)

iii
∫

Ω
v(x)∆u(x)dx =

∫
Ω

∆v(x)u(x)dx, v ∈ H2(Ω), u ∈ H2(Ω)

onde Ω é um aberto limitado do Rn com fronteira de classe C2 e η(x) denota a norma exterior

unitária no ponto x ∈ ∂Ω. A função F integrada sobre ∂Ω é no sentido da função traço, isto é,∫
Γ
F (x) · η(x)dΓ signi�ca

∫
Γ
(y0F )(x) · η(x)dΓ.

Teorema do valor médio para integrais

Seja f : [a, b] → R uma função contínua no intervalo [a, b]. Então, existe um número c ∈ (a, b)

tal que ∫ b

a

f(s)ds = f(c)(b− a)

Teorema da Aplicação Aberta

Um operador linera limitado T de um espaço de Banach X em outro espaço de Banach X em

outro espaço de Banach Y é uma aberta. Em particular, se T é bijetiva, T 1 é contínua.

Consideremos agora o problema de valor inicial não homogêneo

du(t)
dt

= Au(t) + f(t), t ≥ 0

u(0) = 0

onde f : [0, T )→ X e A é um gerador in�nitesimal de um semigrupo de classe C0, T (t).
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De�nição A.1 Uma função u : [0, T )→ X é uma solução clássica de () sobre [0, T ) se u é contínua

sobre [0, T ), continuamente diferençável sobre [0, T ), u(t) ∈ D(A) para 0 < t < T e satisfaz () em

[0, T ).

De�nição A.2 Seja A o gerador in�nitesimal de um semigrupo de classe C0, T (t). Seja x ∈ X e

f ∈ L1(0, T ;X). A função u ∈ C([0, T ];X) dada por

u(t) = T (t)x+

∫ 1

0

T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T
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