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"A duvida permite extrair um niucleo de
certeza, que cresce a medida que ela se radi-

caliza; € indubitdvel que, se duvido, penso.”

Descartes



Conteudo

Resumo
Abstract
Introducao

1 Teoremas e Definigoes Fundamentais
1.1 Alguns Resultados da Teoria de Semigrupo . . . . . . . . . .. ... ... ... ...

1.2 Propriedades Assintoticas de um Semigrupo . . . . . .. ..o L

2 Existéncia e Unicidade de Solucao
2.1 Sistema Acoplado de Equacbes de Onda . . . . . . . .. ... .. ... .. ......
2.2 Existéncia de Solugao do Sistema Acoplado (P) . . . .. ... ... ... ...

3 Falta de Decaimento Exponencial e Estabilidade Polinomial
3.1 Falta de Decaimento Exponencial . . . . ... . ... .. .. 0 0oL

3.2 Decaimento Polinomial . . . . . . . . . .
Conclusao
Referéncias Bibliograficas

A Espagos de Sobolev

A.1 Imersoes de Sobolev . . . . . .

20
20
22

25
25
28

34

36

38



Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar existéncia, unicidade, e nao decaimento exponencial e o

decaimento polinomial do sistema acoplado de equacoes de onda abaixo apresentado

(utt—Au—Fut%—ow:O em  Qx (0,+00)

vy — Av+au=0 em € x(0,400)

(P)S u=v=0 sobre T x (0,+00)
u(z,0),v(z,0) = (ug, o), em Q
| (ut(x,0),v¢(2,0)) = (us(x),v1(x)) em Q

Palavras-chaves: Semigrupo, nao estabilidade exponencial, decaimento polinomial.



Abstract

In this we study the existence, uniqueness, non exponential stabilization and the polynomial

decay of the following coupled system

(

Uy — Au+uy + v =0 in  Qx(0,+00)
vy — Av+ au =0 in  Qx(0,+00)
(P)S u=v=0 on I'x(0,+00)
u(z,0),v(x,0) = (up,vp), in Q
(ut(z,0),v4(2,0)) = (uy(z),v1(x)) in Q

\

We use semigroup tecnical, Gearhart Theorem and energy method.

Keywords: Semigroup, non exponential stabilization, polynomial decay.



Introducao

Este trabalho tem como objetivo estudar existéncia, unicidade, nao decaimento exponencial e o
decaimento polinomial do sistema acoplado de equagoes de onda utilizando as Técnicas de Semigrupo,
introduzido na literatura no final da década de 1990[14| método esse que se aplica a uma variedade

de problemas dissipativos. O sistema acoplado de equacoes de onda esta representado no problema

;

Uy — Au+ up +av =0 em ) x (0,400)
vy — Av + au =0 em  Qx (0,+00)
(P)Ss u=v=0 sobre T x (0,+00)
u(z,0),v(z,0) = (ug, vo) em Q
(u—t(z,0),v4(z,0)) = (u1(x),vi(z)) em Q

\

onde ) é um espago de R™ aberto, limitado com fronteira regular, I' = 02, e a € um ntimero real
positivo e suficientemente pequeno. O modelo acima representa as vibracoes de duas membranas
elasticas sujeitas a uma forga elastica que atrai uma membrana a outra com o coeficiente «,[6].

A equagao de onda,|16]

Uy — Au =10 em QX (0,4+00)
u=0 sobre T' x (0,+00)
uw(z,0) = ug(x), u(z,0) =ui(x) em Q

descreve um sistema conservativo. E também conhecido que a equagao de onda com termo de

amortecimento, ([16], [8], [11]).

Uy — Au+u; =0 em 2 x (0,400)
u=0 sobre I' x (0,+00)
u(z,0) = ug(x), ut(z,0) =uy(zr) em Q

é exponencialmente estavel.
Demonstraremos neste trabalho que o sistema de equacgoes de onda, representado no problema
(P) é bem posto e tem decaimento polinomial.

O sistema representado pelo problema (P) foi estudo por varios autores, dentre eles destacamos,



(1], |2]) e suas referéncias que mostraram que o sistema do problema (P) é bem posto e tem decai-
mento polinomial.

O diferencial é trabalhar com uma nova demonstracao de decaimento polinomial, utilizando o
teorema de Gearhart e argumentos de técnicas multiplicativas.

Esta dissertacao é composta de trés capitulos:

(i) O primeiro capitulo apresenta Teoremas e defini¢oes da Teoria de Semigrupo importantes para
suporte e o desenvolvimento do trabalho;

(ii) o segundo capitulo trata sobre a existéncia e unicidade de solugdo do sistema de equagdes;

(iii) no terceiro capitulo mostraremos que o problema (P) nao é exponencialmente estavel.



Capitulo 1

Teoremas e Definicoes Fundamentais

Apresentaremos neste capitulo os principais aspectos da teoria de semigrupos, que usaremos nos

seguintes capitulos

1.1 Alguns Resultados da Teoria de Semigrupo

Definicao 1.1

Seja X um espago de Hilbert real ou complexo equipado com o produto interno ( , ) e norma
| . ||. Seja A: D(A) C X — X um operador linear densamente definido sobre X. Dizemos que A
é dissipativo se para algum x € D(A), Re(Az,z) <0

Definicao 1.2
Uma familia S(t)(0 < t < o0) de operadores lineares limitadas num espa¢o de Banach X €

chamado de Semigrupo Fortemente Continuo se

1. S(0) =1, (I € o operador identidade em X );
2. S(s+t)=5(s)S(t), Vt,s > 0;
3. Para cada x € X, S(t)x é continua em t sobre [0, 00).

Para o semigrupo S(t), definamos um operador denominado de A cujo dominio é D(A) consistindo

de pontos z tais que o limite
S(h)x —x
A = 2T
h—0

,x € D(A)

existe.



Dizemos que A é o gerador infinitesimal do semigrupo S(¢). Dado um operador A, se A coincide
com o gerador infinitesimal de S(t), entdo dizemos que ele é o gerador infinitesimal do semigrupo

fortemente continuo S(t), t > 0.

Definicao 1.3

Dizemos que o semigrupo {S(t) : t > 0} € fortemente continuo (ou Cy- semigrupo) se

lim S(t)x = z,Vx € X (1.1)

t—0+

a equacao ( 1.1) € equivalente a sequinte equagao

lim || S(t)z — z ||= 0,Vx € X. (1.2)

t—0t

Definicao 1.4

Dizemos que o semigrupo {S(t) : t > 0} é uniformemente continua, se

lim || S(t) — I ||=0

t—0t+

Chamaremos de classe Cy ou simplesmente semigrupo fortemente continuo. Esse semigrupo

podera ser denotado por e”.

Definigcao 1.5
Se {S(t) : t > 0} € um semigrupo fortemente continuo em X, seu gerador infinitesimal € o

operador A : D(A) C X — X definido por

Az = lim Stz —=

t—0+ t ’

onde

t—0+

D(A) = {:1: € X: lim w ea:z'ste}

Observe que

para xz € D(A).



Definicao 1.6
Seja X um espaco de Banach real ou complexo e X* seu dual. Indicaremos o valor x* € X* em

x € X por (z*,x) ou (x,2*). Para cada x € X, definimos o conjunto dualidade F(x) C X* por
F(z) ={2* € X*,Re < 2", >=| z ||>=| " |*}

Observacao 1.1

O teorema de Hahn-Banach assegura que F(z) # @

Definicao 1.7

Um operador A é dissipativo se para todo x € D(A) existe um z* € F(x) tal que Re(Az,z*) <0.

Teorema 1.1

Se {S(t) :t > 0} € um Cy-semigrupo, entdo existem constante w e M >0 tal que

| S(t) |< Me*t, vt € [0, o0

Demonstragao:
Vamos inicialmente mostrar que existe n > 0 tal que || S(¢) || é limitada, para 0 < ¢ <. De fato,

caso contrario, existiria uma sequéncia (t,,), com
lim ¢, =0e || S(tn) ||> M.
m—r0o0

Do teorema da Limitacdo Uniforme segue que, para algum z € X, a sequéncia{|| S(t,)z ||} é

ilimitada, o que contraria (1,1). Logo, existem M > 0 e n > 0 tais que
| S(t) [|< M, para 0 <t <.

Como || S(0) |=1e M > 1, seje w =n"'log M. Assim M = e“". Dado t > 0, existem n € N e



t
0 <6 <, tais que t = nn+ d, ou seja, n = — — — e portanto, por propriedade de semigrupo, temos
n

1S@) (I =1l S(rn + ) [|[= S(nn)S () |

= | S(n+77+v~--+?z)5(5) I

n vezes

— 1SS -+ Sn) T () |

-~

n vezes
= [ IS@I*SO) = IS Il S(6)
= St ["I'SO) < MM

= M%*%Mg M%MS e“t M

= Me“', YO<t< oo

Corolario 1.1

Se {S(t) : t > 0} é um semigrupo-Cy, entao para cada v € X, a fun¢io t — S(t)x € continua
de RT em X.
Demonstracao Veja [13].

Definicao 1.8
Seja {S(t) : t > 0} um Cy-semigrupo. Segue-se do Teorema 1.1, que existem constantes w > 0
e M > 1 tais que || S(t) < Me*', parat > 0. Sew =0, | S(t) ||< M, o semigrupo é chamado

uniformemente limitado. No caso, em que w =0 e M =1, o semigrupo é chamado de contracgoes.

Definicao 1.9

At

Dizemos que e € exponencialmente estdvel se existe uma constante positiva u e M > 1 tal que

| e ||< Me#t, vt > 0.

Aqui || . || denota a norma em L£(X, X).

Definicao 1.10
Seja A um operador definido sobre um espac¢o de Banach X. Denotaremos por p(A) o grupo
resolvente de A
p(A)={ e C; M\ A) ' eal(X)})
Denotaremos por o(A) o espectro de A, que definiremos como o complementar de p(A) respeito

a C, isto é, o(A) = C\ p(A).



Definicao 1.11

Se A é um operador linear em X, ndao necessariamente limitado, o conjunto resolvente (p(A)) de
A € o conjunto de todos os nimeros complexos n\ para os quais \I — A € inversivel e (\[ — A)™! ¢
um operador limitado em X. A familia R(\, A) = (M — A)~Y, X € p(A) é chamada de resolvente de
A.

Defini¢ao 1.12 (Forma Bilinear)
Seja H um espaco de Hilbert real. Um funcional B : H X H — R é chamado uma forma bilinear
se B(.,y) € linear para cada y € H e B(x,.) € linear para cada x € H. B é chamado de limitado

(continuo) se existe uma constante k tal que
| Bz, y) [< k[l lllyll, Yo,y € H.
B € chamado coercivo se existe uma constante 6 > 0 tal que

B(z,x)>6§| x| Ve e H

Corolario 1.2
Se A € o gerador infinitesimal de um Cy- semigrupo {S(t) : t > 0}, entdo D(A) € denso em X e
A € um operador linear fechado.

Demonstracao Veja [13]

Teorema 1.2
Sejam Ay gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo e D(A™) o dominio de A™. Entao NS, D(A™).
Demonstracao Veja [13]

Teorema 1.3
Dado o operador linear (nao limitado) A com dominio D(A) denso no espago de Hilbert H. Se A

é dissipativo e 0 € p(A) ,entao A € gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes

em H.

Teorema 1.4

Seja A um operador linear dissipativo em H. Se D(A) = H, entdo A ¢é fechado (esse teorema

caracteriza a definicao do operador fechado).[3]



Teorema 1.5

Seja A dissipativo tal que I,(I — A) = X. Se X ¢€ reflexivo entao D(A) = X (caracteriza a

densidade do dominio do operador A no espago da energia H).|3]

Teorema 1.6 (Stone)
A € gerador infinitesimal de um grupo de classe Cy de operadores unitdrios num espaco de Hilbert

H se, e somente se, iA € auto-adjunto (A= —A*). [3]

Teorema 1.7 (Teorema de Laz-Milgram)
Seja B uma forma bilinear, limitada, e coerciva sobre um espaco de Hilbert H. Entao para cada

funcional linear continuo F em H, existe um nimero u € H tal que

B(z,u) = F(x), Vx € H

As defini¢oes e a demonstracao do Teorema de Lax-Milgram podem ser encontradas em [1].

Teorema 1.8

Sejam {T'(t) : t > 0} um Cy- semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo:
1 t+h
1. Vx € X, lim—/ T(S)xds =T(t)x;
h—0h J,
2 Yz € X, ['T(S)xds € D(A) e A ( st T(S)xds) = T(t)r — x;
3. Vo € D(A) et >0, T(t)x € D(A) e 4T (t)x = AT (t)x = T(t) Az, Yt > 0;
4. Vre D(A) et,s>0,T(t)xr—T(S)z = f; T(r)Azdr = f; AT (7)xdr.

Demonstragao 1.1 Ver |13]

Teorema 1.9 (Hille - Yosida)
Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes, se e somente

Se

1. A é fechado e D(A) = X;
2. O conjunto resolvente p(A) de A contém R e para todo \ > 0

I B(AA) 1<

> =



Demonstracao:
Como A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes {T'(t) : ¢t > 0}, entdo A é

fechado e D(A) = X. Para cada A > 0 e z € X, seja R(\) : X — X definido por

R(\)z = /0 M ()t (1.3)

Como a fungdo ¢t — T'(t)x é continua e uniformente limitada em [0, 00), a integral (1.3) ex-
iste como uma integral impropria, segundo Riemann, e define um operador R(A) linear limitado

satisfazendo
& 1
| R(A)x HS/ e N T(t)x || dt < y el vA>o. (1.4)
0

T(h) -1

Além disso, multiplicando (1.3) por , obtemos, para h > 0
(T(h) -1

- )R()\)x = T(hzl ) /0 e MT(t)xdt

h) [~ 1
= e MT(t)xdt — —/ e MT(t)zdt
0 h

h
o 1 oo

/ e MT(h )xdt——/ e MT(t)xdt
0 h Jo

o0 1 [ee]
/ e MT(t + h)xdt — — / e MT(t)xdt.
0 h 0

'ﬂ/\

S = -

Fazendo a mudanca ¢t + h = s na primeira integral, obtemos

(%) RO)r = 5 /h N N (s)ads — /0 TNt

e)\h

o0 1 [e.e]
= — e MT(t)zdt — —/ e MT(t)zdt
hJn h Jo

[e's) 1 h [e's)
= | eMT@M)edt — - ( / e MT(t)xdt + / e_’\tT(t)xdt)
h Jn h \Jo h

e)\h -1 0 ) 1 0
= ( ) {/ e_’\tT(t)xdt+/ e_’\tT(t)xdt} +—/ e MT(t)xdt
h h 0 hJn

M1 o0 A h
= < ) / e MT()wdt — — | e MT(t)adt. (1.5)
n ), I

0

Como o lado direito de (1.5) converge para AR(\)z — z, temos R(\)z € D(A) e
AR(MN)xz = AR(N)x — z. (1.6)
Ou seja,

r=AR(AN)z — AR(N)z = (A — A)R(N\)z.



Assim (A — A)R(N)z = I, para todo A > 0. Para cada x € D(A), temos

R(NAz = / e_)‘tT(t)Axdt:/ e MT(t)zdt
0 0

= A ooe‘”T(t)xdt = AR(\)xr. (1.7)
(f o)

De(1.6) e (1.7), obtemos R(A)(AM — A)x = z, para todo € D(A). Assim, para A > 0, R(\) ¢ o
inverso de \I — A, e satisfaz a estimativa (1.4).

Os lemas seguintes sdo fundamentais na demonstracdo de (1) e (2).

Lema 1.1

Suponha que A satisfaz  as condicdes (1) e (2) do teorema anterior e seja

R\, A) = (M — A)~1. Entao

lim AR\, A)x =z, Vz e X.

A—00

Demonstracgao

Suponhamos primeiramente que x € D(A), logo de (1.6) e (1.7), obtemos

| AR(A, A)z —z || — | AR(N, A)z + 2 — z [[=[| R(A, A)Az || .
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
I R(A, A) Az [|[<[| R(A, A) [[[] Az ] -

Pelo item (2) do teorema anterior, temos

1
IR, A) Il Az [|< + Il Az [|= 0,

quando A — oo em D(A) é denso em x e || AR(A, A) ||< 1, entdo AR(A, A)xr — x, quando A — oo,
para todo x € X.

Para todo A > 0, consideremos a aproximacao de Yosida A, de A dada por
Ay = MR\, A) = A\AR(\, A) — 1) = M*R(\, A) — \) (1.8)

E imediato que, para cada A\ > 0, A, é um operador linear continuo em X e é consequéncia

imediata do lema (1.1) e de (1.8), que se z € D(A), entao

lim Ayx = Ax.

A—00

10



Lema 1.2
Seja A satisfazendo as condicoes (1) e (2) do teorema anterior. Se Ay € a aprorimacgao de Yosida
de A, entao Ay, € o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo de contracies

A Além disso, para cada x € X, N\, pn> 0, temos

I Ay — otAR 1< A — A,z |, Vt>0. (1.9)

Corolario 1.3
Seja A o gerador infinitesimal de um Cy- semigrupo de contragoes {T'(t) : t > 0}. Se Ay € a

aprorimacao de Yosida de A, entdo

T(t)x = lim ez, Vo € X. (1.10)

A—00

Demonstracgao:
Do teorema anterior, segue que o lado direito de (1.10) define um Cy-semigrupo de contragoes S(¢)

cujo gerador infinitesimal ¢ A e pela unicidade do gerador infinitesimal, concluimos que 7'(t) = S(t).

Coroléario 1.4
Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes {T'(t) : t > 0}. O conjunto

resolvente de A contém o semi-plano {\ : R\ > 0} e para tais \

< —
| RO A) < 2

Demonstragéo:
O operador R(\)x = fo e MT(t)xdt estd bem definido para ), satisfazendo R\ > 0.
Na prova da primeira parte do teorema anterior demonstrado que

A) [T e MT(t)xdt = (M — A)7!, portanto p(A) D {A: RA > 0} e a estimativa é imediata.

Teorema 1.10

Um operador A € dissipativo se e somente se

| (M = Az [[Z Az, VzeDA), A>0.

11



Demonstracao:
Suponhamos que A ¢é dissipativo e sejam A > 0 e z € D(A). Se z* € F(z) e R < Az, z* >< 0,

entao
| M = Az [ - || = ||=[] Aw — Az || - | 27 || (1.11)
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

| Ae —Az || - || " |> | < Az — Az, 2" > | > Re < \x — Az,2* > = Re(< A \x —z" > — < Az, 2" >)
= Re<Azr,z* > —Re < Azx,z* >

= ARe<z, 2" > —Re < Azx,z" > .

Como Re < Ax,x* >< 0, entao

ARe < x,2* > —Re < Az, 2* >> ARe < z,2* >= X[z ||*.
portanto,
T = Az |-z l= X (1.12)

Como || z ||# 0, entdo de (1.12), segue o resultado.

Reciprocamente, seja x € D(A) e suponhamos que

MMl Il (A = Az ||, ¥A > 0.

Y

Sejam y5 € F(Ax — Az) e 2z} = Tl
A

entdo || 25 [[=1e

M lI<l Ar = Az f|=[] Av — Az || - || 25 =< Av — Az, 25 > = (Az, 23) — (A7, 25)
= ARe(z,z)) — Re(Ax, z3)
< ARel(z, z3)| — Re(Ax, 23).
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
ARe|(z, 23)| = Re(Az, z3) < A2 || - || 25 | —Re{Ax, 25) = A || @ || —Re(Az, z3).
Logo, A || z ||< A || 25 — Re(Ax, 25), VA > 0. Portanto
Re(Ax,z}) <0 (1.13)

12



Dividindo a desigualdade(1.13) por A > 0, obtemos
* 1 *
H xz HS Re(Ax,z)) - XR€<A$a Z)\>7

0 que resulta em

. 1 , 1 .
Rew, 20) 2 @ || + Re{Ar, 25) = « || — Rel(Aw, )]
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
1 * 1 *
lo || =y Rel{Az, ) [l @ [| =+ | Az [| - [ 25 1] -
Assim,
* 1 *
Re(z, 25 2| @ | = [l Az [ - 23 1] - (1.14)

Como a bola unitaria em X* é compacta na topologia fraca, {z} : A > 0}, possui um ponto de
acumulacao z* € X*, com || z* ||[< 1. De (1.13) e (1.14) segue que Re(Az, z*) < 0e Re(x,z*) >| = |

Porém Re(x,z*) < |(z, z*)| <|| = ||, portanto

Re(z,2") =| | .
Fazendo z* =|| z || z*, temos que 2* € F(x). De fato, temos
Re(r”,x) = Re(|| = || z*,2) = x || Re(z", ) =|| 2 || - [| = =] = |I* .
Dat vem que || z* [|=|[[| | z* [|=]| = [| - [ z* |=[| @ [|. Portanto z* € F(x).
Mostraremos, agora, que Re(Ax,z*) < 0. De fato, sabemos que Re(Az,z*) < 0, logo
Re <Aa:,||$—||> < 0. Ou ainda, deA:v,x*) < 0. Portanto Re(Az,z*) < 0, e assim A é dis-
x

sipativo.

Teorema 1.11 (Lumer-Phillipis) Seja A um operador linear em X com dominio D(A) denso em

X.

i Se A é dissipativo e existe um Ng > 0 tal que a imagem, R(A\I — A) = X, entdo A ¢ o gerador

infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes em X.

ii Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes sobre X, entdo R(AN — A) = X,
para todo X > 0 e A é dissipativo. Além disso, para todo x € D(A) e todo x* € F(x), temos
que Re(Ax,z*) <0.
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Demonstracao:

(i) Seja A > 0, sendo A dissipativo temos
A=Az =Xz, ¥eD(A). (1.15)

Visto que R(M\l — A) = X, de (1.15) com X = Ay, segue-se que (Mgl — A)~! é um operador linear
limitado e, portanto fechado. Entao \gI — A é fechado e assim A é fechado.

Se R(AI — A) = X, para todo A > 0, entao de (1.15) segue que p(A) D]0, 0] e

I B(AA) <

>

Do teorema de Hille-Yosida segue que A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de con-
tracoes em X.

Para completar a prova de (i) resta mostrar que R(A[4) = X, para todo A > 0. Consideremos o
conjunto A = {\;0 < A <ooe RA —A)=X}. Se A € A, entdo por (1.15), A € p(A). A intersegao
desta vizinhanca com a reta real estd contida em A e, portanto A é aberto. Por outro lado, seja

An € A, Ny, — A, com A > 0. Para cada y € X, existe x,, € D(A) tal que
Ay — Az, =y (1.16)
De (1.16) segue que || z, [|< ﬁ Il v [|[< C, para alguma constante C' > 0. Assim
A | @0 = 2 [|<I] A (20 = ) — A(2n = 2m) [|[< [An = Al [ 20 [[< ClAn = Al

Portanto {x,} é uma sequéncia de Cauchy em D(A). Logo, existe x € X tal que z, — z. Entao
de (1.16), Az, — Az —y. Como A ¢ fechado, z € D(A) e \x — y = Az. Portanto, R(A\] — A) = X.
Assim, A também ¢é fechado em (0, 00) e como A\g € A por hipotese, segue que A = (0, 00).

(ii) Se A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes T'(t) em X, entdo pelo teorema
de Hille-Yosida, p(A) DJ0, 00 e portanto R(Al4) = X, para todo A > 0. Além disso, se z € D(A) e
x* € F(z), entao

(T)z, a) <N T || - 2" <] 2 [
Como

Re(T(t)x — x,2*) — Re(T(t)x, 2%) — Re(x, 2%,

Re(T(t)z,a") < (T(t)z,2") < = |I*, (2,2") =]z |
entao
Re(T'(t)x,xz*) — Re{x,z*) < 0. (1.17)
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Dividindo (1.17) por t > 0 e fazendo ¢t — oo, obtemos Re(Az,z*) <0

Corolario 1.5 Seja A um operador com dominio D(A) denso em um espaco de Hilbert H. Se A €
dissipativo e 0 € p(A), entao A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragao de classe Cy
sobre H.

Demonstracao: Ver [1]

O teorema de Gearhart ¢ fundamental na demonstracao do principal resultado deste trabalho.

Teorema 1.12 (Gearhart) Seja S(t) = et um semigrupo de contracdes de classe Cy sobre um

espago de Hilbert H. Entao S(t) € exponencialmente estdvel se e somente se

p(A) D {if: B € R} =iR

Tim || (i8I — A)7 |lu< oo.

8|00

Demonstracao: veja [5].

1.2 Propriedades Assintéticas de um Semigrupo

Teorema 1.13 Seja —A € G(H, M,0) com A invertivel. Se T'(t) é o semigrupo gerado pelo operador
A no espaco H (de Hilbert), entao para todo Y > 0 sdo equivalentes:

. C
(@) IT@A s < 5. ¥ > 0;

. _ C
(ii) [|T(#)A™Y|[nm) < ot Ya > 0;
Demonstracao:

Sera feita para 5 = 1 pois o caso geral é analogo.Vamos supor inicialmente que (i) acontece,entao

temos

o)y (Cn)

)41 = T GATI < 5 = (1.18)
Seja 6 € (0,1). Entao
7A=Y 0]| = (A 0= (1 A=Y 09 47070 < || A7 T(2) A=) [7(1) A= |
Usando (1.18) e o fato de ||T'(t)|| < M, segue que
| T() A~ < % Vt>0,neN, e (0,1) (1.19)
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Para o > 0 e > a, definimos 6 := . Segue que 6 € (0,1) e de (1.19) temos
C
Tt A < %, Vie R

Suponhamos agora que (ii) acontece. Fazendo o := Y «, segue da hipotese que

|T(t) A7 < %, Vit >0 (1.20)
Usando (1.20), temos
t
@Al =Gl < G2 v >0 yen (1.21)

Seja 6 € (0,1). De (1.21), temos

C(a)

T @A™ < AT () AT (AT <

(1.22)

Tomando « > 0 tal que n > é e definindo 6 := L, temos
no

0c(0,1), nod=Y, naf=1
De (1.22) segue que (i) acontece.

Definicao 1.13

At At

Dizemos que e“' € analitico se e’ admite uma extensao T(N\) para A € A., onde

Ag ={\ € C;| arg\ |< e}, para algum 6 > 0 tal que A — T'(\) € analitica e
1. limy o | TNz — 2 ||=0,Vz € X, XA € Ay;
2. TN+ pu) =TNT(u), Y\, 1 € Ay, ou equivalentemente, existe uma constante k > 0 tal que

| Aea [|< k™1, Wt > 0.

Definicao 1.14
Seja A um operador num espaco de Banach X. Chamaremos de cota superior do espectro de A

ao valor

wy(A) = sup{ReX\;\ € o(A)}

16



Definicao 1.15
Seja A o gerador infinitesimal do semigrupo e de classe Cy. Diremos que wo(A) € o tipo do

semigrupo gerado por A se

Ay

inf

t—o00 t t>0 t

In || 2 |

Dizemos que o semigrupo e“? de classe Cyy possui a propriedade do crescimento determinada pelo

espectro se

wo(T') = wo(A)

Definicao 1.16
Seja X eY espagos métricos. Entao T : D(T) — Y com dominio D(T) C X € dito uma aplica¢io

aberta, se para todo conjunto aberto de D(T) a imagem € um conjunto aberto de Y

Teorema 1.14 Se T(t) é um semigrupo analitico com gerador infinitesimal A definido num espago

X, entao

T(t)r € D(A®) =nNX,D(AY) Vze X

De fato, sendo T"(t) = AT(t),segue que T™(t) = A"T(t). Logo,para todo = € X, tem-se

AT (ell = 17 egel < 17 ()l < I (S )1
Podemos ver que

C
@< <
Portanto segue

AT (@)l < S o]

Donde segue o resultado. Nestas condicoes dizemos que T possui efeito regularizante.
O teorema seguinte nos da a condi¢ao necessaria e suficiente para determinar quando a taxa de

crescimento do semigrupo ¢é determinada pela cota superior do espectro.
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Teorema 1.15 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy sobre um espaco de Hilbert.

Entao temos que

se ,e somente se, para todo € < 0, existe M, tal que
IJAM — A)7H <M, ¥V Rel > w,(A) +e

O teorema (1.15) nos diz que basta determinar a cota superior do espectro para encontrar a
melhor taxa de decaimento. Quando essa propriedade é valida, diz-se que o semigrupo possui a
propriedade do crescimento determinada pelo espectro (PCDE). Se A gera um semigrupo analitico

e se a cota superior do espectro for negativa, entao temos decaimento exponencial, |3].

Teorema 1.16 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico T(t).

Se w,(T) <0, entao existem constantes M > 1 e > 0 tal que:

IT@)]] < Me*!

Demonstragao:
Sendo A um gerador infinitesimal de um semigrupo analitico, existem constantes w > 0, M > 1,

0 > 0 e uma vizinhanga V' de A\ = w tal que

p(A) 2 = Jarg(A —w)| < g + OV

M
[[R(A; A)|] < =) para A € Z
Além disso,
T(t) = — / M R(\; A)d\ (1.23)
onde 7 é formado por

n={A=pe” +w; p=>0, g<9<g+5}

e Ty ={\=pe 4+ w; p>0, 7 <0 < 3 +06} eéorientado de tal forma que lim A cresga ao
longo de 7. A convergéncia em (1.23) para ¢t > 0 é na topologia uniforme do operador. Por hipotese,

temos que R(A; A) é analitico numa vizinhanga de
A ={\; ReX > oy, |arg(A —w)| >0
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onde 0 > 01 > w,(T). Do teorema de Cauchy segue que 7 em (1.23) pode ser mudado sem variar o

valor da integral para a trajetoria 7 onde 7’ é composta por

T = {/\:pew—i—w:pzw_al}
7y = {Rex=oy:|Im)\ < (w—oy)|tand|}

o= A =pe ¥ P
T3 { pe 7 +w p‘|cos€|

e é orientada de tal forma que I'mA\ cresca ao longo de 7/. Portanto,
T(t) = L, / M R(N; A)d\
2T 7 ’
Estimando ||T'(t)|| sobre 7/ onde ¢ = 1, 2, 3 encontramos para t > 1 e alguma constante M;, que
T < Me™.
Desde que
[|T(t)|| < My para0 <t <1,
entao temos
|| T(t)|]| < Me™* para t > 0

Donde segue a conclusao.

Observagao: Na prova do teorema (1.16), [3], temos decaimento exponencial da forma
|T'(t)|] < Mye 7' para todo w,(T) < o1 < 0. Em particular, para o1 = w,(T) + €, com € > 0 muito
pequeno, temos decaimento exponencial com taxa dada pela cota superior do espectro.Em outras

palavras temos o seguinte resultado:

Teorema 1.17 Se T'(t) é um semi grupo analitico com gerador infinitesimal A, entdo T possui a
propriedade do crescimento determinada pelo espectro.
O teorema nos diz que se um semi grupo ¢ analitico, entao temos decaimento exponencial da

solucao do sistema com a melhor taxa de decaimento.
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

2.1 Sistema Acoplado de Equacoes de Onda

Neste capitulo estudaremos a existéncia, a unicidade do sistema acoplado de equacoes de onda

fracamente dissipativo descrito em (P)

.

Uy — Au+uy +ov =0 em  Qx (0,+00)

vy — Av+oau =0 em ) x (0,400)

(P)S u=v=0 sobre T x (0,+00)
u(z,0),v(z,0) = (up, vo), em Q
\ (ug(x,0),v(2,0)) = (ur(x),v1(x)) em Q

Sendo 2 um conjunto aberto limitado de R" com fronteira regular, isto é, I' = 02, onde u,v

sao deslocamentos verticais e & é um nimero real positivo suficientemente pequeno. Temos como

condicao de contorno

u=1v =0 sobre I' x (0, 00)
e as condicoes iniciais sao:

u(z,0),v(x,0) = (ug, vg), em €
(ur(z,0),v:(2,0)) = (ur(x),vi(z)) em Q

Consideremos o espago de Hilbert
H = Hy(Q) x Hy() x L*(2) x L*()
munido com o seguinte produto interno
<UV >= /Q [Vuy - Vo, + Vug - Vug + a(ugve + ugvy)] do + /Q [ugvs + ugvy) do

20
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onde:

U - (Ul, U2, U3, u4>T € v = (U17 V2, U3, U4)T-
O funcional de energia F : H — R, associado ao problema (P) citado acima é definido por

1 1 1 1
El) = §/Qufd:c—i—i/gvfdx—l—i/Q|Vu|2dx—|—§/Q|Vv]2d:c—|—a/guvdx (2.3)

A norma utilizada neste trabalho é:
| U ||?L¢Z / lu(z)|*dz para todo u € Hy () (2.4)
Q

Consideremos o operador A : D(A) C H — H definido no espago de energia H com dominio

definido por:
D(A) = (H*(Q) N Hy())* x (Hy(2))* (2.5)
(2.6)

O operador A ¢é definido por

0 0 I 0
0 0 0 I
A=
A —af -1 0
—al A 0 O

Reescrevendo o sistema acoplado, cujas equagoes estao no problema (P) acima citado, da seguinte

forma: fazendo ¢ = u; e ¥ = v; temos o problema de valor inicial ou problema de Cauchy

du(t)
—= = AU
U©) = Uy

com U = (U,'U, %WT € UO = (u07U07u17vl)T'

Usando o produto interno (2.5), obtermos

<UV > = /V@-Vudx—l—/Vzp-VvdaﬁLa/govdx+a/¢ud:c—l—/Augpdw+/—@Qda:
Q Q Q Q Q Q

—a/vgpdx—i—/Avwd:c—oz/uwdx
Q Q Q
= /V@-Vudm—l—/Vw-Vvdx+a/gpvdw+a/¢udx—/Vu-Vgodx
Q Q Q Q Q
—/Vv-dex—/<p2dx—/vg0dx—/uwdx
Q Q Q Q

— [ IpPas <0
Q

Ou seja, A é um operador dissipativo.
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2.2 Existéncia de Solucao do Sistema Acoplado (P)

Usando os resultados: D(A) é denso em H e o operador A é dissipitavo, podemos demonstrar a
existéncia de solugao usando o teorema anterior.

O teorema a seguir prova que o sistema acoplado tem solucao tnica.

Teorema 2.1 O operador A é um gerador infinitesimal de semigrupo, S(t), Co de contragoes sobre

0 espaco H.

Demonstracao

Como D(A) é denso em H( espaco de Hilbert) e A é um operador dissipativo, entdo para
demonstrar o teorema enunciado, é suficiente provar que 0 € p(A). De fato, da equagao resolvente
AU — AU = F, considere F' = (f1, fa, f3, f4) € H (espaco de Hilbert).

Fazendo A\ = 0, temos

—AU =F

onde U = (u,v, p, ). Substituindo na equacdo acima os valores de U, A e F' podemos escrever

¢ = N (2.7)

Vo= fo (2.8)
Au—p—av = fs (2.9)
Av—au = f, (2.10)

Como fi e fo € H} (w) segue ¢, € HJ ().

Substituindo os valores de ¢ e 1) nas equagoes (2.9) e (2.10) e escrevendo convenientemente, temos

Au—p—av = f1+ f3 (2.11)

Av—ou = f4 (2.12)
Multiplicando as equagoes (2.11) e (2.12) por 6y, 6 € H}(f2) respectivamente,

/QAu&dx—a/Qvﬁldm = /Q(fljtfg)eldx (2.13)

/AUQde—a/UQde = /f402dx (2.14)
Q Q Q

Aplicando a férmula de Green e somando as equagdes acima temos a seguinte equacao

/Vu - Vo dx + / Vo - Véydx +a/(u92 +v0))dx = /[(f1 + f3)01 + fabo]dx  (2.15)
e 0 w Q0
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A equagdo (2.15) da origem ao seguinte problema variacional b((u,v), (61,62)) = x(01,62), V 01,

0y € H(Q) utilizado para determinar

u, v € Hy()
fazendo
b 0,.0,) = [ Vu. Vo Vo - Voyd 0, + v6,)d 216
(4, 0), (01, 02)) /Q " 1:6—1—/9 v Qx—i—oz/w(ug—l—vl)x (2.16)
\(61.60) = /Q (Fu+ )60 + Fabo)da (2.17)

Escrevendo convenientemente a equacdo (2.17)
X HY Q) x HY Q) — R
(00,00 = x(00,00) = [ [(hr+ £)61 + fit)da
= /§Z(f1+f3)91d93+/ﬂf492d:):

Mostramos que y ¢ linear

x(a(01,02) + B(p1,92)) = x(abh + Bpr, abdy + Bps)
_ /(f1 + £2)(ab; +5901)dx+/f492(a02 + Bo)da
Q Q

- o /Q (i + fo)rde + B /Q (i + fa)prde + a /Q Filada + B /Q Fiads

- o /Q (i + fo)orde + a /Q fibade 1 8 /Q (i + fo)prda + B /Q Fpade
= ax(1,02) + Bx(e1,02) V a, BERe by, b, @1, p2 € Hy()

que Y é continua

[X(61,62)] = |/Q(f1+f3)91d13+/9f492d1’\ (2.18)
< 1 [+ pdal +] [ it (2.19)
b b
< [ U+ glonde+] [ 15l6slds (2.20)
< |+ f3) 2 |0h | L2) + | fal 2] 02 200 (2.21)

Fazendo
[(f1 + f3)lz2) = C1 e | falr2@) = C2

e usando a desigualdade de Poincaré obtemos

| X (01, 02)]

IN

01’91|L2(Q) + C2’92|L2(Q) (2.22)

A

(CLl[6n]] + Cal|02]) Ho (2) (2.23)
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escrevendo convenientemente a equagao (2.16)

b:[Hy() x H; ()] — R
((u,v)(01,6)) — b(u,v)(6,02) :/Vu-V91d$+/VUV92d5B+a/(u92+U€1)d:v

Q

Mostraremos que b é linear

b((u,v)(01,62)) = /Vu-V91d$+/VUVOde—l—oa/(uGl—irveg)d
Q

(/ |vu\2) (/\wm dx) (/ Vol da:) (/\V02| dx)
ta (/Q Zd:p) (/Qézdx)2+a(/gvzdx)2 (/Qemg;)z

Usando a desigualdade

IA

2ab < a? + b*

obtemos que b é limitado
(b, v), (61, 62)] < el w G0y + I v 10 <|| 01 70y + 1| 02 ||§13(Q)> , V(61,6,) € Hy(Q) x Hy(Q).
Verificamos também que além de ser linear e limitado b é coercivo
bl(u,v)(u,v)) = (| w [y + Il v [ +20 / wode > () w 3 + v %)

onde [ é uma constante pequena e positiva.

Logo pelo Teorema de Lax Milgran o problema variacional tem solu¢ao tnica

(u,v) € (Hp(Q2))*
Usando regularidade eliptica [12] segue-se que
(u,v) € (Ho(Q) N Hy(2))*

Finalmente, segue que existe uma tnica U € D(A), portanto 0 € p(A). Logo A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo Cy de contracdes.
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Capitulo 3

Falta de Decaimento Exponencial e

Estabilidade Polinomial

3.1 Falta de Decaimento Exponencial

Aqui usaremos condicdes necessarias e suficientes por ser o semigrupo Cy de contracgoes, expo-
nencialmente estavel no espago de Hilbert. Este resultado foi obtido por Gearhart|5| e Huang|9]

independentemente. Para isso considere o problema espectral

—Aw, =\w, em £
w, =0 em T

onde (\,),en € crescente e

lim A\, = o
V—00

O teorema seguinte nos da as condicoes necessarias e suficientes para que o semigrupo Cy de
contracoes seja exponencialmente estavel, isto é que o resolvente de A contém o eixo imaginario e a

norma do operador || (i8I — A)~! || seja limitado.

Teorema 3.1 (Gearhart) Seja S(t) = e o semi grupo Cy de contragoes no espago de Hilbert.

Entao S(t) é exponencialmente estdvel se somente se
p(A)yc{if: e R} =iR e
lim ||(iBI — A)7Y| < o0
|B]—o00
onde p(A) € o resolvente de A.  Usaremos o teorema (3.1) para provar a falta de estabilidade do

semigrupo S(t) demonstrando o teorema seguinte.
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Teorema 3.2 Seja S(t) o semi grupo —Cy de contragées gerado por A, e
Ei(t) = Ei(t,u,v) = %/ﬂ(uf + |Vul|? + v} + |Vo]* + 20uv)dx
Ex(t) = Ei(t,u,v), Es3(t):= Ey(t, uy,vy)

as energias associadas a (P). Entao, seque que:

(1) S(t) nao € exponencialmente estdvel, mas

(ii) Fziste uma constante positiva d, tal que

Ik
Ei(t) < n Z E;(0), para todo ¢ > 0.

j=1
Demonstrag¢aoPara provar (i), usamos o Teorema (3.1). Facamos F = (fi, fo, f3, f1) € H e

U(u,v,p,1). Buscamos a solu¢ao do sistema,

iU — AU = F,
isto é
AU © fi
1A
B ¥ By -
A Au—av—p f3
A Av — au f1
ou, de forma
Au—p = fi
AU — "Lp = f2
g —Autov+¢ = f3 (3.2)

M) —Av+au = fy

z Consideremos v = aw,, v = bw,, ¢ = cw, e ¢ = dw,, com a, b, ¢, d € C. Entao fazendo

fi=fo=0e f3= fi =w, em (3.2) e usando o problema espectral (3.1) obtemos

AU =
i = 1 (3.3)
—Naw, + a\w, + abw, + cw, = w,
—\Nbw, + b\ w, + caw, = w,
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Somando as duas ultimas igualdade das equagoes (3.3), obtemos

=2 (a + bw, + (a + )M w, + aa + b)w, + cw, = 2w,

(3.4)

Escolhendo A = /A, + a, e usando na equagio (3.4), obtemos ¢ = 2. Logo de forma anéloga

obtemos
24
a = ——
VA, + o
2i 1
b — J— +_
( A+ a)
c = 2
VAt
d = —|(20—1———
«Q
Portanto
24
u = - Wy,

Vamos mostrar que

||U||3 — o0, quando v — oo.

De fato, de (3.5), temos que

—2i 2
Ul? = / (—wa) dm—i—/
+2a/(_—2iw)( 20 )wdx—i—/
o \V\, fa A+« v Q

quando v — oco. Lembrando que

2

dx

21 1
B B v/
(\/)\u+0z+oz) v
(—2a+z’\/)\,,+oz>

(0%

2
dr — 0o

iU — AU =
UGN —A) = F
U = (M —A)'F

Segue de (3.6) e do teorema (3.1) que S(¢) ndo é exponencialmente estéavel.
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3.2 Decaimento Polinomial

Nesta seccao mostraremos que a energia associada ao problema (P) decai polinomialmente. Para
isto usaremos o método de energia combinado com algumas desigualdades béasicas.
Demonstraremos agora a parte (ii) do teorema ( 3.1). Multiplicando as equagoes acopladas do

problema (P) por u; e v; respectivamente, integrando em € e aplicando a formula de Grenn, obtemos

/uttutdx—/Auutdx—i-/avutd:E—l—/ututdaj =0 (3.7)

Q Q Q Q
/Uttvtdx_/AUUtd$+/O[uvtd‘r =0 (3.8)
Q Q Q

Somando as equagoes (3.7) e (3.8) temos

/uttutdl’—i—/vttvtdw—/Auutdx—/Avvtd:c—i-a/vutda:+a/uvtdx: —/u?dx (3.9)
Q Q Q Q Q Q Q

Analisando convenientemente os termos da equacao (3.9)

1d 1d
2 ), da:+2dt vidr + Zdt/ |Vul? daz—l— /]Vv| d:c—l— 2auvd:c:/gufd:c(3.10)

Reorganizando os termos em (3.10)
d [1 2 2 2
(ut + 07 + |Vul> + |Vo]* + 20uv)dx uydz
a2 o

Conhecendo a definicao de E(t), temos que

d 2
%El( )= /Qutdx (3.11)

Voltando as equagoes acopladas do problema (P)

Uy — Au+u+av = 0

Utt—AU+Oéu =0

Derivando-as em relacao a t e multiplicando por uy e vy respectivamente, integrando e somando

as equacgoes chegamos a equagao (3.12)

/Uttt'uttdx+/vtttvttd$—/Aututtdl'—/AUtUttdl'+/U?tdl"i‘/Oéut’l)ttdﬂf‘i‘/@'l]tuttdl':o
Q Q Q Q Q Q Q

(3.12)

Analisando convenientemente os termos da equacgao acima, usando a férmula de Green obtemos

1d 1d
5@/9 ,dx +2Dt/ 2dt/ |V, | d:U—|— /|Vvt|2d$+—— QQ(yutvtdx:_/Quftdx
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Por definicao
1 2 .2 2 2
Eq(t) = 5 (ugy + vp; + |Vue|* + |Vou|” + 2au0,)de
Q
Portanto

d
—Es(t) := —/u?tdx (3.13)
di 0

Voltando as equagoes do problema (P), derivando duas vezes em relagao a t, multiplicando por

U © Uy Tespectivamente, integrando e somando as equagoes obtemos

/Uttttutttdx—/Auttutttdﬂf—/Avttvtttd$+/Utttutttd$+/Oé(uttvttt‘l"l]ttuttt)dﬂf:o (314)
Q Q Q Q Q

Analisando convenientemente cada termo da equagao (3.14), aplicando a formula de Green obte-

mos
1d/2d+1d/d+ /\V|d+ /|V|d+ /2 d / d
—— | uy,dz v Uy |“dr + —— v |Tdr + —— quyvydr = — | ul,dr
2 dt 0 ttt 2 dt ttt 2dt tt tt ttVtt ttt
Por definicao
1 2 2 2 2
Es(t) = 9 (s + Vige + VU™ + [Vog|” + 2000 ) de
Q
Logo
d 2
d—Eg( ) = Upydx (3.15)
t Q

Determinando outras funcionais para controlar alguns termos. Derivando a primeira equagao do

problema (P) em rela¢ao a ¢, multiplicando por v; e integrando em €2, obtemos

/utttvtdx—/Autvtdl’—i-/uttvtdx—i—/owtvtdx = 0 (316)
Q Q Q Q

/utttvtd$—/Autvtdx~l—/uttvtd:p = —a/vtzd:p
Q Q Q Q

Usando a formula de Green e notando que:

d
/Utﬂ)tdl' = /utttvdx+/uttvtdx
dt Q Q
i (/ Vuthdx) = /Vutt-Vvd:E—f—/Vut-Vvtdx
dt \ Jo Q Q

d
—p1(t) = / Vuy - Vodx + / Ugyy - VAT — / Uggt * Vpdx — a/ v ?de,
dt Q Q Q Q
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onde

©1(t) :/Uttvdx+/Vuthdx
Q Q

Usando a desigualdade de Young, obtemos

_901 < Oé/ ’Ut| de"—_/ |uttt| dx—i— /Utdx—/VuttVde—/utttvdx (318)
Q Q

Multiplicando a primeira equagdo do problema (P) por u, integrando em € e usando a férmula

/uttudx+/ |Vu|2d:p+a/uvda7+/utudz:0
Q Q Q Q
d 2
— | wudr = | uy-ude + [ |ug|*dx
dt Jo Q 0
—/ |Vu|2dx—oz/uvdx+/ |us |2 da (3.19)
Q Q Q

de Green, obtemos
Notando que
Obtemos

onde

1
©a(t) := @a(t;u,v) = / ugudx + —/qux (3.20)
Q 2 Jo

De modo analogo, derivando duas vezes a primeira equagdo do problema (P) em relacdo a t,

multiplicando por uy, integrando em €2, obtemos

/uttttuttdaj+/Vuttuttdx+/utttuttdﬂj+/avtvttdw:0 (321)
Q Q Q Q

Analisando cada termo convenientemente, aplicando a formula de Green e substituindo na equacao

(3.21), obtemos

d 1d d
E Qutttuttdm — /Qumdx—l—/ ]Vutt\ dl"i‘ th Uttdm+ dt / Oéutt/l]tdm“‘@/gutt/l}tdm =0
onde
1 2
w3(t) = | wpugde + 3 upde + o | uyvde (3.22)
Q Q Q
Obtemos
d 2 2
E@g ) = — |Vutt| dr — o Utﬂ)ttdl' + |uttt| dx + UtttUtd.ﬁC (323)
Q Q Q Q
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multiplicando a segunda equagao do problema (P) por v, integrando em 2 e usando a formula de

/vttvdx—i-/ |Vv|2dx+oz/uvdx—0
Q Q Q

Green, obtemos

Visto que
d
— v-vtdxz/vfdx+/v-vttda:
dt Q Q Q
obtemos
d 2 2
—oi(t) = — [ |Vo]Pdz —a [ wwdz+ [ |v|*de (3.24)
dt QO Q Q
onde
04 :—/vtvdx (3.25)
Q

Considere o seguinte funcional:

L(t) = Ni(E1(t) + Ea(t) + Es(t)) + @1(t) + pa(t) + Naws(t) + eapa(t) (3.26)

derivando a equacao (3.26) onde N1 > Ny > 0 e e > 0. entao de (3.11),(3.13),(3.15),(3.18),(3.21),(3.22),(3.24)

obtemos
d d d d d d d d
—L(t) = N{<{—F —F —F — — Noy— —
7 () 1 {dt 1(t) + 7 >(t) + 7 3(?5)} + dt@l(t) + dt%(t) + 2dt903(t) +€2dt904(t)

IN

1
—N1 {/ ‘Uth%—'—/ |utt|2d:13+/ ‘uttt‘2dx} —g/ ‘Ut‘le'—i—_/ ’uttthx
0 Q 0 2 Jo 2a Jg
+/utttvdx+/utthda:—/ |Vu|2dx—a/uvdx+/ufda:—]\f2/ |Vutt\2da:
Q Q Q Q Q Q
+Nga/utttvtd:c—|—]\fg/ufttdx—e/ |Vv|2dx—ea/uvdm+e/vt2dw
Q Q Q Q Q

Usando as desigualdades de Young e Poincaré, obtemos

d
dtL<) S Nl/ ]ut| d.T—Nl/ |utt‘ dx_Nl/utttdx 2/ dﬂf‘i‘_/ ‘Uttt|2dx+_/ |uttt| dx
61/|V |dx+ /|Vutt| dx—/qu| das—a/uvd$~l—/|ut| dx
—NQ/ ]Vutt\ dx+N2&/utttUtdI+N2/ |uttt| d.’,U—EQ/ ]Vv| dx—€2a/uvd$+€1/ |’Ut‘2d
Q Q Q Q Q Q
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onde €; é uma constante positiva. Logo escolnendo N; > Ny > 0 e €5 e €; bastante pequenos, com

0 < €1 < €9, segue que existe k > 0 tal que
d
Eﬁ(t) < —kEy(t),¥t >0

Da desigualdade (3.27) segue-se

de onde segue que

Observando que

d d
—{tEA(D)} = Br + - Ey(t)
e
d
ZE @1 <0
dt 1(®)

segue-se que

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)



Integrando (3.34) sobre [0, ], temos

t +oo
tE(t) < / Ei(s)ds < / Ei(s)ds
0 0
De (3.33) e (3.34), obtemos
C
(1) < S0

Fazendo d = %, obtemos

B0 < (%) Z;Ejm)

o que conclui a prova do resultado. O semigrupo S(t) é polinomialmente estavel do tipo %
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Conclusao

O modelo utilizado para obter a nao estabilidade exponencial (P) pode ser aplicado a outros
modelos. Mostraremos alguns exemplos especificos de sistemas acoplados de equacoes diferenciais
parciais, que podemos estudar no contexto dos teoremas (3.2) e (3.1)

Modelo 1:

Consideremos o sistema acoplado de equacoes de onda

Uy — Au+u+av = 0 em Q x (0,+00)
vy —Av+au = 0 em Q x (0,+00)
(P) u = v=0sobre I x (0,+00)
u(z,0),v(z,0) = (ug,vp), em Q
(ug(x,0),v(x,0)) = (ui(x),v1(x)) em

Usando os teoremas (3.2) e (3.1), concluimos que este sistema nao é exponencialmente estavel,

porém é polinomialmente estavel, onde
— ) 1 2 2 2 2 2
Ei(t) :== E1(t;u,v) = 5 (Juel® + [Vul® + v |* + |Vu]© + 2a|u — v|7)dz.
Q

Modelo 2:

Consideremos o sistema acoplado do tipo Onda- Petrowsky

.

Uy — Au+up + av =0 em  2x]0, 00l
v A?v + au = 0 em  x]0, 00,
u=v=Av=0 sobre Q,

| (u(0,2),v:(0,2)) = (uy(z),v1(x)) em Q.

0 mesmo nao possui estabilizacao exponencial, mas é polinomialmente estavel, conforme os teo-

remas (3.2) e (3.1), onde

1
L = El(t;u7’u) — 5/(|ut|2 + |vu|2 + |Ut|2 + |A’U|2 +2auv)dx.
Q
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Modelo 3:

Consideremos o sistema acoplado do tipo Onda-Petrowsky

;

Uy + AN?u+u +av =0 in  Qx]0, o0,
vy —Av=au=0 in  Qx]0, o0,
§ u=Au=v=0 on I'x], o0,
(w(0,2),v(0,2)) = (uo(2),vo(2)) ~ in Q,
\ (ue(0, ), v:(0, ) = (ur(x),v1(z)) in Q.

Usando o Teorema (3.1), conclui-se que nao héa estabilidade exponencial, mas ha o decaimento poli-

nomial onde:

1
Ei(t) :== E1(t;u,v) = 5/(11? + [Aul® + v} + |[Vo]* + 2auv)dz.
0
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Apéndice A
Espacos de Sobolev

Nesta secao considere () um conjunto limitado de R™ com medida de Lebesgue. Seja p > 1,
chamaremos por LP()) a classe de todas as fungdes mensuraveis u, para as quais |u|? é uma funcao

integréavel sobre Q. Em LP(Q)) definimos a norma

= / (@) Pde; 1< p < oo,

Com esta norma LP(€2) é um espago de Banach. No caso p = oo, LP(Q)) é o espaco formado por

todas as funcoes u, essecialmente limitadas sobre 2. Este espago com norma
| w| em Ly = supess|u(z)| onde x € Q.

Também neste caso LP(£2) é um espago de Banach. Quando p =2, LP(2) é um espaco de Hilbert

com produto interno
(u,v) = / u(z)v(x)dx
Q

€ norma

| |P= / jua) Pde

n
Além disso, sejam « = (aq, a9, -+ ,ay,) € N © = (21,29, ,2,) € R", |a| = E «; € chamare-
=1

1=
mos por D* o operador derivada de ordem |o, derivada de ordem |«|, definido por

olel
Da = (0% (0%
0x'0x5? - - - Qxon
Quando o = (0,0, ---,0) definimos D*u := u. Com estas anotagoes definimos o espago

WmP(Q) = {u e LP(Q), D € LP(R), |a| < m no sentido das distribuicoes
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Seja a norma
[ ly= 3 [ IDu(@)Pds (onde Ja] < m)
com esta norma W™P(Q)) ¢ um espago de Banach. O espaco W™P(Q2) é chamado de espago de

Sobolev de ordem m. Além disso, definimos o espac¢o de Banach Wi""(2) como sendo a fechadura

de C§° no espago W™P(Q), isto é
Wg(Q) = G (W™ (Q)

Quando p = 2, W™2(Q2) é chamado por H™(2), e este espago é um espago de Hilbert com produto

interno definido por
(U, V)2 = Z/ D%u(x) D% (x)dx
Q
e norma dada por

lu 2= / D*u(z)Pdr ( onde |a] < m)

Num espaco de Banach X, definimos os espacos
LP(0,7;X) ={u:[0,7] — X mensuravel ;t —| u || g€ LP(0,T)}
Em LP(0,T; X) definimos a norma
|| wllp= (0,75 X) = supess || u(x) || (0<t<T)

Entao L>(0,7; X) para 1 < p < oo é um espago de Banach.

A.1 Imersoes de Sobolev

Seja {2 um dominio limitado de R™ com fronteira de classe C™. Sejam < 1e 1 <p < oco. Entao,

temos as seguintes imersoes compactas:

iSel— 2 > (0 implica que W™P(2) imersao L?(f2), para todo ¢ pertecente a [p, g onde é =

m
P n

1
p
ii Se % — ™ = 0 implica que W™P?(£2) imersao L7(2), para todo ¢ € [p, o0o].

iii Se }—17 — ™ < 0 implica que W™P?(£2) imersao L>(£2)

sendo as imersoes acima continuas.
Neste caso

WmP(Q) imersdes CF(Q) e K =|| m — - |
p
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Desigualde de Holder
Seja f € L'Q), g € LU(Q) com 1 <p,g <ooe -+ ¢ =1 Entio fge L'(Q) e

/f 2)dz <I| f ol 9 I,

Desigualdade de Poincaré

Seja €2 um dominio aberto limitado de R™. Entao existe uma constante positiva
C, = Cy(2,n), tal que

H u HLP (Q) S Cp H Vu HLp (Q), para todo u c WLPO(Q)

onde C), ¢ a constante de Poincaré.
Teorema da divergéncia e férmula de Green

Vale as seguintes formulas para um aberto limitado €2 bem regular.
i Jo(divF)(x)dr = [ F(z)-n(z)dl, F e [H Q)"
i [, u( v)de = — [, Vo(z) - u(z)de, ve Hj(Q), ue H*(Q)
iii [, v(z)Au(z)de = [, Av(z)u(x)dz, ve H*(Q), ue H*(Q)

onde 2 ¢ um aberto limitado do R™ com fronteira de classe C? e n(z) denota a norma exterior
unitaria no ponto x € 9. A funcao F integrada sobre 02 é no sentido da funcao trago, isto é,
[ F(x) - n(x)dl significa [(yoF)(z) - n(x)dr.

Teorema do valor médio para integrais

Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua no intervalo [a,b]. Entdo, existe um nimero ¢ € (a,b)

/f F(O)b—a)

Um operador linera limitado 7" de um espago de Banach X em outro espaco de Banach X em

tal que

Teorema da Aplicacao Aberta

outro espaco de Banach Y é uma aberta. Em particular, se T' é bijetiva, T ¢ continua.

Consideremos agora o problema de valor inicial nao homogéneo

WO = Au(t) + f(t), t>0

onde f:[0,7) — X e A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, T(¢).
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Definicao A.1 Uma funcio u:[0,T) — X € uma solugio cldssica de () sobre [0,T) se u é continua
sobre [0,T), continuamente diferengdvel sobre [0,T), u(t) € D(A) para 0 <t < T e satisfaz () em
0,7).

Definicao A.2 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, T(t). Seja z € X e
feLY0,T;X). A fungao u € C([0,T]; X) dada por

u(t) =T(t)x + /01 T(t—s)f(s)ds, 0<t<T
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