UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E ESTATISTICA

Gelson Conceicao Goncgalves dos Santos

Um estudo sobre uma classe de problemas locais e
uma classe de problemas nao-locais.

BELEM
2010



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E ESTATISTICA

Gelson Conceicao Goncgalves dos Santos

Um estudo sobre uma classe de problemas locais e
uma classe de problemas nao-locais.

Dissertacao apresentada ao colegiado do Programa de
Pos-Graduagao em Matematica e Estatistica - PPGME -
da Universidade Federal do Pard, como um pré-requisito

para a obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

ORIENTADORA: Prof?. Dra. Rubia Gongalves Nascimento

BELEM
2010



Santos, Gelson Conceicao Gongalves dos

Um estudo sobre uma classe de problemas locais e uma classe
de problemas nao-locais/ (Gelson Conceigao Gongalves dos Santos);
orientadora, Ribia Gongalves Nascimento. - 2010.

128 . ; 28cm

Dissertacao (Mestrado) - Universidade Federal do Para, Instituto
de Ciéncias Exatas e Naturais. Programa de Pés-Graduagao em
Matematica e Estatistica. Belém, 2010.

1.Equacoes Diferenciais Elipticas. I Nascimento, Rubia Gongalves,
orient. II. Universidade Federal do Pard, Instituto de Ciéncias Exatas
e Naturais, Programa de Pés-Graduagao em Matematica e Estatistica.

III. Titulo

CDD 22. ed. 515.3533




UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E ESTATISTICA

Gelson Conceicao Goncalves dos Santos

Um estudo sobre uma classe de problemas locais e uma classe de

problemas nao-locais.

Dissertacao apresentada ao Curso de Mestrado
em Matematica e Estatistica da Universidade
Federal do Para, como pré-requisito para a ob-

tencao do titulo de Mestre em Matematica.

Data da defesa: 21 de Maio de 2010.

Conceito:

Banca Examinadora

Prof. Dr®. Ribia Gongalves Nascimento (Orientadora)

Prof. Dr. Giovany de Jesus Malcher Figueiredo
Faculdade de Matematica - UFPA

Prof. Dr. Daniel Cordeiro de Morais Filho
Faculdade de Matematica - DME-UFPB



Dedicatoria

A minha familia.

v



Agradecimentos

Meus sinceros agradecimentos...

Acima de tudo a Deus, por estar sempre ao meu lado.

A minha mae pelo amor, carinho, compreensao e incentivo. E sobre tudo a minha
esposa Francy pelo incentivo, compreensao e carinho.

A minha estimada orientadora, doutora Rubia Gongalves Nascimento pela
excelente orientacao, pelo incentivo, disponibilidade, amizade e compreensao. Ao
professor doutor Giovany de Jesus Malcher Figueiredo, também pelo incentivo,
disponibilidade e amizade, além disso, por ser fundamental para a elaboragao e conclusao
dessa dissertagao.

Aos meus grandes colegas e amigos do curso de mestrado: Amanda, Elifaleth e
Marcos pela eterna amizade e companheirismo, e também aos demais colegas Claudia,
Rafael e Joao.

Novamente agradeco ao professor Giovany de Jesus Malcher Figueiredo e ao
professor doutor Daniel Cordeiro de Morais Filho por terem aceitado fazer parte da banca
examinadora de minha dissertacao.

Ao CNPq, pelo auxilio financeiro.



Resumo

Neste trabalho estudaremos duas classes de problemas elipticos, uma classe de

problemas locais e outra de problemas nao-locais. Na classe de problemas locais,

estudaremos o problema

—h2Au+b(x)u = f(z,u), 2 € RY,
u € WH2(IRY).

Na classe de problemas nao-locais estudaremos os problemas

—Aju = ]u\;"((f)) em )
u = 0 sobre 02
e
Apu = |v|2‘11(%) em )
Apv = 228 emQ
u=v = 0 sobre 0f2.
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Abstract

In this work we will study two classes of problems. In the class of the local problems,

we study the problem

—h2Au+ b(x)u = f(z,u), z € RY,
u € WEH(IRY).

In this class of the nonlocal problems, we will study the problems

—Ayu = |U|Z‘((;)) em ()
U = 0 sobre Of2
and
—Au = [P em Q
P1 q1(z)
—A,v = |u|g‘22(%) em ()
u=v = 0 sobre Of).
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Introducao

Nesta dissertagao estudaremos duas classes de problemas do tipo eliptico.

Primeiramente estudaremos a seguinte classe de equagoes de Schrodinger

—h2Au+ b(x)u = f(z,u), z € RY,

1
u € WH2(IRY), .

onde h é um parametro real e N > 3. As hipdteses sobre as fungoes b e f serao enunciadas
posteriormente.
A equagao em (1) surge naturalmente no estudo de existéncia de ondas estacionérias

para a equacao de Schrodinger do tipo

e N )

onde i é a unidade imaginaria, h é a constante de Planckep >2se N =1,20u2 < p < 2*

se N > 3. Uma onda estaciondria para o problema (2) é uma fungao da forma
U(x,t) = exp(—iEt/h)v(x), v:RY - R (3)
Assim, substituindo (3) em (2), temos
—h*Av+ (V(z) — E)v = )P, € RY. (4)

As hipétese sobre a func¢ao f nos permitird concluir que (4) é um caso particular
de (1), pois a funcao f(z) = |z[P~'2 satisfard as hipdteses sobre f.
Note que fazendo a mudanca de varidvel y = h™'z e depois retornando a varidvel

x, a equagao (4) torma-se

—Au+ (V(hz) — E)u = |ulf'u, »€RY, (5)



onde u(z) = v(hz).
Este estudo é baseado no artigo de P.H Rabinowitz [35]. Tal artigo é possivelmente
o primeiro trabalho que trata esse problema do ponto de vista variacional.
Agora vamos tratar da segunda classe de problemas estudados neste trabalho.
Desde o aparecimento no trabalho de Kirchhoff [24] em 1883, que estudou o

problema hiperbélico

Pl — (2’0 + 2EL /Q ’g?;’zdx> Uy = 0, (6)

chamado de equacao de Kirchhoff, que estende a equacao classica da corda proposta
por D’Alembert, considerando os efeitos da mudanca de comprimento da corda durante
a vibragao, o interesse dos matematicos no chamado problema nao-local tem crescido
bastante, porque ele representa um variante de uma situacao da fisica e da engenharia e
requer aparatos nao-triviais para resolve-los.

De fato, o problema (6) é uma caso particular da equagao
ue — M(|[ul*)Au = f(z,u) (7)

que tem sido muito estudada nos recentes anos.

Contudo, a versao estacionéria de (7) com a condi¢ao de fronteira de Dirichlet,

—M(l[ul>)Au = f(z,u) emQ
u =0 sobre 0f),

(8)

onde M : IR" — Re [ : OxIR— IR sdo fungoes dadas, ||u|| = (/Q |Vu|2)% é a norma usual
no Espaco de Sobolev W, ?(Q) e Q é um dominio limitado com fronteira suave, somente nos
ultimos anos tem sido estudada mais cuidadosamente. Veja, por exemplo, Alves-Corréa
[3], Alves-Corréa-Ma [4], Corréa-Figueiredo [9], Corréa-Figueiredo [10], Corréa-Menezes
[14], Ma [28], Perera-Zhang [31] e Zang-Perera [34].

Atualmente, o problema (8) é um exemplo da grande classe das chamadas equagoes
nao-locais porque o termo M (||u||*)Au nao é calculado pontualmente.

Vamos continuar comentando alguns aspectos dos problemas nao-locais, para
mostrar a importancia dessa classe de problemas.

Em [17], Deng-Lie-Xie consideraram a seguinte equagao parabdlica degenerada com



uma fonte nao-local

w = f(u)(Au%—a/Qu) em 2 x (0, 00)
u(z,t) =0 em (05, c0) (9)
u(z,0) = up(z) sobre 02,

onde a > 0 e f é uma funcao positiva e regular satisfazendo certas condigoes. O problema

(9) conduz ao seguinte problema

—Au :a/u em
Q

(10)
U =0 sobre 052,
cuja generalizacao
—Au =al(x,u)ulP em ¢
(@)l o
u =0 sobre 0f),

foi estudada por Corréa-Menezes [15].
Um sistema associado ao problema (11) foi estudado, por exemplo, por Deng-Lie-
Xie [18] que investigou a existéncia global e nao-existéncia de solu¢do nao-negativa do

sistema parabdlico degenerado nao-local

uy = Au™ + a|v|; em Q x (0,7)
vy = Av™ + blul? em €2 x (0,7
! ul 0.7) )
u(z,t) =v(z,t) =0 sobre 02 x (0,7T)
u(z,0) = up(x),v(z,0) = vo(x) em (2,

onde m,n>1, p,g>1, a,5,a,b > 0 e ug, vy sao fungoes limitadas nao-negativas. Uma
questao central em Deng-Lie-Xie [18] é a ocorréncia de blow-up da solugdo. A versao

estacionéria de (12)

—Au™ =alyly  em Q
—Av" =blulf  em Q (13)
u=v=0 sobre 02
foi estudada por Corréa-Lopes [13].
Inspirados, principalmente neste tltimo trabalho, Corréa-Figueiredo-Lopes,
publicaram no ano de 2008, na revista Differential and Integral Equations, veja [11],

o estudo feito sobre os seguintes problemas nao-locais e com expoentes variaveis

U = 0 sobre 0f2

(14)



Apu = |ul, ) —emQ
—Apv = |u|2‘22((j)) em () (15)
u=v = 0 sobre 02.

O estudo de problemas nao-locais e com expoentes variaveis, tém varias motivagoes
na fisica, biologia e engenharia.

Com relagdo ao estudo de problemas nao-locais, podemos citar as seguintes
motivacoes:
(i) Representam modelos de ignigao de gases reagentes comprimidos.
(ii) Descrevem fenomenos fisicos onde a reagao é dirigida pela temperatura em um tnico
ponto.
(iii) Modelam problemas de fluxo de fluidos e de populagoes dinamicas.

Relacionado com estes fenomenos, podemos citar os trabalhos de Deng-Duan-Xie
[16], Souplet [32] e suas referéncias.

Com relacao os problemas com expoentes variaveis, podemos citar as seguintes
motivagoes:
(i) Processamento de imagens, veja Chambolle-Lions [8].
(ii) Fluidos eletroreolégico, veja Acerbi-Mingione [1].
(iii) Lei Darcy em meios porosos (dinamica de fluidos e hidrologia), veja Antontsev-
Shmarev [5].

De certo modo, podemos dizer que estes problemas desfrutam de dois aspectos
bésicos da investigagao matematica:
(i) Eles sao a interpretagao matematica de importantes fenémenos da fisica e da
engenharia;

(ii) Estes estudos requerem relevante tépicos de Andlise Funcional Nao-Linear.

Descrevemos a estrutura deste trabalho assim:

No capitulo 1, estudaremos o problema (1). As hipdteses sobre as fungoes b e
f serao definidas oportunamente em cada secao deste capitulo. Como h nao influéncia
nos resultados obtidos das secoes deste capitulo, com excessao da ultima, estudaremos
o problema (1) para h = 1. O principal resultado deste capitulo é o teorema que segue

abaixo devido a Rabinowitz [35].



Teorema 0.1 Suponha que (by), (b3), (bs) e (f1)—(f5) sdo satisfeitas com f independente
de x. Entao, existe uma constante hg > 0, tal que, ¥V h € (0, hg), o problema (1) tem uma

solugao cldssica nao-trivial.

No capitulo 2, definiremos o operador p-Laplaciano e estudaremos a existéncia de
solugao para um problema linear de Dirichlet, usando métodos variacionais.

No capitulo 3, definiremos os espacos generalizados de Lebesgue LP(®)(Q) e o de
Sobolev W1P@)(Q). Apesar de definirmos o espago WP (Q), gostariamos de ressaltar
que as solucdes dos problemas (14) e (15) sdo obtidas em W'P(®)(Q) para p(z) = p
constante.

Nos capitulos 4 e 5, estudaremos um artigo de Corréa, Figueiredo e Lopes [11]. Mais
expecificamente, no capitulos 4, estudaremos o problema (14). Neste capitulo mostraremos

o seguinte resultado.

Teorema 0.2 Se 1 < p < N, a € C°(Q) com 0 < a(z) < p—1 para todo x € Q ¢

g(z) € CL(Q); 1 < g(z) < NN_pp

= p*. Entdo, o problema (14) possui uma solu¢do

positiva.

Demonstramos este teorema usando o método de sub e supersolucao.
No capitulo 5, estudaremos a existéncia de solugdo para o problema (15), usando

o seguinte problema auxiliar

—Apu = PP +e emQ
—Apv = Ju2 em (16)
u=v = 0 sobre 0f),

onde 0 < e < 1.
Para estudar o problema auxiliar, usaremos um resultado de Rabinowitz (veja o

Teorema B.14 no Apéndice B), para obtermos o seguinte resultado:

Teorema 0.3 Suponha que 1 < pi,po < N, ai,a0,q,q2 € CQ), 1 < qu(z) <
Np2 Npl
N—p2 p27 = QQ(Z’) N_

Entao, o problema (16) possui uma solugdo positiva.

=p; e0 < ai(z).as(x) < (p1 — 1)(p2 — 1) Vo € Q.
1



Com o auxilio deste teorema, obteremos o seguinte resultado para o problema (15).

Teorema 0.4 Com as mesmas hipdtese do Teorema anterior, o problema (15) possui

uma solucao positiva.

Para facilitar a leitura, enunciaremos os teoremas e as hipdteses citadas nesta

introducao nos capitulos subsequentes.



No corpo desta dissertacao usaremos as seguintes notacgoes:

B,.(z) : bola aberta de centro x e raio r,

— @ convergeéncia forte,

—: convergéncia fraca,

|A| : medida de Lebesgue de um conjunto A,
/ f : denota / f(z)dx,

Q Q
/ f(z,u) : denota / f(z,u)dz,

Q Q

‘f|s:‘f|LS(Q):</Q‘f‘sd$) .1 < s < o0,

|flsB @) = |flLsBr ) = </B ( )\flsdx) .1 <5< o0,

W |




Capitulo 1

Sobre uma Classe de Equacoes de

Schrodinger

Neste capitulo, estudaremos os resultados obtidos por Rabinowitz [35] sobre a

existéncia de solucao para a seguinte classe de equagoes de Schrodinger

—h2Av + b(z)v = f(x,v), € RY,
v € WH(IRY)

e por uma mudanca de varidvel este problema ¢ equivalente a
) —Au + b(hx)u = f(z,u), v € RY,
h
u € WH2(IRY),

onde u(z) = v(hx), N > 3, h > 0 é um parametro real e as hipdteses sobre o potencial b
e a nao linearidade f serao definidas oportunamente. Em todas as segoes deste capitulo,

com excessao da tltima, nos estudaremos o problema (FP,) para o caso em que h = 1.

1.1 O problema (P,;) com h = 1.

Nesta se¢ao estudaremos a existéncia de solugdo para o problema (F) com h = 1.

Assim, estudaremos o seguinte problema

—Au+b(x)u = f(z,u), z € RY,
u € WH(IRY),

onde N > 3, o potencial b e a nao linearidade f satisfazem as seguintes condicoes:

(b1) b€ CHIRY, IR) e existe uma constante by > 0, tal que, by < b(z), V€ RY.

8



(by) b é coercivo, ou seja, b(x) — oo quando |z| — 0.
(fi) f € CHRY x R IR).

(f2) f(z,0) =0= f(z,0).

(f3) N +2

f3) Existem constantes ai,as > 0e s € (1, N—2>’ tal que, para todo z € RY e z € IR,
|fo(2, 2)| < a1+ g2
(f1) Existe uma constante p > 2, tal que,
0< pF(x,z)= u/ozf(x,t)dt < zf(z,2), Yz € R¥ ez € R\{0}.
Denotaremos por E o espaco de Hilbert

WHRY) = {u € L(RY) : |Vu| € LA(RY)},

com a norma usual dada por

N

lulls = ( 90+ 02))

e por E o subespaco de E dado por
E= {u eE: / (|Vul* + b(z)u?) < oo}
IRN

e a norma em F é dada por

1
2

fall = hllz = { [ (9 + 32y

que provém do seguinte produto interno

<u, v>§ = /]RN (VUVU + b(:c)uv).

Para todo N > 3, temos

~ ON
E— E<IPRY), 2<p<
(RY), 2sp< 5,

continuamente e para N = 1,2 as imersoes sdo continuas para todo p € [2,00).

O funcional energia associado a (P) é definido por
I:E—> TR
1) = Sl ~ [ Fla,u)
u) = —||ul]* — T, u
2 RN Y Y

9



onde |[ul|? = /1RN<|VU\2 +b(a)u?).
Por (f1) e (f3), I estd bem definido. Mostraremos que o funcional I verifica as
condi¢oes do Teorema do Passo da Montanha, exceto possivelmente a condigcao Palais-

Smale.

Teorema 1.1 Suponha que as hipoteses (by) — (ba) e (f1) — (f1) sdo satisfeitas, entdo, o

problema (P) possui uma solucio cldssica nao-trival u € WH(IRY).

Demonstracgao: De fato, primeiro enunciaremos e demonstraremos uma afirmacgao que

sera usada para mostrarmos a primeira geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Afirmacao 1.1 Dado ¢ > 0 existe uma constante positiva A dependendo de € e s, tal

que,
1fo(m, )| e+ Az, Ve eRY ez € R (1.1)

Com efeito, como f € C*(IRY x R 1R) e f.(x,0) = 0, entdo, dado € > 0, existe
de = d(€) > 0, tal que,

|f(z,2)| <€, Ve eRY ez € IR com |z| < 6. (1.2)

Por (f3), note que

a
RN P
como lim — b = 0, existe uma constante N, = N(€) > 0 suficientemente grande, tal
|2|—o0 |Z’3_1
que,
| (|Isl—1 <eVreRVezeR com|z| > N,
Z
logo,
W <etay VreRY ez e R com |z| > N,
2
com isso,
|fo(2,2)| S Clz|™, Ve e RY ez € IR, com |z| > N,. (1.3)
Agora, para z € IR, com §, < |z] < N, como f € C?, existe uma constante M > 0,
tal que,

‘fz<x72)’ S M7 V(Se S |Z| S Ne;

10



observe que

[folz, 2)] | om o
|12($,2)|=:“E1;jf*|z| Pl
logo,
|folz, 2)| S Coglzl, Ve e RV ez € R, com 6, < |2| < N.. (1.4)

Por (1.2), (1.3) e (1.4) existe uma constante A = A(e, s) > 0, tal que,
1fo(2,2)] < e+ Az, VeeRVezc R

0 que prova a afirmagao.

Assim, por (1.1), temos
A
|f(x,Z)|§6]z|+§|z|s, VeeRVezeR (1.5)

em consequencia,

Fa,u) < Slu* + a1,

s(s+1)
logo,

s+1
LS‘H(IRN)’

€
o F@w) < Sfullage, + Colu

- 2N
pela imersao continua de £ em LP (]RN), para 2 < p < 2* = N9 existe uma constante
C > 0, tal que,
€
| Flau) < SCllul + C.Clfull,
RY 2

com isso,
I(w) = = Jull —/ Fla,u) > |full? = SClfull? = C.0|ful
2 RY T2 2 ’

logo,

1 eC o
1602 (3 - 5 - Ccllll )l (16)

Assim, para p > 0, tal que, ||u|| = p, temos

1—eC

I(u) > ( — CeCp“>p2.

Podemos fixar p > 0 de forma que

<1 _260 — CEC,OS_1> p* > 0.

11



Com efeito, observe que

1—eC

2

1_
( < _ CECp51> 0’ >0e 50 C

1—eC\ ™
>C'€C'p81<:>0<p<< E) .

Assim, para p =

1(1—60

=
- f
>\ 20c ) , fazendo

o (1 —260 B CEC'pS_1>p2,

temos que

I(u)>a >0, Yue E com |[u]| = p.

Agora enunciaremos e mostraremos outra afirmagao para verificarmos a segunda

geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Afirmacao 1.2 FEzxiste uma constante az > 0, tal que,
F({L‘,Z) 2 a'3|z|'ua
para |z| suficientemente grande e p > 2.

Com efeito,

(i) Para z > 1, segue de (fy) que

logo,

c : [z, s)
/1 gds = /1 F(z, s)ds’

plnz <IlnF(z,z) —In F(z,1),

de onde segue que

assim,
F
Inz" <ln (z,2)
(x,1)
Como a funcao In é crescente, entao,
o Pl
T F(z,1)
com isso,



por (f4), existe uma constante a; > 0, tal que,
F(z,z) > a12",Vz > 1.

(ii) Para z < —1, segue de (f4) que

logo,

—lp -1 f(z,2)
[ fas= Flo,2)™

pln| =1/ —pln|z| > In F(z,—1) — In F(z, 2),

com isso,

assim,
F(z,2)
F<I7 _1>

usando novamente o fato da func¢ao In ser crescente, temos

In > In |z|#,

F(x,z)

7 > H
P, -1 =

por (fy) existe uma constante ay > 0, tal que,
F(x,z) > as|z|", 2z < —1,
por (i) e (ii) existe uma constante az > 0, tal que,
F(z,z) > as|z|", V z € IR, com |z]| > 1,

com |z| suficientemente grande.
Fixada uma fungdo ¢ > 0 em C$°(IRY), segue da Afirmacgdo (1.2) que para ¢

suficientemente grande

t? t? t?
i) = Sl = [ Fla.to) < Sllell” —as [ Il = Sllel oot [ fob

como p > 2, temos

I(tp) - —oo quando t — oc.

Assim, para um ty > 0 suficientemente grande, fazendo e = tgyp, temos
I(e) <0 e [le]| > p.

13



Como I(0) =0 e I € C'(E,IR) (veja o Apéndice A), segue do Teorema do Passo

da Montanha (veja o Teorema B.20 no Apéndice B), que existe

¢ = Inf max 1(7(1)), (1.7)
onde
r— {”y e (10,11, E): 7(0) = 0 I(+(1)) < o}, (1.8)
além disso,
c>a>0

e existe uma sequéncia (u,) C E, tal que,
I(up) = cem R e I'(u,) =0 em E' (1.9)

Agora mostraremos que (u,) ¢ limitada em F e que uma subsequéncia de (uy,)
converge fraco para um ponto critico nao-trivial de I.

Com efeito, como

1
](Un) - 5““71“2 - /]RN F(‘r7un)
e
1 1
I/nn:* nz_*/ y Un JUn,
()i = ol = [ S
temos
I = ) = 5 = lual P+ [ |2 — Flaw) | (110)
Up) — —1'(up)up, = | = — — | ||un —f(z,up)u, — F(x,u,)|. .
p 2 p RN | f4
Agora, note que
1 ! 1 ! !
I(un) — ﬁj (un)un < I(un) + ﬁll (un)un| < I(up) + |11 (wn)]|[|wn]]-
Por (1.9) existe uma constante C' > 0, tal que,
Iu,) <C e |['(uy)|] <C, Vne,
logo,

1
I(up) — EI’(un)un < C+Clluy||, VnelN
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Assim, por (1.10)
(—:ﬂwW+/‘[ (2, )ty — F(2,u,) | < C + Clluy||, VnelN

E imediato de (f1) que

1 1
<—->WMF§C+CMM,VnEN
2 p

De onde segue que (u,) é limitada em E. Logo, existe uma constante M > 0, tal
que,

lual| < M, ¥Vn e

Como F é um espago de Hilbert reflexivo, a menos subsequéncia,

u, —~u em E.

Desde que,
2N
E—I! (RY), 2<p<2*=_—"—
loc( )7 Y N — 2?
compactamente, temos que, a menos de subsequeéncia,
n—u em L (RY), 2<p<2. (1.11)

A seguir, mostraremos que
I'(un)p — I'(w)p, Ve Ce(RY).
Com efeito, observe que C3°(IRY) C E e que

I'(wn)p = (un, ) = / f@,un)p, ¥ € C(RY)

I'we = (ue); — [ flaup, ¥oe R,
Como u,, — u em E, entdo,
<un, gp>§ — <u, 30>E, Vo € CP(RY). (1.12)

Por (1.11)
u, — uem LITHIRY),

loc

onde s é o expoente presente em (f3).
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Pelo Teorema B.21 (veja o Apéndice B), existe uma funcio h € L3I H(IRY), tal que,

loc

a menos de subsequéncia,

up(z) = u(z) q.t.pem K

|un(x)| < h(z), Vn € N q.t.p em K,

onde K é um compacto qualquer do IRY.

Por (f3), para cada ¢ € C°(IRY),

| (2, un () ()]

IN

Crlun(2)[lp(2)] + Colun(2) | p()]
< Cih(x)|e(x)| + Coh®(z)|p(x)], Vn e IN, q.t.p em K,

s+1

como |¢| € LiFHRY), L

loc

(IRY), segue da desigualdade de Hélder que

losc
hlgl, h¥le| € L, (IRY).

loc

Pela continuidade de f,

f(@ un(2))p(x) = [z, u(z))p(z) qt.pem K.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/Supzw S (@ un)p = fla,u)e, Vo Cgo(w>»

suppp
logo,
| e [ flawe. Ve CFERY). (1.13)
IR IR/
Por (1.12) e (1.13)
<Un, 90>E - /]RN f(.CE,’LLn)QD - <’LL, 50>E - /IRN f(ﬂfau)% v ¥ CSO(IR/N)>
ou seja,

I'(un)p = I'(w)p, ¥ C2(RY). (1.14)
Desde que, I'(u,) — 0 em E, temos

I'(uy)e — 0, ¥ C(RY). (1.15)
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Por (1.14), (1.15) e unicidade de limite
I'(u)p =0, Vo C°(IRY).

Seja ¢ € E, como C5°(IRY) é denso em E, existe uma sequéncia (¢,) C C(IRY),
tal que,
On — @ em B,
por continuidade
I'(u)n — I'(u)e,

mas I'(u)p, = 0, pois ¢, € C(IRY), logo,
I'(up=0,YpckE.
Portanto, u é ponto critico de [ e

<u,so>§=/IRNf(x,U)% Vo k,

ou seja,
/]RN (Vchp + b(x)ugp): /]RN flz,u)p, VY E.
Assim, u é solugao fraca de (P), usando regularidade eliptica, mostra-se que u é uma
solugao clédssica de (P). Note que, por (f3), a fun¢do nula é solugao de (P). Mostraremos
que u ¢ uma solugao nao-trivial de (P).

Com efeito, como

1
I(un) = 5l = | | Flau)

1

1 1
S = Sl = [ 2 flaunu,

temos

1

I(u,) — ;I’(un)un = /1RN bf(a:,un)un — F(a:,un)],

como por (fy), F(z,2) >0, Ve € RY ez € R,

I(u,) — ;[’(un)un < /IRN ;f(:c,un)un (1.16)

Desde que I(u,) = ¢ em R, I'(u,) — 0 em E' e ||Juy|| < M, ¥ n € IN. Segue que

para todo 0 < e < ﬁ, existe um natural Ny, tal que,
c—e<I(uy) <c+e e |[I'(un)l|llun|| < eM, ¥n > Ny,
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logo,

I(Un)—;],(un)unZC—G—;6M20—6<2+2M)20_ ¢ (2+M>:f

usando (1.16), temos

por (1.5)
/N 2f(:c,un)un < /IRN(§ u? + 5 ’Unlsﬂ),
logo,
C_ € 12 s+1
5 = gltnlzam) + o lumlpi -

Pela desigualdade de Gagliardo-Niremberg (veja [20]), para toda w € E,

B 1 1
Ls+1(RY) < CL5|V’LU|%2(1RN)|U}|22(9]RN)7Onde 0 = N(§ o s+ 1)

Assim,
c 0(s+1) (s+1)(1-6)

2 =~ Q‘Un‘[g ]RN)+a6|Vun’L2(IRN)| n‘LQ ]RN 9
usando a imersio continua de E em L*(IR") e observando que |V,| r2ryy < ||ul], existe

uma constante C' > 0, tal que,
c _eC s+1)(1—6
& < S luall? + agllun 16D S
Desde que ||u,|| < M ¥V n € N temos

€
0(s+1) (s+1)(1-6)
< =M+ ag M ] ”’LQ (RY)

€ ¢ } £ <<
€110S 0go
¢ 2M &

com isso,
c
0(s+1)(,, ((s+1)(1-6)
-+ Qg M | n|L2 IRN )

l\')\(‘:
e

assim,
(s+1)(1-9)

&
- a M9(5+1)’ TL‘LQ ]RN

W~
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Observe que (s + 1)(1 —6) > 0, pois

(s+1)(1-0) = (s+1) [1—N(;—S Jlr 1)] = (s+1) [1_];[((;;11))] _ (s41) [25 +22(;+Nli+ N

2—N)+ N +2 N +2
_ s )2+ i >O<:)s(2—N)+N+2>O(:>N+2>s(N—2)<:>NJ_FQ

Note que a tltima desigualdade ocorre por (f3).

> S.

Assim,

1
c\ GrDa—9
<4> S a7‘un‘L2(IRN).

1
C\ GFD{I=0) .
Facamos ¢; = 1 , entao,

< a7|un|L2(]RN),‘v’ nec N (1].7)

onde a; é uma constante que depende de M, ag, s e 6.

Suponha, por contradi¢ao, que u = 0. Por (1.11),

u, — 0em L7 (RY),

loc

logo, dado r > 0 existe um natural n, = n(r), tal que,

azlun|r2(8,) < %, Vn>n,. (1.18)
Por (1.17) e (1.18), temos

c
51 < arlun| g2,y V0> 1 (1.19)

Com efeito, pois caso contrario, existiria um ng € IN, tal que,

zlting | L2(B,) + @7lting | L2V ) < €1, Dara algum ng > n,,

logo,
2 Cl 2
(|un0|L2(Br) + |uno|L2(]RN\Br)) < a
com isso,
2 2 1\’
’uno|L2(BT) + ’uno|L2(]RN\BT) < ar
assim,

ar|Ung| L2y < €1, para algum ng > n,.,
mas, isso contradiz (1.17).
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E claro que para todo r > 0,

(inf b(x))ui <b@)uZ, Yz eRY, com |z| >,

|z|>r "
logo,

u
/(]RN\BT)

I W
IA
B -
vE.
="
S
SN—
O
b4
—
&
z
s
S
I W

assim,

A

1 2 M
|un|L2(IRN\B ) = 1 (/ b(x)ui> < I
’ inf b(x)2 \/(RV\B,) inf b(x)2

|z[>r |z|>r
pois ||u,|| < M, ¥ n € N.
Logo,
_aM
inf b(x)

|lz|=r

a7|un’L2(IRN\BT) <

[N

Desde que, b é coercivo

CL7M
inf b(x)%

|z|=r

— 0 quando r — oo.

Assim, para r > 0 suficientemente grande, temos

ar M 1
ol = 5T <2
|z[>r

o que contradiz (1.19).

Portanto, u # 0. Logo, u é uma solugao cldssica nao-trivial de (P).

Corolario 1.1 Assumindo as hipdteses do Teorema (1.1), existem fungdes uy, us que sao

solugoes de (P) comuy >0 eus <0 em RN,

Demonstragao: Usaremos um argumento bem conhecido para mostrar que o problema
(P) possui uma solugao positiva u;.

Considere a fungao

ff(z,2) = f(z,2), se 2>0

0, se 2<0,

entdo, f1 satisfaz (f1) — (f3) e também (f,) para z > 0.
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Assim, estd bem definido o funcional
I FE >R

1
I w) = Sl = [ F*(.u),

u

onde F™(x,u) = / f(x,t)dt. O funcional I tem as mesmas propriedades do funcional
0

I da demonstracao do teorema anterior. Logo, usando os mesmos argumentos feitos para

o funcional I, mostra-se que I tem um ponto critico u; #Z 0, que é uma solugao cldssica

de
(P*){—Au +b(z)u = fT(2,u), e R
Assim,
/ Vui Vo + b(x)uip = / fHz,u)e, Yo € E,
RN RN
tomando ¢ = —u; como funcao teste, temos
S V=) + by (—ar) = [ (),

lembrando que u; = uj — u; e usando a definicao de f*, temos que

[Juy [|* =0,

assim,

uy > 0 q.t.p em RY.

Como u; é continua, pois u; é uma solucao cldssica de (P7), temos
up > 0 em RY.
Suponha que exista um ponto z, € IRV, tal que,
uy(zo) =0,

CcOo1mo

—Auy + b(x)uy > 0em RV,
pelo Principio do Maximo Forte (veja o Teorema B.16 no Apéndice B), segue que
Uy = O,
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o que é uma contradig¢ao.
Portanto,

uy; > 0em RY.
De modo anélogo, considerando a funcao

3 0, se z>0
[z, 2) =
flz,2), se z<0,

e o funcional
1
I (w) = Sl = [ F (),

u
onde F~ (z,u) = / f(x, t)dt.
0
Mostra-se que o funcional I~ tem um ponto critico us < 0, que é uma solucao

classica de (P).

1.2 Alguns Resultados Qualitativos

Nesta segdo o principal resultado é que o nivel minimax c¢ definido em (1.7)
depende continuamente do potencial b. Outro importante resultado desta secao é uma
caracterizacao de ¢ que sera util na demonstracao deste resultado e de outros presentes
ao longo deste capitulo.

Na secao anterior conseguimos um ponto critico u € E do funcional
1 9 ~
I(u) = =||u]| —/ F(z,u), Yue FE
2 RN
que corresponde a uma solugao classica nao-trivial de

—Au+b(x)u = f(z,u), x € RY,

") u € WH2(IRY).

Observe que a condigao (by), isto é, a coercividade de b, ndo influenciou quando
obtivemos a solu¢ao u de (P). Mas ela foi fundamental para mostrarmos que a solugao
obtida era nao-trivial, isto é, u #Z 0. Nesta e nas outras secOes retiraremos a hipotese
(by). Vamos supor que f continua satisfazendo as condigoes (f1) — (f1) e acrescentamos a
seguinte hipotese:

(fs) t'2f(x,tz) é uma funcio crescente para todo t >0, € RY e z € R\ {0}.
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Nas outras segoes mostraremos que com as condigoes (f1) — (fs) e outras sobre
o potencial b, que serdao definidas oportunamente, que o problema (P) e também (F})
possuem solugao nao-trivial.

Note que uma condicao necessaria para que u € E seja um ponto critico de I ¢é
que I'(u)u = 0. Esta condicao define a variedade de Nehari associada ao funcional I que

corresponde ao seguinte conjunto

N = {u e E\{0}: I'(w)u = 0},

ou seja,
N:{ueE\{O}/ (IVuf? + b(z) / ) }
Observe que se u é uma solu¢ao nao-trivial de (P), entdo, u é ponto critico de I,
logo, u € N, assim, toda solugao de (P) estd na variedade de Nehari . Para garantirmos
que a solucao obtida é nao-trivial iremos trabalhar na variedade de Nehari.

Agora enunciaremos e demonstraremos um lema que serd usado no restante deste

capitulo.

Lema 1.1 Assumindo as hipéteses (fi) — (f5), para cada v € E \ {0}, eziste um tinico

ty = t(u) > 0, tal que, t,u € N. O mdzimo de I(tu), para t > 0 € atingido em t,.

Demonstragao: De fato, para cada u € E\ {0} defina a funcao

Y : RN = R
Ut) = I(tw)
ou seja,
2
t — / F(x,tu).
o(t) = Sll* = | Flz,tu)
Por (1.6)
1
102 (3= £ - cor )l
observe que
1 eC s—1 s—1 |42 2 1 eC s—1 Lo ﬁ
(2 C.Ct | |ul| )tHuH >O<:>2 5 >COt Y ted<t< 20.C[u][ ;

logo, ¥(t) > 0 para t > 0 pequeno.
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Por outro lado, pela Afirmacao 1.2, temos

t2
I(tw) < Slfull? = agt [ | Jul,
como f > 2,

I(tu) - —oc0 quando t — oo.

Logo, ¥(t) < 0 para t > 0 suficientemente grande.
Assim, temos ¢(t) > 0, para t > 0 pequeno ¥(0) = 0 e ¥(t) < 0, para t > 0

suficientemente grande. Portanto, existe t, = t(u) > 0, tal que,

w<tu) = maXiﬂ@) = r?g[)}([(tu) = [(tuu)

t>0

Observe que

U =l = [, St (1.20)
assim,

f(z, tu)u.

. (1.21)

w’(t):O@tuEN@HuHQ:/]RN

Se existissem t; # t, tal que, ¥/(t1) = 0 e ¥'(t2) = 0, terfamos por (1.21) que

/ [f(x,tlu)u B f([E,th)U] 0
RN tl tg S

o que nao pode ocorrer por (f5). Logo, para cada u € E \ {0}, existe um tnico t,, > 0, tal

que, t,u € N.

Proposicao 1.1 Esta bem definido e é continuo o operador

T:E\ {0}~ R,

onde t, é o mdzimo de ¥ (t) = I(tu), t > 0, ou ainda, t,u € N.

Demonstragao: De fato, como para cada u € E \ {0} t, é tnico, o operador T esta
bem definido.

Seja u, — u em E\ {0}, mostraremos que
T(up) =ty, = t,=T(u) em R".
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Com efeito, pela difini¢ao de t, segue de (1.21) que
2 Ml = [ Gt ), (1.22)
Afirmamos que a sequéncia (t,,) C IR" ¢é limitada. De fato, para cada n € IN,
0<ty, <1 out,, >1
Suponha que exista ng € IN, tal que,
ty, > 1, Vn > ng,

pois caso contrario, (¢, ) sera limitada.

Observe que por (fy)

/]RN (@, by, wn)ty, un > ,u/]RN F(x,t,,u,). (1.23)

Para cada u € E \ {0}, defina a funcio

F(x,t
MU:%LW,Vt>Q

h estd bem definida e é derivavel, com

) = ——[tuf (2, tu) — pF(z,tu)], ¥ > 0,

e+l

por (f4) temos R'(t) > 0, V t > 0. Logo, h é crescente e assim, para todo t > 1,
h(t) > h(1), ou seja,

F(x,t
M > F(a:,u), V> 1,
th
logo,
F(z,tu) > t'F(z,u), Yt > 1. (1.24)

Usando (1.23) e (1.24), temos

/]RN J (@, b, un ), Un > M/]RN tﬁnF(m, Up),
usando (1.22), obtemos
2 2
2 Ml = i, [ ),

logo,
|| ”

,u/]RN F(z,u,
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Desde que u, — u em E \ {0},
[lnl[* = [l

e como o funcional
G(u) = /JRN F(z,u), ue E

é de classe C'(E, R) (veja o Apéndice A),

G(uy) = /RN F(z,u,) — Gu) = /N F(z,u).

R

Como consequéncia, das duas dltimas convergéncias, a sequéncia

< [|unl|” )
p Pl
é limitada. Assim, observe que existe uma constante K > 0, tal que,

[lun ||

<
,u/IRNF(x,un)

n—2
L2988

<K, VnelN

Portanto, a sequéncia (t,,) C IR" é limitada. Logo, a menos de subsequéncia,
ty, — t em IR,

Suponha que ¢ = 0. Dividindo a equagao (1.22) por t,, , temos

n RY tun )
como |[up[[* — [[u]|?, entao,

[, ty, uy)uy,

2
[ T o P (1.25)

Além disso, observe que

f(ﬂi, tunun>un

— 0. 1.26
w1 (1.26)

Com efeito, desde que por (fz)
f2(z,0) =0 = f(x,0),

entao,

lim 7f(x, h)

Jim S22 = 0 (1.27)
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pois,

Como u, — u em E\ {0} e E — L?(IRY), 2 < p < 2* continuamente, entfo,

u, — uwem LP(IRY), 2 < p < 2*, logo,
u, — uem L*(RY) e w, — uem LT (RY).
Assim, a menos de subsequeéncia,
Uy (z) = u(z) q.t.p em RY,
e existem fungdes h € L*(IRY) e g € L*+1(IRY), tais que,

lun(2)| < h(z) qt.pem RY, Vn e N

e
lun ()] < g(x) g.t.p em RY, Vn € IN.
Como t,, — 0 em IR
tu, Un(x) — 0 q.t.p em RY.
Assim, por (1.27)
(@ b, () — 0 q.t.p em RY. (1.28)
b, Un ()
Note que
0 o) 0) 0 b0 o ) o) )
tu,, by, Un () by, Un ()
por (1.28),

J (@, tu, un (7)) un ()
tu,

— 0 q.t.p em R,

além disso, por (f3)

1 (05} s
o | < (@t un(@) + i, un (@) un (@)

< anfun(@)[* + asty, ()"

como (t,,) converge, existe uma constante K > 0, tal que,
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’f(w, b, Un (7))

t “”(m)\ < ayh*(x) + azKg(x)*+' € LH(IRY),

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

f(I, tunun)un

— 0,
RN tu,

o que prova (1.26).
Por (1.25), (1.26) e unicidade de limite

[lul| = 0,

mas isso contradiz o fato de v € E \ {0}. Portanto, > 0.

Passando o limite em (1.22) e fazendo n — oo, temos

Ellul? = [, (.t

o que implica que tu € N. Pelo Lema 1.1, t, é o tinico real positivo t, tal que, tu € N.
Logo, por unicidade

t=t,.

Assim, a menos de subsequeéncia,
T(u,) = t,, — t, =T(u),

pelo Teorema B.1 (veja o Apéndice B), o operador T é continuo.
|
A seguir, faremos uma caracterizagdo do nivel minimax ¢ que serd util nos nossos

estudos.

Proposicao 1.2 Seja ¢ o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha associado

ao funcional I, definido em (1.7). Definindo

*

"= inf max/(tu),
ueE\{0} =0

temos que
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Demonstragao: De fato, observe que I é limitado inferiormente sobre N, pois para cada

uweN, I'(u)u = 0. Como

I(u) =I(u) — =I'(u)u = /IRN {;f(:v,u)u — F(x,u)},

por (f4), temos
I(u) >0, VueWN,

logo, I é limitado inferiormente sobre A'. Assim, existe ijI\l/f 1.
Pelo Lema 1.1, para cada u € E \ {0}, existe um ¢, = t(u) > 0, tal que, t,u € N,
logo
le\l[fI < I(t,u) = Iglzaoxf(tu), Vue E\ {0},

assim,
inf I <c". (1.29)
N
Por outro lado, para cada u € N, temos que,

I(u) = Iglgaoxl(tu) > "

Assim,

inf I > c*. (1.30)
N
Por (1.29) e (1.30), temos
¢ =infl.
N
Agora, mostraremos que
cf=c

Afirmamos que existe um ¢, € [0, 1], tal que,
V(to) € N.
Com efeito, como
I'(y0))(t) = [h@®))* - /]RN fla, (@) (1),
usando a Afirmacdo 1.1, a imersdo continua de £ em L2(IRY) e em L*t!(IRY), temos

I'(v@))v(t) = Ol =Cly B =CCl YD) = A—eC=CLly@)I" HIvOI* > 0
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1—eC\ L
& 1—eC>COly®) " &0 <[y < ( )

c.C
Fazendo r = (10_20) °*~! temos que
Vie (0.1, tal que, [1(0)] <
I'(v()y(t) > 0. (1.31)

Como I(7(1)) < 0, temos

ROIE /P <0
logo,
WOIP < [ 2F@yW) < [ uFas) < [ fawn).
Mas
IGON) = W OIF = [ fa 3 W),
logo,

I'(v(1))y(1) < 0.

Seja t € (0,1), tal que, ||v(¢)|| < r, entdo, por (1.31), temos
I'(v(®)y() > 0.

Note que a aplicacdo I'(y(t))y(t) é continua, logo, pelo Teorema do Valor

Intermedidrio, existe um ¢y € (¢, 1) tal que,

I'(y(to))¥(to) = 0,

o que mostra que y(ty) € N.

Assim,

com isso,
c>c. (1.32)
Por outro lado, desde que

I(tu) — —oo quando t — oo,
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existe um ¢, > 0 suficientemente grande, tal que, I(,u) < 0. Defina a curva

Y i 10,1] = E,

Tu(0) = (tuu)0,

entao, 7,(0) = 0, I(v(1)) <0e~, € C([0,1],E). Logo, v, € I', onde I' é o conjunto
definido em (1.8).

Observe que pela definicao de ~,,
- -
max I (tu) = max I(7.(0)), Vue £\ {0},
logo,

> (1.33)

Por (1.32) e (1.33)

Observacgao 1.1 Desde que ¢ = ijr\lff] e cada ponto critico de I pertence a N, entdo, se

¢ € um valor critico de I, ele € o de menor energia.

A seguir demonstraremos um lema que compara niveis minimax. Este lema sera

util para mostrarmos que o nivel minimax ¢ depende continuamente do potencial b.

Lema 1.2 Suponha que f satisfaz (f1) — (f5) e b, b satisfacam (by). Sejam os funcionais

I e I, associados aos potenciais b e b, ou seja,

I(u) = /]RN [;(!VUP + b(x)u?) — F(x,u)}

fw=] [;(yvuﬁ T B(w)u) - P, )]

e sejam ainda ¢ e ¢ os seus valores minimaz dados por (1.7), ou seja,

¢ = Inf max I(v(0)) e c= }yl;,li;gg[g;ﬁ 1(7(0)),
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onde

r— {7 e (10,11, B): 7(0) = 0 e I(+(1)) < o}

T

{7 e (10,11, E): 1(0) = 0 ¢ I(+(1)) < o}.

Entao, supondo que b > 5, temos que

c>C.

Demonstracgao: Desde que b > b, é claro que

I(u) > I(u), VueE, (1.34)

logo,

I(tu) > I(tu), Yt >0 e Yu e E,

com isso,

max [ (tu) > max I(tu), Vu € E,
>0 >0

pela caracterizacao de c e ¢ dadas pela proposicaol.2, temos que
c>cC.

[

Note que o valor minimax ¢ faz sentido se o potencial b for continuo ou simplesmente
mensuravel. Pelo Lema 1.2 o nivel minimax ¢ depende de b, mostraremos que ¢ depende
continuamente do potencial b. Para indicar a dependéncia de ¢ por b, escreveremos

¢ = ¢(b), no préximo teorema.

Teorema 1.2 Suponha que f satisfaca (fi1) — (fs) e b, (bn) satisfacam (by), V n € IN
Suponha ainda que

by — b em L®(RY) quando n — oo,

entao,

c(by) — c(b),

isto €, o nivel minimax ¢ depende continuamente do potencial b.
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Demonstragao: Seja € > 0, entao, para todo n, suficientemente grande
b+e>b+|b,—b >b>b—1b,—b] >b—e. (1.35)

Assim, por (1.35) e pelo Lema 1.2, para a prova do Teorema 1.2, basta provar um

resultado mais simples, ou seja, que
ce=c(b+e€) = c(b) = co quando € — 0, (1.36)

onde ¢, = ¢(b+ €) é o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha associado ao

funcional
1o , _
I(u) :/IRN 5 (VP + 0+ o) ~Fla, )], Yuek, (1.37)

Primeiro mostraremos o resultado para ¢ < 0.

Com efeito, para todo € <0, b+ e < b, pelo Lema 1.2
Ce < Co,

logo,

lim ¢, = ¢ < ¢.
e—0~

Suponha que

c < Cp.

Seja ¢, o nivel minimax para o funcional I, . E sejam sequéncias ¢, — 0~ quando

k — oo e d, — 07 quando n — oo. Pela Proposicao 1.2, existe uma sequéncia (uy, ) C E,

tal que,
max I, (tug,) < e, + O, (1.38)
sem perda da generalidade, podemos supor que ||uy, || = 1.

Assim como na demonstracao da Proposigao 1.2, para cada fungao uy, podemos

associar a curva

Ven, [071] — E7
Ve (0) = (i, v, )0,
com %, suficientemente grande e concluir que 7, € [y, onde
T = {7 €C([0,1], E): 4(0) = 0 e I, (+(1)) < 0},
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além disso, concluimos que

max Lo, (7. (0)) < max e, (tuw, ). (1.39)

Seja Ko = {0, 1}, observe que 7, (Ko) = {0, 7, (1)}, logo,

¢ = max [, =0,
Vien, (Ko)

observe ainda que

inf I = = .
nf max I, (v(6)) = ¢, > 0 =1

Por (1.38) e (1.39)

< .
mmax 1o, (1(0)) < e + 0n

Fazendo

XZE) K:[Oal]a KO:{Oal}a M=T e P = Vkns

segue do Teorema B.19 (veja o Apéndice B), a existéncia de sequéncias (wg,) C F e

(0x,) C [0,1], tais que

ek, = o O < 83, (1.40)
I, (wy,) € (e, — Oy Ce, + 0) (1.41)
e
10 ex (i, )| < 62 (1.42)
Por (1.37)
I, (u) = I(u) + %k /IRN u?, Yue k.
Fazendo n = k acima e considerando uj = ug, e wy = wy, , temos que
cp < max I(tug) = I(tyuk) = I, (tu, ur) — %ktzk /]RN up
< I?Zaox I, (tuy) — %tik /]RN ui,
por (1.38)

€k
co < Ce + 0p — Etik /]RN ug,
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logo,

€
co < c+ 0 — Ektik /]RN ug.

Desde que ||ug|| = 1, pela imersio continua de £ em L*(IRY), existe uma constante

CO C k m . ( . )

Afirmacao 1.3 Eziste uma subsequéncia de (t,,), que ainda denotaremos por (t,,),
limitada, ou seja,

tu,| < C, VkelN
Assumindo, por enquanto, essa afirmagao, por (1.43)
€k
co < c+ 0 — 501. (1.44)

Por outro lado, como €, — 07, 0, — 07 e estamos supondo que ¢ < ¢y. Podemos

escolher ¢, e §; suficientemente pequenos, de forma que
co>Cc+ 0 — %Cl.
Com efeito, podemos tomar 9, suficientemente pequeno, de forma que
c+ 0 < ¢,

assim,

2
(c+0k)—cp<0= —[(g+6k)—c0]< 0.
Ch

Tomando €, tal que,

(/%1[(6+5k)—00}< er <0,

temos

(c+6) —co < %017

com isso,

Co >Q+5k—%€01,

o que contradiz (1.44).

Portanto

c=c. 1.45
0 (1.45)



E assim,

ce — ¢o quando € — 0.

Agora, mostraremos a Afirmacao 1.3.
Demonstragao da Afirmacao 1.3.

Observe que t,, > 0, V k € IN. Logo, se a menos de subsequéncia,
0<ty <1,Vk>no,
nao ha nada a mostrar. Assim, suponha que
ty, > 1, VE > ny,

pela defini¢do de t,, e a normalizagao de (uy), segue de (1.21) que

:/]RN tukukf(x7tukuk)7

por (f4)
> u/ (2, tu, ur),
usando (1.24) temos
2
tu > Mtﬁk /]RN F<x’uk)7

assim,

tﬂ

n? < (1.46)
M/ (z, ug)

Afirmamos que existe uma constante o > 0, tal que, a menos de subsequéncia,

/]RN Flz,u) > o (1.47)

Observe que de (1.46) e (1.47), obtemos, a menos de subsequéncia, a limitacao de
(Fuy)-
Assim, para concluirmos a prova de (1.36) para o caso em que € < 0, resta-nos

mostrar a relagdo (1.47).

Suponha que (1.47) nao ocorra. Entao,

/IRN F(z,u) — 0. (1.48)
Usaremos (1.40) para provar que (1.48) é impossivel.

36



Com efeito, desde que 7, (0) = (, u, )0, entdo, para n =k e v = Yk, temos

’yk(ew = Vi (91%) - (fkkukk)ekk = (%kkgkk)ukk = gkuka

logo, por (1.40)

1

|[Epur — wi|| < 0, (1.49)

assim,
1

[|Ekunl] = [fwrl] < 05,

como ||ug|| = 1, temos
1
§e < 0f + [Jwrl]- (1.50)

Desde que ¢, — ¢ quando € — 07, por (1.41), temos
I, (wg) » cem R

Além disso, por (1.42)

Il (wy) = 0em E'.

Utilizando as duas ultimas convergéncias e seguindo a idéia contida na
demonstracdo do Teorema 1.1, a partir de (1.9) mostra-se que (w;) é limitada em E.

Portanto, por (1.50)

& < M, (1.51)

assim,

logo, para todo r > 0 e y € IRV,

1 /
2 2
Uy = gku )
/Br(y) g Ms JB,(y) g

v
|

com isso,
uklr2s, ) = Cléeunlias, o) = Clésun — wi + wilr2(s, @)
> C(|wk|L2(Br(y)) — |wy — fkuk|L2(Br(y)));
usando (1.49) e a imersiio continua de E em L*(IRY), temos
1
[kl 225, ) = C(1wkl 225, ) — M367 ). (1.52)
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que,

Afirmamos que existem uma sequéncia (y;) C IRY, constantes 5> 0 e R > 0, tais

lim inf w? > B. (1.53)

k—oo  JBR(yk)

Com efeito, pois caso contrario, terfamos

liminf sup w? =0, YR >O0.
k—o0 ye]:RN BR(y)

Como consequéncia, pelo Lema de Lions (veja o Lema B.2 no Apéndice B), terfamos

2N
Mas, recorde que
L,(wy)—cemBR e I (w)—0 emE,
e que (wy) é limitada em E, logo,
L,
[ek (wk) — 5 % (wk)wk —c>0. (155)

Por outro lado, note que

S = [ 5 e wu — P, wi)] 20,

AUSE [

assim, por (f)

1

1
~I} (wp)wy < 3 /]RN f (2, wy)w,

0< Iﬁk(wk) - 9

pela Afirmagao 1.1, para todo € > 0 existe uma constante C, > 0, tal que,

1 € s
0< Iek(wk) — §]ék(wk)wk < 5 /IRN |wk|2 + Ce /]RN |wk| +1’

por (1.54)

1 €
0 < Ly (w) = 3L, (wwe < 5 [l + o1(k),

de onde segue que

1
I, (wy) — 3 o (wp)wy, — 0,

o que contradiz (1.55).

Assim, existem (yx), 5 e R que satisfazem (1.53). Fazendo y = yp e r = R em

(1.52), temos que

1
|uk|L2(BR(yk)) Z C(|wk|L2(BR(yk)) — Mg()f)
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Por (1.53), segue do Corolario B.1 (veja o Apéndice B), que existe um natural ky,
tal que,
TR
R(yy)
logo,
1 1
|uk|L2(BR(yk)) > 0[52 — Mgéﬁ], V k> k.

Como 0, — 07, existe k; € IN suficientemente grande, tal que,

g

|uk|L2(BR(yk)) Z O(g)g, V k Z k?l. (156)

Para provarmos que (1.48) é impossivel basta mostrarmos que existe uma constante

By > 0, tal que,

/BR(%) F(z,us) > fi. (1.57)

Recorde que pela Afirmacgao 1.2, F(x, z) > as|z|* para |z| > 1 com a3 independente

de z. Portanto, para todo § > 0, existe uma constante As > 0 tal que,
2> <6+ AsF(z,2), Ve e RV ez € R

Consequentemente,

/ \uk\2g5/ +A5/ F(z,up),
Br(yx) Br(yk) Br(yr)

assim se (1.57) nao ocorresse, terfamos

/B g2 = 0,

R(yg)

o que contradiz (1.56).

Portanto, a prova do teorema estd concluida para o caso em que € < 0.
Usaremos um argumento similar para provar (1.36) para € > 0.

Para cada € > 0, tem-se b < b+ ¢, pelo Lema 1.2,
cb)y=co<c.=c(b+e),
logo,

co < ¢= lim c,.
e—0t

Suponha que

co <¢C. (158)



Seja a sequéncia J, como no caso em que € < 0. Pela Proposicao 1.2, existe uma

sequéncia (uy) C E, tal que, [|ug|| =1 e
max I(tug) < ¢y + 0. (1.59)
Como no caso anterior existem sequéncias (wy,) C E e (6;) C [0, 1], tal que,
1
[wi — (0] < 6%,

I(wk) € (CO — 5k> co + 51:)

17" (w) [ < 6%

Para cada € > 0 e u € E \ {0}, seja t.(u) o maximo de 9.(t) = I.(tu), obtido pelo

Lema 1.1. Note que

_ €
0 < o < max I (tug) = L(t(w)ue) = Tt () + Stc(un)? /]R R

usando (1.59), temos

_ € 2 2
c<co+ o+ §tf(uk) /IRN uj,.

Como ||ug|| = 1, se (te(ux)) possui uma subsequéncia limitada, teremos a menos

de subsequencia que
e < co+ 0+ %M. (1.60)

Por outro lado, como 0, — 07 e ¢y < ¢, podemos tomar k suficientemente grande
tal que,
€
Co + 5k + §M < 6,

o que contradiz (1.60). Assim,

Q

o
I

ol

com isso,

ce — ¢o quando € — 07,

Portanto, (1.36) ocorre. Assim, o Teorema 1.2 estard provado.
Logo, resta-nos mostrar que a sequéncia (t.(uy)) possui uma subsequéncia limitada.
Com efeito, como ¢.(u) > 0, se ao longo de uma subsequéncia t.(ug) < 1 nao ha

nada a provar. Assim, suponha que exista um natural ko, tal que, t.(uy) > 1, V k > k.
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Pela defini¢ao de t.(uy), segue do Lema 1.1 que ¢ (ug)ur € N, onde
N, = {u e E\{0}: I'(w)u = O},

logo,
t(up)? /]R [Vl 4 (b + ol = /]RN () un f (2, (g un).

usando novamente (fy) e (1.24), concluimos que

te(up) 2 < / / (|Vuk\2 (b+€)“i>a
M (v, up)

Como |Jug|| = 1 e E — L*(RY) continuamente, existe uma constante C' > 0, tal

que,

M/ (z, ug)

Argumentando como no caso anterior a partir de (1.46), mostra-se que existe uma

constante v > 0, tal que, a menos de subsequeéncia,

/]RNF(x,uk) > a,

com isso, a sequéncia (fc(ux)) possui uma subsequéncia limitada, o que conclui a

demonstracao do teorema.

1.3 Outros Resultados de Existéncia

Nesta se¢ao vamos apresentar outros resultados sobre a existéncia de solugao, obtidos

por Rabinowitz [35], para o problema

—Au +b(z)u = f(z,u), v € RY,
u € WH(IRY),
que sao baseados em parte, em argumentos de comparacgao.

Para o préoximo resultado faremos a seguinte hipétese sobre o potencial b:

(b3) Suponha que exista uma constante b, tal que,



Note que como b é uma constante, o funcional

Tw) = [ [5(Vul + 52 - F(z,0), (1.61)
RN L2

estd bem definido para toda v € E = W"2(IRY), além disso, como (fi) — (f4) sdo
satisfeitas, I € CY(E,R) (veja o Apéndice A). E seguindo os mesmos argumentos feitos

para o funcional
1 -
I(u) = / b(\VUF + b(z)u?) — F(x,u)}, VuekE,
RN

contido na demonstracao do Teorema 1.1, mostra-se que o funcional I, satisfaz as

geometrias do Teorema do Passo da Montanha. Portanto, existe o nivel minimax

¢ = inf max 1(y(9)), 1.62
Ind me, (7(6)) (1.62)

onde
I {7 e 0(10.1), E): 7(0) = 0 e T(x(1)) < o}.
Mostraremos resultados sobre a existéncia de solugdo para o problema (P),

utilizando argumentos de comparagao entre niveis minimax.

Teorema 1.3 Suponha que as hipdteses (by), (bs) e (f1) — (fs) sdo satisfeitas, entao, ¢ é

um valor critico de I ou ¢ > €.

Demonstragao: Primeiro, suponha que

lim inf b(z) > b. (1.63)

|z|—o00
A demonstracao deste resultado segue parte da demonstracao do teorema anterior.
De fato, pela caracterizagao de ¢ dada pela Proposicao 1.2, para cada ¢, > 0, existe

u, € E, com ||u,|| = 1, tal que,
¢ < max[(tu,) < c+ €,
>0
logo,
max I(tu,) — c. (1.64)

Assim, como na demonstracao da Proposicao 1.2, a cada funcao u, associamos
uma curva v, € I', com

<
mmax (9 (0)) < maxc I (tun),
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com isso,

< .
max I(m(0) <c+en

Como na demonstracao do teorema anterior fazendo

X=E K=[0,1 Ky={0,1} M=T, p=n,
cio=max [ =0<c,
’Yn(KO)

segue do Teorema B.19 (veja o Apéndice B), que existem sequéncias (w,) C E e
(0,) C [0, 1], tais que

1
[wn = 7 (0n)|| < €, (1.65)
I(wy,) € (¢ — €n,c+€) (1.66)
e
) 1
[ (wn)]] < €.
Desde que
I(w,) = cem R e I'(w,) =0 em E (1.67)

mostra-se como na demonstragao do Teorema 1.1, que a sequéncia (w,,) é limitada em F.

Além disso, a menos de subsequéncia, temos que

w, ~wemE e w, »wem L} (RY), 1<p<2—1,

onde w é solugao de (P).

Também como no teorema anterior existem uma sequéncia (y,) C IR e constantes
B8 >0e R >0, tais que

lim inf w2 > B. 1.68
"% JBRr(yn) (1.68)

Suponha que existe uma subsequéncia de (y,), que ainda denotaremos por (y,),

limitada. Entao, existe r > 0, tal que, Bgr(y,) C B,(0), ¥ n € I\, assim,

/ w? > w2, Vn el
+(0) Br(yn)
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Pelas imersoes compactas de Sobolev,

/ w? = lim inf w? > lim inf w2 > >0,
»(0)

n—oo BT(O) n—0o0 BR(yn)

de onde segue que w #Z 0.
Desde que

(wn) — ;[’(wn)wn - / [1f<x,wn)wn ~ Fla,w,)],

RN L2
segue de (f4) que para cada p > 0
[(w)—lfl(w Jw, > [lf(xw)w —F(xw)}
n 2 n n — Bp(o) 2 9 n n J n N

Como w,, — wem Lj
wy () = w(z) q.t.p na B,(0)

e existem fungoes h € L?(B,(0)) e g € L5T(B,(0)), tais que

|w, ()| < h(x) q.t.p na B,(0)

|wp(x)] < g(x) q.t.p na B,(0).

Assim, observe que

(IRY), 1 < p < 2* — 1, a menos de subsequéncia,

(1.69)

|f (2, wa (@) wa(2)] < a1|wa(2)[* + as|wa (2)"" < arh(2)* + asg(z)™" € L1(B,(0))

(@, wy(z))wp(x) = f(z, w(z))w(z) q.t.p na B,(0).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/B,,(o) [z, wy)w, — )f(x,w)w.

Além disso, por (f4)

|F'(, wn ()] < ilf(mawn(x))wn(x)l < —h(z)* + (’Z)’g(%)s+1 € L'(B,(0))
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Novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

F(x,w,) — F(x,w), 1.71
/Bp(O) ( ) B,(0) () (L.7)

Passando o limite em (1.69), usando (1.67), (1.70), (1.71) e o fato de p ser

arbitrario concluimos que

. [;f(x,w)w - F(x,w)}. (1.72)

Como w € E é uma solucio de (P), entao, I'(w)w = 0. Desde que,

Ff(x, w)w — F(x, w)},

I(w) = I(w) — ;I’(w)w — / S

IRN
temos I(w) < ¢. Mas como w € N e pela Proposi¢ao 1.2 o nivel minimax ¢ = i}\l/f],

concluimos que
I(w) =c.
Portanto, para o caso em que (y,) é limitada, o nivel minimax ¢ é um valor critico

do funcional 1.

Agora, suponha que (y,) seja uma sequéncia ilimitada. Como

~ 1 ~ ~
I(w) = T(u) + /IRN =D, Vuel,

para cada o > 0 e p > 0, temos

~

1 T 2
e [ (tua) = 1(un) = Tauy) + /IRN 5 (b= )

logo,

~

1 ~ 1 ~
I(tu,) > I(au, —(b = b)|auy,|? —(b — b)|au,|?.
e L (twn) > o) + [ O =Blawf+ [ S(b=b)law]

Por (1.63) podemos escolher p, tal que, b(z) > b, V 2 € IRY com |2| > p. Assim,

_ 2
I{lg)xl(tun I(au, —I—/ b b) | |?,

~

escolhendo o = 7, , onde 7, ¢ o méximo de ¥, (¢) = I(tu,), dado pelo Lema 1.1, temos

~ o~

I(ty, up) = max I (tuy,),

t>0
logo,
max [ (tu,) > max] (tuy,) —i—/ B) |t un |-
B, (0) 20

t>0
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Pela Proposicao 1.2, para o funcional I ,

~

max I(tu,) > ¢,

assim,
i\ 2
I(tu,) > ¢+ 2= b—b)|un)?. 1.73
max I (tun) 2 €+ — B,,(O)( )| (1.73)

Com os argumentos da demonstragao do teorema anterior, mostra-se que a
sequéncia (t,,) é limitada.

Suponha que exista uma constante A\; > 0, tal que,

|un|L2(Bp(O)) Z )\1. (174)

Assim, como na demonstragao do teorema anterior facamos v, (6,) = &,u, usando

(1.65)
€ntin — wal| < 2. (1.75)
Portanto,
|wnl12(B,(0) = [Wn = Eatin + Entin|L2(5,(0)) 2 |&ntinl L2(B,(0) = [Wn — Entin|L2(8,(0))
usando (1.74), (1.75) e imersao continua, temos
|WnlL2(B,(0) > End1 — Me:.

Se a menos de subsequéncia, &, — 0, como (u,) C E é limitada, pois ||u,|| = 1,
temos que &u, — 0 em E. Por (1.75), w, — 0 em E, por continuidade I(w,) = 0, o
que é uma contradicao, pois por (1.66), I(w,) — ¢ > 0, . Logo, (&) tem uma limitagao

inferior positiva. Assim, existe uma constante Ay > 0, tal que,
[Wn|L2(B,(0)) > Az (1.76)

Como w, — w em L} (RY), 1 < p < 2*—1, segue de (1.76) que w # 0. Com os
mesmos argumentos usados para o caso em que (y,) é limitada, concluimos que w é uma
solugao de (P) com I(w) = c¢. Assim, concluimos novamente que o nivel minimax ¢ é um

valor critico do funcional .
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Suponha que (1.74) nao ocorra, entdo, a menos de subsequéncia,
|un|L2(Bp(0)) — 0. (177)

Passando o limite em (1.73), usando (1.64), (1.77) e a limitacdo de (%, ), concluimos
que

c>cC.

Portanto, a demonstracao do teorema esta concluida para o caso em que

lim inf b(z) > b.

|z|—00

Finalmente, suponha que

lim inf b(z) = b,

|z| =00
entao, para cada ¢ > 0,

liminfb(xz) > b —e.

|x|—o00
Pelos resultados ja provados uma das situagoes ocorre:
(7)ou ¢ é um valor critico de I,
(7i)ou ¢ > €., onde ¢ é o nivel minimax obtido pelo Teorema do Passo da Montanha para

o funcional
Tl 1 2 7 2
I(u) = /1RN [5(]Vu| + (b—e)u )—F(w,u)}
Suponha que a situagado (i) nao seja valida. Entao, fazendo ¢ — 0 e usando o

Teorema 1.2, temos que

c>cC.

Concluimos assim a demonstracao do teorema.
[
A seguir, mostraremos um resultado para o problema (P), usando o Teorema 1.3.

Antes vamos enunciar e demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 1.4 Suponha que b > 0 e que f satisfaca a (f1) — (f5) com f independente de

x. Entao, ¢ € um valor critico de I com uma correspondente solucao cldssica u de

(P’b\){—AU—f—BU = f(u), v € R".
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Demonstragao: Note que a Proposicao 1.2 é vélida para o funcional I. Logo, como na
demonstracao do Teorema 1.2, aplicando esta proposicao e em seguida o Teorema B.19,

obtemos uma sequéncia (w,) C E, tal que,

~

I(w,) ¢ e  I'(w,) —0.

Como vimos anteriormente (w,) é limitada em E e existem uma sequéncia (y,) C

IRY, constantes 8 > 0 e R > 0 tais que,

lim inf w? > 6.
n=% JBr(y.)

Defina u,(r) = w,(x + y,), da invariancia do IR por translacdo, temos que (u,) é
limitada em FE.

Com efeito,

el = [ (V@) () = [ (Va4 9) 2+ (o + 90

fazendo a mudanca de variavel z = x + y,,, temos
laal = [ (Ve (2)F +wn(2))dz = lluwnlfy < €, Ve N

assim, a sequéncia (u,,) é limitada em FE. Portanto, da reflexividade deste espago, a menos

de subsequéncia, u,, — @ em F. Além disso, observe que

[ @) Pde = [ fwa(e e g)Pde = [ fwa(z) Pz,
Br(0) Br(0) Br(yn)

pelas imersoes compactas de Sobolev, temos

~ 2 . . 2 . . 2
u(z)|*dr = lim inf Up(x)|“dr = lim inf wy(2)|°dz > 8 >0,
/, o) mint [ fua(o) mint [ Jun(:)Pdz > 6

consequentemente u % 0.

Note que

o Flunlo)ds = [ Flwalo+g))de = [ Fluwn(2)d

logo,
I(uy) = I(w,),

note também que V ¢ € E com ||p||g < 1, temos
1 (wn(@))p(@)] = T (wa(z+yn))o(@)] = I (wa(2))(z=ya)| < 1T (wi)lle |lelle < 11T (wn)l|e,
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logo,
17 ()| < | ()

Portanto,

~

I(up) —=¢ e T'(u) =0,

Desde que, a menos de subsequéncia, u,, — % em LfOC(IR{V), 1 <p<2*—1, usando
os mesmos argumentos empregados na prova do Teorema 1.1 apartir de (1.11), conclui-se
que @ é uma solugao de ().

Assim, como em (1.72), temos
c> [laf(a) — F(a)]
- RN 2 Y
logo, ¢ > I(1).

Desde que @ é uma solucao de (), entao, u € N, onde
N ={ue E\{0}: T'(u)u =0},

Pela Proposicao 1.2 para o funcional I, sabemos que o nivel minimax ¢ = inf I.
Assim, concluimos que

~

I@=¢

Portanto, ¢ é um valor critico do funcional 1.

Teorema 1.5 Suponha que (f1) — (f5) sao satisfeitas, com f independente de x e que b
satisfaca a (by)
(by) liminf b(x) = by
|z|—o00
e

(bs) boo > b(z), Vo€ RY com by Z b(w).

Entao, o nivel mimimaz ¢ € um valor critico de 1.

Demonstracdo: Note que (by) — (bs) implicam em (b3) para cada b € (0, boo].
Suponha que ¢ nao seja um valor critico de I. Sejam o funcional I e ¢ o seu nivel

minimax, obtido em (1.62). Pelo Teorema 1.3,

c>c. (1.78)
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Seja u € E o ponto critico de I correspondente a ¢ dado pelo Teorema 1.4. Assim,

ueN , onde N ¢é a variedade de Nehari para o funcional I , Ou seja,
N ={ue E\{0}: I'(u)u = 0},

pelo Lema 1.1,
ueN < /(1) =0,

~

onde 1 ¢ ponto méximo de ¥(t) = I(tu), logo,

~ ~

¢c=1(u) = I?gabxf(tu).
Observe que para cada a > 0,

max I (tu) > I(ow) = I(au) + ;/]RN(B_ b)|oul?.

>0

Escolhendo a = t,,, onde t,, ¢ dado pelo Lema 1.1 e usando (1.79) temos
o> Itu) + 5 [ (B )ltual?
¢ W) + = —b)[tyul?,
- 2 JRrY

como t,u € N ec= i/r\1/f I, temos

_ L[ - )
czc+§AW@—bWMd,

por (bs) para b = by
. 1 > 9
026—1—5/]RN(b—b)]tuu\ > ¢,

o que contradiz (1.78).

Portanto, ¢ é um valor critico do funcional 1.

1.4 O Problema (F))

Nesta secao estudaremos a existéncia de solugao para o problema

—Au+ b(hx)u = f(z,u), z € RY,

Py
) u € WH2(IRY),

onde h é um parametro real.

20
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Vamos considerar nesta secao a seguinte hipétese:
(b6) b(0) < b,
onde b é a constante presente na hipétese (bs).

Temos o seguinte resultado obtido por Rabinowitz [35]

Teorema 1.6 Suponha que (by), (b3), (bs) e (f1)—(f5) sdo satisfeitas com f independente
de x. Entao, existe uma constante hy > 0, tal que, ¥ h € (0, hg), o problema (P) tem

uma solucao cldssica nao-trivial.

Demonstracgao: Sejam h > 0 e ¢; o nivel minimax obtido pelo Teorema do Passo da

Montanha para o funcional
1
1) = [ [509u? +b(haye) = F(w)],
RN L2

onde ||ul|? = /IRN(\Vu\Q + b(ha)|ul?).

Suponha que ¢, nao seja um valor critico do funcional [,. Pelo Teorema 1.3,
Ch 2 5, (180)

onde ¢ é o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha para I.

Pelo Teorema 1.4, existe w € E solucao de (F), tal que,

Para cada R > 0, seja g € C1(IRF,IR"), tal que,

1, se t<R
Xr(t) =
0, se t> R+ 2,

e |Xr(t)| <1, Vte (R R+2). Seja
U = XRW.

Note que
Ixrw —wl| = [|(xr — Dw|| = [xr — 1|[|w]],

como xg — 1 em IR quando R — oo, entao,

l|xrw — w|| = 0 quando R — oo,
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ou seja,

v = ypw — wem E quando R — oo.

Desde que

/]RN(B — b(hx))|uf?, Yu € E,

DN | —

entao, para cada a > 0,

~ 1 ~
0= max (1) = In(av) + 5 /B (b — b(ha))|av|?.

r+2(0)
Escolhendo a = t,(v), onde t,(v) é equivalente a t, dado pela Lema 1.1, para

Y (t) = In(tv), entao,

= Iltn0)) 5 [ =)l

logo

1 ~
YR > Ch+ = (b — b(hx))|tn(v)v|?. (1.81)
Br2(0)

Observe que existe uma constante hg > 0, tal que, ¥V h € (0, hg)
b= b(h) > ;(B— b(0)) > 0, V2 € Brys(0).
Com efeito, como b € C*(IRY, IR), entdo,
b (hx)| < |b,|Lw(m V z € Bri2(0).

Para cada z € Bry2(0), 0 segmento de reta aberto (0, ha) C Bri2(0), ¥ h € (0,1).
Como b € C'(IRY, IR), segue da desigualdade do Valor Médio (veja o Apéndice B,
Teorema B.5) que

Ib(ha) — b(0)] < |V Bzl < V] e g (R + 2B, ¥ @ € Brya(0).

|L°° (Br+2(0)

Fagamos C'(R) = |V (R+2). Assim,

| oo Brra)

b(hz) — b(0) < C(R)h.

b —b(hx) > b—b(0) — C(R)h > e >C(R)h <0< h< 2;?;%0)).



b
Assim, para hg = min{l, }, temos que YV h € (0, hg),

~ 1 ~
b—b(hx) > §<b —0(0)) >0, V€ Bria(0).
logo, por (1.81)
1 ~
> ~(b—b(0))t 2/ %
ez e+ {6 0O)? [ ol

Note que t;,(v) depende de h e R. Afirmamos que existe uma constante to > 0, tal
que,

tn(v) > to,

para todo h > 0 pequeno e R grande.

Além disso, escolhendo R, tal que,

1
/ 2> [ w? (1.82)
Br+2(0) 2 /Ry

e aceitando, por enquanto, a existéncia de %, temos
L 2 2
sz%+7w—mmm/'w. (1.83)
8 RN
Por outro lado, garantimos a existéncia de uma fungao ¥(R) > 0, tal que,

(R) — 0 quando R — oo

e
vr < ¢+ Y(R). (1.84)
Portanto, escolhendo R > 0 suficientemente grande
L~ 2 2
U(R) < S —b(o)eE [
por (1.84)

I
7R<c+§@—bm»%4ww{
usando (1.83), temos

cp < ¢,

o que contradiz (1.80). Assim, ¢, é um valor critico do funcional Ij.
Portanto, para concluirmos a demonstracao do Teorema 1.6, basta mostrarmos a

existéncia de to e da fungao ¥(R).
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Primeiro, mostraremos a existéncia de to. Note que pela caracterizagao de tp,(v),

dada pelo Lema 1.1, para o funcional I, (veja a relacao (1.21)), temos

||U||2 _ f(th(v)v)v
RN th(v) ’
logo,
th(v)? /]R (Vo + b(ha)e?) = /]RN Flta(0)0)tn(v)0. (1.85)

Por (f2) — (f3), dado € > 0 existe uma constante A, > 0, tal que,
If(2)] <€lz| + Adz]®, VzeR (1.86)
Por (1.85) e (1.86)
th(v)z/]RN(|Vv|2+bov2) < /IRN(eth(v)%+A€|th(v)vys+1),

onde by é a constante presente na condic¢ao (by).

b
Para e = 50, temos

b
(o) [ (VU +b00?) Sta(0)? [ Z0? +ta() A [ ol

com isso,

b
(0 [ (V0P + 20%) < (@) A [ ol (1.87)

Observe que pela definicao de y g e v, temos

/ |’U’S+l S/ ’w’s+l (188)
RN RN
e
/ (|VU|2 + b—0v2)> / (]Vw|2 + @w2). (1.89)
RY 2 — JBRr(0) 2
Portanto, para R > 0 suficientemente grande
b 1 b
2 0 2 2 0 9
/BR(O)(|Vw\ + 5w )2 §/RN(]Vw\ +ow ) (1.90)
Por (1.89) e (1.90), temos
b 1 b
2 0 2 2 0 2
/RN(|W| = 5/]RN<|Vw| + Ju?). (1.91)
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De (1.87), (1.88) e (1.91), temos

th(v)2 2, bo s+1 s+1
2 IVl + 2uR) < ) A [,

logo,

th(v) Z

1/ 5 bo o
= [Vw|* + —w? )75
2 ]RN( 2 >] =ty >0,

s+1

|w
N
o que mostra a existéncia de t.
Agora, mostraremos a existéncia de (R).

Pelo Lema 1.1, existe £, > 0, tal que,

max I(tv) = I(t,v).

~

Desde que, g = max I(tv) e I(w) = &, entéo,

Fagamos

onde v = yrw.
Logo,
TR =C+U(R),
assim, resta-nos provar que ¥(R) > 0 e ¥)(R) — 0 quando R — oc.
Pela Proposicao 1.2, para o funcional I ,

¢=inf1,
N

onde N = {u e E\{0}: I'(w)u = 0}.
Desde que, t,v € N, pois f(tAvv) = Yr = Max f(tv), temos

~

(f,0) > &= T(w),

v

logo, ¥(R) > 0.
Como

v=1yrw = w em E quando R — oo,

pela Proposicao 1.1,

o~ ~

t, — t, quando R — o0,
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mas desde que w € ﬁ, pois w é ponto critico de f, temos t,, = 1, com isso,
twv > w em E quando R — oo,
pela continuidade de I,

[I(t,v) — I(w)| = 0 quando R — oo,

assim,

Y(R) — 0 quando R — oo,

o que conclui a demonstracao do teorema.
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Capitulo 2

Preliminares sobre o p-Laplaciano e

os espacos generalizados Lp<5’3)(Q) de

Lebesgue e W1P()(Q) de Sobolev.

Neste capitulo faremos um breve estudo sobre o operador p-Laplaciano e definiremos
os espacos generalizados de Lebesgue LP®)(Q) e de Sobolev W@ (Q)).

O operador p-Laplaciano é difinido por
Ayu = div(|VulP~*Vu), p > 1,

ele aparece naturalmente em vérias areas da Ciéncia como Astronomia, Engenharia,
Climatologia, Fluidos Nao-Newtonianos, Extracao do Petréleo, etc. O que justifica a

importancia do seu estudo (veja [30]).

2.1 Formulacao Fraca do p-Laplaciano

A formulacao fraca deste operador é dada por
=, W t(Q) = (W "),
u— —Ayu,

onde

—Ayu: WP (Q) —» R,

< —Ayu,v >:/ |VuP?VuVo.
Q
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Portanto, para cada u € W,?(Q)
—Ayu € (WyP(Q)).
Com efeito, observe que
< =Apu, v+ kw >= /Q IVulP2VuV (v + kw) = /Q |VulP2VuVu + k/Q |VulP?VuVw

=< —Apu,v > 4k < —Ayu,w >, Yo,w € WpP(Q) ek e R

e
| < —Ayu,0> | = |/ IVulP2VuVy| < / VPV,
Q Q
Desde que u,v € W ?(Q), entdo, |Vul,|Vo| € LP(£), logo,
|Vul[P~' e L1(Q).
. . : , 1 1 .
como 1 e p sao expoentes conjugados, isto é, — + —— = 1, segue da desigualdade de
_ 2

Holder (veja o Apéndice B, Proposicao B.1) que

v (foer)’

[ 1vurtvel <
Q

assim,

| < =Apu,v > | < [Pl

portanto,

| < —Ayu,v > | < C||v||, Yve WyP(Q),
logo, —A,u é continuo em Wy (), assim —A,u € (WyP(Q))".
Uma importante consequéncia deste fato é que se
v, = v em WyP(Q),
entao,
< =Apu, v, >—=< —Aju,v >,

ou seja,

/Q|Vu|p_2Vqun—>/Q|Vu|p_2Vqu.

Observamos que o dual topolégico de WyP(Q) é o espaco W~ (Q), onde p =
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2.2 Problema de Dirichlet

A seguir mostraremos a existéncia e unicidade de solugao para o seguinte problema

linear de Dirichlet envolvendo o operador p-Laplaciano

—Ayu = f(zr) emQ
u = 0 sobre 01,

()

onde Q C RY ¢ um dominio limitado, 1 < p < co e f € L (Q), com p' = T
p _—
Note que para cada f € L (), o funcional

Jp WOLP(Q) — IR,

1
W) == [ Vel = [
p() ; Q| ol e
estd bem definido.

Usaremos técnicas variacionais para mostrar que pontos criticos deste funcional

sao solugoes fraca de (P,). Este resultado estar expresso no seguinte teorema.

Teorema 2.1 Seja Q ¢ um dominio limitado do RY . Entdo,

(i) Bziste u em W, P(Q), tal que, J,(u) = WIP’;?Q) ().
0
(ii) O minimo u € WyP(Q) do item (i) € uma solucdo fraca de (P,), isto €,

L1vul2vuve = [ fo, v o e Wi (@),
(iii) O problema (P,) possui uma tnica solugao fraca.

Demonstracao:
(i) Ezisténcia do minimo.
Desde que p e p’ sdo expoentes conjugados, f € L (Q) e ¢ € LP(Q), segue da
desigualdade de Holder que

| [ fel < 1flwlelss Vo € Wo(@),

usando a desigualdade de Poincaré (veja o Apéndice B),

| [ fe| < UiVl Vo e Wa(@),

logo,

1
o) > ];IVsali — Clfly Vel
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pela desigualdade de Young (veja o Apéndice B) com a = |Vp|, e b = C|f|,/, temos

Vely (C|f|/pf)p’>7
p

1
o) > ]3|V<p|£ - (

assim,

1 ,
Jp(p) = —];(le|pf)”, Vo€ Wy (9),

logo, J, ¢ limitado inferiomente em W, ().
Portanto, pelo Postulado de Dedekind, existe ilnf Jy(p). Pela propriedade de
Wy (@)
fnfimo, existe uma sequéncia (u,) C Wy*(Q), chamada de sequéncia minimizante, tal

que,

Jp(un) = inf  J,(p).
Wo ()

Como J,(0) =0, temos inf J,(¢) <0.
Wo(2)

Afirmacao 2.1 inf J,(p) <0.
Wy P (@)

Com efeito, fixada uma funcao nao-nula ¢ em Wol P(Q)), temos que

/Qfg0>0 ou /Qfgo<0.

Suponha que / fi > 0. Observe que
Q

1
J(to) = [tV p—t/ ,
(o) p! olb Qst

logo, existe um ty > 0, tal que,

JP@O@) < 07

p/ﬂfso

Vol

pois, note que

tg -
Jy(top) < 0 & V¢p<t/f<p<:>tp <
llop) <0 IVely <t J ot Vel

p/Qﬂp)pH

S0<ty< (
Supondo que / fi < 0. Neste caso, para obtermos t(, basta consideramos 1) = —¢

Q

e notar que / fu>0.

Q
Portanto,

inf J,(¢) <O0.
Wyt (9)

Como consequéncia, existe um natural Ny, tal que,
Jp(un) <0, ¥Vn> N,
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logo,
1
=1Vl < [ fu
p Jo Q

usando as desigualdades de Holder e de Poincaré, temos
]Vun|£ < p|f|p’|un|p < pC|f|p/|Vun]p,

de onde segue que a sequéncia (u,) é limitada em W,”(Q). Desde que W, ?(Q) é um

espaco reflexivo, existe uma funcao u € Wy (Q), tal que,
U, — u em WyP(Q).
Note que J, ¢ continuo, pois os funcionais

L:WiPQ) - R e H:WyP(Q) - TR
Lip) = [ fi H(p) = [ Vel = [lul”

sao continuos. Além disso, como L e H para todo p > 1, sdo convexos segue que O
. , 1 , ’
funcional J, é convexo. Desde que u,, — u em Wy*(§2), J, é continuo e convexo, segue

do Teorema B.15 (veja o Apéndice B) que

Jp(u) <liminf J,(u,) = inf J,(p),

n—o00 Wol,p(Q)
assim,

‘]p(u) - Wslr’l’f(‘g) Jp(@%

ou seja, u ¢ um minimo do funcional J, em Wy (€2).
Além disso, observe que pela Afirmagao 2.1 u Z 0.
(ii) Ewxisténcia de solugdo.

Seja u o minimo de J, em Wy*(Q). Para cada ¢ € Wy*(Q), defina a funcio
G:R— R

G(t) = Jp(u + tp),
ou seja,
1
a(t) = f/ IV (u+ t)|P — / fluttlp), VieR
p Jo Q
Desde que v ¢ um minimo de J,, segue que 0 ¢ um minimo de G. Pois, observe que
G(0) = Jp(u) < J(0), Y € WP (Q).
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Em particular,

G(0) < J(u+tp)=G(t), Vt € R

Counsidere

gi(x,t) = [V(u+tp)lP e gaz,t) = f.(u+tp),

entao,

0 0 0
Z -7 p_ Y 2
cai(@t) = V()P = = |V (u+ 1)

ya
2

N3

19
IVutt)P| IV o)

0
= IVt 1) P2 2 {|Vu? + 2 VuV o + VP = TV (u+ ) P> (2VuV o+ 2| Vo),

logo,
0
5i01(w,0) = pIV (u+ to) 2 VuVp + 1Vl
e
0
&92(%75) = fe.

/ 0
Note que, como u,o € WyP(Q) e f € L”(Q), entdo, agl(x,t) e (x,t) sdo

;92
ot
integraveis. Pelo Teorema B.17 (veja o Apéndice B), G é diferencidvel e

d 170 9
GO0 = [ g0~ [ So,
ou seja,

d

- — p—2 2 _
ZGW) = [ [V(u+ 1) Vv + Vel = [ o,

d
como 0 é ponto de minimo de G, entao, %G(O) =0, logo,
/Q |VulP2VuVe = /Qfgo, Yoe WiP(Q).

Portanto, o mfmimo u de J, em Wy?(Q) é solugio fraca do problema (B,).
(iii) Unicidade de solugao.

Sejam u; e uy € W, P(Q) solugdes fracas de (P,), entéo,

L 19wl 2vuve = [ fo, voe win@)

|1Vl 2Vuve = [ fo. Vo e Wit
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logo,
/Q|Vu1|p_2Vu1V<p:/Q|Vu2|p_2vu2v% Voo e WyP(9Q),

assim,

/ﬂ (Vi P2V — [Vus?2Vus) Ve = 0, Vo € WEP(Q),

em particular para ¢ = u; — ug, temos
/(!Vulv’—2vu1 — | Vug[P2Vug)V (uy — ug) = 0. (2.1)
Q
Usando a desigualdade, veja Teorema B.4 (veja o Apéndice B),

Cp|Vuy — VugP, se p>2

(‘VU1|p_2VU1 — ]VuQ]p_QVuQ)(Vul — VUQ) 2 (22)
|VU1 - VUQP
"(IVur| + [Vug|)2-r’

se 1 <p<2
Para p > 2, temos
Cp/ |VU1 — VUQ‘p S / (|Vu1\p2Vu1 — ’VU2yp2VU2)V(U1 — UQ) = 0,
Q Q

logo,
IV (ur — up)|, =0,

usando a desigualdade de Poincaré, temos
|ur — uzfp =0,

assim, concluimos que

U1 = Ug.

Para 1 < p < 2. Note que como uy, us sao solugoes de (B,), entao, Vuy, Vug # 0,

logo,
Vu; — Vusl|P p(2—p)
[ 190 = up = [ IVIZNEE g
@ 2 (|Vuy| + [Vug|) 2
Defina
Vu; — VuslP p(2=p)
| = [V QL(Q_p) e g=(|Vui|+ |Vug|) 7,

(IVur| + [Vug|)

2 2
assim, temos [ € L»(Q) e g € L2-7(Q).

Com efeito,
L1975 = [ (V] + [Vw)) <27 [ (Wl + [Vuol) = 22Vl + Vo)
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2 |VU1 — VU2|2 (|VU1| + |VU,2|)2
ll» = < = Vv Vus|)?
/Q| | /Q (|VU1|+|VU2|)2_p _/Q (|VU1|+|VU2|)2_p /Q<| UI|+| UQD

< 2(|Vur [P+ [Vugh),

desde que uy,uy € WyP(Q), segue que | € L%(Q) ege L%(Q)
Pela desigualdade de Holder

[t < llzlgl 2.

fazendo C' = |g|2%, temos

/ |VU1 — Vu2|2 3
o (|Vuy| + |Vug|)2?|

Assim, para 1 < p < 2, usando esta desigualdade e (2.2), obtemos

/Q|Vu1 Vsl <C

SIS

/Q V(w —w)fP <C

1
- /Q(|vul|p1—2vul — |Vua|P*Vug) (Vuy — Vug)l ,

P
por (2.1), temos
[V (u1 — us)], = 0.

Pela desigualdade de Poincaré, segue que
U1 = Usp.

o que conclui a demonstracao do teorema.

Observagao 2.1 Supondo que f € C°(Q), usando reqularidade eliptica mostra-se que

u € CH(Q), para algum 0 < a <1 (veja [19] e [33]).

2.3 Problema de Autovalor

Considere o problema de autovalor

(2.3)

—Apu = AMulf?u em
(F)
u = 0 sobre 0f),
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onde A\ é um parametro real.

Dizemos que A € IR é um autovalor do problema (P)) se existir uma funcao
u € WyP(Q), com u # 0 satisfazendo (Py) no sentido fraco. Tal funcio é chamada de
autofuncao do problema (P,) associada ao autovalor \.

Existe uma sequéncia de autovalores do problema (Py). O primeiro autovalor \

de (Py) é caracterizado como o minimo do quociente de Rayleigh:

[ 1vur
Al = min £ —— > 0.
0£ueW, () / |ul?
Q

Além disso, A\; é simples (isto é, todas as autofungoes associadas a \; sao miltiplas
uma da outra), A\; é isolado (isto é, existe uma vizinhanga de Aq, tal que, \; é inico nessa
vizinhanga).

A autofungao associada ao primeiro autovalor A\;, que denotaremos por i, tem
sinal definido. Assim, podemos considerar ¢ > 0 em 2 ou ¢; < 0 em €. Além disso,
observe que como A; é simples, podemos assumir que |1, < 1. Ressaltamos que estes
fatos serdo usados na demonstracao da existéncia de solugdo para o problema (P.E),
presente no proximo capitulo.

Para mais informagoes sobre o p-Laplaciano o leitor pode consultar Peral [30], Di

Benedetto [19], Tolksdorff [33] e Guo [23].

2.4 Os espacos generalizados L"*)(Q)) de Lebesgue e
W) (Q)) de Sobolev

Agora definiremos os espacos generalizados de Lebesgue LP®)(Q) e de Sobolev
Wir@)(Q).
Recorde que estamos considerando © ¢ IRV um dominio limitado com fronteira

suave. Definimos o conjunto
C.()={h: heCQ) e h(z)>1, Vz € Q}

e denotamos por

h* = max h(z) e h~ = min h(z).

Q Q
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Assumindo que a funcio p € C (). Definimos o espago
LPO(Q) = {u : Q — IR, u é mensurdvel e / lu(z)[P@ < oo }
Q

No espaco LP®)(Q) temos a seguinte norma

p(z) < 1}

. o[ ule)

assim, (Lp(””) (Q), |.|p(x)> é um espaco de Banach o qual é chamamos de espaco de Lebesgue

generalizado.
Lema 2.1 Sejam duas fungées u, v € LI®(Q), tais que
lu(@)| < |v(z)| g.t.p emQ,

entao,

’u‘q(x) < ’v|q(w)'

Demonstragao: Com efeito, temos que, para toda funcao w € L™ ((Q),

|w|q(x)=inf{)\>0: /Q’wg\@q(x)gl}

Considere entao, os segintes conjuntos

fuZ{A>0: /Q\u(;)q(x)gl} o Iv:{)\>0: /Q\”(;’>

Tome Ay € I, assim
/ ‘U(l“)
Q )\0

Desde que |u(z)| < |v(x)| q.t.p em Qe \g > 0, temos

q(z) < 1}'

q(z) <1

‘u/(\f)’ < ‘Uii)’ q.t.p em €2,
logo,
I | ADP G om
0 0
com isso,

q(z) <1

- Y

Q )\0

1, C I,

[

logo, A\g € I, e assim
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de onde segue que

inf I,, <inf I,.

Portanto,
|ulg@) < |V]g@),

o que conclui a demonstracao do lema.

O espaco WP#)(Q) é chamado de espaco de Sobolev generalizado o qual é definido

por
ou
1,p() _ p(x) p(x) -
WP (Q) = {u e L’(Q) : G € L) =12, N,
onde denota a i-ésima derivada fraca de u, isto é,

ox;

ax /a o, Yo e C° ().

Se u € W'®)(Q), definimos

ou Ou ou )

8x1’ 8LU2’ o 85(,’]\/ '

Vu = (
Note que podemos escrever o espaco WP (Q) como
W@ (Q) = {u e LPD(Q) : |Vu| € LPP(Q)},
onde esta definida a seguinte norma
|ulwise = |ulp@) + [Vulpe)

Denotamos por Wlp( )(Q) o fecho de C§°(Q2) em W'P(®)(Q) e

Np(x)
(@) = N () se p(x) <N
00, se p(x) > N.
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Capitulo 3

O Caso Escalar

Neste capitulo, estudaremos um resultado obtido por Corréa, Figueiredo e Lopes
[11], sobre a existéncia e positividade de solugdo para a seguinte classe de problemas

elipticos nao-locais com expoentes variaveis

o(z)

(PE) —Apu = ulyey em ()
u = 0 sobre 0f),

onde a, g :  — IR, sao funcoes continuas e p > 1.

Definig¢ao 3.1 Diz-se que uma funcgio u € W, P(Q) € uma solugio do problema (PE) se

verificar a sequinte identidade
_ ' a(z 1,
L 1vul2vuve = [ ulsie ¥ o € Wi ().
Para o constante temos o seguinte resultado.

Lema 3.1 Para toda fungao constante a(x) = a # p—1. A fungdo

—_—a
p—l—«

u(z) = w(z)|w q(x)

¢ solugao do problema (PE), onde w € solugdo do problema linear

-Aw =1 em

w = 0 sobre 0.
Demonstracao: De fato, observe que
7a7a . p*afa p72 P*&*a
= =yl ) = —aio [Tl ) Vol )
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a(p—2) a(p—1)
= dw(|w|§<x1 | [Vwl|P~2 |w|§(x1 "Vw>: —dz’v<|w];’(;l)_“] \Vw|p2Vw>

a(pl 1) 5 agplil) 04(717111)
5 ] ) -
logo,
&(17171)
—Apu = |w|yy" (3.1)
Como
_ "
u(r) = w(r)|w (@)
entao,
a p—1
1 a —1l-a —1l-a
|ulg() = ’w|w px) o) |w|§(x) |wlg(a) = |w 5(9[:)
Assim,
o¢(p1 1)
|ulgee) = lwlg@) ™ (3.2)

Por (3.1) e (3.2) temos
—Apu = |U|?(z)

e como w = 0 sobre 0, entao, u = 0 sobre 0f).
Portanto,

u(z) = w(z)|wl
é solucao de
—Apu = ulg,) emQ
u = 0 sobre 0f),

onde o # p — 1 é uma constante.

Observamos que a situacgao relevante ocorre quando « nao é uma fungao constante.
E neste caso, temos o resultado principal deste capitulo expresso no proximo teorema.
Para demonstrar esse teorema vamos usar o método de sub e supersolugao, por isso, a

seguir vamos definir sub e supersolucao fraca para o problema (PFE).
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Definigao 3.2 Uma funcio u € Wy ?(Q) ¢ dita uma subsolucio de (PE) se

A < [ emQ

U = 0 sobre 0€1,

no sentido fraco, isto €,

L19ur2vuve < [ uliDe, ¥ > 0 em WiH(9).

q(z)
Uma fungio @ € WyP(Q) € dita uma supersolugio de (PE) se
u = 0 sobre 09,

no sentido fraco, ou seja,

/Q VaP-2vavy > /Q @° D, Y o > 0 em WEP(Q).

q(z)

Teorema 3.1 Sel < p < N, a € C%Q) com 0 < a(r) < p—1 para todo x € Q e

q(z) € CL(Q); 1 < q(z) < = p*. Entao, o problema (PE) possui uma solu¢do

N —

positiva.

Demonstracao: Construiremos, primeiramente, uma subsoluc¢ao para (PE).
Seja Ay > 0 o primeiro autovalor de (—A,, Wy*(Q)) e ¢; > 0 a autofuncio

associada a A1, logo,

A = Mg emQ
Y1 = 0 sobre 0f).

Facamos u = ep,. Mostraremos que para € > 0 suficientemente pequeno

—Ap(epr) < |€S01|3((§)) em £,

ou seja, que u = €p; é uma subsolucdo de (PFE).
Com efeito, observe que
—App1 = )\1%0110717
isto é,
—div(|Ver [P V1) = Mgl
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multiplicando ambos os membros dessa equacao por €~ !, temos

)\1(6901)1”_1 = —div (ep_1|V<,01|p_2V<,01): —div (ep_2|Vg01|p_2€Vg01),

logo,
M(ep)P™! = —div(|(Vep)) P2V (ep),
ou seja,
—Ap(ep1) = Mlepr) ™,
assim,
~Aple0r) < leplys) & Malepr) ™ < ey
& )\161’_1@11)_1 < ea($)|<,01|2((;))

logo,

—Apepr) < lepi|2l) & Mg e o@ < gy o)

Afirmamos que esta ultima desigualdade ocorre para

+ 1
o —1—at
0 < e < min (1Pl ) L
Ar(py )Pt

* = maxa(x).
Q

onde ¢ = maxp; e o
Q

Com efeito, para este €, temos
(et e < o,
Como a € C'(Q) e 0 < a(r) <p—1, Vz €, entao,

a(z) <at <p-—1,

logo,

O<p—-l—-a"<p-—-1-a(z), Vrel
Para todo 0 < € < 1, temos
1ol < ep_l_a+, Ve
logo,
Al(wf)pflepflfa(””) < Al(wf)pflep*k‘ﬁ, Ve
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por (3.4)

M)t <ol Vo e QL (3.5)

q(z)>

Como Ay ¢ simples, podemos considerar que |1 qz) < 1, com isso,
|S01| < |s01|q(a;)’ ver
Usando (3.5), temos

bl ep—1-al@) <lealy I , VaeqQ,

Cl?

Ay

como tinhamos afirmado.

Assim, por (3.3)

—A,(epr) < |€<p1|q(;)), em ().

Portanto, u = ep; é uma subsolugao de (PFE).
Agora, construiremos uma supersolucio para o problema (PE). Seja ug € W,y (Q)

a solucao de

—Ayu = |u|q°‘(;) em (2

u = 0 sobre 0f),

onde a® = max a(z).
Q
Note que ug existe em virtude do Lema 3.1, pois a™ é uma constante e ™ < p— 1.

Além disso, para p > 1 temos
ot ot 4
—Ap(pr=Tug) > [P ~Tuglg) em €.
De fato, note que

ot (p-1)

(at)? at
< port <_Apu0> > ot |u0’q(x)

—A (MP 1'LL0) > ‘:up luo‘q(x
at at (@h)? at
< M |u0|q(x) > port |u0|q(x)

(aT)? (a+)2

= ,u > n ol & at > p—1

visto que p > 1. Mas,

+12 +
M<:>1> @ 1<:>p—1>04+.

at >
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Assim, como a™ < p—1e p > 1, temos

at ot
_AP(MP71 uO) > |:up71u0|q(a:) em (2.

p—1
1 at ot
Além disso, para todo u > <||> , temos [u7Tuglqr)y > 1. Desde que
Uoq(x)

0 < a(x) < at, segue que
ot at a(z) e}
[P Tuo|gy > [P T uolyy, Vo € L

Assim,

2 TALIC
—Ap(urTug) > |purTugl,,y em €.

Em consequéncia

¢ uma supersolucao de (PFE), onde

1\
w> max{( ) , 1}.
|to]g(a)

Agora mostraremos que u < u, ou seja,

ot

u(x) = epy(x) < pr—Tug(x) =au(z), Vel
De fato, como
—App1, —Apup >0 em
e 0 < g, € CHO) NWP(Q), pelo Principio de Maximo de Hopf (veja o Teorema
B.12, no Apéndice B), segue que

0 0
(;’;71, auno < 0 sobre 0f2.

Considere 0 > 0 suficientemente pequeno e defina o seguinte conjunto

Qs ={z € Q: dist(x,00) < d}.

Sendo ¢1, ug > 0 em Q e 2\ Qs um compacto, existe uma constante m > 0, tal

que,

>m, YVae Q\Q§ (36)
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0 0
Desde que %, % < 0 sobre 0Q ¢ Q ¢ RY é um dominio limitado, entdo, 9
Ui 7
¢ um conjunto compacto, logo,

Op1(x)  Oug(x)

(1 Q
677 ) 877 < S 65

assim, existem constante C7, Cy < 0 satisfazendo

der1(x) Oug(z)
>
on Cr e on

<(Cy Vrxe ﬁg.
Definamos a seguinte fungao
H(z) = Bpi(z) —uo(z), V€ Qs

com 3 € IR a ser escolhido posteriormente. Assim,

i) _ p0eil) Ouol) o g 0 s0 waeny,
In on In
o)

desde que 0 < f < —.
Cy
Fixado x € (s, considere a funcao

f(s)=H(xz+sn), s€IR

onde s é tomado de forma que (z + sn) € ;.

Para cada x € €5 escolha um tnico T € 92 de modo que a reta que passa por esses
dois pontos coincida com a reta suporte do vetor normal exterior n = 1(Z). Logo, existe
5> 0, tal que,

r+8snp=21 € 0.

Como H(09) = 0, segue que
f(5)=H(x+3sn) = H(x)=0.

Note que f é uma composi¢ao de funcoes de classe C', logo, f : [0,5] — IR ¢

continua em [0, §] e derivavel em (0, 5). Pelo Teorema do Valor Médio, existe £ € (0, 3),

tal que,

logo,



Assim,

%f@+<m —;gfﬂx+&+ﬁ?_H@+fm
_ py H €4 0Bt )
o FE O = ()
t—0 t

= [(9),

com isso,
—H(z) = %Ij(x+§n)§> 0 em €,
logo,
H(z) <0 em Qs

assim,

Boi(x) —up(x) <0 Ve Qs

de onde segue que
Bpi(z) <wug(z) Ve Qs. (3.7)
Portanto por (3.6) e (3.7), considerando C' = min{m, $}, temos
Cor(x) <wug(z) Vel

at
Desde que p»=1T > 1, entao, para todo

+ 1
« —l—at
0 < e < min{ C, M]) c 13,
ALy )Pt

+

epr(z) < prtug(x), Vi e,

temos

assim,

u <, em

A seguir, construiremos uma sequéncia
(un) € W () N C5(5),
onde u, 1 é solucao do problema

n+1
Upt1 = 0 sobre 02,
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com

u<u <uy < oo <ty <Uppy <U, VneENe el

Com efeito, observe que u,u € C3(Q). Considere o problema linear

—Apuy = s em €2

(P1) &
Uy = 0 sobre 0f),

desde que u € C}(Q), entdo, u € L@ (Q) e daf ||y ¢ um nimero real positivo, pois
u > 0 em 2. Logo, a aplicagao
g: R — R
_ t
é continua. Sendo o € C°(Q)), a composigao
goao: Q— R,

a(z)

(g0 a)(z) = [ulyq
é continua em . Desde que © é um dominio limitado, g o a € LP(Q), ¥V p > 1, em

particular a composigao \u| ) € LP(Q) com p; = Ll Assim pelo Teorema 2.1 o
p R

problema linear (Py), acima, possui uma solugao fraca u, e desde que |g\2‘((f)) e CY(Q),
temos que u; € C} ().

Como —A,u < |g|3((f)), entao,
—Apu < —Apuy, em  com u = =0, sobre 0(2,
pelo Principio de Comparacao (veja o Apéndice B, Teorema B.11), temos
u<wu; q.t.pem €.
Desde que u,u; € C}(Q) entao,
u<wu; em f).
Sendo 0 < u < @, segue do Lema 2.1 que
o < [l

gy < [lg) = lulye em (2,

assim,

—Ayu; = |u| g [u ] oz) —A,u,



logo,

—Apuy < —A,u em Q e up =u =0 sobre 012,

pelo Principio de Comparacao
up <u q.t.p em €.
Desde que uq,% sao continuas no compacto £, entao,

em €.

gl

up <

Assim,

Z
S

u<u <u e
Agora, considere o problema linear

—Apuy = |uy| em 2

(P2) q()
Us = 0 sobre 0f).

Usando o fato de u; € C}(€), seguindo o mesmo argumento usado no problema

anterior, mostra-se que

uy € WyP(Q) N CLHQ).

Desde que u; > u > 0 em €2, segue do Lema 2.1 que

|u1|q($) 2 |ﬂ‘q(a:) = |U1|§((;)) > ’Q|Z((;)), Yz eqQ.

Assim,
—Apug > —Apu; em Q com u; = uy =0 sobre 04,

da mesma forma como

a(z)

em €,

logo,

—Ayu > —Ajus > —Apu; em 2 com u; =ug =u =0 sobre 012,

usando o Principio de Comparagao, obtemos

u>uy > up q.t.p em €,
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e desde que U, ug, u; € C3(9),

logo,

[S
N
A
AN
<l

Portanto, por recorréncia construimos a sequéncia
(un) C Wo™(Q) N C(9),
verificando o problema (P,1) com

u<u <us < oo <y < Upyy <, Vnem Q.

Agora, observe que como u,1 é solugao de (P,,1), entao,

/|vun+1|p Vun+1V<p /|UN|Z((;E)907 v(JOGVVOLP(Q)7

em particular para ¢ = wu,1, temos

[ -

Desde que

0 < Uny1 ST = Untilge) < [Uge) = |Un+1|

q(w q(z

sendo |t|y(,) uma constante positiva, entao, caso

0 < [y < 1= (A < [, ¥z € Qese 1 < [u,w = [ale < [@2,

q(z)

onde o~ = mina(z) e at = max a(z).
Q

Assim, existe uma constante C' > 0, tal que,

|un+1|a((m < [l 3& <C,¥VnelNe xeq,

q(z) = (z)

ou seja,

x

|un+1]2((z)) <C,VnelNe ze,

logo,
ltnsslByss = [ [Vt <C [ wna <€ [ @
0 Q Q Q

Consequentemente,
Hun+1H€V01,p <C, VneN
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e assim, a sequéncia (u,) C WyP(Q) é limitada. Desde que Wy () é um espaco de

. . 1 A~ .
Banach reflexivo, existe uma u € Wy?(Q), tal que, a menos de subsequéncia,
1
u, = u em WyP(Q).
Fazendo ¢ = w,, 11 — u, como funcao teste, temos

-2 _ a(z)
/Q Vst |[" "V V(ugsr —u) = /Q |U’n|q($) (Un+1 — u).
Agora, usando o Teorema B.4 (veja o Apéndice B),

Cp|Vuy — Vug|P, se p>2

(|Vu [P2Vuy — |Vue[P>Vuy) (Vuy — Vug) > (3.10)
|VU1 — VUQP

Y1V ] + [Vug|)>”

se 1 <p<2
Observe que

9tV = Va2V + [Vul? V) (Vi = V) = [ fual55) (s = ),

logo

/Q (Vitns1 |2Vt i1 — | VP2V u) (Vitn g1 — Vi) +

—l—/Q IVulP2Vu(Viu, 1 — Vu) = /Q \un|3((;)) (Unt1 — ).

Como vimos no capitulo anterior, para cada u € WyP(Q), —Au € W-171(Q).

Assim, como u,, — u em Wol’p(Q), entao,
/Q |VulP2Vu(Vine — Vu) — 0,

com isso,
/Q(|Vun+1|p_2Vun+1 — | VulP2Vu) (Vi — Vu) = l/ﬂ |un|§((f)) (Uns1 — u) | —0,(1)(3.11)

Para p > 2, usando (3.10) temos que

c, /Q Viny1 — Vun|P < /Q (Vi1 [P 2Vt 1 — |[VulP"2V ) (Vi — V),
usando (3.11), temos

C,,/Q [Vin i = Vun|” < [/Q [l (g1 = 1) | —0a(1),

79



por (3.8), temos
Cpl|tnt1 — UH;/&,,, < Clupyr — ulp — 0,(1), (3.12)

.. 1
passando ao limite de n — oo e recordando que u,, — u em W;(£2), obtemos, a menos

de subsequeéncia, que para todo p, tal que, 2 < p < N,
Upty — u,em Wy P(Q).
Para o caso 1 < p < 2, observe que
SV =)l = [ 19 (=) [V (=) < [ [Vt =Ful (Vi |+ Tl

Note que, para todo n, Vu,,1 # 0, pois caso contrario, u,,; seria uma fungao
constante e desde que u, 11 = 0 sobre 92, pois u, 1 é solucao de (P, 1), terfamos u, 1 = 0

em {2, o que é uma contradi¢ao, pois u,+; > 0 em 2. Logo,

|Vun+1—Vu| P

vn—pg/ (| Vatnsr| + [Va))5.

e A e e T A AL
Assim,

1

Vit — Vul? H 3
_wP < p|” ‘
LIV =0l < /sz{<|Vun+1|+!Vu|)2—p (V] + [Vuly?| " (3.13)

|Vun+1 — VU|2
Vtnia| 4 [Vul)?7

Definindo h,, = [( ] e gn = [([Vups| + |Vu|)P]%, temos
hn, gn € L*(9).

Com efeito, observe que

Vit = Vuf? (V| + | Vuu])?
h? = / [Vtn i </ N :/ ) ,
/Ql | o (V| + | Vu))2? = Ja (|Vupgr| + [Vul)2? Q(|VU 11|+ [Vul)

< 2 [ (Vual? + 1Val?) = 2 (lunsallyr + Il 0,)

usando (3.9) temos

Jl? < 220"+ fullh,), Vne N
além disso,
L1gal? = [ (Fuaal + 190l <22 [ (Funal? + IVel?) = 2 (s By + [l 1),

logo,
Lol <22(C" + |lullfy0) = My, ¥ eI
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assim h,,, g, € L?().
Usando a desigualdade de Holder, temos

fymn = (o) ( fln) ' () 25
Q Q Q Q

ou seja,

Vity1 — Vul? ]%{ }% . Vir — Va2 2
Vu, Vul)P| < M; .
Sl s (Fumal+ 9ur] s 043 | [ et 2t

Usando essa desigualdade e (3.13) temos

. Vins1 — Val2 2
V(Ui — )P < M2 / + .
/Q| (U/ +1 U)| — p l Q (|Vun+1| + IVU|)2_p‘|

Assim, para o caso 1 < p < 2, de (3.10) obtemos

N

19 i =l < 245

1
6 /Q(|Vun+1’p_2vun+l - \Vu\p_2Vu)(Vun+1 — VU)] ,
p

usando (3.11) temos

M,\2 ()
e = N (A Tl )

por (3.8), temos

N |=

1

M\ 2 2
st =l < (2) |Gl =i = 0,0)] 3.1
0 P

passando ao limite de n — oo obtemos que para todo p, tal que, 1 < p < 2,
Upiy — wem WyP(Q).
Portanto, para todo 1 < p < N, temos
Upyy — wem Wy ().

Usando a imersio continua de Wy(Q) em L4 (Q) para 1 < ¢(z) < p* = ——
e o fato de que

U, — wem Wy(),

temos que

u, —u em LIO(Q),

81



e desde que

||un|q(x) - |u|q(l“)| < |un - u|q(l‘) — 0,
temos
|un‘q(z) — |u|q($)'

Como «a € C°(Q),

o)
q(x)

a(z)

[t q.t.p em €.

Observe que para cada ¢ € W, 7(Q)
@ | — e [E® o] < O (Q
|Unlyie) P = ltnlymy 10l < Clel € L)

Além disso,

a(z)

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que
oz a(x 1,
/Q |Un|q((x))80 - /Q |U|q((a;))% p € WP ().
Desde que

Azlvun+l|p_2vun+lv¢:/Q’unﬁ((gf))w? SOEWOLP(Q>7

entao,

L1912V Ve — [ fulsle, ¢ € Wor (). (3.15)

Para cada i € {1,2,..., N}, defina a funcao

fula) = [Vun ()220

como u, — u em Wy () entdo, Vu, — Vu em (LP(Q))V, logo, a menos de subsequéncia,
Vu,(x) = Vu(z) q.t.p em Q,

assim, para cada i € {1,2,..., N},

Oup(z)  Ou(x)

— t.pem
8!)%‘ 8% 4P

|Vu,(z)[P~? = [Vu(z)[P~? q.t.pem Q.
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Portanto,

fala) = IVun P22 1) = (Wula)p

oula)

t.p em €2.
or, AP

Além disso, observe que

L1515 = [ Va2t

Como para cada i € {1,2,..., N},

. A(\Vun(x)’p2‘&g;(f)

)“.

2D < D )], vne W
entao,
[l < [(IVn@r29u@) = 9P = .
por (3.9),
[h@I# <0, vnen
Fazendo p; = f 1 temos

|fn|p1 S Ca \V/’I'L € H\I

Assim a sequéncia de fungoes (f,,) estd em LP'(2) e é limitada neste espago. Pelo

Lema de Brezis-Lieb (veja o Apéndice B, Lema B.1),
fo— f em LP1(Q).
Desde que para cada ¢ € LP(2) a aplicacao
T,: L"(Q2) = R

To() = [ ve

pertence ao dual de LP*(€), segue do Teorema B.7 (veja o Apéndice B), que

To(fn) = To(f) Ve LP(9),

ou seja,

_ aun _ au
[1vu 222 = [ (Voo v e L),

83



0
Em particular, para toda ¢ € Wy (), 14

. € LP(Q)) para cada i € {1,2,...,N},
logo,
ou,, Op Ju Oy 1
p—2 p—2 P
S G a s [Vl TS o e Wi(@),

assim,

/Q V|2 Vu, Vo — /Q IVulP2VuVe, Vo e WP (Q), (3.16)

por (3.15), (3.16) e unicidade de limite, temos

L1vul=2vave = [ ulile, v e Wir().

Portanto, u € Wy () é solucio fraca de (PFE). Usando a Teoria de regularidade
eliptica obtemos que u € C1#(0Q).

Pelo Principio de Comparacao Fraco (veja o Apéndice B, Teorema B.11), temos
u >0 q.t.pem 2,
como u ¢ continua,
u > 0em €.
Pelo Principio do Maximo Forte (veja o Apéndice B, Teorema B.13), temos

u > 0em €,

o que conclui a demonstracao do teorema.
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Capitulo 4

O Sistema (p;,po) — Laplaciano

Neste capitulo, estudaremos um resultado obtido por Corréa, Figueiredo, e Lopes [12].
sobre a existéncia e positividade de solugao para o seguinte sistema (py, p2) — Laplaciano

ay(z)

—Apu = ol em ()
(PS)] —Apv = [u2)  emQ
u=v = 0 sobre 0f),

onde 1 < pi,ps < Nea;,q:Q— IR i=1,2sao funcoes continuas. Para isso, usaremos

o seguinte problema auxiliar

—Apu = P +e  emQ
(PS)eq —Apv = |u\322(f)) em ()
u=v = 0 sobre 0f2,

onde 0 < e < 1.
Para o problema auxiliar, mostraremos a existéncia de solugao usando um resultado
de Rabinowitz (veja Teorema B.14 no Apéndice B).

A seguir definiremos o que é uma solugao para os problemas (PS). e (PS).

Definigao 4.1 Uma solug¢io para o problema (PS). é um par de fungoes (u,v) €

Wy P (Q) x WyP*(Q), verificando (PS). no sentido fraco, ou seja,

J a2 vuve = [ () +ee. Vo € Wm(@)

q1(z)

/Q|Vv\p2_2VvVg0:/Q\u!;;(%)% Y o € Wyt (Q).

Fazendo € = 0, temos a defini¢ao de solugao para o problema (PS).
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Em Wy (Q) x Wy"?(Q), definimos a seguinte norma

162, 0) s @iz ey = Neallygon @ + 1ol o

onde
1
lallwaoey = ([ IVul)”, p > 1.

De modo andlogo, define-se a norma em L#®) (Q) x L®2®) ().

Para o problema auxiliar temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1 Suponha que 1 < pi,ps < N, ai,a0,q,¢2 € CQ), 1 < q(z) <

N N Q
o =i 1S @le) < o =9 €0 < anf@os(a) < (n— D2~ 1) Vo € D

Entao, o problema (PS). possui uma solugdo positiva.

Demonstracao: Para cada ¢ > 0 vamos construir um operador 7' satisfazendo as
hip6teses do Teorema B.14, (veja o Apéndice B).
Com efeito, fixadas f € L2@(Q), g € L@ (Q) e A > 0. Considere o problema

~Apu = Alglg') +e - em
(P)] —Apv = Afley) em Q)
u=v = 0 sobre 0f2.

Desde que g € L™®(9), |gl4x) ¢ um niimero real nao-negativo, logo, a aplicacao
h:IR"— R

h(t) = |95 @)

é continua. E como «a; € C°(f), a composigao
hoa;: Q — IR

hoan(w) = lglg' )

é continua. Desde que Q é um dominio limitado, temos que |g| qll((x) € LM (Q), onde

p’lzﬁ Logo, Al|gloX) + ¢ € LM (Q).

Portanto, pelo Teorema 2.1, o problema linear

—Apu = Mgl +¢] em @
u = 0 sobre 0f),
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possui uma tnica solucao fraca u € Wy ().

De modo anélogo, prova-se que o problema linear

A = AfEE em©
v = 0 sobre 0f2,

possui uma unica solucao v € I/V1 P2(Q).

Assim, fica bem definido o seguinte operador
T:R" x LEE(Q) x L1E(Q) — Wy™ (2) x W™ (Q),

A fr9) =T fr9) = (w,v),

onde o par (u,v) é solugao do problema (P).
Np Np,
C 1< < = p] 1< <
omo > @2 (x) N — 1 py ¢ =G (‘:E) N — Do

= p;, entao, valem as

seguintes imersoes continuas
WoPH(Q) = L=0(Q) e WyP(Q) — L70)(Q),
assim, podemos redefinir o operador 7" da seguinte forma
T:R" x L2@(Q) x L1@(Q) — L2@)(Q) x L1E@)(Q),
A fr9) = TN fg) = (u,v).
Afirmacao 4.1 O operador T é compacto.

De fato, sejam (A, fn, gn) C IRT x L2®(Q) x L#@)(Q) uma sequéncia limitada e
(Un, V) = T( Ay fn, gn)- Pela defini¢ao de T, o par (u,,v,) satisfaz a

a1 (x)

AU, = [|g7Z|q1(x) +¢e  emQ
—Apu, = A, ]fn\;f((f em
Uy =V, = 0 sobre 02,
assim,
/|Vu P12V, Vo = \, / [|gn|t ql(w —i—e](p, V(pEWlpl(Q)
e

L1902 2vu Ve = x| 1120, v e e Wi @),

87



Em particular fazendo ¢ = u,, na primeira equacgao e ¢ = v, na segunda, obtemos

/ 'V, [P =\, / (x| zll(f) + €luy,

_ az(z)
/Q|V1)n|m - >\n/Q |fn|q2( )U

P 04(,7:
leal 230 = Ao [ flgnli) +

Assim,

_ o262
ol = Ao [ 1Falg5)en
Desde que a sequéncia (X, fn, gn) ¢ limitada em IR" x L2®) (Q) x L#®)(Q), existem

constantes A\* > 0, C,Cy > 0, tais que,
)\n < )\*, ‘fn’(h(m) < Cl e |gn]ql(m) < Cg, VnelN

Como 0 < ay, ay € C°(Q)), sejam

a] =minay(r), af =maxai(r) e «a, =minay(r), af = minay().

Q Q Q Q

Observe que para cada n € IN, se

[9nlare) < 1= Lol < lgaly < CT

€ se
(67 .7,‘ Oé+
|gn|lh () >1= |gn| 1( |gn|q1 Cl ' ’

. oy at ay lo"
assim, note que tomando K = maX{Cl NG G N O }, temos

A SN fal22E) D galo

q2(x) >’

)<K VnelN

Cﬂ

logo,
leal B < WK 4] [
Q
ou seja,

a0 < XK + lualy, Vo € N

Da imersio continua de W, (Q) em L'(Q) obtemos
lunl[fyron < Colunllyprr, Vo e N,
0 0
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assim, (u,) C Wy () é limitada.

De modo andlogo, mostra-se que a sequéncia (v,,) é limitada em W, "*(Q). Como

1 1 < . .
Wy () e W, P2(Q) sao espagos de Banach reflexivo, a menos de subsequéncia,

U, — u em Wy (Q)

e
v, = v em Wy (Q).
Pelas imersoes compactas de Sobolev
U, — u em L2 (Q)
e

v, — v em L®®(Q).

Assim,

(Un, V) = (u,v) em L (Q) x L1E(Q).

Portanto, T" é compacto.
Afirmacgao 4.2 O operador T é continuo.
Com efeito, sejam
(M frr Gn) = (N, f,g9) em IR x L2@)(Q) x L1@(Q)

(tn,vn) = T(An, fr: gn) € (u,v) =T(A, f,9).
Provaremos que

(Un,vn) = (u,v) em L2 (Q) x L@)(Q).

Pela definicao de T, temos

AT T = A\ gn|;1((§)) +e  emQ
—A,,v, = el em
—Apu = )\[|g|2‘11((§)) + ¢ em )
gAY = Alf |2‘22((g‘f)) em ()
Uy =Vp =U=0V = 0 sobre 0.
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Desde que a sequéncia (A, fy, gn) é convergente em IR" x L2@)(Q) x Lu@)(Q),
segue que ela é limitada. Usando os mesmos argumentos da afirmacao anterior, mostra-se

que existem constantes positivas \ e K, tais que
M SN 28 lgal) <K, YVneN (4.2)

e que a sequéncia (u,) é limitada em Wy (Q) e a (v,) em Wy "*(Q). Desde que Wy ()

e Wol P2(Q)), sao espagos reflexivos, temos que, a menos de subsequéncia,
Up — ug € WyP(Q) e v, =1y € Wy (Q).
Pelas imersoes compactas de Sobolev, a menos de subsequéncia,
Up — ug € L2@D(Q) e v, = vy € LMD(Q).

Assim,

(U, vy) = (ug,vo) € LqQ(m)(Q) X L‘“(I)(Q).

A seguir mostraremos que
Ugp =—=U € Vg =V

Como u, e u satisfazem (4.1), entao,

L1V 2V, = A [ llgnl5i ) +€lo Vo € Wo (@) (43)
(S
L IVal 2 vuve = [lgls) + de, Vo€ Wom(@). (4.4)
Desde que
s f gn) = (A, £,9) em B x L#(Q) x L7(Q),
obtemos

Moo AemR  f— fem LL@(Q) e g, — gem LE@(Q),

’ 1

assim, |gnlg (@) = |9lq() € como a; € C°(Q), temos |g, \g\

Assim, para cada ¢ € Wy (Q),

ai(x)

AallgalZ2 ) + () = Allgl2E) + dp(a) a.tp em Q.
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Note que
allgnlgis) + de(@)] <MK +d|p()] € L'(Q).

q(z)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
M [lgalan) + e =2 [ llgln@) + i, ¥ o € W™ (@)
Usando esta convergéncia (4.3), (4.4) e unicidade de limite, concluimos que
/Q|Vun|p1_2VunV<p — /Q |Vu|P'~2VuVe, Ve WP (Q).
Considere por enquanto a afirmacao.
Afirmacao 4.3
/Q|Vun|p1_2Vunch — /Q Vo[ 2Vu Ve, Yo e Wyt (Q).
Considerando a afirmagao, temos
[19ul=2vuve = [ [Vul 2Vuoi, Vo WP (Q),

logo,
/Q (V" Vi — Vgl Vo)V = 0, ¥ o € W™ (Q).

Fazendo ¢ = u — ug, temos
/Q(\vwr?vfu Vo [P 2 Vaug) V(1 — ) = 0.
Seguindo os argumentos feitos apartir de (2.1), concluimos que
U = ug.

De modo anélogo, mostra-se que

Portanto,

(Un,Un) N (uw) c ng(z)(Q) % Lcn(ﬂf)(g)7

a menos de subsequéncia. Usando o Teorema B.1 (veja o Apéndice B), concluimos que o

operador T' é continuo.
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Agora, provaremos a afirmacao anterior.

Demonstracao da Afirmagao 4.3 Fazendo ¢ = u,, — u em (4.3) e usando (4.2), temos

19007209 (1 = t0) < XK 4] [ (1 = o),
logo,
/Q(\Vun]m”Vun — [Vuo|P 2V + |Vug [P 2 Vo)V (u, — up) < Chlu, — uoly,

assim,
/Q(|Vun|p1_2Vun—|Vu0|p1_2Vu0)(Vun—Vu0)+/Q |V [P 2V V (up—1uo) < Chltn—ug);.

Como u, — uy € Wy (Q)

/Q |Vuo[Pr =2 VuoV (un — o) — 0.
Temos
| (V=250 = Vo =2 V0) (Vi = Vo) + 04(1) < Calutn = uoh.
Usando a desigualdade

Cp, [Vu,, — Vug|Pr, se pp >2

(|Vun P2V, — [V [P *Vug) (Vu, — Vug) >
]Vun — VUOP

" (IVug| + [Vuo|)>7”

se 1 <p <2

conclui-se de modo andlogo ao feito na demonstracao do Teorema 3.1 que, a menos de
subsequeéncia,
U, — ug em Wy (Q).
Agora, para cada ¢ € {1,2,..., N}, considere a fungao

hn(x) = |Vun(x)|p1_262g;(i®.

Novamente, considerando a funcao h, e seguindo os mesmos argumentos feitos

sobre a funcao f,, contida na demonstracao do Teorema 3.1, concluimos que
[ IVl Vun Ve = [ [Tul Vug Ve, ¥ € WP (9),
Q Q

o que conclui a demonstracao da afirmacao.
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Portanto, como o operador T é continuo, compacto, L%® (Q) x L@ (Q) é um
espago de Banach e T'(0,u,v) = (0,0), segue do Teorema B.14 (veja o Apéndice B), que

existe uma componente ilimitada A, C IR" x L2 (Q) x L#@)(Q) de solucdes da equacio
(u,v) =T\ u,v). (4.5)

Pela definigdo do operador T, a terna (A, u,v) satisfaz a

—Apu = Aol (x)) +¢  emQ
—Apv = Alu |?22(f)) em §2 (4.6)
u=v = 0 sobre 0f2.

Assim,
(i) Se A = 0, entdo, (u,v) = (0,0).
(ii) Se u = 0, entao, v = 0 e portanto, A = 0.
(iii) Se v = 0, entao, A = 0 ou |ug ) = 0. Caso, A = 0, temos u = 0. E se |ug) = 0,
temos u = 0, pois |u|g ) & u = 0.
Portanto, A. —{(0,0,0)} é constituido de solugdes (A, u,v) de (4.5), quando A > 0.

Usando a Teoria de Regularidade Eliptica, temos que
u,v € Cy*(Q),
pelo Principio de Comparacao (veja o Teorema B.11 no Apéndice B),
u,v >0 em 2,
pelo Principio do Maximo (veja o Teorema B.13 no Apéndice B),
u,v >0 em ().

Agora, suponha que A, seja limitado com relagao ao parametro \, isto é, que existe

um \* > 0, tal que, para todo (A, u,v) € A. — {(0,0,0)}, temos
A<\

Como (A, u,v) satisfaz a (4.6), entao,

q(z)

LIvul=2vuve = & [ (o) + e, ¥ o € W3 (@)
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/ Vol 2VoVe = A / |20, ¥ o € Wi (Q),

Fazendo ¢ = u na primeira equagao e ¢ = v na segunda, obtemos

o, =2 [ ol + (4.7)

ol = A [ ulgZlo, (43)
como 0 < ay,ay € C°(Q), entao,
0<aj <ai(z)<af e 0<a; <ax(z)<ay, YVoe,

onde

a; =mino(z) e of

; 1 =maxq;(x), i =1,2.

Q 9)

Desde que [u]g,(z) € |v]q, (2) 580 nlimeros reais nao-negativos, temos os segintes casos
a considerar:
1°Caso: |u|q2(x) Z 1 e ’U|q1(x) < 1.

Note que

22(0) < Jul%

\v\ J<1le |l

usando (4.7) e (4.8), temos

s, <AL+ [u e ol < XNl | v
logo,

lullfam < A +eluly e ([0l </\*IUI(;,Q(I o],
desde que

Wo P (), WeP2(Q) — LH(Q)

continuamente.  Existem constantes C7,C5 > 0, que nao dependem de u e v

respectivamente, tais que,
lulliym < NCUL+el[ullyam e [0][7am, < X"Cz|UI [Vl

assim,

IIUH‘mm1 < e ||v||p21p2 < A*C2IUI%
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logo,

ey < €

Np,
N —p

como 1 < go(7) < =p;, ¥V € Q entao,

Wy () = L=@(Q),

continuamente, logo, existe uma constante C'3 > 0, que nao depende de u, tal que,

||v||p201p2 = A* CQC?)HUH 1101’

com isso,
ot
ol < O lull
_l’_
desde que 0 < af <py —1 = —2 e 0, usando (4.9), temos
b2 —
of
[lul ”2121 <Cn,
assim,
ot

2
ol e < O C7T.
o3
Tomando K; = max{C, Cy~C72-T} obtemos
||1LHLv37P1>||U||MG}F2 < Ky,
onde K7 é uma constante que nao depende de u ou v.
2°Caso: |U|Q2(z) >1e |U|q1(x) > 1.
Observe que

Ju 22 < |u| e ol < |ulo,, Yreq,

Q1($)’
logo, por (4.7) e (4.8)

ol < Xl +el [ e el < Mulii [0
Wyt = a1(z) Q P2 a() [
como [vlg,z) > 1 = |v[ () > € assim,

[[ullfgm < 237 [0y, x)IUIl e [lollam. < Afuly; x)lvll,
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usando o fato de

Wa (), Wi (Q) = LN(Q)

continuamente, temos

C|{+ *
lullfgam <23 Cilolggllullyam e [lollFim, <A Cz!UI [Vl
logo,
||UHP11P1 < 2X“01|v| e ||U||p21p2 <X\ 02\u|q2<x
N N _
por hipétese 1 < ¢1(z) < I _p; =ps e 1 <qr)< v ngl = pi; Vo € Q, entao,

Wo?(Q) = L1D(Q) e Wo™ (@) — L=O(Q),

continuamente. Assim, existem constantes C3,Cy > 0, que nao dependem de u e v

respectivamente, tais que,

IIUIIPIIP1 I ¥eren ||U||011P27 (4.10)
e
Hvaleg < MO0 HUH%mN
ou seja,
a+
\|v||W1p2 < Bjy- u||”21p1 (4.11)
combinando (4.10) e (4.11), obtemos
atat
1 2
||UHP11P1 < C)\* U|| 1p17
assim,
L_eied
Pi—l===7
||UH 1P1 et <C)\*-
Desde que

otad (- (1) atad
p2—1 p2—1

> 0,
pois, 0 < ay(z)as(x) < (p1 —1)(p2 — 1), Vz €Q, entao,

lufly1m < G
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por (4.11) concluimos que

ol <

assim,

ey ol < Ko,

onde Ky = max{C}.,C%.}.

Com um raciocinio analogo, para o 3° caso (|u|g@) < 1, [V]g@) > 1) e 0 4° caso
(|ulgo@) < 1, |V]g(a) < 1). Mostra-se que existem constantes K3, K4 > 0, respectivamente,
tais que,

[ully o0 0] [yyr22 < K, K.

Tomando K5 = max{K;, Ky, K3, K,}, temos
HuHWOl,pl, HUHWOI,pz < Ks, V(\u,v)e Ac—{(0,0,0)}. (4.12)
Usando as seguintes imersoes continuas
Wy (Q) = L70)(Q) e WP (Q) — L20(Q),
e (4.12) concluimos que existe uma constante K > 0, que s6 depende de \* e e, tal que,
|ulga (@) [V]gr () < K,

para todo (u,v) € L2®)(Q) x L1®)(Q), com (A, u,v) € A.. Assim, A, é limitado, o que é
uma contradicao. Logo, A, é ilimitado com relacao ao parametro \.

Portanto, para A = 1 (A, u,v) é solugdo do problema (PS)..

Teorema 4.2 Com as mesmas hipdtese do Teorema 4.1, o problema (PS) possui uma

solugao positiva.

Demonstragao: Para cada n, considere o problema

=AU, = |vn\2‘11(%) +1/n  emQ
(PS)n{ —Ap0, = \un\jj((j)) em )
Uy =V, = 0 sobre 0f).
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Pelo Teorema 4.1, existe um par de funcdes (uy,, v,) € Wy () x Wy (Q) que é
solugdo de (PS),,.

Considere o conjunto
IN; = {n € N: |UN|q2(x) >1e |Un|q1(x) <1}

Se n € I\, entao,

|Un|q1( <l= |Un|?11(z)) Z |Un|q1 (@)’ Ve
Desde que
a1 (x) a{r 1
—Bpitin > |U”|q1(w) = —BpUn > |U”|q1(x) = T(_Amun) > 1,

|Un ‘ q1 (IE)
logo,

0‘1

—A,, (“”) > 1em Q.

[0nlgy o)

Agora, seja 0 < wy € Wy (Q), a solucio de

—Apw; =1 em(Q
wy = 0 sobre 0f).

Assim,

—-A,, (%) > —A, w; em €,

p1—1

|Un|q1(x

pelo Principio de Comparacao (veja o Apéndice B, Teorema B.11)

tn > w; q.t.p em €,
“1
|Un|511(;1)
logo,
o
Uy > u)1|1)n]q1 () d.t.pem
assim, pelo Lema 2.1
ot
1
|un|q2(x) > ‘w1|vn|511(;1) @)
com isso,
of
|un|q2($) 2 |w1|qz |Un‘p1 ) (4.13)
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De modo anélogo, verifica-se que

)

|UH|Q1($ > |w2|q1(x |un pz(ml) (414)

onde 0 < wy € WyP*(Q), é solucao de

—Ap,wy = 1  em(

Wo = 0 sobre 0.

Substituindo (4.14) em (4.13), temos

+ +

Otl C!
| |(p1 D(p2—1)
(z) Unp,

[e3

|u71|q2(95 > |w1|q2(x |w2|q1 5

logo,
of o
ERCTRIC
q2(x)

+
1

@

> wi | [wal gy > 0,

5
|un|

onde (p; — 1)(p2 — 1) — af @y > 0. Assim, concluimos que

|un|q2(l,) > (0 > 0, VnelN.

Como . > 0, segue de (4.14) que

P2 —

@

|Un’q1($) > ‘w2|q1($)clp2j’

logo,
|'Un|q1(a:) Z CQ > 0, Vne ]1\]1,
onde (7, Cs sao contantes que nao dependem de n € IN;.

Agora, considere o conjunto

IN; = {n € N: |un|g@) =1 € |n|g@) > 1}

Para cada n € IN;, como

a1 ac)

|Un|q1(a: >1= |Un| > ’Unr;ll(x), Yaxé& ﬁ,

desde que
a1 () oy 1 Up,
=Dy tn > Jonlyl oy > |nly ) = = (—Ap uy) > 1= —A, = > 1 em Q
|Un|q1(x) o1
|Un|q1(£)
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entao,

—A,, <ui> > —Apw; em

|’Un|§11(zl

pelo Principio de Comparagao

> w; q.t.pem €
R

1

‘vn‘;l(:t

logo,

@

un2w1|vn| x) q.t.p em €,

assim, pelo Lema 2.1

o1
|t gy () = ‘w1|vn|§11(;1)

2(x)’
com isso,
o
Unlgp(@) 2 [W1lga(a |Un‘p1 ) (4.15)
De modo anélogo, verifica-se que
oy
|Vnlg1(2) = |Walgy (@) |Un|p2 ) (4.16)
substituindo (4.16) em (4.15), temos
’u ’ > ’w | ‘w ’ a ‘u ‘<p1i‘%)ap2271)
nlga(z) Uaa () [W2l gy () [Unl gy () '
logo,

(p1—D(pp—1)—a; ay oy
)

m (p2—1 Z |w1‘q2(m)’w2 pp—1 > O

‘unl q1(z)

como (p; — 1)(p2 — 1) — ay a3 > 0, existe uma constante Cs, tal que,
|un|q2(l,) > 03 > O, Vne INz,

por (4.16) temos

(e

|Un|q1(x) > |w2|q1(x)0§2_1 )

assim,

|Un|q1(x) > 04 > 07 Vne ]1\127
onde Cj3, Cy sao constantes que nao dependem de n € IN;.
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De modo anélogo, considerando os conjuntos

Ny ={n€IN: |up|g@) <1 e |tn|g@ <1}

N, = {n € N: |uplgpe) <1 € [Vnlgy@) > 1},

obtemos limitacoes inferiores positivas para (u,) em L%2®(Q) e (v,) em LB (Q), Vn €

]Nge]N4.

Portanto, existe uma constante C', que nao depende de n, tal que,

|un|42(90)7 |Un|q1(9c) >C > 0, VnelN

(4.17)

~ . s 1 . 1 ~ .
Agora mostraremos que a sequéncia (u,) ¢ limitada em Wy () a sequéncia (v,,)

1 . .
em W;y"?(Q2). Novamente, usaremos os conjuntos IN;, IN;, IN; e IN;, para obtermos tais

limitacoes.

Com efeito, desde que (uy,,v,) é solu¢ao de (PS),, entao,

1

P )
/Q|Vun| 1 _/Q<| n’(h @t n)u"

/ [Vonl = / [tnga(e) On-

Para cada n € IN;,

| "’311 ;”)) <le |un|2‘2((§ ’u”’@ (z)’
usando (4.18) e (4.19), temos
a2 <2 [ e Mol < funlyiy [ o,
logo,
lunllrm < 2lunly e loll{rm. < |Un| o/tnl1,
desde que

WP (), Wy (Q) = L'(Q)
continuamente. Existem constantes C7, Cy > 0, tais que,
[l in < Cilluallyro e loallfrn, < Calunlqg(x [[onlyy2.22
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como 1 < p; < N,

||u77»||W01’p1 S K17 Vne ]Nh (420)
logo,
1
anHp21PQ — 02’un’q2 ;1;)7
Npl —
como 1 < ¢go(x) < =p;, Ve,
2{7) N —p !

Wy (Q) = L=@)(Q),
continuamente, logo, existe uma constante C'5 > 0, tal que,
[[oal 7255, < CoCillua |2 Wit
0

com isso,
+

@

[[onllyzes < Cllunlli,

+
desde que 0 < af < py—1 = —2 T 0, usando (4.20), temos
P2 —
|| ] ”1;1 < K” S
0
como 1 < py <N,
ot

HUnHWOlM < Cﬁgl
+

[X
Considerando C] = max{K;, CK{*" pa-1 }, obtemos
‘ |Un‘ |W01’p1 ) | ’vn’ |W011P2 S C{

Agora, mostraremos a limitacio de (u,) em W, 7 (Q) e de (v,) em Wy () no
conjunto de indices IN;.

Com efeito, para cada n € Ny,

| n|§22(;)) < |un| |Un|oc1 (z) |vn|q (@)’ Yz € Q,
logo, por (4.18) e (4.19),
yat 1 P2
HUTLH 1P1 = H/Un|q1(x +E]/§;Un € anH 1p2 ~ |Un|q2(x /Q’Un’
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assim,

+
||un||;1/01,p1 < 2|Un|311(x)|un|1 e ||Un||p21p2 > |un|q2(x)|vn|1a

usando o fato de

Wy (), Wy ™ (Q) < LY(Q)

continuamente, temos

+
[Tl [ < 201\%!(,1@ lunllyer e lval[Fim < Colttn gy [Vl 102
logo,
+
||| pllil < QCllvn! e lvn pQ&;Z < Colunlyln)
Np? Np

Por hipétese 1 < ¢i(z) < =py e 1 < gx) <

N —po
entao,

Wy (Q) = L7)(Q) e WP (Q) — L20)(Q),

continuamente. Assim, existem constantes C3, Cy > 0, que nao dependem de n, tais que,

Hun\lpllm leten an\l

e
anlmoulw < CoCy” Hunll Lo
ou seja,
ot
[[on[yy1e2 < BHunH”m
Combinando (4.21) e (4.22), obtemos
&Ta2+
||un||p101p1 < |unll 1?17
assim,

+ot

oy o

D —1— 1_2
tnll s 27 < C.
0

Desde que
o _oatai _(m-Dea=1)—afaf
p2—1 p2—1

pois, 0 < aq(z)as(x) < (p1 —1)(p2 — 1), Vz € Q, entéo,
il < €,
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por (4.22) concluimos que
el < ",
assim,
el ellyarn < Ko, ¥ €
onde Ky = max{C’,C"}.
De modo analogo, mostra-se que para todo n € INs e Iy, a sequéncia (u,,) é limitada
em W, (Q) e a sequéncia (v,) em Wy7*(€).

Portanto, existe uma constante C' > 0, tal que,
[1tally 2o lonllyame < C, ¥ € N
Pelas imersoes de Sobolev, existe uma constante Cyy > 0, tal que,
|tn s ()5 [Vn]gr@) < Co; ¥ IN,

Assim,

az(z)

|Un|q2($) ) |Un|zll((;)) <C;VneNexeQ,

or ool % o 0%
onde C' = max{C,',Cy*,Cy* e Cy? }.
1 1 < . .
Como Wy (), Wy"*(Q2) sao espagos de Banach reflexivo, entdo, a menos de
subsequeéncia,

u, —u em Wy (Q) e v, —v em W,(Q).

Desde que (un,v,) é solucao de (PS),, fazendo (u,, —u) e (v, — v) como fungoes
testes, obtemos

1
-2 _ ai(z)
/Q|vun|m Y,V (uy — 1) = /Q(|vn|q;($) + =)t = u)

e

L9020 ) = [ Il ),
logo,

/ [V [V, V (un — ) < (C+ 1)y — ult.

Q
Considere a seguinte desigualdade
Cp, |Vu, — VulP, se pp>2
(|Vun [P 2 Vu, — |VulP'~*Vu)(Vu, — Vu) > (4.23)
|V, — Vul?

PVl + [Vl SR
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Observe que

/Q(\Vun|p1*2Vun — | VulP'2Vu + [VulP 72 Vu) (Vu, — Vu) < (C + 1)|u, — uls,

logo,
/Q(|Vun|pl_2Vun — | VulP2Vu) (Vu, — Vu)+
-I—/Q IVulP 2Vu(Vu, — Vu) < (C 4 1)|u, — ul;.
Como u, — u em Wy (Q) entao,
/Q |VulP2VuV (u, —u) — 0,

logo,

/Q (V[P ~2Vuty, — [V 2Vu(Vaty, — Vi) < (O + Dlun — uly —on(1).  (4.24)

Para p; > 2, usando (4.23) temos

c, /Q Vi, — Vul? < /Q (V| 2V — |V V) (Vun, — V),

logo

Collun = ullfiam < Klun = uls = 0n(1).

Como u, — u em Wy (Q) e Wy (Q) — LY(Q) continuamente, entio, a menos
de subsequéncia, u,, — u em L'(Q).

Passando o limite na tltima desigualdade acima e fazendo n — oo, temos
p1
C(p||/l’tn - u||W1,p1 — O’
0

com isso,

U, — wem Wy (Q).

Para 1 < p; < 2, observe que

P1(2 P1)

Vu, — Vu
|1V = vupr = [ | " (V| +9ul)
. @ (V| + [Vul)

Defina

\V4 n Vul|P? p12 P1
B (IV| |u+ v |“| o = (V] + [V
Un u

(2—p1)
|
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temos g, € L%(Q) eh, € Lﬁ(g)

Com efeito,

/| |1 _/ |V, — Vul? / (|Vu,| + |Vul|)?
I (Vual + [Vu)> 2 = Jo (V| + [Vu])> 7

< [(Vul + Vuly <2 [ (V™ + [Val™) < 2 (il + 1l 50

Como u, — u em Wlpl(Q) existe uma constante C' > 0, tal que,

2
/Q‘gn,pl < 2O lullfyrn).

Ll = [ (9] + [Tl < 27(C + [lull21.):

assim, g, € L%(Q) eh, € Lﬁ(ﬂ) Usando a desigualdade de Holder, temos

nh'n</ np121/h2p1 2’
| gutin < ([ dgnl?)* ([ 18

fagamos C; = 271 (C + HuH;l/é,pl), entao,

2
/gnhn < /!g \”1 =

ou seja,

P1

— p1 p1(2—p1 p n — 2 2
[ (V4 v < o F [ [ VTl
(V| + [Vu)) 7 o (|Vu,| + [Vul)2»

logo,

|V, — Vul? 7
Y, — Vul* < C / .
/Q| tn — V" < 2[ a (|Vuy,| + |Vul)?=p

Usando a desigualdade (4.23), obtemos

1 7
— /Q(]Vun\pl_QVun — |VulP 2 Vu)(Vu, — Vu)] ,

/Q|Vun ~ vt < G c

usando (4.24), temos

o

1t =l 10 < Ca Kt = uly = 0, (1)] 7
de onde segue que, para todo 1 < p; < 2,
U, — w em Wyt ().
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Portanto, para todo 1 < p; < N, temos que

u, — wem Wy (). (4.25)
De modo analogo, mostra-se que

v, — vem Wy (Q). (4.26)

Assim Vu,, — Vu em (LP1(Q))V, logo, para cada i = 1,2...N.

Oup(x)  Ou(x)

q.t.p em €,

além disso,

|V, (z) [P = |Vu(z)[" 2 q.t.p em Q.

Para cada i, defina

fala) = [Vun (22t
logo,
folz) = |Vun(:c)]plzaqg;ix) — f(z) = \Vu(x)|p12ag$) q.t.p em Q.

Agora, observe que

Py ou
n r1—1 — V np1727n
L 18 | [17u i

pois, u, — u em Wy (Q).
Assim, (f,) C L (Q) e [fuly, < C, ¥V n € IN. Pelo Lema de Brezis-Lieb (veja o
Apéndice B, Lema B.1),

o
Rt < /Q |V, | = HunH%l/ol,m <C,Vnel,

ou ou ,
LN _ p1—2 Dy
i f= ]Vu! - em L (Q)

= |V, |2

Assim, para cada i =1,2,...N

ou
I e A ().

Jdy

axl € LP(Q), logo,

Em particular, para cada ¢ € W, " (),

[ Va2 s w22t 2 v e Wi @),

assim,

L1V 2V Ve — [ [Vup 2 vuve, v e Wit (Q).
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Desde que

a1\x 1
|1V, = [l + e, Ve e Wer (@),

entao,
ap(x 1 —
/l:‘annl((I +n}g0—>/Q]Vu]pl 2VuVe Yo € Wyt (Q). (4.27)
Npg Npl
gora observe que como 1 < ¢(z) < N Py, e 1 < gox) N

pt, Vo € Q valem as seguintes imersoes continuas
Wy (Q) < LeO(Q) e WP (Q) — L2W(Q),
por (4.25) e (4.26), temos

U, = u em L2O(Q) e v, =v em LMD(Q),

assim,
[Vnlav@) = [Vlar@);
pois,
“Un’tn(ﬂ:) — [v]gu@)| < lvn = vlgy(@) — 0
Como oy € C%(Q), entdo,
|vn\311((f)) — |v|311((;)) q.t.p em Q.
Além disso, para cada ¢ € Wy (Q), temos
(1l + 2 Jot) = ot atpem .
e
(ent + 1) < ol + vl
Como
|un| x) v n|q1 x)) <Ky, YVneNexe€Q,
entao,

a1 (x 1
(1129 + ol < (o + DIl € L'

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/ <|vn|jll(f) + )go — / [v]® o x))go, Vo e WP (Q), (4.28)
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usando (4.27), (4.28) e unicidade de limite, temos
/Q Vul 2 VuVy = /Q WO, Vo € Wi (Q). (4.29)
De modo anélogo, prova-se que
/ (Vo2 2VoVp = / |u| 2(z) P V€ WyP2(Q). (4.30)

Por (4.29) e (4.30) o par (u,v) € Wy " (Q) x W, *(Q) é solucio fraca de

ai(x)

—Aju = ]v\ql(x em §)
(PS)q —Apv = [u2)  emQ
uU=0 =0 sobre 0f),

que é nao-trivial, pois por (4.17)
|un|¢12(x)7 |Un|q1(x) Z C > O, \V/ n & E\I

Usando a Teoria de Regularidade Eliptica, tem-se u, v € C3(€). Usando o Principio
de Comparagcao, temos

u,v > 0 em €,

pelo Principio de Maximo, concluimos que u,v > 0 em (2.
Portanto, o par (u,v) é uma solugao positiva do problema (PS), o que conclui a

demonstracao do teorema.
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Apeéendice A
Funcional Diferenciavel

Neste apéndice mostraremos a diferenciabilidade do funcional
I:E—> TR

I(u) = /IRN [;(’VUF + b(z)u?®) — F(z, u)],
ou seja, )
1) = 5l = [ | Fw)

usado em parte deste trabalho.

Iniciaremos com a seguinte definicao.

Definicao A.1 Considere o funcional I : U — IR, onde U é um aberto de um espaco de
Banach X. Dizemos que I é Gateaux-diferencidavel em u € U se existe f € X'| tal que,
para todo h € X,

o1

%g%g[](u—l—th) —I(u)— < f,th>] =0

Caso o limite acima exista, ele é inico e a derivada de Gateaux em u serd denotado
por I'(u), e dada por
1
!/ 13 _ —
< I'(u),h >:= %1_{% t[[(u +th) — I(u)].
O funcional I tem derivada a Fréchet f € X’ em u se

, 1
}L%W[I(u—l—h) —I(u)— < f,h>] =0.

Dizemos que o funcional I € C'(U,IR) se I possui derivada a Fréchet e esta é

continua em U.
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Proposigao A.1 Se I tem derivada a Gateauz continua em U, entdo, I € C1(U, R).

Demonstracao: Sejam u,h € U, com u + h € U, como I possui derivada de Gateaux

sobre U, entao, pelo Teorema do Valor Médio existe 6 € (0,1) tal que,
I(u+h)—I(u) = I'(u+ 6h)h.
Note que
I(u+h)—I(u) — I'(w)h = I'(u+ 60h)h — I'(u)h

de onde segue que

1 / _L /u . /u _ /u _ /u L
L 1) = T = T'@)] = G 8 = ()] = 7'+ 0B) = I ()]

Desse modo
H||llz||[l<u T R) = I(u) = I'(w)h]|| = 117+ 00) = T'(w)].

Uma vez que a derivada de Gateaux é continua, dado € > 0, existe § > 0 tal que,
se ||h]| < 6, segue que
|1 (uw+ 0h) — I'(u)] <€,
logo,

o1 / _
}llli%w[](uth) — I(u) — I'(u)h] = 0.

Assim, concluimos que a derivada de Fréchet existe e é igual a derivada de Gateaux

e que a derivada de Fréchet de I é continua sobre U, logo, I € C*(U, R).

Afirmacao A.1 Considerando o espaco de Hilbert
I — . 2 2
E={uek: /]RN(Wu] + b(z)u )< o0},
onde ||.|| ¢ a norma em E dada por
2 21\ 2
lll = ([, (Vul? + b))
O funcional
J:E— TR
1
T(w) = ol
é de classe C'(E,R).
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Demonstragao: Com efeito, observe que a norma no espaco E provém do seguinte

produto interno

<u, U>E = /]RN (Vqu + b(:zc)uv).

Portanto, é imediato das propriedades do produto interno que o funcional

J e CYE,R).
Afirmacao A.2 O funcional
G:E— R

¢ de classe C'(E,TR).

Demonstracao: Com efeito, observe que

G(u+ty) — G(u) _/ F(z,u+ty) — F(z,u)
t RN t '
Para cada # € RY et € Rcom 0 < |t| < 1, fixados, considere a fungdo real

s(z) = F(z,z), definida no extremo do intervalo u(z), u(x) + te(z). Pelo Teorema do

Valor Médio
s(u(@) +tp(z)) — s(u(x)) = §'(0)tp(2),
logo,

F(x,u+tp) — F(r,u) = f(x,0)te,
onde min{u(z), u(x) + te(z)} < 6i(x) < max{u(x), u(z) + te(x)}.
Observe que para [t| < 1, temos

10:(2)] < 2fu(z)] + |p(2)] (A1)

e que
G(u+ty) — G(u)
t

= | a0t (A-2)
R
e ainda que

0:(x) — u(x) quando t — 0.
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Pela continuidade de f, temos

(@, 0i(2))p(x) = f(z,u(z))p(z) q.t.pnoRY.
Além disso, f(z,0,(z))p(z) € LY(RY).
Com efeito, por (f3) existem constantes ¢;,co > 0e s € (1,2" — 1), tal que,
£ (o 0ol < (calOe] + cal6:]) 0] = calb:l o] + cal 04| |
por (A.1)
(00l < 2ailulle] + ealol® + ea(2lul + [o])*|el,

como 1 < s < 2*— 1, entdo, 2 < s+ 1 < 2*. Desde que E — LP(RY), 2 < p < 2%,
continuamente, entao,

E < L*(RY), L*7(RY)

continuamente. Assim, |ul,|¢| € L**1(IRY), logo,

ca(2Ju] + |p])* € L5 (RY).

Aplicando a Desigualdade de Holder para os expoentes s + 1 e i , temos
ca(2lul + [o])*le] € LY(IRY).
E como |ul, || € L*(IRY)
9 = 2eilullg] + eilol + c2(2lul + [@])*|e| € LY(RY)
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
/IRN flx,0,)p — /]RN f(z,u)p, Yu,¢ € E.
Por (A.2) temos

G(u +t90t) ~G) /]RN fla,u)e.

Portanto, G é gateaux diferenciavel com
e = [ Flaw)p, Vupe .
Agora, mostraremos que a aplicacao
G :E—FE
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u— G'(u)

é continua em E’, ou seja,
U, = u em E = G'(u,) = G'(u) em E'.
Com efeito, observe que ¥ ¢ € E com ||p|| < 1, temos
(G (un) = G' ()| = |G (un)p — G (w)p| = | /]RN F,un)p — /]RN f(z,u)p|  (A3)
Usando a imersdo continua de £ em L*T(IRY), temos
U, — u em LTH(IRY),
logo, a menos de subsequéncia,

u,(z) = u(r) q.t.pno RY,

lun ()] < h(z) q.t.p. no RY,

Observe que

[ (o un)pl < crlunll@l + caunl®lo] < crhleo] + c2h?[].
De modo analogo ao anterior, mostra-se que a funcao
g = c1h|p| + cohf|p| € LY(IRY).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos
/]RN flz,un)p — /IRN f(z,u)p, Yu,p € k.
Usando a relagao (A.3), obtemos

G'(u,) = G'(u) em E' quando u, — u em E.

Assim,

G € CYE,R).
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Portanto, pelas duas ultimas afirmagoes

I € CYE,R)

I'(u)v = <u,U>E - /]RN flz,u)v, Yu,ve k.

Afirmagao A.3 Suponha que o potencial b € limitado, entdo, E = E e as normas 1Bl

e ||.||g sao equivalentes.

Demonstragao: Com efeito, suponha que exista uma constante b, > 0, tal que,
b(x) <b, VoecRY,

entao, para toda funcao u € F,

[ (9P 4@yt < [ (Va2 +bi?) <3 [ (Vul +a) = Blul} < o,
RY RN RN
onde b = max{1,b,}. Assim, u € E, logo,

E=FE=WYRY).

Agora, mostraremos que as normas

-

2 2
HME:<AWWMF+M@ﬁ> eHmw;(Awnmp+uﬁ

sao equivalentes.

De fato, segundo os célculos acima, temos que
|ullz < ChllullE, (A.4)
por outro lado, note que
bol ull, = b [ (IVul +2) < [ (ol Vul? + b(z)u),
RY RN
tomando b = max{by, 1}, temos
bollully <5 [ (IVul® +b(w)u?) = Bull3,
logo,
lulle < Colullg, (A.5)
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por (A.4) e (A.5) segue a equivaléncia das normas.

Portanto, se o potencial b for limitado concluir que I € C'(E, R).

Além disso, em particular, para cada constante b> 0, temos que o funcional

Tw) = [ [5(Vul + bu?) - F(a,u)
RN L2

é de classe C'(E, R).
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Apeéendice B
Resultados Basicos

Neste Apéndice apresentaremos as defini¢oes e alguns resultados, principalmente sobre
a Teoria da medida e dos Espacos de Lebesgue e Sobolev que foram utilizados nesta

dissertagao.

Teorema B.1 (Veja [26]) Sejam M e N espagos métricos. Para que uma fun¢ao
f M — N seja continua num ponto a, € suficiente que para toda sequéncia x, — a

imlique que f(x,) possua uma subsequéncia f(x,,) convergindo para f(a).

Teorema B.2 (Veja [6])(Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue): Seja { f,.}
uma sequéncia de funcoes integraveis em €, convergente quase sempre para uma funcao
f mensurdvel. Se existir uma func¢do integravel g tal que, |f,| < g quase em toda parte

(q.t.p.) para todo n € IN, entao, f € integrdvel e tem-se

/ fdp = lim / Jndp.

Teorema B.3 (Veja [7]): Seja (f,) uma sequéncia em LP™(Q), e f € LP@(Q), onde
QCRY el <p< oo, tais que f, — f em LP@(Q). Entdo, existe uma subsequéncia

(un,) tal que:
i) fu () = f(2) gt.p. em
i) |fo, ()] < h(x), VE €N, qt.p. em Q, com h € LP().

Lema B.1 (Veja [38])(Brezis-Lieb) Seja (f,) uma sequéncia de fungdes limitadas em
LP(Q), tal que,
falz) = f(x) q.t.p em Q.
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Entao,

fo—f emIP(Q), V1<p<oo.

Teorema B.4 (Veja [30]): Sejam a,b € RY. Existe uma constante positiva C,, que 86

depende de p, tal que,

Cpla — b, se p>2
(la|""*a = [bI"~*b)(a — b) >
la — bJ”
s 1 2.
p(|a|+|b|)2—p’ se <p<

Teorema B.5 (Desigualdade do Valor Médio)(Veja [27]) Dado U C IR™ aberto, seja
f:U — IR diferencidvel em cada ponto do segmento de reta aberto (a,a + v) e tal que,
sua restri¢io ao segmento fechado |a,a +v] C U seja continua. Se |f'(x)] < M, ¥V x €
(a,a +v), entdo,

|[f(a+v) = fla)] < Mlov].

Definicao B.1 (Veja [7])(Convergéncia Forte): Seja X um espaco vetorial normado e
(x,) C X. Dizemos que (x,) converge forte em X se existe v € X com ||z, — x|| — 0,

quando n — oo. Neste caso, x € o limite de (x,) em X.

Definicao B.2 (Veja [7])(Convergéncia fraca): Seja X um espago vetorial normado e

(x,) C X. Dizemos que (x,) converge fraco em X, se existe v € X verificando:

f(z2) > fx) em R Vfe X
Neste caso, x é chamado limite fraco de (z,) em X e denotamos x, — x.

Teorema B.6 (Veja [7]): Seja (x,) uma sequéncia fracamente convergente num espago

vetorial normado, isto €, existe v € X tal que,
Tz, = em X.
Entao,
a) O limite fraco x de (x,) € inico;
b) Toda subsequéncia (r,,) C (x,) converge fraco para x;
c) A sequéncia (x,) € limitada.
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Teorema B.7 (Veja [7]): Seja (x,) uma sequéncia em X. Entdo,
a) Se x, — x, entdo, x, — x;
b) Se x, — x, entdo, ||z,|| € limitado e ||z|| < lim inf l|znl|;
c) Sex, —~x e f,— femX', entao, f,(z,) = f(x).

Teorema B.8 (Veja [7]): Seja X um espaco de Banach reflexivo e seja (x,) uma
sequéncia limitada. Entdo, existe (zn;) C (v,) que converge fracamente em X, isto €,

existe x € X tal que,

Tn, —x em X.
J

Definicao B.3 (Veja [2])(Imersao continua): Dizemos que o espaco normado (X, ||.||x)

estd imerso continuamente no espaco (Y, ||.|ly) e escrevemos X — Y se:
i) X for subespago vetorial de Y;
it) A aplicagao identidade
1 X = Y
r — i(r)==x

¢ continua, isto €, existe M > 0 tal que, ||i(z)|ly < M||z|x, Vo € X.

Definicao B.4 (Veja [25])(Operador Linear Compacto): Sejam X e Y espagos métricos.
Um operador linear T : X — Y € dito compacto, se toda sequéncia limitada (x,) C X €

levada em uma sequéncia (y, = T(x,)) que admite uma subsequéncia convergente em Y .

Definicao B.5 (Ver [2])(Imersdo compacta): Dizemos que o espago normado X estd

imerso compactamente no espago Y e escrevemos X — Y se:
1 X = Y
r — i(r)=ux

€ um operador linear compacto.

Teorema B.9 (Veja [2]): Seja Q@ C IRY com (N >2) el < p < oco. Entdo, as sequintes

mmersoes sao continuas:
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(i) WFP(Q) — LYQ) para 1 < g < N]E’w, se kp < N (se kp = N , podemos tomar
Np

1 <q< o), Além disso, se ) € limitado essa imersao é compacta quando q < Nk

(ii) WEP(Q) — C™MNQ), se kp > N, onde k é um inteiro verificando m < k—% <m+l1
e A € um real satisfazendo 0 < \ < k—m—% =X, Se N <1l,e0< A<, se
Ao =1.

Teorema B.10 (Veja [7]): Sejam m > 1 e 1 < p < 0o. Verifica-se que:

1 m 1 1 m
i) Se — — — >0, entdao, W™P(IRY) — LI(IRY) onde — = = — —,
() Se -~ % (RY) = LA(RY) onde =+~
1
(i1) Se P % =0, entio, W™P(RY) — LI(IR"),V q € [p, +00) ,

1
(iii) Se - — % <0, entdo, W™P(IRY) — L®(RRY),
p
com injegoes continuas.
Proposigao B.1 (Veja [21)):
(i) O espago normado (Lp(m)(Q),\.]p(m)) ¢ um espaco de Banach separdvel, reflexivo

uniformemente convezo e seu conjugado € o espago (LY (Q), |.|yw)), onde ﬁ + - =1.

q(z)
Para cada f € LP®(Q) e g € L1®)(Q), temos fg € L'(Q) e

1 1
\/Q | p= q7||p<>||q(>
(i) Se p1,p2 € C1(Q), pi(x) < pa(w), Vo € Q, ento,
LP2@(Q) — [P@(Q)
continuamente.

Proposicao B.2 (Veja [21]):
(i) W@ (Q) e WiP(Q) sdo espagos de Banach separdveis e reflexivos.
(i) Se ¢ € CL(Q) e q(z) < p*(z), Vo € Q, entdo, a imersdo de WP (Q) em LP)(Q)

€ continua e compacta, onde

Np(z)
) =1 V- (@)’ se p(x) <N
00, se p(x) >N

(111) Ezxiste uma constante C > 0, tal que,
o) < CIV by, ¥ 1 € W™ ().
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Teorema B.11 (Veja [30])(Principio de Compara¢io Fraco): Sejam wy,uy € WyP(Q)

satisfazendo

—Apu1

IN

—Apus em )

IN

Uy Us sobre 052,

no sentido fraco. Entao,

up < ug q.t.p em .

Teorema B.12 (Veja [30])(Principio de Mdzimo de Hopf): Seja u € C*(Q) N W, P (Q)

verificando
—Apu = —div(|VulP2Vu) >0  emQ
u >0 em ()
u=>0 sobre 052,
. Ou ,
entao, I < 0 sobre OS2, onde n € o vetor normal a Of).
Ui

Teorema B.13 (Veja [30])(Um Principio de Mdzimo Forte): Assuma que k € IR €
wma constante nao-negativa, 1 < p < 2 e Q wm dominio limitado do RY. Suponha que
u € CH(Q) satisfaz

—Ayu+ ku >0 em Q (no sentido fraco),

u>0euzz0em Entao, u>0 em Q. A conclusdao continua vdlida para todo p > 1,

quando k = 0.

Teorema B.14 (Veja [36])Seja E um espago de Banach e T : IRt x E — E um operador

continuo e compacto com T(0,u) = 0. Entdo, a equagao
u="T(\u)
possui uma componente ilimitada A C IR x E de solucoes com (0,0) € A.

Teorema B.15 (Veja [7]) Seja ¢ : E — IR, uma fungdo convexa e semicontinua
(na topologia forte). FEntao, ¢ € semicontinua na topologia fraca. Em particular se
u, — u em E, entao,

o(u) < liminf @(u,).

n—oo
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Teorema B.16 (Veja [20])(Principio de Mdzimo Forte) Assuma que u € C?(Q) N C(Q)

e

c(x) >0 em Q.

Suponha que §2 € conezxo.

(i) Se
—Au+c(x)u >0 emQ

e u atinge um minimo nao positivo sobre Q em um ponto interior, entao,

u é constante dentro de §).

(1) Se
—Au+c(x)u <0 emQ

e u atinge um mdximo nao negativo sobre Q1 em um ponto interior, entao,
u € constante dentro de €.

Teorema B.17 (Veja [6]) Considere a fungio f : X X [a,b] — R (z,t) — f(x,t).
Suponha que para cada t firado a funcio x — f(x,t) € A(x) mensurdvel para cada

t € la,b]. Suponha que para algum ty € [a,b] a fungdo x — f(x,ty) € integravél sobre X,

que % exista sobre X X [a,b] e que exista uma func¢do integravél g, sobre X, tal que,
Of (x,1)
’T‘ < g().

Entao, a fungao

¢ diferencidvel sobre |a,b] e

Lpwy =0 | ftd e = [ 20,0

Teorema B.18 (Veja [20])(Desigualdade de Young): Seja 1 < p,q < oo tais que,
1 1

— + — = 1. Entao, para todos a,b > 0

p g

al b

ab < — + —. (B.1)
p q
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Teorema B.19 (Veja [29]) Sejam K um espago métrico compacto, Koy C K um conjunto
fechado, X um espago de Banach, ¢ € C(Ky, X) e defina o espago métrico completo M
por

M={geC(K,X):g(s) =p(s), ses € Ky},
com a distancia usual d. Seja I € C'(X,R) e defina

c= inf maxI(g(s)), ¢ = max |

. Se ¢ > ¢y entao, para cada € > 0 e cada f € M tal que,

rsnez%[(f(s)) <c+e,

existe um v € X tal que,

Coroléario B.1 (Veja [27]) Sejam (x,) uma sequéncia limitada e ¢ uma constante.
Suponha que

liminfz, > ¢,
n—oo

entao, existe ny € IN, tal que,

Vn>n =z, >c

Analogamente, se limsup z,, < d, existe no € IN, tal que,
n—oo

Tp <d, Vn>ny
Lema B.2 (P.L. Lions)(Veja [37]) Suponha (u,) limitada em WY2(IRY) e seja R > 0,
tal que,

liminf sup [un|* = 0.
oo LN JBa(y)
Entdo, u, — 0 em LY(IRY), com 2 < q < 2*.

Definigao B.6 Sejam X um espago de Banach e I € C'(X, R). Uma sequéncia (u,) C X

¢ uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢, que denotamos por (P.S)., relacionada a I se
I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0.

Dizemos que o funcional I satisfaz a condi¢ao (P.S). se toda sequéncia (P.S). possui um

subsequéncia convergente em X.
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Teorema B.20 (Teorema do Passo da Montanha)(Veja [38]) Seja X um espago de
Banach e I € C'(X,R), com I(0) =0, Suponha que:

(1) Existem constantes o, p > 0, tais que, I(u) > o, Vo € X, com ||u]| = p,

(i7) Existe e € X, tal que, I(e) < 0.

Entao, eriste uma sequéncia (u,) C X, tal que,
I(up) > c em R e I'(u,) =0 em X',

onde

= inf max /
0 <c= inf max I(y(0))

I'={yeC([0,1], X): v(0) = 0 e I(v(1)) < O}.

Teorema B.21 (Veja [38]) Seja Q2 um aberto do RY ¢1 < p < co. Suponha que u, — u
em LP(QY). Entdo, existem uma subsequéncia (u,,) C (un) e uma fungdo h € LP(Q) tais
que,

Up, (x) = u(z) ¢.t.p em Q

|tn, ()] < h(x) g.t.p emQ, V ke IN
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