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Resumo

Nesta dissertacao estudaremos a existéncia, multiplicidade e regularidade de solugoes, para a

seguinte classe de problemas elipticos.

—~Au = Mh(z)H(u — a)u? + u? !

(P)
u € DY?(RY)

onde \,a > 0 sdo parametros reais, h : RY — R* e H sao funcoes satisfazendo certas

condicoes a serem apresentadas ao longo deste estudo e 2* = % é o expoente critico de
Sobolev com N > 3 e 0 < ¢ < 2" — 1. Utilizaremos métodos variacionais aplicados a funcionais
localmente lipschitziano, usaremos Anélise Convexa, Calculo Subdiferencial, Teorema do Passo

da Montanha para funcionais localmente lipschitziano e o Principio Variacional de Ekeland.
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Abstract

In this paper we study the existence, multiplicity and regularity of solutions, we use variational

methods applied to locally lipschitziano functionals, for the following class of elliptic problems

—Au = Mh(z)H(u — a)u? + u? !

(P)
u € DV?(RY)

where )\, a > 0 are parameters , h : RV — R* and H is the function Heaviside, 2* = % is the

critical Sobolev exponent with N >3 and 0 < ¢ < 2* — 1.
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Introducao

Neste trabalho vamos considerar a seguinte classe de problemas elipticos

—Au = M(2)H(u — a)ud + u? 1
w € DL2(RY)

onde \,a > 0, a € R sdo parametros, h é uma funcdo nao negativa e integravel em RY, H é a

funcao Heaviside, isto é,

0sex<0
H(z) =
1 se x>0,
2% = ﬁ—g é o expoente de Sobolev com N >3e0<¢g<2*—1e A éo operador Laplaciano
N

0%u
dad Au = —.
ado por Au 922

i=1

O espaco que vamos trabalhar serd o espaco DV?(RY), o qual é definido por
DM(RY) = {u € L? (RY);|Vu| € L*(RY)}

que ¢ o fecho de Cg°(RY) em relagao a norma

foll = ([ 19upar)”

O espaco DY2?(RY) é um espaco de Hilbert munido do produto interno dado por

(u,v) = Vu.Vudz.

RN

Essa classe de problemas, denominado problemas com nao linearidade descontinua vem, ao

longo dos ultimos anos, sendo estudado por varios autores e vérias técnicas foram aplicadas



para estudar os mesmos, tais como: técnicas variacionais para funcionais nao diferenciaveis, sub
e super solucao, bifurcacao global etc.

Particularmente, o problema (P) apresenta algumas combinagdes que, a0 menos para 0 nosso
conhecimento, parece ser relevantes. De fato, no problema (P) temos a presenga do operador
laplaciano que aparece em varias areas da ciéncia como Astronomia, Glaciologia e Engenharia do
Ambiente. Além disso, problemas envolvendo nao linearidade descontinua aparecem em alguns
ramos relacionados a fisica-matematica como por exemplo: sao modelos para a condutividade do
calor em meios elétricos, modelos de solugoes estacionarias para fenomenos quimicos e biologicos
e ¢ bem conhecido que problemas com nao linearidade descontinua aparecem em situagoes
relevantes da Fisica do Plasma. Ver em [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9] e suas referéncias.

O estudo do problema (P), foi baseado no artigo de Alves, Bertone e Gongalves [2], onde
os autores usaram técnicas variacionais para funcionais nao diferenciaveis afim de estudar sobre
existéncia, multiplicidade e regularidade de solugoes.

As solugbes do problema (P) serdo obtidas através do estudo do funcional energia

I, : DY?(RY) — R, associado a ele, o qual é dado por

1

1 *
Ina(u) = 3 /RN |Vul*dz — )\/RN h(z)F(u)dx — > RN(u+)2 dx

onde F(u) = / f(t)dt, f(t) = H(t —a)(tT)? é uma func¢ao nao decrescente e ut = max{0, u}.
0

Observamos que esse funcional nao ¢ diferenciavel, pois a parcela / h(z)F(u)dz nao é
diferencidvel, uma vez que o problema (P) envolve a fungao Heaviside, o §Zal é descontinua.

Dessa forma, foi desenvolvida por Chang [14] a teoria dos pontos criticos para funcionais
nao diferenciaveis, mais especificamente Chang desenvolveu a teoria dos pontos criticos para
funcionais localmente lipschitzianos e essa teoria foi baseada na Andlise Convexa e no Calculo
Subdiferencial devido a Clarke [15].

Para uma melhor compreensao, esta dissertacao esta assim desenvolvida:

No capitulo 1 apresentamos alguns resultados da teoria dos pontos criticos para funcionais
localmente lipschitzianos devido a Chang [14], onde seguindo a dissertagao de [23] e a tese de
[10] abordaremos algumas defini¢oes, observagoes e propriedades importantes, que serdo tteis

para a demonstracao dos teoremas e lemas apresentados em capitulos posteriores.



No capitulo 2 iniciaremos apresentando algumas preliminares onde enunciaremos e
demonstraremos lemas que serao muito tuteis na demonstracao do resultado principal.
Os principais resultados deste capitulo sao:
Lema 2.1 Seja h satisfazendo a hipdtese (H). Entio I, € Lipic(DY*(RY),R) para cada

A, a > 0. Além disso, Iy, satisfaz a geometria do passo da montanha nas sequintes condigoes:
i) 0<qg<1,a>0¢eXe(0,)\) para algum \g > 0
i) 1<qg<2*—1,a>0e)>0.

Lema 2.2 Seja h satisfazendo a hipdtese (H), 0 < q < 2* —1. Seu € DY?(RY) e w € 0P(u)

entao

w(z) €[h(z)f(u), h(z)f(u)] qgtp em R

onde f(u) = 61ir51+ ft+0), flu)= lim f(t—0) e f(t)=H(t—a)(t")".

5—0t+

Lema 2.3 Seja h satisfazendo a hipotese (H) e 0 < q < 2* — 1. Entdo I, satisfaz a condi¢ao

(PS). desde que satisfaga as condi¢oes abaizo :
)0<g<leO<ec<iS7 4+ M,
. % 1 o¥
i) 1<qg<2"—1lel<c< {92,

Lema 2.4 Seja h satisfazendo (H) e 0 < ¢ < 2* — 1. Se, além disso, p > 0 é a constante
da geometria do passo da montanha dado pelo Teorema 1.1 e no Lema 2.1, entao o nivel ¢ do

Passo da Montanha satisfaz:

1
i) p§c<NS%+M,\ para 0 < g <1, A€ (0,)\) e a € (0,a,) para algum Ay >0 e a,q >0

1
ii)p§c<NS% paral < q¢<2*—1, X\ a>0.

No capitulo 3 mostraremos a existéncia de trés solugoes para o problema (P) usando o
Teorema do Passo da Montanha para funcionais localmente lipschitzianos ( uma versao devido
a Chang) e o Principio Variacional de Ekeland.

O resultado principal deste capitulo e da dissertagao é dado pelo seguinte resultado:



Teorema 3.3 Seja h satisfazendo (H) e assuma 0 < ¢ < 2* —1, A a > 0. Entao,

i) Se 0 < q <1 existem A\, >0 e a, >0, tal que para A € (0,\,) e a € (0,a,) eziste uma
fungio positiva u; = u;(\,a) € DY2(RN) N W2 (RN),i = 1,2 satisfazendo
()1 —Au; = Mo(2)H(u; — a)ul +u> ' q.t.p em RY
(1) med({u; >a}) >0
(2)3 [)\7a(U2) <0< I,\,a(ul)
i) Sel < q<2*—1, entio existe uma funcdo positiva ug = ug(\, a) € DV2(RN)NW2> (RV)
tal que
(i1)1 —Aug = MN(z)H (ug — a)ul +u2 ™' qtp em RN
(17)2 med({up > a}) >0
(22)3 [)\7a(U0) > 0.

Para completar este estudo colocamos nos apéndices alguns resultados e demonstracoes que

serao usados no corpo desta dissertacao.

No apéndice A colocamos alguns resultados que envolvem a teoria de andlise funcional,
medida e integracao e sobre espacos de Sobolev utilizados em nosso estudo. No apéndice B
enunciaremos alguns resultados béasicos que estao sendo usados na dissertacao.

Para uma maior clareza deste trabalho repetiremos o problema e os enunciados dos principais

resultados nos seus respectivos capitulos.



Notacgoes:

o [l =1l-llpragm

o | [ = |'|L2*(RN)

o |« = [lpra@yy:

 [lo=|lro@m

e Lip,.(X,R) : denota o espago dos funcionais localmente lipschitzianos

med(A) : é a medida de Lebesgue do conjunto A

e —: convergéncia fraca.

e (.,.): par de dualidade.

e (u > a): o conjunto {z € RY;u(z) > a}



Capitulo

1

Resultados Abstratos

Neste capitulo apresentaremos algumas propriedades envolvendo funcionais localmente
lipschitziano e Gradiente Generalizado da teoria dos pontos criticos desenvolvida por Clarke
[15] e Chang [14], colocaremos algumas definigdes e propriedades importantes que serdo muito

uteis no desenvolvimento desta dissertagao.

Definicao 1.1 Seja X um espag¢o de Banach e [ : X — R. Dizemos que I € um funcional
localmente lipschitziano (I € Lipy.(X,R)) se dado u € X, existir uma vizinhanga V=V, C X

de u e uma constante k = ky > 0 tal que
1(02) = ()]l < Klles —will, v € V,i=1,2 (1.1)

Definigao 1.2 A Derivada Direcional Generalizada de um funcional I : X — R, em um ponto

u € X na diregio de v € X, denotado por I°(u;v) € definida por

1 -1
19 v) = Tim sup (u+h+Av)—I(u+h)

v e X.
h—0 A0 A ’

Defini¢ao 1.3 O Gradiente Generalizado de I € Lipi.(X,R) no ponto u € X € o conjunto
0I(u) C X*, onde X* € o dual topoldgico de X, definido por

OI(u) = {p € X*; 1°(u;v) > {(u,v) oV ve X}

X*x
onde (,) € o par de dualidade entre X* e X.
Desde que I°(u;0) = 0, segue-se que dI(u) = 9I°(u;0).
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Uma propriedade importante do gradiente generalizado é a seguinte: Se u € X entdo 91 (u)
é um conjunto convexo, nao vazio e fraco*-compacto.

Defininos

m(u) = min{|w|,;w € 9I(u)}.

Em particular, como 9I(u) é o conjunto convexo, nao vazio e fraco®-compacto existe
w € Ol (u) C X* tal que
m(u) = min{|w|,; w € 0I(u)}.

Note que 9I(u) = {I'(u)} quando I € C*(X;R).
Defini¢ao 1.4 Uma sequéncia (u,) C X € uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ ((PS).) se

onde m(u,,) = min{|w,|;w € 0I(u,)} C R.

Defini¢ao 1.5 Um funcional I € Lip,.(X,R) satisfaz a condi¢ao (PS)., se toda sequéncia

(PS). possui uma subsequéncia fortemente convergente.

A seguir iremos mostrar algumas propridades da Derivada Direcional Generalizada, as quais
podem também ser encontradas em [23]
o (Ay) I°(u;.) : X — R é subaditiva e homogenea positiva, isto é, para todo u € X temos
(a) I°(u;vy + v2) < I%(ujvy) + I%(usv0), YV ug,v0 € X
(b) I°(u; kv) = kI°(u;v), Vo e X, k>0

o (Ay) [I°(u;v)| < K||v]|, onde k satisfaz (1.1) e depende do conjunto aberto V = V,,, para

cada u € X.

o (A3) [I%u;v) + I°u;t)| < k||lv — t||, para todo v,t € X, isto é, I°(u;.) : X — R é uma

funcao Lipi.(X,R), com constante k.

o (Ay) |I°u:v)| < k|jv|, onde k satisfaz (1.1) e depende do conjunto aberto V,,, para cada
ue X.



Demonstragao: Vamos mostrar a propriedade (Asz). As Ay, Ay e Ay estam demonstradas
em [23]:
Observe que de (4;)

Pujv) = Plusv—t+1t) < IP(wv —t) + I°(ust)

P(ut) = IP(ut—v+0v) < IOut —v) + I°(u;v).
Assim,
Plusv) = P(ust) < (w0 — 1) < [I0(w;0 = t)]
e por (Ay)
I°(u;v) — IP(ust) < klv—t|. (1.2)
Por outro lado,
Plusv) = P(ust) < IP(ut —v) < [I(ust =)
donde segue de (Ay)
IP(ujt) — IP(w;v) < K|t —v| = |lv—t|. (1.3)
De (1.2) e (1.3)
(o)~ P t)| < Ko 1]

Lema 1.1 Dados u,v € X, tem-se I°(u;v) = max{{u,v);u € 0l (u)}.



Demonstracao: De fato, dados u,v € X, defina o seguinte funcional:

Yo () — R

w=1tv = (y,w)=tI"%uv).

Afirmamos que 7, é um funcional linear, pois dado wy, wy € (v), com wy = t1v e wy = tyv

e c € R, temos w; + cwy = (t1 + cty)v, ou seja,
(Y, (w1 + cwy)) = (t1 + ct2) I (u;v),

isto é,

(Y, (w1 + cwy)) = 11 1% (u;0) + ctal®(u;v) = (Y, w1) + ¢ (t, W) .

Por um raciocinio andlogo usado no Lema A.3 (apéndice A) mostra-se que
(Yur w) < I(wsw), Y w € (v).

Donde segue-se, pelo Teorema de Hahn-Banach (apéndice A) e de (A;), que existe um

funcional linear ~; definido em X tal que

(viw) < IPlusw), VweX (1.4)

(vi,w) = tI°u;v), ¥V tv € (v),
(vov) = I(u;0). (1.5)

De (1.5) e (1.4)
(vi,w) < klw|, Vw e X,



mostrando que v é um funcional linear continuo, isto é, v € X*. Sendo assim, segue de (1.4),
que v € 91 (u). De (1.5)
(yi,v) < {v,v), ¥y € OI(u).

Logo, (7i, v) é uma cota superior do conjunto {(y,v) ;v € 9l(u)} e (vi,v) € {{y,v) ;v € 0I(u)},
pois 7 € X* e satisfaz a desigualdade (1.4).

Sendo assim, podemos concluir que
19(u; v) = (7% 0) = masc{ (7, 0) ;7 € DI(w)}, Vo€ X,

demonstrando o Lema. ]

Lema 1.2 Para cada u € X, existe & € 01(X) tal que

[Sols = min{|¢]*; € € OI(u)}.
Demonstracao: Para mostrar este lema, basta mostrar que o infimo do conjunto
A=A{[{[€€dl(u)} CR
é atingido. Primeiramente, observe que o conjunto A é limitado inferiormente, pois
1€]* >0, V&€ 0l(u).

Definamos

cr(u) —nf{[¢]"; € € ol (u)}.

Logo, c¢;(u) é ponto aderente do conjunto A, e assim existe uma sequéncia (&,) C 9I(u) tal que

[§1" = er(u). (1.6)

10



Note que (£,) C 0I(u) C Byu)(0) C X, onde By, (0) compacto na topologia fraca*. Segue,
pelo fato de (&,) C Biw)(0), que existe uma subsequéncia (&,,) de (&,) e & € X* tal que

) (1.7)

Sendo 01 (u) fechado fraca®, concluimos que & € 0I(u). Defina agora a seguinte funcao

v X — R
£ — (&) = [¢l.
De (1.7)
lim inf o(€a) = ¢(&), (1.8)

para todo sequéncia (§,) C X* tal que
& = & em X
De (1.6), (1.7) em (1.8), temos
ex(w) = I inf 6, 2 ol
Donde segue-se, pelo fato de ¢;(u) = inf A, que

cr(u) = |l

pois & € dI(u), mostrando que o infimo do conjunto A é atingido. [ |

Como foi dito na introducao, na demonstracao do resultado principal desta dissertacao
usaremos uma versao do Teorema do Passo da Montanha para funcionais localmente
lipschitziano, o qual foi demonstrado po Chang [14], usando uma variante apropriada do Lema
de Deformagao, tal resultado pode ser encontrado também em [18].

A seguir enunciaremos tal resultado:

11



Teorema 1.1 (Teorema do Passo da Montanha ) (ver [2]) Seja X um espago de Banach e
I: X — R um funcional Lip;,.(X,R) tal que 1(0) =0 e suponhamos que

(i) Ezistem constantes o, p > 0 tais que I(u) > p se ||ul] = a.

(i1) Existe e € DY2(RY), |le|| > « tal que I(e) < 0.

Seja

— inf I((~(t
¢ = inf max (v(1)),

onde I' = {y € C([0,1], X);7(0) =0 e v(1) = e}.

Entao, ¢ > p e existe alguma sequéncia (u,) € X tal que

I(u,) — ¢ e m(u,) — 0.

12



Capitulo

2

Sobre um problema eliptico com nao

linearidade descontinua

Neste capitulo, enunciaremos e demonstraremos alguns lemas, nos quais usaremos
técnicas variacionais associadas a funcionais localmente lipschitzianos, afim de obter existéncia,

multiplicidade e regularidade de solucoes para o seguinte problema:

—Au = Mh(z)H(u — a)u? + u? !

(P)
u € DV (RY)

onde \,a > 0 sdao parametros reais, h : RY — R* é uma funciao nao negativa e integrdvel em
RY satisfazendo a seguinte condicao
2*

h e LYRY) N LY(RY) onde a:m, (H)

H ¢é a funcao Heaviside, a qual recordamos que é dada por

H(z) 0 sex<0
:L':
1 se x>0,

e 2" = % é o expoente critico de Sobolev para N >3e (0 < g < 2" —1.
Para obtermos existéncia, multiplicidade e regularidade de solugoes para o problema (P),
vamos fazer a distincao de dois casos para o expoente ¢, a saber: 0 < ¢g<lel<qg<2*—1.

Como foi dito na introducao, vamos trabalhar com o espaco de Hilbert

13



DY(RYN) = {u € L* (RY); |Vu| € L>(R™)} e o funcional energia I, , : D¥*(RY) — R, associado
ao problema (P), o qual é definido por

Iya(u) = Qu) = A®(u) — ¥(u), (2.1)

onde (), P e ¥ sao funcionais dados por

Qu) = %/RN |Vul?dz, ®(u) = /]RN hz)F(u)dr e V(u) = Q—i/RN(uJF)Z*dx,

e F(u) = / f(t)dt, com f(t) = H(t —a)(t")? sendo fungao nao decrescente e ut = max{u, 0}.
0
Desde que estamos trabalhando com o espaco D%?(R¥) recordemos que a tinica imersao que

temos é a seguinte imersao continua
DY(RY) — L (RY)
e a melhor constante desta imersao é denotada por S e definida por

2
S = inf{m'u € DY*(RY),u # 0}.

uls.

Para 0 < ¢ <1, vamos considerar ¢ : [0,00) — R uma fungao definida por

A(———) ARG
+ 2*  qg+1 A

Fazendo My = If(l)in) g(t) notemos que
t€|0,00

_MATE se 0<g<0
M, =

0 se q=1

onde M é uma constante positiva dependente de g, |h|, ¢ N, M, — 0 quando A\ — 0.

14



2.1 Lema 2.1

Nesta se¢do vamos mostrar que o funcional Iy, € Lip,.(D"?(RY),R) e satisfaz a geometria

do passo do montanha para funcionais Lip;.(DY2(RY), R).

Lema 2.1 Seja h satisfazendo a hipdtese (H). Entio Iy, € Lip.(D¥?(RY),R) para cada

A, a > 0. Além disso, Iy, satisfaz a geometria do passo da montanha nas sequintes condigoes:
(1)0<qg<1,a>0eXe(0,\) para algum Ay > 0

(ii)1<q<2*—1,a>0eA>0.

Demonstragao: Primeiramente, vamos mostrar que I, € Lip,.(D"?(RY),R) para cada

A,a > 0. De fato, recordemos que

Io(u) = Q(u) — AP(u) — U(u)

onde

Qu) = %/RN Vuldz, ®(u) :/RN h@)Fu)dz e W(u) %/RN(m%.

Consideremos V' = Vi € DM?(RY) uma vizinhanca de u € D"?(RY). Assim, para todo

u,v € V temos
D) — D(v)| = /R h(x) P (u)dz — /R ) F)dr

(z) ( /0 ' f(t)dt) iz — /R h(w) < /O ' f(t)dt> da
_ /R hiw) ( /0 “H(— a>(t+)th> do — /R h(w) ( /0 CH( - a)(ﬁ)qczt) da
(

_ /R h(z) /OUH(t—a)(tJr)th— /OUH(t—a)(t+)th>dx

I
A
>

)

15



ou seja,

1D(u) — B(v)] = /RN h(z) (— (/0 H(t — a)(th)%dt + /0 H(t— a)(t+)th))dm
= —14Nh@Q(AaH@—aXﬁTW0dx
< /R | @)

dx.

/WH@—aXﬁVﬁ

Sendo H(t — a) < 1 obtemos,

D) — d(v)| < /RNh(x)/vKﬁ)qutdI

|t|a+1 v
- [t
RN g+1

dx

a+1 _ |, |q+1

= / h(x)udx. (2.2)
RN q+1

Considere f : [u(x),v(x)] — R continua e derivavel em (u(z),v(z)) entdo pelo Teorema do

Valor Médio (apéndice (B)) existe £ € (u(x),v(x)) tal que

ey — J0@) = f(ul)
() = R 23)

Tomando f(t) = [t|7T!, de (2.3) temos que

o) | — fu(z)|*!

(a+ Dl =

Assim
| ()| — Ju(z)]oH!

qg+1

(v(z) = u(x))- €] =

16



Substituindo em (2.2) teremos

|®(u) = ()]

IN

[, pa)ota) @) fetas
[, pallote) = uioligd

IN

Tomando &(x)? < max{|u(x)|? — |v(x)|?} = |w(z)|? obtemos,
|[®(u) — ®(v)] < /RN W) w(@)||v(z) — u(z)|de.

Desde que h € LYRM),w € L%(RN) e (v—u) € L¥(RY) com a < % < 2% e

QI

=21 =5 =1,ehw(v—u)e L (R"Y) pela desigualdade de Holder (apéndice A) temos que

| (u) = ®(v)]

IA

[, pa@l@Plofa) = u(w)lds

< [hlafwls-

v — ugx.

Usando a imersao continua DV?(RY) — L* (RY) para N > 3 segue-se,

v — ulox < kljv—ul.

Assim, existe uma vizinhanca limitada, V = Vi € DM2(RY) de @ tal que

[@(u) = @(v)] < klh\asup(\w()

)

onde K = k|h|q sup,ey (Jw(z)[d.).
Assim, @ € Lipi.(DVY2(RY),R) e desde que Q, ¥ € C1(DV?(RY), R) (apéndice A) segue que
Inq € Lipioe(DY?(RY), R) para cada A, a > 0.

Mostraremos agora que I, , satisfaz a geometria do passo da montanha. De fato, temos que

1 1

Io(u) = 2/ |Vul?dz — A / h(z)F(u )dx—; RN(UJ’)Q*dx

1 *
- 5”“”2_ / /H a)(tt)idtdr — *|u]§ (2.4)

17



Como H < 1, temos

“ A
)\/ h(:c)/ H(t —a)t")dtder < —— [ h(x)|u|"dz.
RN 0 q+1

RN

Desde que u?tt € L#(RN) e h € L*RY) N LYRY) com 1 < a < q2T*1 < oo entdo,

hut™t € LY(RY), logo usando a desiguadade de Holder obtemos

A
q+1 RN

q+1
o -

A
q+1 <
h(z)|u|"™ dx < —q+ 1|h\a|u
Assim,

ot (2.5)

A/RN h(z) /OUH(t o)t dtd < q%

A
n h(x)|u’q+1d,flj S m’h’a‘u

Substituindo (2.5) em (2.4) segue-se que

1
1 *

1 A
Ia(u) = Sllull* = ——hla|u
2 q+1

Agora, desde que S é a melhor constante de Sobolev na imersao DV(RY) — L¥(RY),

temos
N
= Jul3.
assim,
_1
|ufe < S72|ull
dai,
ul$tt < S5 |fu+! (2.7)
e

(2

* _Q *
2 < ST |lul|*. (2.8)

|u

18



De (2.7) e (2.8) em (2.6) resulta que

~(at) 1 _—eH
Dha(u) = —H I = o7 ST 7 = 5257
~(at1) _ 1 -en "
= —|| ||2——|h| STl ll® = oS el
q+
(q+) _ 1 -2 .
> ulP(5 - g llas ™5l = 8™ ),
Fazendo e o
S=% S~
5="""1nl, e p=2_
g+1 2%
temos
2 1 g1 22
Dau) 2 ful{ 5 = Ad||uf"™ = Blu :
Agora vamos fazer a distin¢ao entre os dois casos abaixo:
Caso (i) 0 <g<1le e (0,)) para algum Ay > 0.
Considere p(s) = 1 — Bs* 72 e observe que p(s) > 1 se s <r < (iﬁ) . De fato, note que
= — > - & - ——=— st o ss< T2,
5 s 177 172713 45 70 ( 15

obtemos

2
Desd 2r =
esde que N

N-2

() "

1
p(s) — Ais?t™t > g ¢ A< )\ =

Assim,
1
8ora—1’

Observe que

N—-2

o 1 =\ ¢1 1 1 %(‘1—1)
s b () ) - -(3)

19



note que,

~~_
=)
AN
V
ool —
|
>
>,
VR
VRS
W
m|"
~~
>

1
S A > —
8ra—1
1
Logo, ||u]| = r temos
Io(u) > r2 = = Mordt — 5r2*_2>

Y%
ﬁl\?

%
ﬁl\')

Vv vV

3 =

[NV no
?AAAA

—_

|
ool
N——

Vv

2
tomando p = 5 temos que

I o(u) > p quando ||u|| =r

para A € (0, o).

Agora seja ¢ € DV?(RY) fixado com ¢ > 0.

Considere v > 0 e faca u = yp em (2.4). Assim,

2%

2 Yo
Loa(ve) = 1/ |Vg0|2dx — /\/ h(:zc)/ H(t —a)(t")%dtdx — L/ (g0+)2*dx.
’ 2 ]RN RN 0 2* RN

20



Desde que H >0 (—H < 0) entao

f)/
2

2*
*

2
0 .
Lua(vp) < 7/ Vel*de — / (") do
RN RN
e como 1 < 2 < 2" teremos
Ivo(yp) — —oo quando 7y — +oo.
Logo, existe e = vy tal que

Io(e) < 0 com || >r.

Portanto, para 0 < ¢ < 1 existe Ao > 0 tal que para A € (0, \g), o funcional I, , satisfaz a

geometria do passo da montanha.

Caso(ii) 1 <¢<2*—=1,a>0 e A>0.
Considere p(s) = Ms?! + Bs2 72, segue que

p(s) =0
quando
s —=0
: . 1 ,
assim, existe r > 0 tal que p(r) < 1 Daf ,
1 1
—_— > —_
5 —pr) >
para ||u|| = r assim,
1
= — > .
p(lul) > §

Dessa maneira,

1 X r?
s> 2 -1 _ p2r—2\ _ 2 (L _ r
Io(u) > r (2 Aor Br > r (2 p(r)) > 1

21



Assim,

T2

[)\’a(u) > Z,
2
fazendo p = T > () entao,

Loa(u) > p, Y ull =7

Agora seja, p € DM?(RY), ¢ > 0 fixado e considere v > 0. Fazendo u = y¢ em (2.4), desde
que H >0 (—H <0), segue-se que

2*
*

2
hate) < 5 [ [VePdo-3
RN

[ @
RN
Como 2 < 2% = ]3—1172, para N > 3 temos

Io(vp) — —o0 quando v — +o0.
Portanto existe e = vy tal que

Io(e) < 0 com |e| >r paraalgum e € DI’Q(RN), Yo > 0.

Dessa forma I, , satisfaz a geometria do passo da montanha para 1 < ¢ <2* e a, A > (0.m

2.2 Lema 2.2

Nesta secao iremos enunciar e demonstrar o seguinte lema técnico, o qual é de grande

importancia para as secoes posteriores.

Lema 2.2 Seja h satisfazendo a hipdtese (H), 0 < ¢ < 2* —1. Seu € DY2(RY) e w € 0P (u)

entao
w(z) €[h(z)f(u), h(z)f(u)] qgtp em RY
onde f(u) = 51_i>%1+ ft+0), flu)= 6l_i)r(r)1+ ft=20)e f(t)=H(t—a)ith).
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Demonstragao: Seja v € C°(RY), u,, — 0 em DY?(RY) e §,, — 0T tal que

o n+0pv) — @ n
(u+,u + (;)) (u—i_M)VUEOgO(RN),

®%(u,v) = limsup
tn—0 6,0F

ou seja,
P n 6n -o n
®°(u,v) = limsup (o + ;) (utp ), Vv e CR(RY).

n—-+o0o

Por definicao de ¢ temos

D(u+ pin, + 0,0) = / h(z)F(u+ iy + 6,v)dx
RN

Q(u+ p,) = /RN h(x)F(u + p,)dz.

Substituindo (2.10) e (2.11) em (2.9) obtemos

/R h(x)F(u+ py, + 0pv)dz — / h(x)F(u+ py,)dx

% (u,v) = limsup &5
n—oo 67’1

logo,

/ h(z)(F(u+ pn + 6,0) — F(u+ p,))dz
®°(u, v) = limsup LB~ 5

n—oo

Podemos escrever

lim sup /RN W) (F(u+ pin + 6,0) — F(u+ py))dz

n—oo

da seguinte maneira

n—00 {v<0}

(1, v) = lim sup [ /{ RCCEEIES / W) Ga(v(x))dz| v € C(RY)

23
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onde

Go(v(z)) = i(F(u -t 600) — Flu+ 1m).

Desde que p,, — 0 em DVM2(RY), da imersao continua D'?(RY) < L* (RY), obtemos a
menos de subsequéncia que

thn — 0 em L* (RY).

Além disso,

fin(z) — 0 q.t.p em RY.

Assim, para cada x € RY tal que v(z) > 0 obtemos pelo Teorema do Valor Médio que existe

6(x) € (u(x) + pal2), ulz) + o) + Su(a)o(a)) tal que

F(u(z) + pa(2) + 0qv(2)) — F(u(z) + pa(2))

F'(6(x)) = o)
Logo,
F(0())o(x) = Flu(x) + pn(2) + 5n(5:i)vv(;a;)) — F(u(z) + /Ln(;(;))’
ou seja,
Gn(v(z)) = f(0(x))v(x)
Desde que

u(z) + pn(z) < 8(x) < ulz) + pn(x) + dpv(x)

passando ao limite de n — +00 e como v € C§°(RY) segue-se que
0(x) = u(z) q.t.p em RY.

Assim,

24



Entao,

limsup h(z)G,(v(x)) < h(x) f(u(z))v(z) gtp em RYN.

n—o0

Observemos que

@G D] = [ (Pu(o) + ) + 80(0) = Fu(o) + )]
T u(x)+pin (z)+dnv(z) T u(z)+pn ()
_ h§n> /0 H(t — a)(t+)%dt — %) /0 H(t — a)(t)dt
B h(x) u(@)+pn (2)+onv(z) B Ny
- = / s H(t — a)(t*)dt].

Como H <1 obtém-se

()G (v(2))] <

u(x n(T)+dnv(z
h(z) / (@)+ 1 (2)+5nv () it
O Ju@)tpn (@)

h(x) [\u(:c) + pn(2) + 00 ()| — Ju(w) + ppn (2) ]9

<
~ (¢+1) 5

(2.13)
Seja ¢ : [0,1] — R definida por
g(t) = h(@)|u(@) + pn(x) + 8,0 ()7

Como g é continua em [0,1] e diferencidavel em (0,1) entao pelo Teorema do Valor Médio

dado 0 < |0,,| < 1, existe #,, € (0,1) tal que

9(1) = 9(0) = ¢'(6,)(1 - 0).

Observe que
(a) g(1) = h(z)u(x) + pa(x) + dpv ()]
(b) 9(0) = h(@)|(u(z)) + ()|
(©) ¢'(0n) = (¢ + Dh(2)|u(@) + pn () + Ondnv(2)|*]onv ()]
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Considerando por um momento a seguinte notagao p,(z) = p, € u(x) = u e v(x) = v entdo,

h(z) <|u + g + 0|7 — |u + ,un|q“>
(g +1).10,]

= h(x)|u+ p + 0n6,0|7 0. (2.14)

Substituindo (2.14) em (2.13) obtemos

() Gn(v(@))] < h()|u(@) + pn(x) + Ondnv(z)||v(2)].

Assim,

(@) + pin(2) + Ondpv (@)

IN

(3max{u(), (), 050,0(2)})*

37 max{u(x)?, pn(2)?, (00,0 (2))*}
39u()? + 3741, () + 39(0,6,0(x))
3M([u(@)|* + | (2)|* + 10n0nv(2)|7)

3 (Ju(@)|" + [pn ()7 4 10n|*]0n|* 0 (2)]7).

ININ A

Como 0,, € (0,1) e 0 < |0,] < 1 entdo |0,]|0,| < 1, implicando que |6,,|7d,]? < 1. Logo,

(@) Gn(o(x)] < 3h(z)(Ju(@)]* + |pn(2)]* + |v(@)|)]v(2)]
= 3%()(|u(@)*lv(@)| + |pa (@) (@)] + [0(2)[*).

Portanto,
[h(2)G(v(2))] < C(h(2)|u(@)|v(@)] + h(@)| (@) |0 (@)] + h(z)[o()|7).

Desde que g, — 0 em DY?(RY), entdao a menos de subsequéncia p, — 0 em L* (RY),

tn — 0 q.t.p. RY e existe 7 € L2 (RY) tal que |u,(7)| < 7(x) ¢.t.p em RY | assim,

[h(2)G(v(@))] < C(h(@)|u(@)|*|v(@)] + h(z) |7 (@)||o(@)] + hz)]o(@)|T*).
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Como h € L*(RY), |ul? € L%(]RN), | € L (RY) e 7|7 € L'e (RY) com
% + 5 + QL = 1. Pela desigualdade de Holder

h.lul?.|v| € L*RY) e v].h.|u|? € LY(RY).

Além disso, como |v]4t! € LqQT*l(RN), he LY(RY) e ¢ 4 220 — 1 ysando novamente a
desigualdade de Holder
|9t h e LYRY).

Portanto,

hlu|?v| + h|p|?v] 4 R|v|TT € LY(RY).

Desde que
limsup h(2)Gn(v(w)) < f(u(z))v(z),

n—oo

segue do Lema de Fatou (apéndice A)

lim su h(z)G,(v(z))dr < limsup h(z)G, (v(x))dx
n p/{v>0} (2)Gn(v(z)) /{v>0} i, p h(z)Gy(v(z))
< u(x))v(x)dx,
> /{u>o} f( ( )) ( )
ou seja,
lim su h(x)G,(v(z))dx < w(x))v(z)dzx. 2.15
; p/{v>0} ( ) ( ( )) /{v>0}f< ( )) ( ) ( )

Usando um raciocinio andlogo feito anteriormente temos

lim sup /{Ko}h(x)Gn(v(x))dx < /{ Flu(@))o(z)dz. (2.16)

n—oo v<0}

Portanto de (2.15) e (2.16) segue de (2.12)

% (u,v) < /{ . flu(z))v(z)dx —i—/{ fu(z))v(x)dz, ¥ v e CP(RY).

v<0}
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Desde que v € DV2(RY) = C5°(RY), para todo v € DY?(RY) existe (v,,) C C(RY) tal que
v, = v DW(RY).
Note que
®(u,v,) — ®°(u,v), ¥V ve DWRYN).

De fato, sabemos que ®°(u;.) : DM?(RY) — R ¢ uma fungao Lipschitziana com constante k.

Dali,
D% (u;v,) — B (w;0)] < kllv, — || = 0 quando n — +oo.
Assim, por densidade obtemos

®O(u,v) < /{ . h(z) f(u(z))v(z)de + / h(z) f(u(z))v(z)dz ¥V v € DY*(RY).(2.17)

{v<0}

Considere w € 9I(u) C (L%(RN ))* e suponhamos, por contradicio que existe A C RN
com med(A) > 0 tal que
w(z) < h(z)f(u(r)) em A.

Entao,

/A w(z)dr < /A W) f (u(x))d. (2.18)

Assim, existe B C A tal que 0 < med(B) < 400 ou seja,

/B w(z)dr < /B h(x) f (u(x))d.

Note que

/RNw(x)(—XB)dx = —/Bw(a:)dx (2.19)
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onde xp é a funcio caracteristica de B e —y, € L* (RY).
Desde que w € (L* (RY))*, pelo Teorema da Representagao de Riesz (apéndice A) existe um

tinico u € L* (RY) tal que
<w,v> = / wwdr, ¥ ve L* (RY).
RN

Em particular fazendo v = —x, e como w € 9®(u) entao

B

< W, —Xg >:/ u.(—x,)dx.
N

R

Por identificacao obtemos
<Ww,—Xp > = / w.(—xp)dx (2.20)
RN
Da definigao de 0®(u) temos
<w,—xg > < ®u,—x,). (2.21)

De (2.17),(2.19),(2.20) e (2.21) obtemos

- [ v = [ vy,

= <W,—Xz >
< (I)O(u, —X;)
< /{—XB<0} h(z) f (u(z))(—x,)d + /{—XB>0} h(z) Fu(z)) (=X, )dz.

Entao,

_ /B w(z)dr < /{_ JRICTTEIEAE (2.92)

29



ou seja,

isto é,

O que é uma contradi¢ao. Logo,
w(z) > h(z)f(u(z))dz gtp. em RY.
Usando um raciocinio analogo feito anteriormente temos
w(z) < h(z)f(u(z))de qt.p. em RY,
Portanto u € DV2(RY) e w € d®(u) de onde concluimos que

w(z) € [h(z)f(u),h(z)f(u)] ¢t.p em RV,

2.3 Lema 2.3

Nesta segdo demonstraremos que o funcional I, satisfaz a condicao (PS). sob certas

condicoes e para tal usaremos os Lema 2.1 e 2.2.
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Lema 2.3 Seja h satisfazendo a hipdtese (H) e 0 < ¢ < 2* — 1. Entdo I, satisfaz a condi¢cio

(PS). desde que satisfaga as condi¢oes abaizo :
(i))0<g<lel<c<+:S2 4+ M,

(i) 1 <g<2*—1e0<c< L8>

., _ Sy L1 1
onde M, = terﬁl)}go)g(t), 9(t) = %t7 = Mz — ) hlat?
Demonstragao: Seja (u,) C DV?(RY) satisfazendo

Ino(u,) — ¢, m(u,) — 0.
Recorde que
Io(u) = Q(u) — AP(u) — ¥(u),

onde

Observe que

Q' (u)p = VuVpdr e \I/’(u)gaz/ u* “oda.

RN RN

Considere (w,) C 0l 4(u,) C (DY2(RN))* tal que m(u,) = |wyls, existe (p,) C 0P(u,) C

(DY2(RY))* satisfazendo
w, = Q'(un) — Apn — ¥ (uy), (2.23)
o que implica

(W, 0) = Q' (un)p — A{pn, ) — ¥ (un)p, ¥ p € D(RY).
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Mostraremos agora que (u,) é limitada em DY?(RY) . Em primeiro lugar, de (2.17) temos

para todo ¢ € DV(RY).

Dai, como (p,) C 0P (u,), por definicdo de 0P (u,,) temos

(pns ) < @O(un;(p)g/

{e<0}

() f (un(2))p()d + / h(@) f (un(2)) () dz

{e>0}

Vamos considerar que ¢ < 0 entao,

/ () (un(2) o) = O
{¢>0}

Logo,
(n ) V(i) < [ ha) flun@)pla)da
{p<0}
e desde que
flun)p = lim f(u, —6)p = lim H(u, —3d— a)(u’;";)q ¢ = H(u, — a)(u::)qv

e H <1 temos

Logo,

ne) < V(o)< [ hla)f(w)eds <0

{p<0}
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Portanto,

(pnr) < ®(up, ) <0 para ¢ < 0.

De (2.23) temos

(W, uy Y = Q (un)uy — Ao, uy ) — W' (uy).uyy
— Vu, Vu, dz + X {pn, —u, ) — / (u,)? ", do.
RN

RN

Iremos fazer os cédlculos das parcelas.

Pela ortogonalidade das sequéncias de fungdes v e u,, a integral
N2 -1 — g
/ (u,)* " u, dx = 0.
RN
/7 . _ + — .
Além disso, u,, = u,, — u,, assim,

Vu, Nu,dx = V(u) —u,).Vu, dr

RN RN

= Vu! . Vu, dx — Vu,, Vu, dz

RN RN

= [ 19 e =
RN
Observe que
)\<pn, —u;> <A (up, —u,) < 0 para —u, <0.
Logo,
(Wayug) < =g 12+ A0 (g, —uy,) < —lug |1
Dai,

<wn7 U;> S —||U;I|2
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Além disso,
lug 1P < = (wnyuy ) = (= (wn, 1)) < [ wns g ) | < Jwnlaflug |-

Assim,
s 1% < Jwnl sl |1

Recorde que |wy|s = m(u,) — 0, entdo existe Cy > 0 tal que |w,|. < Cs. Portanto,

[y, || < Ca.

Suponhamos por contradi¢ao que
|u, || = L >0
e 0 < e < L tal que |w,|« < € para n suficiemente grande. Desde que
ez 1 < Twnls s |

entao,

up I = |walwflu, | <0,

ou seja,

a2 = ellun Il < g I1? = [wal-Jun | < 0.

Agora passando ao limite de n — 400 encontramos

. -2 _ _ _ . -2 _ 1 - — 2 <
Tim (2 = e flu ) = lim [l |2 = T efju | = 2% — Le < 0
Logo,
L <e

O que é uma contradigao.
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Portanto,

[ [ — 0.

De (2.23) obtemos

Wy + A = Q' (uy) — ¥ (uy).

Assim,
(Wy + Apny ) = Q' (up)uy — V' (uy).uy,
- / Vun.Vundx—/ (u:{)Q*_lundx
RN RN
— / |Vun]2da;—/ (u,)? tuyde.
RN RN
Logo,

1 1
Iy o(uy) — o (Wy, + App, Un) = 3 /RN \Vu,|*dz — )\/RN h(z)F(uy,)dx

1 . 1
—— u? dw — —/ |Vu,|*dx
2* RN 2* RN
1 .
+— [ (whH)* u,de. (2.24)
2% Jpn

— oyt — -
Recorde que u,, = u,” —u,, . Logo,

1 1
Iy o(un) — > (W + Ay tn) = 5 /RN (Vu,|?de — X /RN h(x)F (u,)dx

1 . 1
—— u? dr — —/ |Vu,|*dx
2* RN 2* RN
1 .
o [ g — g
RN

Pela ortogonalidade das fungoes u', u,, a integral

1 .
— [ (), dr=0.
2* RN
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Assim,

1
Iy o(un) — > (Wy, + Apnyun) = = /RN |V, [2dr — )\/RN h(x)F (u,)dx

Como

Temos,

1 1
[)\,a(un) - ? <wn + )\pn7un> - N . |Vun|2dw — )\(I)(un)

Desde que (u,) é uma sequéncia (PS)., existe C3 > 0 tal que
|],\7a(un)| S Cg vV néeN.

Note que

1 1
I/\,a(un) - ? <wn + )\pny un> = ]/\,a(un) + ;[_ <wn + )\pn7 un>]

1
Cy+ iz = (i + Ao, )]

IA

IN

1 1
Cs + |§ (Wns Un) | + ’; (Apn, Un) |

IN

A
Cs + Callunll + 5[ {pn, wn) |
Como (p,) C 0P(u,), conclui-se

(pn,v) < <I>0(un;v), Voée Dl’Q(RN).
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Assim, da desigualdade (2.17) do Lema 2.2 como (u,,) € DY?(RY) e fazendo v = u,, obtemos

OO (up; up) S/ h(x)i(un)unda:—l—/{ o h(z) f (tn ) updz.

{un<0}

Lembrando que

temos,

DO (s uy) < /

{un<0}

h(x)(uw))u,de + / h(z)(u,})u,dz.

{un>0}

Recorde que v,, = u,, — u, logo

Pl < [ b))l e [ b))l - u)de

{un<0} {un>0}

Como a primeira integral esta definida para {u, < 0} entdo,

Assim,
{un>0} {un>0}
Consequentemente,
Bolwin) < [ w0 < [ bl
Portanto,

| < 18 < | [ oo
R

< [ Whlalan e
RN
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Como h € LYRY)n LYRY), (ul™t) C Lq%(RN) el 42 =1 entdo da desegualdade de

2

Holder (h.udtt) c LY(RY) e
/ [A(@).Jun| ™ de < [afunls
RN

q+1

< S 2 |Ju,||9tt. Logo,

ASSIHI das imersoes continuas temos

_atl
e T

[(pra)] < AQ\()\uv

e dai,
)\ )\ q+1
ol () | < T IRLaS ™7 [lua |7,
Portanto,
1 A gout +1
Iy a(un) = % (Wn + ppyun) < Cs+ Cyllug|| + ;S 2 hlallun 17T
onde
lall? = AD(us) = Lyalotn) = o (w, + Apys)
- |Un - Up) = a\Un) — = (Wn ny Un) -
N » 9 P
Recordemos que no Lema 2.1,
/ / Hit — a)(t)dtdz < —S*@W |+
g+1
Dali,
AP (1) 2 2§ ]
n - q+ 1 « n .
Assim,
1 A 1 1
~ unl|* — ﬁsfilhl allun [T < N||un||2 —A(un) = Dnalun) — o (w
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Dai,

1 A A
ylnll® = L5 STF hlallual ™! < o+ Callunl) + 3587 [l flun |7

Logo,
1 AS—5 AS—5
NWW—<Q+1WM-Q*V%|WW“52@+@WW
Fazendo
AS_% AS_% 1 1 g+1
= « a— \ —— P AST 2 |h a) 5
=t + 2 = (g g ) (8
obtemos
1
N\Iunll2 — Csun ]| < Cs + Cl|un||. (2.25)

Mostraremos agora que a sequéncia (u,) C DV?(RY) é limitada dividindo nos seguintes

casos,
e Caso 0<g<1

Suponhamos, por contradicao, que a sequéncia (u,) C D%2(RY) nao seja limitada, assim

existe uma subsequéncia que ainda denotaremos por (u,) tal que
|un]] = 00 quando n — oc.

Logo de (2.25) temos:

1 Cs LG G G G, G
N 7 7D fJunl? - flual® o] P70 Q]2 ]l

Agora passando ao limite com n — co na desigualdade acima obtemos:
1
— <0,
NS

39



o que é uma contradi¢do, logo (u,) é uma sequéncia limitada em D»?(RY™) e portanto existe

Cs > 0 tal que

un|| < Cs, ¥ 1 € N.

e Casoqg=1
Temos,
1 9 A a1 A gt
—unll? = ———=5""2 |hlo|lual|?Tt < C5+ Cyllun 872 |hg ||, ||
v llunl | = lallun| = Gy + Callunll + 52577 |hfalun|
Assim

1 A A
lluall® = 557 hlallual® < Cs + Cullunll + 5257 laflunl,

isto é,
1 A A
NHUnH2—<§S1’h’a+§sl\h\a> Il < Cs+ Cillunll.
Logo,
L Ao Ao 2
_(=_Z - < )
(= 557 Mo+ 3557 Wil ) hunl? < Cat Calln
Temos

I Ao 1 (11 Lo 1 (N=1Y
335 M= 2257 = = (54 57 ) 07 = — (S ) 8 al)

Note que

1 (N—-1\, ., 1 (N-1\ . .,
v () asm) >0 & g (Y5 os

N 1
~ m > \S |h|a

S

— >\
(N = Dlhla
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Escolhendo Ay = temos para cada A € (0, \2), que

2(N —1)|hla
D A
= 25 py + 257 R .
(5 - 55 Mo+ 2570 ) > 0
I A, A
e portanto fazendo C5 = N~ ES |h|o — §S |h|o obtemos

Cslun||* < Cs5 + Cullun]-

Vamos supor, por contradi¢io que a sequéncia (u,) C DV?(RY) nio seja limitada, entdo a
menos de supsequéncia

|un|| — 00 quando n — oo.

Assim
C C
L < _32 + 4
[unll®  [lual
Passando ao limite de n — +oo temos
CY5 S Oa

o que é um absurdo, pois Cs > 0. Portanto, (u,) é limitada em DV2(RY).
e Caso 1 <¢gqg<2r—1

Observe que

1

(Wy, + App, Un) = ;/ \Vu,|[*dz — A / h(ac)F(un)dx—— (u;r)2*dx

])\,a(un) - 1 9

g+1
/|Vun| dx+ (u:)Q*dx.

Dali,
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Note que
)\/ h(z)F(u,)dr = )\/ h(x)/ H(t —a)(t")%dtdz.
RN RN 0
Além disso, desde que podemos escrever RY = {u, > a} U {u, < a} temos

A /R h(@)F(wn)d = A /{unga} h(z) /0 " H (= a) () dtda
A /{ @) /0 " H (= a) () dida.

Como

/ H(t—a)({th)idt =0, V t<a,
0

entao,

A /R h@)F(u)dr = A /{un>a} h(z) { /0 " H(t — a) )t + / " H (= a) ) dt| da

e pelo fato de H(t —a) =1 V t > a, obtemos

A /R h(@)F(uwn)dr = A /{um} h(z) / " () dtda

A
= — h(x)((wh)?™ — a1 da. 2.27
PR (@)((un) ) (2.27)

42



1 1 1
Vejaque,desdeque1<q<2*—1<:>2<q+1<2*<:)§>?>2—temos,
q *

1 1 . 1 1 .
- - N2y > (= — — 2 d = 0. 2.2
<q+1 2*)/RN(U") o= (2* 2*)/RN(U") =0 (229
Portanto, de (2.27) e (2.28) e de (2.26) obtemos

1 qg—1
Iy o(uy,) — —— (wy, + A\pp, Uy) > —/ Vu,|?dx

A
- h(z)(uh)™ — a®)dz. 2.29
i) ) o, (229
Por outro lado,
Iyattn) = —— (0 + At = Dra(ttn) - —— [ (W0 0n)] — —— (Apa, )
a\Up) — —— (Wn n7un - a\Un | wnaun - n;un .
A, g+ 1 P A, g+l q+1 P

Sendo (u,) uma sequéncia (PS). temos que |I) ,(u,)| < C3 e assim obtemos

D) = 7 (0 Mt} € Cab 7l (stn)] = 7 ()
< Cut gl )| = (o).
Pela desiqualdade de Cauchy-Schwarz temos
Inat) = {10+ A tr) < Cat ]| = —— (A}
’ q+1 q+1 q+1
Lembrando que m(u,) = |wn|. — 0, segue que |wy,|, é limitada e daf, |w,|, < C. Logo,
q+—1|wn|* < C4 entao,
D) = w4 M) < Cot Cillugll = —— Qo). (2:30)
’ qg+1 g+1
Usando novamente u,, = u,” — u,,, temos
L) = g () g () € g (i)
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Como (p,) C 0P(u,) pela Lema 2.2 obtemos

h@)f (1) € pula) < h(@)f(un) g:tp em RY

Entao,

[ pstuids < oy < [ h)F)ulds

Recordando que

/RN hx) f(up) () )do = /RN h(z)u! lim H(u, —§ — a)(u))dz.

6—0+

Para u, < a e tomando § — 0% tal que u,, — ¢ < a. Entao,

lim H(u, —d —a) = H(u,—9J—a)=0.

0—0t+

Agora para u,, > a com d — 07 tal que u, — § > a. Logo,

lim H(u, —d —a) = H(u,—a)=

6—0+

Portanto,

[ sy = [ = [ h@) e < ).

Dai,

A

A
I MO 2 = ).

=T 1 n
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Assim de (2.30)

1 A
T - < _ +)\g+1
) = 5 G ) € Gk Calnll = 2 [ ot
< Cs+ Cyl|uy|l
A
-— h(z) () — a?th)da. 2.31
S [ e @)

De (2.29) e (2.31) temos

(q - 1) 2 A /
2((] + 1) ||u || q+ 1 {un>a} (x)<<un) ¢ ) = ’ 4Hu ”
A [ @) — e
q + 1 {Un>a}

implicando que

(¢—1)
2(q+1)

HunH2 < G3+ C’4||un||'

Suponha por contradigao que a sequéncia (u,) C DY?(RY) ndo seja limitada entao, a menos
de subsequeéncia,

|un|| — 00 quando n — oo,

dai,

(q— 1) Cg C4
5T S + .
2(¢ + 1) [[nl® [l

Passando ao limite de n — +o0o0 encontramos

g-1 -,
2(¢+1)
Portanto, (u,) ¢ limitada em D'2(RY) para 0 < ¢ < 2* — 1.

o que é um absurdo, pois
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Note que podemos assumir que u,, > 0. De fato, sendo

Up =) —u, e |lu || —0
temos que
nl—i>I-|I-1c>o IA,a(”ﬂ) = nl_lg_loo I/\,a(urt - u;) = nl—1>r£oo IA,a(uanr)
e
(nrttn) = luall = Mo} = [ (@) da
RN
=l — a2 = A — ) / (u)? da
RN
= (u) —uy,ut —uy ) = A pput ) = A pp, —uy, ) —/ (u,))* dx
RN
= I+ g = M) = Mo =) = [ () do
RN
= = A pu ) — / (@) de + luz |2 = A pus —u)
RN
= <wn7u:> + On<1)7
isto é,

(W, Up) = <wn,u:> + 0,(1).

+

) é uma sequéncia (PS). e assim podemos considerar u, > 0.

Dessa forma (u

Assim, desde que DV2(RY) é um espago de Hilbert e reflexivo, (u,) é uma sequéncia limitada

em DM2(RY) a menos de uma subsequéncia existe u € D?(RY); tal que

u, — uem DY?(RY),

u,(v) — u(z) g.t.p. em RY.

Afirmagao 2.1 (p,) € limitada em (DV(RY))* C L%(RN)
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De fato, como (p,) C 9®(u,) e p,(x) C [0, h(x)ul(z)] q.t.p. em RY.

lon(2)] < |h(z)ug(@)],
entao,

=S (2.32)

De onde segue

oa(@)] e = ( IRz dx>

AN
VR
T

z

=

S

S~—

s

s

—~

&

i
L"i
<y

g
N——

2%—1
A5 2q z
= h™ (2w, (z)|dx
RN
2*
2* % 2%¢q %
* ¥ (q+1 F ¥ (q+1
Observe que h* " € L "R ew’ ' € L” TV (RY), 4— + —4— =1, pela
(g t1) Al
desigualdade de Holder temos
2*2i1 2%¢ o* 2%q
™ (p)uy H(x)|de < |RTT| e us Y|
2251 ;1 N a2 T
RN L (RY) L (RN)
2% /2% -1 . 2%g/2* -1
2 e % 2 7
= |h 2 =T |72 =1y \up ' |Fr T dr
RN RN
* 2*
1 237,1 L ¥
a o 2
= |h|“dx |up|® dx
RN RN
2* 2%q
2% -1 2% -1
= ‘hﬂé |un 2%

onde o = % Logo, teremos
2* £t 2 g \ S
_2* *7_(1 ) ¥ _1 *—q ’
ity < ([ @0 @) T < (W) T = ikl
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Pela imersdo continua DV2(RY) — L¥ (RY) existe ¢ > 0 tal que

on(2)] 2 < fhlafunlz- < elhlallun||* < K

L7 1 (RN)

onde 0 < K = ¢lhl,, é uma constante a qual existe pois ||u,| ¢ limitada em DV?(RY). Assim,
(pn) 6 limitada em L¥=1(RY). Como DY2(RN) = (DY2(RM))* ¢ L¥T(RVN) entdo (p,) 6
limitada em D2(RY).

Mostrando a afirmagao. Como (p,,) e limitada em LF= (RY) entao a menos de subsequéncia
pn = po em LF(RY)
ou seja,
[ pwets > [ mpdnt pe @F@).
RN RN
Como
wn = Q'(un) — Apn — ¥'(uy),
segue-se que
(W, v) = {Q (un), vn) — A {pn,v) — (' (u,),v) V ve& DVRY) — L*(RY).

Note que, desde que (p,) C (L* (RY))* pelo teorema da Representacao de Riesz
(apéndice A) existe (p,) C L* (RY) tal que

ont) = [ Bude, voe 17 @Y
]RN

Por identificacao,

(pn,v) = / ppvdx, ¥ v € LQ*(RN),
]RN
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portanto,

(Wn,v) = Vu,Vvu,dr — )\/

RN RN

pnvdaj—/ w2 "todr, ¥ ve DYRN).
RN

n

Entao,

0 = / Vqudw—)\/ povdm—/ u? “lodr, ¥ v e DYAH(RY).
RN RN RN
Afirmagao 2.2 po(z) € [h(z)f(u), h(z)f(w)] q.t.p em RV,

De fato, desde que (p,,) é limitada em D%?(R") segue-se

Pn — pPo €M D1’2(RN)

pn(z) — po(x) g.t.p em RY.
Observe que (p,,) C 0P(u,) entdo
pu(@) € [M(@) [ (un), M(2) f(un)] q.t.p em RY.

Note que
f(t)= lim H(t—6—a)(th)"

- 6—0t

Para t > a, tomando 6 — 0% tal que ¢t — § > a temos
H(t—0—a) = 1=H(t—a)= f(t—a)= ()"
Para t < a, tomando 6 — 0% tal que ¢t — § < a obtemos

Ht—6—a) = 0=H(t—a)= f(t—a)=0.
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Para t = a, tomando 6 — 0% tal que ¢t — § = a temos

H(t—6—a) = H(~0)=0=H(t—a)= f(t—a)=0.

Conclusao
h(z)(tT)? se a<t

h(a:)i(t) = 0 se a=t

Assim com um raciocinio analogo

h(x)(tT)? se a<t
h(@)f(t) = ¢ h(z)(tH)? se a=t

Dessa forma

h(x)(uf)? se a < uy,
[h(x) f(un), h(z) fun)] = < [0, h(z)(ul)] se a=u,

0 se a>u,

Portanto,
pu(x) = h(z)(u)? se
pu(@) € [M(@)f (un), M(@) f(un)] = 4 pa(@) € 0, h(x)(u;)7] se
pn(x) =0 se
Logo, se
pn(2) = po(z) q.t.p em RY,
desde que
Un (1) — u(z) q.t.p em RY
temos:
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Para u(z) > a, temos que u,(z) > a quando n — 400, dal

po = h(z)ul(x) se u(zx) > a.

Para u(z) < a temos que u,(z) < a quando n — 400, assim temos que

po =0 se u(z) < a.

Agora para u(z) = a, temos que 0 < p,(x) < h(x)u,(z)? quando n — +o0o0. Assim

0 < po(x) < h(z)u(z)?.

Entao,
po(z) = h(z)(u™)? se a<u
po(x) € [0, h() ()] se a=u
po(z) =0 se a>u

Como

h(z)(ut)? se a<wu
po(z) € [h(x) f(u), h(z) f(u)] = < [0, h(z)(ut)9] se a=u (2.33)

0 se a>u

Segue-se que
po(z) € [h(x)f(u), h(z)f(u)] ¢.t.p em RY. n
A seguir mostraremos que
u, — uem DY3(RY),
De fato, considere v,, = u,, — u e assuma que
|va|? — 1>0.
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Temos

(Wp,vp) = / Vuanndw—)\(pn,vn>—/ ui*_lvndx. (2.34)
RN RN

Lembrando que

temos
pn < [0, h(z)(uw))Y] q.t.p. em RY.
Isto é,
0<p, < hx)(uh)?qtp. em RY. (2.35)

Desde que p, C 0®(u,) C (DY*(RY))*, entdo existe p, C D?(RY) tal que pelo Teorema

da Representacao de Riesz

(P 0) = / Pr(@)oa(x)dz, ¥ 7y C DY(RY).

Por identificacao

(P 0) = / pu()n(@)dz, ¥ pu C DVR)Y.

Logo, por (2.35)
/pn(x)vn(x)dm < /h(z)u:{(w)qvn(x)dx.
Sendo assim

(puron) < [ Bl (o) ()
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Como v, = u, —u = (u

/R @) ) onde = /R ) () (] — gy — w)de

Portanto,

(o) < [ a)u)ofds,

pois v = u} — u.

Assim,

Apn,vn) < )\/RN h(z)(u)vtd. (2.36)

2%

Usando um raciocinio andlogo para [ N (u)* v, dz temos
R

/ (u)? Topde = / (u)? o de. (2.37)
RN RN
Substituindo (2.36) e (2.37) em (2.34) obtemos,

(Wn,vn) > Vuannda:—)\/ h(:p)(uJ“)qv:dx—/ u? " tdr.
RN

n n
RN RN

Como v,, = u, — u, tem-se que u, = v, + u, entao,
(Wn,vn) > V (v, + u)Vo,dr — )\/ h(z)(u}) W de — / u " tdr,

isto é,

(W, V) > / |an|2dx+/ Vqundx—)\/ h(m)(u:)qv;{dx—/ u? "l tdr.
RN RN RN RN
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Observe que

VuVu,dr = / VuV(u, —u)dr = VuVu,dx — / VuVudx

RN RN RN RN

Desde que u,, — u temos

/ Vu,Vodr — VuVpdr ¥ ¢ € DY (RY).
RN

RN

Fazendo ¢ = u

Vu,Vudr — VuVudz.

RN RN
Assim,
VuVu,dz = o,(1).
RN
Além disso,
(wn,vn) = [(wn, 0n) | < Jwn]i[|vnll,
entao,

lim sup (wy,, u,) < limsup |wy|.||v,|| =0
n—00 n—00

pois |wy|« — 0 e ||v,|| é limitada. Logo,
(Wy, Uy) = 0n(1).
Portanto, desde que
/ Vo’ de + | Vv, Vudr — (w,,v,) < )\/ h(:c)(ui)qvf{dx—l—/ ur tutdr,
segue-se que

[+o0,(1) < A/RN h(x)(u,f)qv:da;jL/R (u2 M da. (2.38)

N
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Note que

ANh<$><uI>qvidw = [ h@)ed - wda + /{um}h(@(u;)q(u;_u)dm.

{un>u}

Como u,, < u, temos que u;f < u, logo u,) —u < 0esendoh>0e (uf)? >0 temos
Assim,

Logo,

A /R B e <A /{ ) — e (2.39)

Usando um raciocinio andlogo segue que

/RN wr Tlotdr < /{ }(ui)Q*l(uZ —u)dz. (2.40)
Un >U

Substituindo (2.39) e (2.40) em (2.38) obtemos

[+o0,(1) < )\/ qvndzv+/ () ()t — u)da
{un>u} {un>u}
< )\/ q+1dx—)\/ h(x)(uz)qudx—l—/ (u)* da
{un>u} {un>u} {un>u}
—/ (u,)? udz. (2.41)
{un>u}

Lembrando que

)\/ h(z)ul (uf — u)dx — )\/ h(x)ul(uf —u)dz = )\/ h(z)ul (u) — u)dx,
RN {un>u} {un<u}
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temos

)\/ h(z)ul(u) —u)de = )\/ h(x)u%“da:—)\/ h(z)uludz
{unp>u} RN RN

—)\/ h(z)ul™dr + /\/ h(z)uludz.
{ungu} {UHSU}

De maneira andloga

/ w? N ut —u)de = / ui*d:v—/ ui*_ludx—/ u? da
{un>u} RN RN {un<u}
+ / u? "tudz.
{un<u}

Substituindo (2.43) e (2.42) em (2.41) resulta que

[+o0,(1) < )\/ h(x)u?fldas—)\/
RN {

un<u}

h(z)ultdr — )\/ h(z)ududz

RN

—i—/\/ h(x)u%udm—k/ u?jdm—/ u? dx
{un<u} RN {un<u}

—/ ui*lud:c—l—/ u? tudz.
RN {un<u}

Afirmagao 2.3 / h(z)ulttde — h(z)u''dx quando n — +oo.
RN RN

De fato, note que (ug™!) C LQ%(RN) pois,

*
/R gt e = / e < ¢

Pela imersdo continua DY2(RY) — L* (RY) existe uma constante Cy > 0 tal que,

[tn |2 < Coflunll
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assim,

q+1
2% 2%
ot ey = ([ ) T = (f
RN RN

<O |y, |7 < Gy

= |uTL

2* 2*
Logo, (u2™!) é uma sequéncia limitada em L1 (RY) e desde que L1 (RY) é um espaco de

Banach reflexivo temos a menos de subsequéncia, que

28
ul™ —~ ™ em Lar(RY)

ul™(z) — wt(z) qt.pem RY.

Pelo Lema de Brézis e Lieb (apéndice A)

1 1
/ h(z)ulttde — h(z)u'™dx ¥V he L*RY) com —+ 5 =1
RN RN « ]
mostrando a Afirmagao 2.3
De maneira andloga mostramos que
/ h(z)uluder — h(z)u''dr quando n — +oo. (2.46)
RN RN
Afirmagao 2.4 / h(z)ulttde — h(z)u'tdx quando n — +oo.
{un<u} {un<u}

De fato, observe que a sequéncia (udt!) C Lﬁ({un < u}) pois,

/ S [ =/ i
{un<u} {un<u}

Yde < z

Unp
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De (2.45)

q+1

* 2%
W oo ) = ( /{ }|uz“|f+1das)
Unp<u

qa+1

2*da:>
2% q+1
= [(/ [, 2*d$> ]
{UnS'U‘}

3 < O | < K

Logo, (u%*1) é limitada em Lﬁ({un < u}) segue-se que

Wt syt em Lavt ({u, < u})

ul™(z) — wtN(z) qtpem {u, <u}l.

Pelo Lema de Brézis e Lieb

1 1
/ h(z)uittde — h(z)u™dx ¥V he L*RY) com —+ 5 =1
{un<u} {un<u} @ q+1

provando da Afirmacao 2.4

De modo analogo prova-se que

/ h(x)ulude — h(z)utdz quando n — +oco.
Afirmacao 2.5 / ui dr — u? dx quando n — +oo.
{un<u} {un<u}

De fato, como a sequéncia (u,) ¢ limitada em D2?(RY), entao

u, — uem DY(RY)
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up(z) — u(x) qt.pem ({u, <u}).

Logo,
u? (z) — ¥ (x) qtpem ({u, <u}).
Como
lun ()| <u(z) q.t.p.em ({u, < u}).
Logo,

[uy (2)] < u” (2) g.tp. em ({u, < u}).
eu? € L'({u, < u}).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbegue ( apéndice A)

/ u? (z)der — u® (z)dx
{un<u} {un<u}
provando a Afirmagao 2.5.

n

Afirmacao 2.6 / w2 tudr — uw? dx quando n — +o0.
{ungu} {unfu}

De fato, observe que a sequéncia (u2 ~!) C L%({un < u}) pois,

*_ 2*
/ w2 HFTde = / [,
{un<u} {un<u}

Pdr < ||un||*.

Segue de (2.45)

*

1\ 25-1
* 2% 2%
e I et R L T
L2*=1 ({un<u}) {un<u} {un<u}

< O Mu|* ! < K.
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Logo, (u2" 1) é limitada em L;Tl({un < u}), entao

.
ur 7t~ T em L%({ungu})

u2*_1(m) — uQ*_l(x) q.t.pem {u, <u}.

n

Pelo Lema de Brézis e Lieb

{un<u}

Mostrando a Afirmacgao 2.6

Usando um raciocinio andlogo podemos mostrar que

/ w? tudr — u® dx quando n — +oo.
RN RN

Afirmagao 2.7 /

u? dr — / u? “tudr = |Un‘i*2*(RN) + 0,(1).
RN RN

2+ 21 g2t 21
/Nundx—/Nun udx—|un2*—/Nun udz.
R R R

Usando o Teorema de Brézis e Lieb ( apéndice A.1) temos

Note que

2%

5 = | —u 3: + on(1).

3 = lu

|un

Dali,

%i = |un, — u %: + |u g: + 0n(1).

|Un

Substituindo (2.50) em (2.49) obtemos

2* 21 _
/Nundx—/Nun udr = |u, —u
R R

= |u, —u

§i+|u

e — u? "tudr — |u
RN
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2 | o (1) — / "
RN

. x . 1 1
/ ur tudr  — w’dr ¥V uée L* ({u, <u}) com > + - =1
{un<u}

2*—1

2*—1

o udx

31) + 0,(1)

(2.48)

(2.49)

(2.50)



da Afirmagcao 2.48 resulta que

2%
Q-

* __ *
/ ur tudr — u¥ dr = |u
RN RN

/ u? tudr — |u
RN

/RN u? dr — /RN w2 "udr = |v, |3+ on(1)

pois, v, = u,, — u. Provando a Afirmagao 2.7

Logo,
5o = on(1).

Assim,

Das Afirmagoes 2.3-2.7 temos

3 )\/ h(z)ultdr — )\/ h(x)uludr = 0,(1) (Afirmagoes 2.3 e (2.46))
RN RN
o )\/ h(z)ulttdr — )\/ h(z)uludr = o0,(1) (Afirmagoes 2.4 e (2.47))
{un<u} {un<u}
o / u? dr — / u? "udr = o0,(1) (Afirmacdes 2.5 e 2.6)
{un<u} {un<u}

° / ul dx _/ up tude = ‘vn‘iZ*(RN) + 0,(1) (Afirmagao 2.7).
RN RN

Assim, de (2.44)

[+ o0,(1) < / o[> d2 4 0,(1).
RN

Logo,

Desde que



entao,

2

Z%S+on(1) < (/ yvnP*d:c) S+on(1)§y|vny|2+0n(1).
]RN
Logo,
175+ 0,(1) < lva]l? + 0a(1).

Passando ao limite na desigualdade acima encontramos

2

=S < I,
dessa maneira,
PR S<] o STV <
o SIv <
S.1
& — <l
l
2
s S< Y
& Sggl.

Para mostrarmos que o funcional I , satisfaz a condigao (PS), vamos considerar dois casos:
N/2

N

(i)Caso 0<g<lel<c< + M,.

Desde que

w, = Q'(un) — Apn — V' (uy,)
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e recordando que (w,,, u,) = 0,(1) temos,

1
I)\ a(un) - I)\ a(un) - ? <wn7un> + On(l)
Lembrando que
1 1 .
Lyo(u,) = —/ |V, [2dr — )\/ h(z)F(u,)dr — — [ (u))? da
’ 2 JrN RN 2% JpN
e
(o) = [ VP = Mpurua) — [ () o
RN RN
Assim,
1 1 , 1 e
Do(un) — — (W, up) +0,(1) = = |Vu,|*dz — A\ h(z)F(u,)dr — — (u,)* dx
’ 2% 2 RN RN 2% RN
1 s A 1 e
2* RN 2* 2* RN

- (% - %) /RN |V, [2da — A /RN h(z)F(up)da

A
+ o2 {Pns Un) + 0n(1)

2
1 A
= yllwl? - A/RN h()F (un)dz + - (pu, wn) + 0n(1).
Recordando que
1
[P = g [ -
RN q + 1 {un>a}
Segue-se
Do) = o ) 0u(1) = = 2 [ b (@) 0
e e ! N q+1 {un>a} "
A
5 (Pnyun) + on(1). (2.51)
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Usando a definicao de v,, = u,, — u, o Lema 2.2 e o fato que

/RN h(x)(u) T dr = / h(z)utdz + o,(1)

RN

obtemos

1. 1
NHUnH = N(vn+u,vn—|—u>
1 2 1
= N <Unavn> + N <Unau> + N <U7u>
1 2 1
= Sl 4 o)
Como (v,) C DY2(RY), segue-se que
2 o) = 2 [ Vo, Vud 2 [ Y(u, — ) Vud
— (U, u) = — v, Vude = — u, — u)Vudz
N N RN N RN
2 2
= — Vu,Vudr — — VuVudx
N RN N RN

desde que u,, — u em D'?(RY) entao,

2 2 2
N (Up,u) = <N . Vu,Vudr — — . VuVudx> = 0,(1)
dai,
1 1 1
= el el + 0,(1).

Além disso,

[ he et = 2 [ e
q-+ 1 {un>a} q-+ 1 {un>a}
A h(z)a® ' dx.
q +1 {un>a}
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Como h >0 e a> 0 resulta que

A
—/ h(z)a®'dz > 0,
q+1 {un>a}
entao,
[ me et < 2 [ b)),
q+1 {un>a} q+1 {un>a}
Logo,
~o [ met et =~ [ b ()
q+1 {un>a} q+1 {un>a}

Sendo (p,) C 0®(u,), pelo Lema 2.2 temos que
() f(un) < pa(z) < h(z)f(un) gt.p. em RY.
Entao, existe p, C DY2(RY), tal que pelo Teorema da Representagio Riesz
(pust) = [ Pomde ¥, € DIA(RY)
R

e por identificacao

(Prs Un) :/ pntndr Vp, C DV?(RY).
RN

Assim,

/R N h(z) f(un)updr < /R N Prtinds < /R i h(z) f (un ) unde,

logo,

/]RN h(z) f(up)updr < (pn, un) < /RN h(z) f (un)undz.
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Lembrando que

/ h(x) f (up)upde = / h(z)u, lim H (u, — 0 — a)uldz.
Observe que, para u,, < a tomando § — 07 tal que u,, — d < a segue,

lim H(u, —d —a)=H(t—a)=0.

6—0t

Agora para u,, > a, tomando 6 — 0" tal que u,, — 0 > a temos

lim H(u, —d —a)=H(t—a)=1.

6—0t

Logo,

6—0

/ @) (n)und = / h(z)uy, lim H(u, — 0 — a)uldr = / h(z)uldx.
= - RY {un>a}

Como

/R ) Junds = / B )t da < (p, ) (2.54)

{un>a}

De (2.52),(2.53),(2.54) e (2.51) obtemos

1
I/\,a(un) - I)\,a(un) - ? <wn7un> + 0n<1)

1 1 A A
> —vn2+—u2+—/ hxu?fld:ﬂ——/ h(x)ultdz + 0,(1
ol e+ 52 [ wtagae - 2 [ )
Assim,
Toaltn) 2 —fonll® + —fluf® + A (l—L)/ h(x)ut de + 0,(1).
,a\Un = NiPn N o q+1 (un>al n n
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1
Desde que i1 > > entao,

1 1 1 1
A (— — —) / h(z)ul™de > X (— — —) / h(z)ultdz.
2% q -+ 1 {un>a} 2% q + 1 RN

Logo,
Da(tn) > —lvalP + =ful?+ A (= - —— / h(2)u dz + on(1)
ol = oy N 2 q+1) Jpn " "
' T 11
= v, — M — - —— h(x)u?™td (1),
ol A (5= ) [ e + o,

Usando a desigualdade de Holder e das imersoes continuas resulta

1 1
5+ A (— - —) |h|a]u

g+1 1

1 S
Dua(un) 2 llonl® + 51w
Lembrando que
S 1 1
) = =24+ X —— —— ) |h|7
o) = 52+ (5= g ) Wt

fazendo t = |uly+ resulta,

S 1 1
o) = b+ 3 (55 = g ) illult?

q+1
Dai,
1 2
Dvalun) 2 w5 llvnll” + g(Julz+) + on(1).
Como
9(Julz+) > min g(Juls-) = M.
Teremos

1
Dua(wn) = Floall® + M+ on(1).
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Passando ao limite na desigualdade acima obtemos

N
2

1
c > —=l+M,>

M,
N N T

N
2

O que é um absurdo pois 0 < ¢ < + M. Portanto, [ = 0 e assim u, — u em DY(RY).

N
2

Caso (i) 1<¢g<2"—1lel0<c< S

Sabemos que

1 A .
Doa(uy) = Z|lual? — —— h(z)(ultt — a?™)dx — / u? dx.
2 q + 1 {un>a} RN
Mas,
1 1
Sl = )
1
= i(vn+u,vn+u>
1
= §[<Umvn> + <Un’ u> + <u7u>]
1 1
= Sl + {2l
1 1
= —||vn\|2+/ Vo, Vudz + =||ul|?.
2 RN 2
De (2.53) obtemos,
A +yq+1 A +1 +1
e — h(z)(u, )T de < ——— h(z)(ul™ —a®")dx
q-—+ 1 {un>a} q+ 1 {un>a}
Temos
Iyo(u,) > 1||21 H2—I—/ Vo Vudx—i—lHqu A h(x)(u ) de — l/ u? da
,a\Un = liFn o n 9 g+ 1 (un>a) n o* RN n ’
Note que
VuVuv,dr = / VuV (u, —u)dr = / Vu,Vudr — / VuVudzr = 0,(1),
RN RN RN RN
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pois u, — u em DVY2(RY).

Assim,

1 1 A 1 .
Lia(un) > =lvll* + =||u||* — — h(x u*q“dx——/ uZ dx + 0, (1).
wlio) = Sl gl =2 [ w5 [ o,

De (2.54) temos
[ e < (o).
{un>a}

Logo,
1 1 A 1 .
I a\Un > = n 2 a 2o ny Un/ =7 S 2 d n 1
o) = gl 4 gl = = () = 57 [ deo,(1)
1 5 1. A A 1 / g*
allvn a - 1 ny Un/ = T 1 n T ax d n 1).
Observe agora que
(Wp,v,) = Vu,Vu,dx — X{pn, vn) —/ ui*_lvndm
RN RN

— V (v, + uw)Vopdr — X {pn, vn) — / w? " (uy, — u)de
RN

RN

= lval* + /N VuVu,de — A {pn, vn) — /N u? dr — /N uZ "tudz + 0, (1).
R R R

Segue-se

(W, V) = |[vall®> = A {pn, vn) —/ u? dx —/ u? " udr + o0, (1).
RN RN

69



Portanto,

1 1 A 1 .
Ia n) = S. ny Un >_n2 2_— ny Un) — ny U _/ 2d
) = 55 () = ol Gl = 2 o) = = () = 5 [ e
1 A 1 1 .
ol + 2 () + o / et 2 [ e+ 0, (1)
* 2 D 9 RN
1 2 1 9 A
= Z71Un - A T ox ) n Y - )
el =3 (= ) o) + 3l = 2 o
1
A i* Yudz + o, (1).
Desde que

pu(@) € [0, h(2)(un(2)*)] qtp z €RY,

onde (p,) C 0®(u,) C (D¥*(RY))*, segue do Teorema da Representagio Riesz que
ustnd = [ puohua(@de < [ b @)@
RN RN

Logo,

Y (q% - 2i) (s 0} = =\ (qu1 - 2i> /RN h() (it (2)) o () .

Além disso, do fato que ¢ + 1 < 2* segue que

]. * ]. *
- u? tudr > ——/ u? tudz.
2* RN q + 1 RN

Portanto,

1 1 1 1
Iya(un) — o (W, vn) 2> NH%H2 —A <q+—1 - §> / h(z)ulv,dx

1 1 1 .
- lull = —— (pn,u) — —— [ up “ludz + 0,(1).
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Como u,, — u em DV?(RY) entao
(u,up,) — (u,u), ¥ ue€ D*(RY),

(u, up) = (u,u) + o,(1).

Assim,

VuVupdr = |ull® + on(1),
RN
e desde que 2 < ¢ + 1, temos
L 1/VVd+(1)>1 Vi, Vudz + on(1)
—||ul* = = uVu,dr + o,(1) > —— U, Vudx + 0,(1).
2 2 RN q+1 RN

Notando que

/ h(z)ulv,de = / h(:p)uf’z(un—u)dz:/ h(m)uffldx—/ h(z)uludz.
RN RN RN

RN

Da Afimacao 2.3 e de (2.46) temos

/ h(x)u‘flvndx:/ h(a:)u%“dx—/ h(z)ulude = / h(z)ut™tdx 4 0,(1)
RN RN RN RN

— /RN h(z)u?dx + 0,(1)

de onde segue

RN
Assim,
1 1
I)\,a(un) - 5 <U}n,?)n> > NH%“z
1 *
+— VuVu,dr — X {pn, u) — / u? “tudz ) + 0, (1).
q +1 RN RN
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Observando que

(Wp,u) = VuVu,dr — X {(pp, u) —/ u? " udz,
RN RN
e desde que
(wn, ) = | {wn, u) | < Jwnl|[ull = m(un)[u]|-

Segue-se que (wy,u) = 0,(1) e assim,

1 1
I/\,a(un) - <wnavn> Z N””nHz + On(l)

2*
Pela definicao de v, = u,, — u

1 1 1

. <wnavn> = AL <wn7un> - ;

o T (Wn,u) = 0,(1).

Passando ao limite na ltima desigualdade obtemos

l

c > —.
- N
Além disso, como [ > S 7 temos
> S%
C b
- N

N

2
o que é um absurdo pois ¢ < I Portanto [ = 0 daf u,, — v em DV?(R¥). Concluindo assim

a demonstracao do Lema 2.3 [ |
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24 Lema 2.4

Lema 2.4 Seja h satisfazendo (H) e 0 < q¢ < 2* — 1. Se, além disso, p > 0 € a constante
da geometria do passo da montanha dado pelo Teorema 1.1 e no Lema 2.1, entdo o nivel ¢ do

Passo da Montanha satisfaz
1
(i)p <c< NS% + M, para 0 < g <1, A€ (0,\1) e a € (0,a.1) para algum Ay > 0 e a,; > 0.

1
(ii)p§c<NS%,pam1<q<2*—1, Aa > 0.
Demonstracao: Segue da prova do Lema 2.1 que dado € > 0 e fazendo

NV -2
RS

com p € DVA(RY) fixo e x € RY, entdo existe e = tw, para algum ¢, > 0 onde

|tewe|| > 7 tal que I 4(tew:) <0

Ina(u) = p quando |lul| =,

isto é, a geometria do passo da montanha ¢é satisfeita.

Agora vamos utilizar a seguinte relagao entre S e w, (ver [?])

o2 » =53

= |we e > 0. (2.55)

Vamos mostrar, primeiramente caso ii).
1
Casoii)p§c<NS% 1 <qg<2*—1para\a>0.

Temos que

1 1 )
])\,a(u) = 5/ |Vu|2d$ — )\/ h(17>F(U>dJ] — ? (U+)2 dZL',
RN RN RN

com F(u) = [ f(t)dt onde f(t) = H(t —a)(tt)".
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Logo,

[)\7a(U)

Assim,

[)\,a (%\ewe)

1

2

= L - A/ W) P (foo,)dar —
]RN

Usando (2.55) em (2.56) temos

I)\,a (%\ewe)

Mostraremos que

ntngaox Io(twe) = I o(tewe).

Desde que I, , ¢ continua entao g é continua.

Observe que ¢(0) = 0, isto é,

g<0) = ])\,a(owe) =0

e existe tg € (0,00) tal que g(ty) > 0.

Da definicao de g temos que

logo,

Além disso,

9(to) = Ina(towe)

Iy o(towe) > 0 para ty € (0, +00).

I o(towe) = —o0 quando t — +o0.

Agora vamos restringir a fung¢ao g ao intervalo [0, Z].

Considere a fungio g : [0,t] — R definida por g(t) = I o(tw,).
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~*
t

2*

€

1~ ~ 1 .~
—||tewe|* — )\/ h(z)F(tewe)dr — —|twe
2 on 9+

|we

2%
2*

9%
2* .

(2.56)

(2.57)



Desde que a fungao g é continua, num intervalo compacto e assume valores reais, entao
atinge o maximo.
Logo existe t. € [0,] tal que

g(t.) = max g(2).
t€(0,t]

Pela geometria do passo da montanha, sabemos que existe ¢ € (0, +00), tal que g(t) < 0.

Logo,
g(te) = maxg(t).
Assim,
Lo(tewe) = r?g)xl,\ﬂ(t%). (2.58)

De (2.57) e (2.58) obtemos

~2 ~2%

t ~ t
max [ o(tw) = 8% — ) / W) F(Fw)de — 5%
tZO ’ 2 RN

T
i\2 5\2*
- (L _ = ) S% — )\/ h(z)F(tw.)dz.
2 2% RN

t2 2%
Fazendo 9(t) = <§ — §> ,t > 0 temos,
max Iy, (tw) = 9(L)S? — A / F(tw.)dz. (2.59)
t>0 RN

De fato, derivando a funcio 9, tem-se ¥'(t) = ¢t — t* 1. Note que (0, +00) = (0, 1] U[1, +00).
Temos que, para todo t € (0,1] como 1 < 2* — 1 tem-se que ¢t > t2°. Assim, 9'(t) > 0 logo, a
fungao ¥ é crescente no intervalo (0, 1].

Agora, para todo t € [1,+00), como 1 < 2* — 1 obtemos t < t¥ 1

. Assim, a derivada
¥ (t) < 0 para todo t € [1,4+00). Logo, a fungao 9 é decrescente no intervalo ¢ € [1,400).
Portanto, 1 é o ponto de maximo para a func¢ao . Note que ¢/(1) =0 e
12 1%
T2 2

9(1)

I6)



Como 2* =

Portanto,

(2.60)
De (2.60) em (2.59) obtemos

mae I (f0,) glmmmgsﬁ—A/ h(x) P (fw.)da

t>0 RN

1 .~ —~
= NS7 — )\/IRN h(z)F (tew.)dz.

Pela geometria do passo da montanha e por (2.58), existe t, > 0 tal que t. > to para um

. a
e > 0 suficientemente pequeno. Queremos mostrar que para o mesmo € tem-se que w,(0) > o
0

Note que,
[N(N —2)d "t
we(x) = 11072 reRY (e>0).
Tomando x = 0 temos o
w0, (0) = [IN(N —2)e] 77~
(e)°z
Assim,
N(N —2)e"5 2 N2 _Nea _ 2
w(0) = MV =DdT iy gy e o oy o) oae
(e) 2~
Como N > 3, obtemos
N<-ge2N 1
- 4 - 4

a
ou seja, quando € — 0,  w(0) > -~ com to > 0.
0

Queremos mostrar, agora que

/RN h(z)F(towe)dx > / h(x)F(tow)dz.

RN
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Recorde que F (iwﬁ) = f[f “c f(t)dt e desde que, f é uma fungio nao decrescente tem-se para

r > y temos

fy) < f(2)

/0 eyt < / it

Como h > 0 e h # 0 entdo, existe um conjunto A C RY de medida positiva tal que fA h >0

dai,

€ como Z; > tp temos que tow, < ziwe.

Assim,

/O e Ft)dt > /0 " e

pela definicao da F' temos,

entao,

h(z)F(tewe:) > h(x)F(tow,),

ou seja,

/ h(@)F (Fw ) dz > / W) F(tow.)dz = / ny [ H - a)dide

RN
towe
= / h(m)/ tidtdx
RN a

. /R h(x) {“WG)W _ e }dtdm

qg+1 g+1
towe )Tt
> /h(m)&dx > 0.
A q+1
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Logo,

—)\/RN h(z)F(tw)ds < —)\/

h(z)F (tow,)dz < 0.
RN

(2.61)
De (2.60) e (2.61) temos

max [ ,(tw,) <
>0

Sk

1
NS

Consequentemente ¢ < NS 2. Do Teorema do Passo da Montanha temos c > p entao,

N4

p<c < S

1
N se 1<q<2"—1 para A, a>0.

Mostraremso agora o item i)

1
Caso(i) p < ¢ < NS% + My para 0 <q<1 (Na)€ (0,\1)x (0,a,) para algum
)\1 >0 e a,q >0

Dividiremos o item (i) em dois casos

e Casog=1

De modo semelhante ao caso em que 1 < ¢ < 2* — 1 temos

1
r?gaox IA,a(th) < NS

NP4

Neste momento lembremos que a funcao M, foi definida por

_MATE se 0<g<1

M,

0 se q=1.

Desde que ¢ = 1 entao M) = 0 assim

I .~
r?gaoxb\ﬂ(twg) < NS +0,
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ou seja,

1 .~
I?Z&LOXIA,a(th) < NSQ + M,.
1
Consequentemente ¢ < NS Y4+ M . Pelo Teorema do Passo da Montanha p < ¢ entao,

1
p§C<NS%+M,\ quando q = 1.

e Caso 0<g<1

Observe que

1 1

Io(u) = —||u||2 — /\/ h(z)F(u)dr — —|u %:
’ 2 RN 2*
Seja t > 0 e fazendo u = tw, assim
2 U
Io(twe) = —|Jwe]|* — A h(z)F (twe)dr — — |wel5x.
’ 2 RN 2*

Novamente de (2.55)

La(tw) = (g - ;) s¥ — ) /R h()F(twdr = 9()5F - A / h(z) F(tw.)dz.

De (2.60)

Existe to > 0 e para t € [0, ¢

1
]>\7a(tw€) < NS% + M/\

a

para algum e > 0. Agora, tome € > 0 tal que w.(0) > o Assim para t > tg, Q, = {towe > a} C
0

{twe > a} e

1 1 «
I o(tw.) = §||sz€||2 - )\/RN h(z)F(twe)dz — o RN(th)Q dx
o

2

2*
2

- )\/ h(z)F (tw)dx —

|we

79



Usando (2.55) obtemos
Lo(tw) < —S2 —A h(z)F (tw)dx — ?S?'
t2 2%

Desde que 9(t) = 3 "5 obtemos

Laltw) = 9(1)SY A /[R h(a)F(tw )
Note que
A /R hn)Fliw)dr > A /Q ()t
Assim,
) /R W) Flw)de < A /Q h(a)F(t)ds

Logo, de (2.63) em (2.62) temos

Laltw) < 91)SY A / h(z) F(tw,)dz
Qq

s /Q h(z) /0 H(t — a)(t)dtdz

= 9(t)S? —)\/ h(z) (/QH(t—a)(ﬁ)qu/tweH(t—a)(t*)qclt) dx
< 91T — A / nw) [ ) dede

N A ) ' q+1 q+1
= 05 - 25 [ h@)(e0™ - @)+

Usando, o fato que

max (1) = 9(1) =~ (maxd(t) = V(1) > V(to)),

t>0 N >0
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obtemos para t > t

N A
2 - g+l _ q+1
I o(twe) < rglgoxﬁ(t)S a1y h(z) ((tw) a®) dx
S* A h(z) ((twe)™™ — (a)™*") da. (2.64)
N q + ]_ Qu ¢

Observe que

A h(z) ((twe)™™ —a®) dz < _22:8;; /ﬂa h(zx) <(wﬁ)q+1 — (%>‘1+1> dr.

_Q+1 Qa

De fato, note que

A A to 9
——— [ (=) ((tw)™ —a®™)dz = ——— [ h(z)| (tw)"™ - (—a> dx
q+1Jq, q+1Ja, to
= A b)) ™ e
q+1Ja,
A to q+1
— h — d
—i—q 1, (x) (to a) x
Sabemos que t > ty assim
A h(z)(tw )" de < A h(z)(towe ) da.
q+1Ja, ‘ - at1Jg, ‘
Entao,
A +1 +1 Mg +1
A e+l _ a _ q
1), h(z) ((tw) a®) dx | /Qa h(z)(we)!  dx
h — dx.
o /Q ) ()
Obtemos,
A At a\"
_ g+l _ q+1 < 2% e+l _ [ 2 (2.
1), h(z) ((twe) ) dr < | /Qa h(x) ((we) (to) dx. (2.65)

De (2.65) em (2.64) temos
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vz

[)\,a (twe) é

A AtdH a
_ q+1 270 _
N a+il, h(x)(twe)! ™ dx + — /Qa h(x) <t0) de.

Logo,

N
2

S At a\ !
Doa(tw) < - = h LA dz.
wlta) < S =20 [ hie) (w (£) )

Agora afirmamos que existe A3 > 0 satisfazendo

—~_ 2
Acp > MAT=a para A € (0,)s3). (2.66)

o1 = ci(a) = (;gfl /Q h(a) ((%)q+1 - (%)qﬂ) dx)

e M é uma constante positiva que depende de ¢, N e |hq.

onde

Como ¢1(0) > 0, existe £ € R tal que 0 < & < ¢1(0).

Counsiderando

0(a) = c1(a) =€

e sendo ¢; : [0,+00) — R continua, segue que 6 : [0,+00) — R é continua entao existe

asx1 > 0 tal que
6(a) >0 Vae(0 aa),

isto é,
ci(a) —€E>0c(a) > € Vae (0,a.).
Tomando
1-q 1-q
1+q 1+gq
A< (i) = A< (E—l\) para todo a € (0, a)
M M

temos,
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ou seja,
14q
A< (i)
M
dai,
137
)\ q
<L
A M
como ¢;(a) > ¢
M ¢ )
< =< 01/(2 .
A M M

Logo,
2
AT=a M < Aey(a).

Mostrando que (2.66) é verdadeira. Portanto,

ST At a
Lo (tw)) < -0 h it — [ = d
i) < =20 [ (@ = (7))
S5 S5 2o 5
= N—)\cl(a)<N—)\ M:N—M/\,
isto é,
7
L(twe) < + My para t>tg.

N

Fazendo \; = mim{ A, A3} encontramos

N
Io(twe) < ]\; + M, para todo X € (0, \).
Dali,
%
sup Iy o (tw,) < + M, para todo X € (0, ).
>0 N

83



Concluimos assim a demonstragao do lema.
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Capitulo

3

Resultado Principal

Neste capitulo mostraremos um resultado de existéncia, multiplicidade e regularidade de
solugdes para o problema (P) usando o Principio Variacional de Ekeland, o Teorema Min-Max
de Ky-Fan e o Teorema do Passo da Montanha para funcionais localmente lipschitziano .

Iniciaremos enuciando os seguintes teoremas.

Teorema 3.1 (Principio Variacional de Ekeland)(ver [16]) Seja (X, d) = X um espago métrico
completo e I : X — R e um funcional semicontinuo inferiormente (l.s.c). Assim dado € > 0,

existe ue € X tal que

Iue) <inflI4+e€ e I(u) < I(u)+ ed(ue,u) com u# u,.

Teorema 3.2 ( Min-max de Ky-Fan)(ver [13]) Seja X um espago de Hilbert e A,B C X

conjuntos converos. Se F': A x B — R satisfaz

{veX|—-F(uv)<c} for converoV uecA, ceR,

{u € X|F(u,v) <c} for convero¥ ve€ B, c€R,

F(.,v) € semicontinua inferiormente em A, ¥V v € B,

—F(u,.) € l.scem BNX, YV u€A,
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onde

X, CX, dimX, < o0

existe 0 € B e A > sup i%f F(u,v) tal que {u € A; F(u,0) < A} € compacto. Entao,
A

supinf F(u,v) = infsup F(u,v).
B A A B

Enunciaremos e demostraremos agora o resultado principal da nossa dissertacao.

Recordemos, primeiramente o problema (P) o qual é dado por

—Au = M(2)H(u — a)ud + u? 1
u € DVA(RY)

onde )\, a > 0 sdo parametros reais h : RY — R* é uma funcao integrdvel em R",

2*
h e LYR)N LYRY onde ¢ = —————. H
(R) N L(RY) SR (1)
H ¢é a funcao Heaviside, isto é,
0 sex<O0
H(z) =
1 sex>0
2*:]\2,—]f2éoexpoentede Sobolev com N >3e0<¢g<2"—1.
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Teorema 3.3 Seja h satisfazendo (H) e assuma 0 < q <2*—1, X\ a > 0. Entao,

i) Se 0 < q <1 existem A\, >0 e a, >0, tal que para X € (0,\,) e a € (0,a,) existe uma funcao
positiva u; = u;(\, a) € DV2RN) N W2 (RN),i = 1,2 satisfazendo

(1)1 —Au; = Ah(2)H (u; — a)ul +u? ™ q.tp. em RY

(1) med({u; > a}) >0

(1)3 Ina(uz) <0< Iyq(ur)

(i1) Se 1 < q < 2* — 1, entdo existe uma fungdo positiva ug = up(\, a) € DV2(RN) N W2 (RY)
tal que
(i1)1 —Aug = Mo(2)H (ug — a)ul +u =" qt.p. em RV
(13)2 med({ug > a}) > 0
(22)3 [)\7a(U0) > 0.
Demonstracgao: Vamos considerar primeiramente
Caso (i) 0<¢g< 1.
Primeira solugao :(Teorema do Passo da Montanha)
Seja Ao, A1, a.1 dados pelos Lemas 2.1 e 2.3. Tomando A\, = min{A\p, \;} entdo A\ €
(0,\), a € (0,a,). Vimos pelo Lema 2.1 que I, € Lipi,.(D"*(RY),R) e satisfaz a geometria

do passo da montanha. Assim, pelo Teorema do Passo da Montanha existe uma sequéncia

(u,) C DY*(RY) tal que
Lo(u,) — ¢ e m(u,) —0,
onde (wy,) C Ol q(u,) C (DY?(RY))* com m(u,) = |wy|. satisfazendo
Wy = Q' (un) = Apn = V' (un)

com (p,) C 0P (uy,).
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Usando um argumento analogo da prova do Lema 2.3 concluimos que a menos de

subsequeéncia

U, — u; em D1’2(RN),

un () — uy(z) qt.p. em RY,

para algum u; € DY2(RY) com u; > 0.

Utilizando o raciocinio feito no Lema 2.3 temos

pn = po em DY(RY)

pn(z) — po(x) qtp. em RY
para algum py € DM2(RY) com py > 0, ou seja,
2
/ poipdz — popdr ¥ pe (L (RY))*
RN RN
e assim para todo ¢ € DV?(RY) em (2.23) obtemos

(Wn, ) = Q/<un)90 — (A\pon, ) — qj,(“ﬂ)@‘

Desde que (p,) C 0®(u,) entdo (p,) C (DY*RYM))* c (L¥ (RY))*. Pelo Teorema da

Representacao Riesz

(pns0) = / pnpdz para todo ¢ € L* (RY),
RN

Em particular,

(P, ) = / pnpdz para todo ¢ € DV(RY).
]RN
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Logo,

(Wn, o) = Q'(un)p — A/ prpdr — W' (uy )

RN

= Vu,Vpdr — )\/

RN RN

pnipdr — / (u,)* oda. (3.1)
RN
Como, u,, — uy, € |w,|. = m(u,) — 0. passando ao limite em (3.1) obtemos

0 = VuVdr — )\/

RN R

popda — / (uf)* Hda.
N RN
Logo, u; é solugao fraca para a equagao
~Au; = Apo+ul Tl

Assim,

—Au; — w7t = Apo.

Desde que py € (DY?(RV))* ¢ L* ' (R"™) pelo Teorema de Agnom-Douglas-Niremberg
(apéndice A) existe uma tinica u; € DV2(RN) N W22 (RV).

Prova de (i), —Au; = M(2)H(uy — a)ud +ui ' q.t.p. em RV,

Pelo Lema 2.2 temos que
po(w) € [h(e)f(un) h(@)F(u)] qtp. em RY.
Logo,

(uy)] q.t.p. em RY.

|

Apo(x) € Alh(z)

I~

(u1), h(z)
Assim,

—Auy —ul 7t € Mh(a) (uy)] q.t.p. em RY. (3.2)

[~
|

(ur), h(x)
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Além disso, o Lema 2.3 mostra que u,, — u; em D1’2(RN ) e pela continuidade de I, , temos

Iy o(uy) = Ino(uy) entao,

Io(up) =¢>0 (3.3)

eu; #0.

Consideremos agora o conjunto,
Lo(uy) = {z€ RN;ul(a:) = a}.
Afirmamos que
med(Iq(uy)) = 0. (3.4)

Suponha por contradi¢do que med(I';(u1)) > 0 entdo do Teorema de Morrey-Stampacchia

([21])
—Aui(x) = 0 qt.p. em T.
De (3.2) temos,

—ui (r) € Alh(z)

|~
|

(u1), h(x)f(u1)] q.t.p. em T.

Observe que

0< flu) < flur) <uf(z) gtp. emT.

Entao,
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Assim,

|

0 < M(2)f(uy) < —ud '(z) < M(z)

[~

ou seja,
0< —u?Hz) < M(x)ul(z)qtp. em T.
Como uy(z) = a para  em I' obtemos

0 <—a¥' <Ai(x)(a)? qtp. em T.

Logo,

a1 <0 < M)(a)!+a* Tt qtp. em T,

isto é,
0¢ [a® ' M(z)a? +a®> ] qtp. emT.
O que é uma contradicao.

Logo, med(T',(uy)) = 0.
De (3.2), (3.4) e (2.33) podemos concluir que

~Au; = h(z)H(u; —a)ul +u¥ ™' qtp em RY

Prova de (i), med({u; > a}) > 0.
De fato, suponha por contradigao que med({u; > a}) = 0.

Entao

/ h(z)F(u) = 0

RN
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logo,

1 1 .
I)\,a(ul) = 5 /RN |VU1|2dI — § /RN U% dx

é diferenciavel.

Dali,

]f\a(ul)m:/ |Vu1|2dm.—/ u? dax
’ RN RN

assim u; € ponto critico de I3 ,(uq) = 0.

Logo,

/ |VU1]2d1::/ u? d.
RN RN

Além disso, usando a definicao de .S, temos,

2
2%
S</ \u1|2*d:c) < ||u1”2:/ ui dr.
RN RN

Lembremos que S é a melhor constante de imersao DV2(RY) — L (RY). Assim,

2

L™

S(/ ||u1||2*dx> < / 2
RN RN
2 .
S (luallz:)® < Jualze
oy 2. 0022 o
S(”“l 2*) < unla
2% N-2 2%
S (Hul”z) D (T
u Qi *y1_N—-2
cppn USRS
(Jur3-)"~
S < (Jwl3)~
S¥ < (Jug %):/ u? de.
RN
Portanto,
1, 1y
Doa(w) = Slul®=A [ hz)F(u)de = .
RN
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Dai,

halw) = gl =5 [ de

fulf? = [ ¥ da.
RN
1 . 1 . 1 1 .
Io(u) = §/RNU% dx—ngNu% dx = (5—5) /RNU% dx

Como,

Temos

I~
Logo, I .(u1) > NSQ )
Observe que a ultima desigualdade contradiz o Lema 2.3 em que [ ,(u;) = ¢ <

Portanto, med({u; > a}) > 0.

Provamos assim que u; é uma soluc¢ao do problema (P).

Segunda solugao:(Principio Variacional de Ekeland)
Prova de I, ,(u3) < 0.

Para mostrarmos a existéncia de uy definimos uma funcao auxiliar.

Ta, |‘I| S %7
ve(x) = q 2ra(l—|z|), &+ < |2/ <1
0, Jof 21

onde 7 > (¢ + Q)Fll

93

1
N

S

[z



Note que v, € DM?(RY) e

HUTHQZ/ Vo, |?de = / ]VUT|2d:1:~I—/ |V, |*dx
RN {l=[<1} {le[>1}

= / |V (ra)|*dx +/ IV.(2Ta(1 — |z|))|?dx +/ IVO|*dw
{lzl<3} {3<lzI<1} {lz[>1}

= / |V27a(1 — |z|)|*dx
{3<lzI<1}

- / (27a2|V1 — V2| 2dz
{3<lel<1}

= (27a)2/ V1 — V|z|?|dz
{3<l=l<1}

_ (27a)2/ | V|| 2da
{3<z|<1}

= (27@)2/ \V|z||*dw.
{z<lel<1}

Fazendo a mudanca de variavel

r=ayr, ay € SV = dr=r""ds(a)dr,

or

axi

Ty . .
temos |z| = r. Logo = —, implicando em |Vr| = 1. Dessa forma,
r

lorl? = 4% / IV (Je])2de
{3 <lz|<1}

< 47‘2a2/ IV (|z|)|*dz
{|=[<1}
1
< 47’2a2// \V]ayr|[Pr¥~tdsrdr
0o Jsn-2
1
< 472a2// rNdsadr
0o Jsn-2
1
< 472a2aN/ rNldr
0
< 472a204Ni:47'2a2w
< N N-
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Assim,
o] < 47%wn

onde wy € a aréa da esfera unitaria e ay é o volume da bola unitaria. Se

\/F

a<27_ wN:al & 2ray/wy < T

& drdwy <r

entao,

og|| < 72 <,

onde r é dado pela geometria do passo da montanha, temos v, € B,.

Por outro lado,

[ oo = [ e [ s

_ /{|x|<1} / flt dtdx+/{%<x|<l}h(x)/0wf(t)dtdx

/ / f(t)dtdz.
{\$|>1}

Recorde que f(t) = H(t — a)(t")? entéo,

/RN h(z) /OUT H(t —a)(tH)dtds = /{|x,<1} ha) /UT Mt s
Jr/{ <|x\<1} / H(t —a)(t")"dtds

/lz|>1} / f(t) = H(t — a)(t")'dtdz.
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Como
/R (@) /O T H( = o) () dtde > /{MS

Ur

+ h(z) H(t — a)(t")dtdx
{lzl<3} a
> h(:v)/ (tT)dtdx
{lz|<3} a
1
= — q+1 _ g+l
PR h(z)((Ta) a®)dx
1
_ ((ra)™! — ) / h(z)dz.
¢+1 {lzl<4}
Assim,
Ur q+1(~q+1 _ 1
/ h(z) / H(t— o)t )idtds > T~ 1) / h(z)dz.
RN 0 ¢+1 {la<3}
Entao,
1 2 v + 1 12
La(vr) = =|lvI"=A h(z) H(t —a)(tT)%dtde — — (v1)” dx
’ 2 RN 0 2* RN
Desde que
1 .
— (vH)¥dz >0,
2* RN

pois v, > 0 temos

1 or
Ia(v:) < gl = / h(z) / H(t — o) () dtda.
RN 0

De (3.5)e (3.6)

q+1 __ 1
La(v;) < dwyT?a® — )\aqﬂu/ h(z)dz,
{
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ou seja,

Note que

se e somente se,

isto é,
1 +l _q
a'"1 < 5 (r )/ h(z)dx
Aoyt g+ 1 Jhecy
Fazendo
1 atl _ 1
Cor = 5 ¢ Cip= u/ h(z)dzx.
4wnT q+ 1 {|$‘<%}
Entao,
1—q Cl,r _ 1—q
Da(vr) <0sea 9 <A =a, .
2, T

Observe que

NG ACL,\ 7
- - : "> 0.
“ oy PTG, €

Considerando a,(A) = min{ai, as, a. }. Note que no Lema 2.3, I, , satisfaz a condigao (PS)..,

além disso v, € B, em DY?(RY) e I, ,(v,) < 0 segue-se

inf I ,(u) < igf Ia(u) <0

r T

dai,

—oo < inf I, <0 para a € (0,a,).

T

Seja Iy, : B_ — R pelo Principio Variacional de Ekeland existe u, € B, tal que

Doo(u) <infLyo+e e Do(u) < Dao(u) +ellu—ud u#u Vue Dl’Q(RN).

B

T
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Considerando € > 0 tal que

0< € <infl,,—inf1l,,
8B7« 3 ET )

temos

€ +inf I , < inf I, ,.
ET ) BBT )

De (3.7) obtemos

[A7a(u€) < é%f[’\’a.

T

Assim u, € BY, pois caso contrario, se u, € BY entao u. € B, dali,

ugie%fBr [)\,a(ue> < [)\,a<ue)-

Seja |luc|| = d e d < r—d > 0 suficientemente pequeno v € DV3(RY) com |Jv|| < 1 tal que

us = u. + 6v € B,.

De fato
[us|| = [lue + 0ol < lucll +dflof| <d+d <.
De (3.7)
IAva(ue) < ]A,a<u6) + €||U5 — 'LLEH
< Iy o(ue + 6v) + €d]|v]|.
Entao,
I o(ue + 6v) + €d|jv]| — Ina(ue) > 0.
Dali,

I a\We 0 —1I a\%Ye
limsup(—¢l[v]) < limsup = (e +0v) = Dralue)
6—0 0—0 5

< I3 o (ue v).
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Logo,

—ellv]l < I3 (ue; v).

Desde que u.,v € DVY2(RY), pelo Lema 1.1 tem-se

IRa(ue;’U) = weg})\a}%u)<w>v> v UG,UGDLZ(RN)'

Portanto,

—eflvll < fg,a(uew):wegglf}h)(w,v%

Assim,

vl = mmax {w,v)

Trocando v por —v obtemos

ol < gpax, ) (o mvr == jpin (@ —0)
Assim,
ellvll < wearg{?(%)w,w
Dai,

min  (w,v) < €eljv]| Voe D(RY).
wEOT ¢ (ue)

Como ||v]] <1, concluimos que

min  (w,v) < e
W€ o (ue)
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Portanto,

sup min  (w,v) < e
lvfj <1 W€D a(uc)

Pelo Teorema Min-max Ky-Fan obtemos

min  sup (w,v) < ¢,
weOI q(ue) lv]|<1

CcOomo

min  sup (w,v) = min |wl,.
WEDIy o (ue) lv]|<1 WEDIy o (ue)

Logo,

min |w|, <e.
W€Dy q(ue)

Isto, juntamente com (3.7), implica que existe (u,) € B, fazendo € = L tal que

1
inf I g < Ina(un) <infly, + —.
B, Br n

Passando ao limite quando n — oo obtemos

]A,a(un) — lllf ]A,a =c
By

e
m(u,) = |w|, — 0.
Logo (u,) é uma sequéncia (PS)..
Portanto, pelo Lema 2.3 existe uma funcao uy € DV?(RY) e a menos de subsequéncia de u,,
tal que

U, — uy em DV?(RY)

como Iy, é Lip.(D"(RY),R) entdo

I,\@(un) — I)\@(’LLQ).
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Pela unicidade do limite

[)\,a(u2) = @f I)\,cr

T

Como inf I , < 0 entao,

T

I)\,a(l@) < 0. (38)

Prova de (i); De (3.3) e (3.8) segue que
I)\7a(UQ) <0< [Aya(ul).

Prova de (i); med({us > a}) > 0. De fato suponhamos por contradi¢ao que med({us >

a}) = 0.

Logo,

1 1 X
Iy o(u2) = 5 /}RN |Vu2|2d3: ~ 5 /RN ug dx

pois,
/ h(z)F(ug)dx =0
RN

quando med({us > a}) = 0. Dali, I, ,(us) se torna um funcional diferenciavel e uy é ponto

critico de Iy 4, entao I3 ,(uz) = 0.

Logo
1 , 1 ’
= |Vus|*de = — us d.
2 RN 2* RN
Como
S(/ |u2|2*dx)2l* S/ |Vu2|2da::/u2*.
RN RN
Assim,
S < (Jus2)™ & 5% < |usl%.
Temos,

1 1 .
_[>\7a(11,2) = §||U2||2 — ? /RN U% de

pois [on h(z)F(uz)dz =0 e como [Jus||* = [5v uj dz, obtemos,

1 1 " 1 . 1 3
I/\,a<u2):<§_§)/RN“§ dx:ﬁ/RNug d:EZNSN.
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Portanto,

N4

I)\ﬂ(lbg) Z S e I)\@(Ug) = C.

1
N

T e pelo Lema 2.3 temos ¢ < S%, o que é uma contradicao, portanto

~ 1
entao ¢ > S

med({uy > a}) > 0.

1
N

Seguindo as mesmas idéias feita para a demonstracao da primeira solucao, segue que ug é
também uma solugdo do problema (P ) e usando os mesmos argumentos explorados para que
uy satisfizesse (7)1, temos também uy satisfaz (i);. A demonstracao para o caso 1 < ¢ < 2* — 1,
segue o mesmo raciocinio da demonstracao de u;.

Finalizando a prova do Teorema. [ ]
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Apéndice

A

Resultados Importantes

Neste apéndice enunciaremos alguns lemas e teoremas. Esses resultados foram usados

para obter solug¢oes do problema (P) no capitulo 2 e no capitulo 3.

Teorema A.1 (Brézis e Lieb)(ver [24]) Seja Q um subconjunto aberto do RY e seja (u,) C
LP(Q2) com 1 < p < oco. Se

(i) (uy) € limitada em LP(S2)

(ii) u, — u q.t.p em €1 entdo

L (R T R s

Lema A.1 (Brésiz e Lieb )(ver [12]) Seja Q um subconjunto de aberto do RN e
(fn) C LP(Q), f € LP(Q) com 1 < p. Suponha que f,(xr) — f(x) q.t.p. em Q e que existe
C >0, tal que

/]fn|pdx§C, V' neN.
Q

Entao,

/fngod:c — /fgoda:, Ve LI(Q),
Q Q

T
onde,}—)—l—a—l.
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Lema A.2 (Lema de Fatou)(ver [17]) Seja (f,) uma sequéncia de fung¢des mensurdvel e g, h

sao funcoes integrdveis entao
a)fn < g q.t.p. para todo n = [limsup f, > limsup [ f,.

b)fn > h g.t.p. para todo n = [liminf f,, <liminf [ f,.

Teorema A.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbeque)(ver [11]) Seja (f,) uma
sequéncia de fungoes integrdveis que convergem em quase todo ponto para funcao mensurdvel f.

Se existe uma funcao integrdvel g tal que

|fal <gV neN

/ fdu = lim / fm

Teorema A.3 (Desigualdade de Hélder)(ver [11]) Sejam f € LP(Q) e g € LP(Q), onde

entdo f € integrdvel e

1§p<+ooez—1)+%:1. Entao,

fa € L) e | falliey < I1f e llgllaw-
Uma consequéncia muito util da desigualdade de Holder ¢ a sequinte. Sejam f1, fo, f3.- -+, fx
funcoes tais que

1 1 1 1
fiel’P(2),1<i<k com-=—+—+---4+—<1.
b D1 P2 Pk

Entao o produto

f=h-fo-fs- fe € LF(Q)

[ fllzr@) < I fallzes) - - 1 fell 2o @)-

104



Em particular, se f € LP(Q2) N LY(2) com 1 < p < g < 400, entdo f € L*(N2) para todo

p < s < q e se verifica a desigualdade de interpolacao

(6% —« ]_ (8% 1 —

If

0<a<l).

Teorema A.4 (Teorema da Representagao de Riesz)(ver [11]) Seja 1 <p < oo e ¢ : LP(Q2) —

R um funcional linear continuo. Entdao existe uma fungdo g € L1(2), onde % + % =1, tal que

(o0 f) = / ofdu, ¥ f € I7(9).

Além disso, ||g0||(Lp(Q))* = ||g||Lq(Q)-

Teorema A.5 (Teorema de Agnom- Douglas - Niremberg)(ver [19])
Seja f € LP(Q) com 1 < p < oo. Entio existe uma tnica u € WP(Q) N Wy (Q) que é

solugao fraca do da equacao,

—Au = fem()
u = 0, 09

Além disso, existe uma constante C' independente de f e u tal que ||ul|wz2r < C| f]|,.-

Teorema A.6 (ver [11]) Seja X um espa¢o de Banach reflexivo.Se (x,) é uma sequéncia

limitada em X, entdo existem uma subsequéncia (x,,) C (v,) e x € X tais que
T, =2 em X.
Teorema A.7 (ver [11]) Sejam (f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(R), tais que
fo— [ em LP(Q).

Entao, a menos de subsequéncia,
(1) falz) = f(2) q.t.p em Q

(2) | fu(2)| < g(x) q.t.p em Q,onde g € LP(Q).
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Teorema A.8 (Teorema do Valor Médio)(ver [20]) Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua.

Se f for derivavel em (a,b), entdo existe A € (a,b) tal que

fb) — f(a)

Foy = Hed

Lema A.3 (ver [23]) O Gradiente Generalizado de uma funcao f € Lip.(X,R) (0f(x)) €

sempre um conjunto diferente do vazio.

Teorema A.9 (Teorema de Hahn- Banach, 2° Forma Geométrica) (ver[11]) Sejam A, B C X
convexos, nao vazios e disjuntos. Suponha que A € fechado e B € compacto. Entao, existe um

hiperplano fechado que separa no sentido estrito os conjuntos A e B.
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Apéndice

‘B

Funcionais Diferenciaveis

Defini¢ao B.1 (ver [24], pg 07) Seja X um espago normado e J : X — R um funcional.

Dizemos que J é Gateaux diferenciavel em u quando,

lim J(u+th) — J(u)

t—0 t

existe.

Definicao B.2 (ver [24], pg 07) Seja X um espaco normado e J : X — R um funcional.
Dizemos que J € Frechet diferencidvel em u € X se existir L : X — R um funcional linear tal

que

J(u+h) — J(u) — L(h)
[

— 0 quando ||h]| — 0.

Proposicao B.1 (ver [24], pg 08) Se a diferencial de J no sentido de Gateauzr é continua em
X, entio J € C'(X,R).

Afirmagao B.1 O funcional ¥ é de classe C*(DY?(RY), R).

De fato, seja a funcao

v:DY(RY) — R
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Inicialmente, vamos mostrar que a funcao ¥ estd bem definido. De fato, desde que

u € L? (RY) e u™ < |u| entdo

32 < +00.

* ].
2
dr = —
T 2*\u

1 x 1
U(u) = —/ (u)de < — - lu

Mostraremos que W é Gateaux diferenciavel. Sem perder a generalidade podemos supor que
u>0,ut =u
Além disso, considere t € R com 0 < [t| < 1. Seja f : [0,1] — R a funcao definida por

1 .
f(s)= ;(u + stv)? para todo u,v € DY3(RY), com t fixado.
Desde que a fungao f é continua em [0, 1] e derivavel em (0, 1) do Teorema do Valor Médio,

existe # tal que

f) = fo) _
10 f(9)

ou seja,

1 P .
;(u +tv)* — ;uz = (u+0tv)* 'tv

Passando ao limite na expressao acima com t — 0, obtemos
1 26 1,9
=(u+tv)* —szu o1

lim 2 2 = lim(u + tv)
t—0 t—0

v

Note que |(u+ 0tv)* ~to| = (Ju+0tv])* o] < (Ju|+|v])? o], pois [t| < 1 e com 6 € (0,1)

implica que |0].]t| < 1. Logo,

[(u+ 0tv)* o] < (Jul + [v])* o],

Observe que |[v] € L¥ (RY) e (Ju|+|v])* ! € L%(RN) e 5 +—— = 1 assim pela desigualdade
de Holder
[l (Jul + [)* 7! € LYRY).

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbegue que

1 ov 1 o
= (u 4+ tv — 57
lim 2 ) 2 dr = / uvdz.
t -

t—0 RN
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Note que o primeiro membro da iqualdade é justamente a derivada de Gateaux de W. Assim,
Jen ©* "tudx ¢ o candidato natural para ser W' (u)v.
Vamos mostrar que ¥'(u) é continua no dual D?(RY). De fato, seja (u,) C D"?(R") tal

que
u, — u em DY(RY)
pela imersdo continua de Sobolev D2(RY) <« L2"(RY) temos
u, — u em L¥(RY)

entao a menos de subsequéncia

un(z) — u(z) ¢tp. em RN (B.1)
e existe g € L (RY) tal que

lun(z)] < g(x) gtp. em RV, (B.2)

Decorre de (B.1) e (B.2) que

2*—1
n

w?> ) — w7 (z) g¢tp. em RY

Assim se v € DY2(RY) tem-se que

w? Nr)u(r) — u¥ Nx)v(x) ¢tp. em RY

n

2 N z)v(z)] < |¢* | qtp. em RV,

n —
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Observe que v € L¥ (RY), > ! € L¥1 1(RN) e 2% + —+— =1, assim pela desigualdade de

2% —1

Holder
" ] € LYRY)
de onde segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
/ > ode — u* “lvdxr quando n — +oc.
RN RN

Observe que

‘\P’(un)v—ﬁl’(u)v‘ = ‘/ ui*_lvda:—/ u® _1vdx’
RN RN
— ‘/ u? 1)vdx‘
RN

< / ju2 =t — w7 |v|da.
RN

Como (u? 1 —u? 1) € L%(RN) e v € L? (RY) pela desigualdade de Hélder temos

| [ e S NP

LTF=T (RY)
Usando as imersoes continua de DM2(RY) — L2 (RY). Obtemos

2%—1 2*—1’ ‘
n

271 _ 271
o oVl < Ol a2 g 01

lu
Desde que ||v|| <1, V v € D¥?(RY), segue-se

Clu? =t —u*~

Joll < Ch = =™ e

Portanto,

sup |V (uy)v — ¥'(u)v| < Clu2 ' —u® !
sup [ W0 = W] < C .
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Desde que

u, —u em L*(RY)

entao,

)
ul = u Tt em L%(RN).

Logo,

21 u2**1| ,

- _or — 0 quando n — 4o00.
L2"—1(RN)

lu

Mostrando que ¥'(u) é continua no (D“2(RM))* C L%(RN ). Portanto, o funcional

U € C1(D'2(RY), R).
Afirmacao B.2 O funcional Q € de classe C*(DV?(RY), R).

De fato, seja a funcao
Q:DYRY) — R
1
u Q(u):—/ |Vu|*dx.
2 RN

Além disso,

Q' (u)v = (u, v) Vv e DUA(RY).

Primeiro mostraremos que @ é Gateaux diferencidvel. Sejam u,v € DV2(RY)

oQ () = lim Qluttv) —Quw) _ . L u+ to,u + to) — 1 (u,u)

% t—0 t t—0 t

ou seja,

111



Assim, (u,v) é o candidato natural para ser Q'(u)v. Observe que @ é diferencidvel a Fréchet,

pois

Qu+v) = Qu) — (wv) _ 3 utvutv) —slul® = {wv) _ o]

o] N o] 2

Passando ao limite ||v|| — 0 obtemos

lim M:

lim
Iv]|—0 2

[0l =0

(Q(u +v) = Qu) = (u, U>)

o]

Mostrando que @ é diferenciavel a Fréchet. Afirmamos que ) é continua. Observe que

(u,) C DY*(RY) tal que
u, — u em D“(RY). (B.3)
Para mostrar que @)’ é continuo, devemos verificar que
Q@ (u,) — @Q(u) em (DVY(RM))*
isto é,

1Q (un) = Q' ()]l = sup [{Q'(un) = Q(u),v) | = 0.

vll<1
Dado v € DY2(RY) com |jv]| < 1 temos
[(Q'(un) = Q'(w),0) | = [{Q'(un),v) = (Q'(u), v) |

= | {un,v) = (u, )|

= |[{un —w,0) |

A

[n = wl[[]]-
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Logo,

Q' (un) = Q' (u),0) | < lun — w0

para todo v € DV(RY) com |jv]| < 1.

Donde segue que

F sup [(Q(un) = Q'(u),v) [ < [Jun — ul.

llvll<1

Passando ao limite n — oo, obtemos de (B.3)

sup [(Q'(un) — Q'(u),v) |, = 0.

vll<1

Mostrando que Q € C*(D"?(R)N R).
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