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Resumo

Nas tltimas décadas, varios tipos de equacoes diferenciais parciais foram utilizadas como
modelos matematicos que descrevem propriedades fisicas, quimicas, biologicas e da engenharia,
veja Lagnese [5] para detalhes. Entre eles, os estudos de modelos matemético de vibragao
associados as estruturas flexiveis, foram consideravelmente estimulados nos tultimos anos por um
numero crescente de questoes de preocupagao pratica, (veja [2, 3, 4, 6, 7, 8]). Investigacao sobre
sistemas distribuidos concentrou-se principalmente sobre a existéncia, unicidade e estabilizacao
de modelos dinamicos tais como cordas, membranas, placas e vigas (veja [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]).

Neste trabalho estamos considerando a equagao dinamica de Von Karmén para placas
viscoelaticas na presenca de um efeito memoria na fronteira. Mostramos a existéncia e unicidade

de solucoes fracas e fortes para este sistema.



Abstract

For the last several decades, various types of equations have been employed as some
mathematical model describing physical, chemical, biological and engineering systems (see [5]).
Among them, the mathematical models of vibrating, flexible structures has been considerably
stimulated in recent years by an increasing number of questions of practical concern (see
[2, 3, 4, 6, 7, 8]). Research on stabilization of distributed parameter systems has largely
focused on the stabilization of dynamic models of individual structural members such as strings,
membranes, plates and beams (see [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]). In this work we consider the dynamic
von Karman system with boundary conditions of memory type. We show the existence and

uniqueness of weak and global solutions of this system.
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Introducao

Para isto, seja Q um aberto limitado do R? com fronteira I" regular. Denotamos por v = (vy, 1)
o vetor unitario normal exterior a I' e por n = (—s,14) 0 vetor unitério tangente orientado
positivamente exterior a I'. Finalmente, por [.,.] denotamos o operador dado por

Pudv 5 Pu v N 0*u 0*v
Ox? Oy? Oxdy 0xdy  Oy? Ox?’

[u’ U] =

Entao as equacgoes que descrevem as pequenas vibragoes de uma placa homogénea isotropica

de densidades uniformes sao dadas por:

uy + A%u = [u,v]  sobre Qx]0,00], (1)
A*v = —[u,u] sobre $2x]0,o00], (2)
com condigoes iniciais
u(,y,0) = uo(z,y);  w(x,y,0) =wi(z,y) (z,y) €, (3)
e condigoes de fronteiras
v:%:() em I'x]0,o00[ (4)
0 ! 0
8_3 +/0 g1(t —s) (Blu(s) + pla—Z(s)) ds=0 em TI'x]0,o00[ (5)
t
U — / go(t — 8)(Bau(s) — pou(s)) ds em I'x]0, oc0]. (6)
0

Aqui por By e By estamos denotando os seguintes operadores

By =Au— (1 —p)Biu

B 0Au
 ov

@BQU
or

B, + (1= p)



onde 4 €]0, 1[ ¢ a constante de Poisson e

0*u ,0*u  ,0%u

Bll[, = 2]/11/2m — Vla_yZ Vy 2

92
Bou = (v} — VS)—uy + 111 {

*u  O%u
00 ’

a2 o?

Em (2.1) e (2.2), u = u(z,y,t) denota a posicao da placa e v = v(z,y,t) é a funcio strees de
Airy’s. Podemos interpretar a equagao (2.2) dizendo que as tensoes a qualquer momento depende
do comportamento completo das tensdes que o material sofreu. Denotamos por g € C?*(R,R)

uma funcao real positiva satisfazendo as seguintes condigoes:
9.9,9" € L'(0,00), a=1 —/ g(s)ds > 0, (7)
0

g(t) >0, ¢'(t) <0 (8)

Assumiremos que existe uma ponto zy € R? tal que
F={zel:v(x) (xr—mx0) >0}
Denotando por m(x) = z — xg, da compacidade de I" temos que existe o > 0 tal que
m(z) - v(x) > d§ > 0.

O sistema de von Kdrmén com damping friccional no dominio ou na fronteira (ou em parte da
fronteira) foi estudado por M. Horn and I. Lasiecka em [2, 3], M. Horn, A. Favini, I. Lasiecka
and D. Tataru em [4] and J. Puel and M. Tucsnak [8]. Eles provaram que o sistema de von
Karman com damping friccional é exponencialmente estavel.

O sistema acima foi estudado por Rivera, Portillo and Santos [7]. Eles mostraram que o
sistema acima com memoria na fronteira e exponencialmente e polinomialmente estavel, com
taxas de decaimento que depende do comportamento da fungao relaxamento. Rivera e Menzala
[6] provaram a existéncia de solucao global forte e fraca do sistema de von Kérman com meméria
em todo o dominio bem como a estabilidade exponencial e polinomial do referido sistema.

Para um perfeito significado fisico do problema estudado o leitor podera consultar Lagnese

[5]. Este trabalho foi dividido da seguinte forma. No primeiro capitulo apresentamos alguns



resultados preliminares importantes para a solucao do problema proposto. No segundo capitulo
2 demonstraremos a existéncia e unicidade de solugoes fortes e fracas para o modelo de von

Karmén. Para isto usamos o método de Faedo Kalerkin.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo utilizaremos defini¢coes e nocoes basicos da Teoria das Equacoes Diferencias,
bem como alguns Teoremas, Lemas e Proposicoes que nos auxiliarao como pré-requisitos
necessarios para melhor compreensao dos capitulos posteriores. Sendo assim, nao nos
preocuparemos nas demonstracoes de possiveis resultados utilizados preliminarmente, pois

mencionaremos os referenciais onde poderao ser encontrados.

1.1 Teoria das Distribuicoes Escalares
1.1.1 Espacos das Funcoes Testes.
Sejam () C R™ um aberto e ¢ : {2 — R, uma fung¢ao continua. Denominamos suporte de ¢,

ao fecho em €2, do conjunto dos pontos x pertencentes a {2 onde ¢ nao se anula. Denotamos o

suporte de ¢ por supp(p). Simbolicamente, temos que

supp(p) = {z € Qp(x) #0} em Q.

Usando a definigdo acima concluimos que supp(¢) é o menor fechado do qual ¢ se anula e
valem as seguintes relagoes
L. supp(¢ + ) C supp(p) U supp()
2. supp(p) C supp(p) N supp(¥)
3. supp(Ap) = X supp(p), A € R — {0}.



Neste capitulo, daremos um destaque especial as fungoes ¢ : 2 — R, com suporte compacto
contido em €2 que, sejam infinitamente diferenciaveis. Com esse objetivo definimos o espaco
Ce(€2), como sendo o espago vetorial das fungdes indefinidamente diferencidveis com suporte

compacto contido em . Os elementos de C3°(2) sdo denominados fungdes testes em (2.

Observagao 1.1.1. Por um multi-indice, entendemos, uma n-upla o = (ay, ..., ay,) de nimeros
inteiros nao negativos. Denotamos por |a| = ay + ... + a,, a ordem do multi-indice e por D* o
operador derivagdao parcial de ordem ||,
laf
D* = —8

(e%} °
Ozy ...0%n

Para a = (0, ...,0), temos por defini¢cio Dp = .
1.1.2 Convergéncia em C§°(12).

Dizemos que uma sucessao (¢, )nen de fungoes em C°(€2) converge para ¢ em C§°(€2) quando
forem satisfeitas as seguintes condigoes:

(i) Existe um conjunto compacto K C {2 tal que

supp(p) C K e supp(p,) C K, Vn € N.

(ii) D%p, — D%p uniformemente em K para todo multi-indice a.
O espago vetorial C§°(€2), junto com a nogao de convergéncia definida acima é um espago
vetorial topol6gico que denotamos por D(£2) e é denominado espago das fungoes testes.

1.1.3 Espagos LP(Q2).

Denota-se por LP(€2), 1 < p < 0o, 0 espago das fungoes u : @ — R, mensurdveis, tais que

|ulP sao Lebesgue integraveis em Q. O espago LP(f2), é um espago de Banach com a norma

el = [l
Q



Quando p = 0o, L*(2) denota o espago de Banach de todas as fungoes reais essencialmente

limitadas com norma

[ulloo = sup ess|u(z)]
€

Quando p = 2,L?(Q) é um espago de Hilbert com produto interno

(u,v) = /Q u(z)v(z)dz,

e norma induzida
uf? = [ fute)de.
Q

Observacao 1.1.2. Sendo Q limitado, obtemos D(Q2) — LP(Q2), para todo p, tal que 1 < p < oo,

com imersao continua e densa.De fato, dado ¢ € D(Q2), temos que

/Q]go(xﬂpd:z: < ilelg lo(x)[Pu(2) < oo

Isto prova a inclusiao algébrica. Para a continuidade, suponhamos que o, — ¢ em D(Q).

Mostraremos que
| teut@) = pla)pas — 0.
Notemos que,

/Q on(@) — (@) Pde = /K ou(z) — pla)|Pda

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim [ ou(r) ~p@)Pdr = Jim | |pu(x) - plo))'da.

n—oo n—oo K

= [ Jim [gu(a) = plo)rde =0,

n—oo

Podemos ainda mostrar que a imersao anterior € densa. Para isso, ver [7]



1.1.3 Distribuicoes Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de funcoes sobre (), introduz-se o conceito de

distribuicoes escalares.

Denominamos distribui¢ao escalar sobre (2 a toda forma linear e continua sobre D(£2), isto
é, uma fungao T : D(2) — R que satisfaz as seguintes condigoes
(i) T(ap + py) = oT(p) + BT (1), Yo,y € D(Q), Vo, € R

(ii) T é continua, isto é, se (¢,),en converge para ¢, em D(2), entao

T(py) = T(p) em R.

O valor da distribui¢ao 7" na fungao teste ¢, é denotada por (T, ¢).

A sucessao (T,),en, converge para T, quando a sucessao ((7,,¢)),en converge para (T, ¢)
em R para toda ¢ € D(Q2). O espaco de todas as distribuigbes sobre €2, com esta notagao de

convergeéncia serd denotado por D'(Q).

As distribuicoes que aparecem com mais frequéncia sao aquelas definidas a partir de fungoes

localmente integraveis.

Definicao 1.1.1 Dizemos que uma funcao u : 2 — R é localmente integravel em ) quando u é

integravel a Lebesgue em todo compacto K C (). O espaco das funcoes localmente integraveis

1

L .(€). Em simbolos temos

¢ denotado por L

u € L. (Q) <:>/ lu(x)|dr < oo
K

para todo compacto K C €.

A distribuicao T, assim definida ¢é dita ” gerada pela funcao localmente integravel «” e usando
o Lema Du Bois Raymond, temos que T, ¢ univocamente determinada por u, no seguinte sentido:

T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em 2. neste sentido identificamos u com a

7



1

e(€2) das funcoes localmente integraveis pode ser visto como parte

distribuicao 73, e o espaco L
do espago das distribuigdes D'(£2).
Lema 1.1.1 (Du Bois Raymond). Seja u € Li,.(Q). FEntao T,, = 0 se, e somente se, u = 0

loc

quase sempre em 2.

Demonstracao: ver [7]

1

loc(Q)a como pOde ser

Vale ressaltar que existem distribui¢oes nao definidas por fungoes de L
visto no exemplo a seguir.
Com a nogao de convergéncia, D’'(2) passa a ser um espago vetorial topoldgico e temos a

seguinte cadeia de injecoes continuas e densas

D(Q) — LP(Q) — L, (Q) — D'(), 1 < p < oc.

1.1.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o objetivo de estudar os espacos de Sobolev, introduzimos o conceito de derivada

distribucional.

A motivagao do conceito de derivada fracae, posteriormente, o conceito de derivada
distribucional, dado por Sobolev, se deve a férmula de integracao por partes do Calculo, sendo
este conceito generalizado para as distribui¢oes quaisquer em D(S2), por L. Schwartz. Veja [1].

Seja T uma distribuicao sobre €2 e o um multi-indice. A derivada no sentido das distribuicoes

de ordem a de T é definida como sendo o funcional linear
DT :D(Q2) — R,

tal que

(DaT7 ()0) = (_1)|a|(T7 Da(p)v VQO € D(Q>7

segue da definicao acima, que cada distribuicao 7" sobre €2 possui derivadas de todas as ordens.

1

loe(§2) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das distribuigoes.

Assim as fungoes de L

8



Observe que a aplicacao

D :D'(2) — D'(N)

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’'(€2). Isto significa que

lim 7, = T em D'(Q) entdo lim DT, = D*T em D'(12).
Observacao 1.1.3 Outro resultado interessante a ser mencionado é que a derivada de uma

1
loc

1

1e(£2), como mostra o exemplo a sequir.

fungao L;,.(), ndo €, em geral, uma fun¢ao L

Exemplo 1.1.1 Seja u a funcao de Heaviside, isto é, u é definida em R e tem a sequinte

forma

1 se z>0
u(r) =
0 se <0

assumindo qualquer valor em x = 0.

1

1 (Q) mas sua derivada v = &y ndo pertence a L} (). Como

loc

S0 & Li.(Q). Basta verificar que u' = &.

loc

De fato

Esta funcao u pertence a L

<u,p> = <u, ¢ >

= ¢(0)
= < do,p >, Vo e D).

Tal fato, motivard a definicao de uma classe significativa de espagos de Banach de funcoes,

conhecidos sob a denominacao de Espagos de Sobolev.



Observagao 1.1.4 Se u € C*(R"), para cada |a| < k, entdo a nogdo de derivada no sentido

classico coincide com a nocao derivada no sentido das distribuicoes, isto €,
(6%
DT, = Tpay, Y]a| < k.

E uma consequéncia simples da formula de integracao de Gauss.

1.2 Espacos de Sobolev

Apresentaremos nesta secao uma classe de espacos fundamentais para o estudo das Equacoes

Diferenciais Parciais. Esta classe é conhecida como espagos de Sobolev.
1.1.2 O espago H™(2)

Seja 2 um aberto de R™ com fronteira I' regular. Foi observada na secao anterior que se
u € LP(Q), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes. Observamos que
D*u , em geral, nao é uma distribuigdo definida por uma fungao L*(Q2). Estamos interessados
em espagos de distribui¢oes u € LP(2) cujas derivadas distribucionais permanecam em LP(£2).

Tais espacos sao denominados Espacos de Sobolev.

Dados um inteirom > 0 e 1 < p < 00 0 espago de Sobolev de ordem m sobre §2 | é o espago
vetorial denotado por WP (Q), constituido das fungoes u € LP(Q)) para as quais D%u € LP(Q2),

para todo multi-indice «, com || < m. Em simbolos temos

WmP(Q) ={u € LP(Q) : D*u € LP(Q), Ya, com |a| < m}.
O espago de Sobolev W™P(Q)) serd munido da norma

1/p

fullwmaiy = | 2 1Dl |+ 1<p<co.

laj<m

esep=0o0

10



lullwmeeqy = D 1Dl 0.

laj<m

Em ambos os casos W™P(€2) é um espago de Banach . O espago W™P({2) é um espago

reflexivo se 1 < p < 0o e separavel se 1 < p < oo.

Em particular em que p = 2, o espago W™P(2) é um espago de Hilbert, sendo denotado por

H™(), isto é,

H™(Q) = {u € L*(Q) : D*u € L*(2), Ya, com |a| < m}.

O Trago em H'(Q)

Foi demonstrado em [7] que as fungoes de H™(2) podem ser aproximadas na norma de

H™(Q), por fungio de D(2), onde D(2) é o conjunto {pg; D(R")} que se pode definir a
restricdo & fronteira I' de Q. Dado ¢ € H'(Q), consideremos uma sequéncia (i, ),en em D(S)

com

0, — @ em HY(Q).

Definimos o operador v : H'(Q) — L*(T") por

0(p) = lim oyr.

sendo este limite considerado na norma de L*(T").

O operador 7y denominado operador trago, que é continuo e linear, cujo o nicleo é Hy (£2).
De forma mais simples, escrevemos ¢|r em vez de yop. Assim, podemos caracterizar, o espago
H}(Q) por Hy(Q) = {p € H'(Q);olr = 0}. A generalizagdo do operador de trago para os

espagos H™(§2) ocorre de forma natural e, no caso m = 2, temos

11



0
H2(Q) = {90 € HAQ); ol 0, iw}

O dual topolégico do espago W™P(§2) representamos por W="7()) se 1 < p < oo com

+ % =1, p e q indices conjugados. Se ¢ € W~"9(Q), entao pp) € D'(12).

S

Quando p = 2, W™™2(Q) sera denotado por H["(Q), cujo dual é H="().

O teorema seguinte caracteriza o espago W~="9((Q2).

Teorema 1.2.1 Seja T € D'(S2). Entdo, T € W~™9(Q2) se, e somente se, existirem g, € [P(S2)
tais que T = > D%g,.

laj<m

Demonstracao: ver [2]

Proposigao 1.2.1 (Caracterizacio de H'(2)). Se T for uma forma linear continua sobre

H (), entdo existem n + 1 fungoes ug, uy, ..., u, de L*(Q), tais que

Demonstragao: ver [2]

De posse destes dois resultados concluimos que se u € H'(Q), entao Au € H~*(), sendo o

operador A : H}(Q) — H~'(Q), linear, continuo e isométrico.

Lema 1.2.1 (Desigualdade de Poincaré). Seja 2 € R™ um aberto limitado em alguma dire¢do.

Seu € HY(Q), entdo existe uma constante C' > 0 tal que
|ul720) < ClVul7z).

12



Demonstracao: ver [1]

1.3 Equacoes de Volterra

Nesta secao serd feita uma introducao a teoria das equacoes integrais de Volterra.

Definicao 1.3.1 Uma equagao integral de Volterra linear de primeira ordem € toda equagao

da forma

¢
F(0) =gt + [ kit.s)F(s)ds, (1)
0
sendo g(t) e k(t,s) funcoes dadas.
Teorema 1.3.1 Seja k(t,s) uma func¢ao continua em 0 < s < t < T,T > 0 e g(t) uma

fungdo continua em 0 < s < T. Entao existe uma tunica solug¢io continua f : [0,7] — R

satisfazendo,

Demonstracao: Existéncia

A prova é baseada nas aproximacoes sucessivas de Picard. Para isto, seja a seguinte sequéncia

de funcgoes

{fo, 2 for s frr -}

Sendo

13



fot) = g(t),
A0 —g®+Ak@@ﬂWm

t
Falt) = g0+ [ K9 fii(s)ds
0
comn =1,2,.... Desta forma

fn<t) = g(t) +

farl) = glt)+
Portanto
%@+h4@=lk@$mq@—ndﬂw.

Definindo a sequéncia @, (t) = f.(t) — fu_1(t) com po(t) = g(t) temos

@n(t):/o k(t,s)pn—1(s)ds.

Logo,

Sejam G, K constantes positivas, tais que

lg)| <G e 0<t<T, |k(s;t)] <K e 0<s<t<T.

Mostraremos que

G(Kt)"
lon(t)] < (') com 0<t<T e n=01,..
n!

14



A demonstracao sera feita por inducao. Para n = 0, temos

G(Kt)"

lpo(t)] = [g(t)] < G = o

Suponha que a propriedade seja valida para n = [. Resta mostrar que é valida paran = [+1,

por hipdtese, temos,

G(Kt)

et < 5

Para n = [+ 1, obtemos

o (t)] = / K(t, $)oi(s)ds

IN

/0 Ik(t, ) ln(s) | ds
b G(Ks)
/OK 0!

< GLm/tslds.
I () L

Assim

(;(}(S>l+1

o que conclui a demonstracao.

Portanto, vale a seguinte desigualdade

3 G(f.‘ﬁ) <y G(KT)" _ o kT,
i=0 v n=0

Desta forma, pelo teste de M. de Weirstrass, a série Y ¢,(t) é absoluta e uniformemente
n=0

convergente. Denotando f(t) = > ¢,(t), concluimos que f é continua. De fato, seja ty € [0,7].
n=0

Dai segue que,

15



li =1i = li
lim f(t) = lim Z Pt > lim (i (¢ Z Pulto) =
O que mostra a continuidade de f A fun(;ao f é solucao da equacao integral de Volterra dada

m (1.1). Com efeito,

Z@n(t) +/0 k(t, s) (Z gon_l(s)) ds

Fazendo n — oo e usando a convegéncia uniforme, obtemos que:

m t
Jin Y o(t) = [ k(ts) lim (o1 (9)ds,
n=1 0

ﬂﬁw@=£ﬂwﬁﬁw
isto é, t

f@zﬂﬂﬁéﬁmﬁwﬁ
Unicidade

Suponha que existam fungoes fi, fo continuas satisfazendo (1.1). Portanto
t

/1) = (O] = | [ k(t,8)(fi(s) = fa(s))ds) . (1.2)

Pela continuidade de f; e f,, existe C' > 0 tal que

|f1(t) = fo(t)| S C, VO <t <T.

Logo, substituindo em (1.2) vem

|f1(t) — fo(t)| S KCt, 0<t<T.

Repetindo este processo n-vezes em (1.2), obtemos

1/1(t) = fa(8)] <




Fazendo n — oo, obtemos que o

lim C(KY)

n—oo n'

=0.

Assim, concluimos que

fi(t) = fa(t).

1.4 Equacao Resolvente

Vimos pelo teorema anterior que dada g € C[0, T| existe uma tunica f € C[0,T], tal que

f@—AMmﬁ@%=W)

Desta forma, podemos considerar o seguinte operador

K :C[0,T] — C[0,T]

t
fro Kl = 710 = [ kits)p(s)ds
0
O operador K ¢ linear e bijetivo. De fato,

K é linear.

K[fi(t) = Af2(D)] = fl(t)_)‘fQ(t)+/0 k(t,s)(f1(s) + Afa(s))ds
= fl(t)—)\fg(t)—i—/o k(t,s)fl(s)ds—F/\/O k(t, s)fa2(s))ds

= filt) + /Otk(t, s)f1(s)ds + A (fg(t) + /Ot k(t, s)fQ(s)ds)
= K[fi] + AK[fs].

K ¢ bijetivo.
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A sobretividade segue do fato que, dada g € C|0, T, pelo teorema de existéncia e unicidade,
existe uma tunica f € C[0,T] tal que K[f] = g. Concluimos a injetividade de maneira andloga,
pois K[f] = 0 pode ser interpretada como a equacao K[f] = ¢g sendo g = 0 e pelo teorema de
existéncia e unicidade, existe uma unica f € C[0, 7] que satisfaz esta equagao, a saber f(z) = 0.
A fungéo k(t,s) é chamada nicleo do operador de Volterra. Notemos que, como foi definido

fo (t,8)po(s)ds, vem que

pa(t) =

/
- [
s
A

k(t,s)p1(s)ds
,S) /S k(s,Tg(T)drds

)
k(t,s)k(s,7)g(T)drds
t,s)k(s,7)dsg(T)dr,

q\\ﬁ
iy

pois o integrando é continuo em 0 < 7 < s < t. Assim

t

palt) = [t 7)g(r)dr
0
sendo
¢
ko(t, ) = / k(t, s)k(s, T)dsg(T)ds.
Indubitavelmente
¢
©n (1) :/ kn(t,s)g(s)ds com ¥n > 1,
0
sendo
kl(t7 S) = k(t7 8)7
¢
kn(t,s) :/ k(t, 7)k,_1(T,s)dr, n > 2.
Como



temos

ﬁmzlnw@mwm

> ki(t,s). Usando a continuidade da fungao k temos, |k(t,s)] < K

n

sendo T,(t, s)
i=1
(t=s) Dai segue que a série 7(t,s) =

analogamente podemos mostrar que |k,(t,s)| < ( 0
n—1)!

oo

> kn(t,s) é absoluta e, portanto, uniformemente convergente. A fungao 7(t,s) é chamada de

n=1
ntcleo resolvente de k(t, s).

Teorema 1.4.1 Se k(t,s) e g(t) sao continuas, entdo a unica solu¢io continua de (1.1) é

dada por t
fwzmwﬁéde@w

Demonstracgao: Das relagoes anteriores

/Otr(t, s)g(s)ds = /Ot gki(t’ $)g(s)ds.

Como a série converge uniformemente pode-se permutar a ordem da soma com integragao,

obtendo
o0

ou seja,

Observacao 1.4.1. O teorema anterior mostra que o operador inverso K—' tem a forma de

uma equacao integral de Volterra, ou seja

K~ C[0,T] — C[0,T]
gHK”MzwwﬁKNWM@%
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1.5 Outros Resultados Importantes

A seguir enuciaremos mais alguns resultados que serao utilizados posteriormente.

Definicao 1.5.1(Convergéncia Fraca) Sejam E um espago de Banach e (u,),en uma sequéncia

de E. Temos que u — u fracamente se, e somente se,

<(,0,Uq,> — <S0,U>, Yu € E.

Definigao 1.5.2(Convergencia Fraca Estrela) Sejam E um espaco de Banach, ¢ € E' € (p,),en

uma sequéncia de E'. Temos que @, — @ fraco x se, somente se,

<(,D,/,U> - <§0,U>, \V/U c E.

Lema 1.5.1 Seja f uma fungdo real positiva de classe Ct. Se existirem constantes positivas

Co,C1 €7y tais que

J(t) < —cof(t) + cre™,

entao

flt) <ee .

Demonstracgao: Definindo
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temos que

F'(t) = f'(t) — 2cie™"" < —co f(t) — cre

Tomando vy = min{co, 3}, obtemos

’}/0F(t) < le(t) + cle_w.

Segue que,
F'(t) < =0 F(t).
Logo,
F(t)
< —p-
Fiey =
Integrando de 0 a ¢t. obtemos
P _ _
L < e F(t)< F 0t
Flo) <€ = F) < F)e
2
Como F(0) = f(0) + 2 e f(t) < F(t)
Y

2
com ¢ = f(0) + “
f)/

Lema 1.5.2 Seja f uma funcgdo real positiva de classe C', satisfazendo

ok
(14 t)ptt’

comp>1ekyk >0. Entao, existe uma constante ko > 0, tal que

Fi(t) < —kolf(H)]7F7 +

pf(O) + 2k

s < kP
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2k
Demonstragao: Tomamos h(t) = ! S e g(t) = f(t) + h(t). Nestas cndigdes temos

p(1+1)

0 = 0= i < V0P +

1 p\Ity o 1 1
< ko {[f(t)]Hp +(5) T — [h(tn”p}
kok?
Seja ag = min g 1, (§)1+% ! T ¢ Assim,g/(t) < —koao {[f(t)]H% + [h(t)]H%}. Como existe
kok?

uma constante positiva aq, tal que

1

) + 9] < ar {LFE) + b)) |,

concluimos que

1 /
g/(t) < _k()ao [ ¢ ]1-"—; - g (tl)Jr1 < _k,’[)(lo
“ @) “
Integrando de 0 a ¢, temos
0 “Hpf(0) + 2k
s < P90 i) 12k
koago 1 ag(1+t)P
p+——1[9(0)]7
ay
koao

1 1 /py\P!
[9(0)]7 ». Tomando ko = — (—2> , se o resultado.
a

em que as = min {p, 5
a

ai

Lema 1.5.3 (Lema de Gronwall) Sejam ¢, : [a,b] — R funcdes continuas e nao-negativas,

a>0. Se

entao,

22



Em particular, ¥ (t) € limitada e se a =0, entdo ¢ = 0.

Demonstracao: ver [1].
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucoes

Regularidade de Solucoes

Estabeleceremos aqui a existéncia e unicidade de solugoes fortes e fracas para o sistema de von

Karmén das placas de Kirchhoff dado por

uy + A%u = [u,v]  sobre Qx]0, 00, (2.1)
A*v = —[u,u] sobre Qx]0,00], (2.2)
com condigoes iniciais
u(z,y,0) = uo(z,y);  w(x,y,0) =wi(z,y) (z,y) €, (2.3)
e condigoes de fronteiras
v = % =0 em I'x]0,00] (2.4)
0 ! 0
6_3 + /0 g1(t —s) (Blu(s) + plﬁ—Z(s)) ds=0 em TI'x]0,o00[ (2.5)
¢
u— / go(t — 8)(Bau(s) — pou(s)) ds =0 em I'x]0,o0]. (2.6)
0

Inicialmente, usaremos as condigdes (2.5)-(2.6) para obter uma expressao apropriada para B e

By sobre a fronteira I'. Derivando as equagdes (2.5)-(2.6) em relagao a ¢ e usando as equagoes
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de Volterra obtemos

ou 1 ou 1 Ouy
B —)+——g, % (B — —
( 1u+plau)+gl(0)gl*( 1U+Play) 91(0) 8u’
00 1 00 1
B — — ——ghx (B — — —Uy.
(2U+a&/ mw+gﬂm@*(QU+a&/ patt) 0
Invertendo o operador integral de Volterra encontramos
ou 1 ouy ouy
D i AN SR

0
Bou + aa— — pau

ay {Ut + l{fg * ut},

1
92(0)

onde os nucleos k;, 1 = 1,2 sao as solucoes da equagao

1 1
ki + gy xk; = — gi.
9:(0)” 9:(0)
Denotando por n; = g%m eny = g%(o) obtemos

B ou ouy ou Oug ,  Ou

Blu = —pla —m {E + kl(())a — k1<t)5 + kl * % ,
00

BQU = —065 + P2uU + 7]2{%5 + kQ(O)U/ — kg(t)Uo + k; * u}

(2.7)

(2.8)

Como estamos interessados em funcao relaxamento do tipo exponencial ou polinomial e

observando que as condigoes de fronteira (2.7)-(2.8) envolve as fungoes k;, desejamos saber

se estas matém as mesmas propriedades das g;. O Lema seguinte responde esta questao. Seja

h uma fungao relaxamento e k o seu ntcleo resolvente , isto é

k(t) — k % h(t) = h(t).

Lema 2.1. Se h é uma fungao continua e positiva entao k£ também serda. Além disso,

(1) Se existem contantes positivas Cy e v com Cy < 7y tal que
h(t) < Coe™ ™,
entao a funcao k satisfaz

Co(vy =€) _q
< —
k(t)_’y—e—C'oe ’

25
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para todo 0 < e < v — C.
(2) Dado p > 1, denotamos por
t
C, := sup / (14+t)P(1+t—s)P(1+s)Pds.
teR*T J0

Se existem constantes positivas Cy com CyC, < 1 tal que
h(t) < Co(1+1)77,

entao a funcao k satisfaz

Co
< 79
Kt < 12 CoC,

Demonstracao: Veja M. L. Santos e C. Tavares [1].

(1+18)77.

Observacao: Devido a esse Lema usaremos as condigbes (2.7)-(2.8) no lugar das condigdes
(2.5)-(2.6).
A seguinte férmula de Green serd usada posteriormente.

Lema 2.2. Dados u € HY(Q) e v € H*() temos

/Q (A*u)v dz = a(u,v) + /F {(Bgu)v - (Blu)%} dr.

A demonstracao desse lema pode ser visto em [1].

Para facilitar nossa anélise, introduzimos os seguintes operadores binarios
t
G900 = [ gt = 9)le®) ~ e(s) ds.
0
t
e = [ alt=)es) ds
0

onde * denota a convolugao. Uma importante relacao entre esses operadores é dada no proximo
Lema.

Lema 2.3: Para g, € C*(]0,00[: R) temos

(Gr oo = SgOp— Lol — 14 [gop /t<m of?
990901&—29%0 29 @ thg‘p 093590 .

Demonstragao: Derivando o termo g0y obtemos
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%959@ /O g'(t = s)le(t) — o(s)|* ds

-2 [ gt = houttreto) ds+ [ ate—5) s ) Sl

de onde segue que
2 [ gt = etrpls) ds =~ ot = [ gtt =) dsle)
+Agﬁ—@ww—w@Pw—ammm2

Isto conclui a prova do Lema. O
Seja G' o inverso do operador biharmonico com condigoes de fronteira do tipo Dirichlet, isto é,

G(f) = w, onde w é a solugao do problema
A*w=f em €, w=—-—=0 sobre I.

Lema 2.4: (i) A aplicacao (u,v) € H*(Q) x H3(Q) — [u,v] € L*(Q) é limitada.
(ii) A aplicacdo (u,v) € H2(Q) x HX(Q) — G(—[u,v]) € H3Q) N W22(Q) N W*(Q) para
Q) C Q ¢ limitada.

A prova deste resultado pode ser visto [2].

Defini¢ao: Diz-se que (u,v) é solugao fraca do sistema (2.1)-(2.4) com condigoes de fronteira
(2.7)-(2.8) quando
u € C°(([0, T]); H*(Q)) N CH([0, T); L*(92)),

v e C°((0,T); HY ()

_ / : / wbyddt + / o, 0)dt = / ' /Q ((u, 0)]vdzdt + /Q (., 0)dz

8u1 ou ou Oouy 06
—m/ / +k1(0))a——k1()8y ’fl*a—}gdmt

—772/ / ( —i— —2 + k2(0)>u — ko(t)ug + ky u}@dth (2.10)

/ / AvApdzdt = / /Q [u, ¢|udzdt, (2.11)
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para todas as fungoes 6 € C°([0,T]; H*(Q)) N C*([0,T); L*(?)) com 6(.,T) = 0,6,(.,T) =0 e
¢ € CO([0, T]; HF ().
Como consequéncia do Teorema do trago (veja Lions [5] para detalhes), temos que a forma

bilinear

ou Ow
(u,w) — a(u,w) + /F <p1$% + pzuw> dr

é estritamente coerciva sobre H?(().

A energia modificada F(t) do sitema (2.1)-(2.2) é dada por

E(t) = E(t;u,v) /|ut| d:zc—l— auu /|Av|2d:13—|— /(,01 £ ‘ +,02|u|> ar

m ou 9
+ 1 — o\ ar+ 2 — k. Ou)dr.
2 /. (k;1 ‘ k; 5 )dF 2 (kg(t)|u| kyDu)dl

O teorema seguinte mostra a existéncia de solugao fraca para o problema (2.1)-(2.2).

Teorema 2.1 Suponhamos que
ki € C%(0,00), ki, —k,, k; >0, i=1,2.

Se o0s dados iniciais (ug,u1) € H*(Q) x L*(Q) entdo existe uma tinica solugdo fraca do sistema

(2.1)-(2.2) com condigoes de fronteira (2.3) e (2.7)-(2.8) .

Demonstracao: A principal idéia aqui é para usar o método de Faedo-Galerkin. Para isso,
seja {w;} ey uma base de H*(Q2) que é um sistema ortonormal completo em L*(2). Considere
Vin = w1, w2, ..., wy,] o subespago de H?(2) gerado pelos m primeiros vetores de {w; };en. Em

V., considere o problema aproximado.
Problema aproximado

Determinar v™ e v™ com

u(a,t) =Y b (w)



v (x,t) = G(—[u™,u™])
solugao do seguinte problema aproximado
/u?;wjdx +a(u™, w;j) — /[um,wj]vmdx
Q Q
ouy” 1 ou™ OUg.m ;o ou™y dw
= — +k(0)) =— —k(t)——+k —2dr
Th/r{al/ (771+ 1 )) ov 1) ov * o }81/
. m @ m ! m .
12 /F {ut + <772 + k2(0)>u ko(t)om + kg * u }w]df, (2.12)

para j = 1,...,m, com as condigoes iniciais

u™(.,0) = g, — uy em  H?() (2.13)

u(,0) = Uy — uy em L) (2.14)

Segue do Teorema de Picard que o problema (2.12)-(2.14) tem uma tnica solugao local

(u™,v™). A extensao da solugao do problema aproximado é uma consequéncia da estimativa

abaixo.

Estimatica a Priori

Multiplicando a equacao (2.12) por A’ ;(t) e somando em j obtemos:

3 [ e+ 5 o) = [ o

L ouy™ |2 p1 ou™ du* Oug m Ouy”
= "’1/{‘ v +<m+k1(0>) o o 05,5,

+k * ag,/ 8;; }dF—nQ/F{Wt ? + (n—z—l—kQ(O))umu?

— ko (t) g mul™ + ky * umu;”}df‘. (2.15)

Usando o Lema 2.1 temos
8u 811, ]_ /
' t _
/Fkl v v dr = /‘
1 d ’ au a m
_ - 0-— _
2dt/r[k1 v (/Ok(>d8>‘(9y
/ m, m 1 / m|2 1 " m
ko uTutdl = —§k:2(t) |u™]“dl" + 3 ko Ou™dl
r r r
1d : £, )
- O™ — m
2dt/p [k‘z u (/0 kz(s)ds>|u ]}df. (2.17)
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Notando que

1 [d 1 [d

/Q[um,u;”]vmdx = §/Q£([um,um])vmd:c— —Q/QE(AQUm)vmdx

1 1 1 1d
= Ame _ AmAm — __AmQ

2/Q v v dx 2/Qv v"dx 2/Q2dt]v|dx

1d
= _Z%/ |Av™*d. (2.18)
Q

Substituindo as equagoes (2.16)-(2.18) em (2.15), obtemos

%E(t) < c/F

8UO7m

ov

2
‘ dl' < cE(0, ug m, U1 m)-

Integrando a expressao acima sobre |0, t[, obtemos:
E(t) < C1E(0)

onde C} é uma constante positiva. Como F(0) é limitado, existe uma constante Cy > 0,

independente de m e de t tal que
E(t) < Cy,¥Y,, € NVt € [0,T]. (2.19)

Da estimativa (2.19) concluimos que existem fungoes u e v tais que:

u™—*u  em L>(0,T; H*()), (2.20)
u* =*u; em L=(0,T; L*(Q)), (2.21)
™ —* v em L>(0,T; HF(2)). (2.22)

Multiplicando (2.12) por 8 € C%([0,T]), tal que 5(T) = #/(T) = 0 e integrando sobre [0, T

T T
/ /umwjﬂttdxdt+/ a(u™, w;)Bdt
o Jo 0

- /0 ' /Q [u™, w;]o™ Bdwdt — /Q Uo,mw; B;(0)d + /Q w1, mw;3(0)d

T ou™ 1 ou™ Oup m, ;o O0u™Y Jw;

- (& n k2(0>>um o)t + Ky * um}wjﬁdth. (2.23)

obtemos:
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Passagem ao limite no termo [u™, w;].

Visto que

[u™ w;] = [u,w;] em L*(0,T;L*(Q))

v™ = v em L*0,T;L*())
concluimos que

[u™ w;]o™ = [u,w;lv em  L*(0,T; L*(Q)). (2.24)

Fazendo m — oo na equacdo (2.23) e observando as convergéncias (2.20)-(2.22) e (2.24)
e levando em consideragao que o conjunto {w;3 : j € N,3 € C*[0,7)]} é denso em
CY([0,77); H*(Q2)) N C*(0,T; L*(Q)), concluimos que (u,v) é solugao fraca do problema (2.1)-
(2.4) e (2.7)-(2.8).

UNICIDADE

Sejam (uy,v1) e (ug,v9) duas solugoes do problema (2.1)-(2.4) e (2.7)-(2.8) com as mesmas
condigoes iniciais. Entdo u = u; — uy e v = v; — vy sao solugdes do problema (2.1)-(2.4) e

(2.7)-(2.8) com condigoes iniciais nulas. Logo u e v satisfazem

d m aut 2 0 Ou / ou |2

- - _ 7t o= _ i

thOt /Q([u, v1)ug + [ug, v]ug)dx 2 /. (2 5 + Kk, 5 kL (¢) ay‘ dar

—2 [ Clul? + k;Bu = Ky(@)lul)dr, (2.25)

r
onde

1 9 1 1 Ou |2 9 m ouiz ., _ou

= — — — _— — _— — D—

Ey(t) 2/Q|ut| dx+2a(u,u)+2/rp1 81/‘ + po|ul*dl + 5 F(k:l(t) 81/‘ ky ay)dl“

n2
2

Usando o Lema 2.4 e a desigualdade de Cauchy-Schwars obtemos

+ (ko (t)|u)? — k,Ou)dr.
I

/([Uavﬂut + [ug, v]ug)dz < |[u, v1]|| L2 Juell 2) + w2, vl 2200 1wl 22 @)
Q
< c(||lull g2 1 llw2ee @) llwel 22 ) + Juzll g2 ([0 llw20o ) + (1wl 220))

< C(||U||H2(Q)\|U1||H2(Q)||UtHL2(Q) + ||U2||H2(Q)||U||H2(Q)||Ut||L2(Q)'
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Visto que A%v = —[u, u; + us], entdo usando o mesmo argumento que utilizamos para obter a

desigualdadde anterior encontramos

/([U’ v1]ug + [ug, v]ug)dr < c((lull g2i) l|ur | g2 @) llwl 220
Q
vzl g2 (o) [[wl g2 @) v + vall g2 (o) |udll 2@))

< cllullmzollutlliz @)

Substituindo as desigualdades anteriores em (2.25) obtemos

S < of /Q’“t‘zd““(“v“)}

m aU/t 2 ” a'U/ / 3u 2
= - o-— — -
2 J: (2 | TRy, —hl) ay‘ )ar
= 2| @l + Ky Bu— ky(t) uf)dr
Q

Integrando sobre [0, T'[, levando em conta que os dados iniciais sdo nulos e usando o lema de
Granwall concluimos que

u=1v=0.

Portanto a solucao é unica.
Lema 2.5. Suponha que f € L*(Q), g € HY*(T') e h%/? € H**T'). Entao qualquer solugio v
de

a(v,w):/gfwdx+/rgw dI‘+/th—15 dl, Yw € H*(Q)

tem a seguinte regularidade

ve HY (D).

A demonstracao deste lema pode ser vista em [5].
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REGULARIDADE DE SOLUCOES
A regularidade de solucao sera estabelecida no proximo Teorema.
Teorema 2.2. Sejam k; € C?%(0,00) tal que k;, kz,kl > 0 para ¢ = 1, 2. Suponhamos que
(ug, u1) € HH(Q) x H?(Q) satisfaz as condicoes de compatibilidade,

0 0
Biug = —plﬂ — mﬂ sobre T,
ov ov

Boug = patig + 1mou;  sobre T

Entao a solugdo do problema (2.1)-(2.4) e (2.7)-(2.8) tem a seguinte regularidade

ue CY([0,T); H2(Q)) N C([0, T]; H4(Q)),
v e C°([0,T); H(Q) N Hy(92)).

Demonstracgao: Derivando em relagao a t a igualdade

/uz}wjda: +a(u™, w;) — /[um,wj]vmdx
Q Q

B ouy" P1 ou™ Oug,m ;o Ou™y dw;
_nl/r{81/+(771+k1(0)> ov fa(t) v +k1*8 }aydr

—1s / u + (ﬁ + kg(()))um — ko (t)vom + ko * um}wde,
r

M2

obtemos:

/ uppw; dr + a(uy", w;) — /[u?,wj]vm dr — /[um, wjlvy dx
Q Q Q

B ouyy ouy" N p o ou™ , Ou' Ow;
= [T (G mO) G - KO - KT = G ar

—172/ {u?t”‘ + <p2 + k2(0)> — key () g m — ky(t)u™ + ky * u}”}wj dr. (2.26)
r T2

Multiplicando a equagao (2.26) por h;’ (t) e somando em j, obtemos

Zdt/‘ ttt| dil?—i—— (utvut)
_/[ut ,wilv md$+/[ , wilv"da
Q 0
oup} P1 ou™ ., Ou*y Ouyy
— — — — r
771/F{ v +<n1 +k1(0)> v o x ov } v £

—772/ {u’;f + (% + kQ(O))U;ﬂ + k; * Uy }uttdF
r 2

33



Usando o Lema 2.1, obtemos

d m m 1 m m m
G oy = 5 [ s

Q

3 7]1 8ug} 2 / 37%” 2 " au;”
j— m o D
5 /[U’t yug' ot dr — 5 / {2 oy ko (t) B + ky oy }dF
/{2| M2 — Ey(t)|uf"|* + kyOul" }d.

Integrando esta igualdade sobre |0, T'[ encontramos

T
E(t,u}",v]") < cE(0,u",v{") / / uyt v u de — ;/ /[u?,v?]u?cﬂd& (2.27)
o Jo

Do Lema 2.4 obtemos as seguintes estimativas

T
/ /ut LM dr < 6/ ||u:”||2Hg(Q)dt—|—C8 (2.28)
0
T
/ /ut L0 utdeds < C/o HUTH%IQ(Q)OZS, (2.29)

onde C. é uma constante positiva que depende de €. Substituindo (2.28) e (2.29) em (2.27) e

usando o Lema de Gronwall, obtemos:
E(t,u,v") <C, ¥YmeN e tel0,T].
Da estimativa acima obtemos

uf ¢ limitada em L>(0,T; L*(2)),
uf é limitada em L>(0,T; H?*()),
v é limitada em L>(0,T; HZ(Q)).

Integrando por parte a equacao (2.1) obtemos

a(u,w) = — /Q{utt — [u, v }w dx — no /F{ut + ka(0)u — ko (t)ug + ky * u}w dl

Ouy ou Oug , Ouy Ow
m /{5—"fl<o>ay*’“1“)5—“*5}5“’

para qualquer w € H?(2). Do Lema 2.5 concluimos que u € L>=(0,T; H*(2)).
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A unicidade de solucao forte é feita de modo analogo ao que foi feito para a unicidade de

solucoes fracas. O

Conclusao: Nos ultimos anos importantes progressos foram obtidos para a estabilizacao do
sistema de von Karman em especial para analise da estabilizacao de estruturas dinamicas.
Pesquisas nestas areas foram dirigidas para problemas em estruras modernas em engenharias
que necessitam de ativos feedbacks para estabilizar estruturas que podem ser instavel na auséncia
de controles (veja [5] para detalhes). Sendo assim a existéncia de solugao do problema estudado

aqui é de fundamental importancia para analise de problemas de estabilizacao.
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