UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E ESTATISTICA

Joao Carlos de Jesus Gomes da Silva

EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O SISTEMA DE
VON KARMAN DAS PLACAS COM MEMORIA

BELEM
2010



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E ESTATISTICA

Joao Carlos de Jesus Gomes da Silva

Existéncia de solucoes para o sistema de von Karman
das placas com memoria

Dissertacao apresentada ao colegiado do Programa de
Pos-Graduacao em Matematica e Estatistica - PPGME
da Universidade Federal do Pard, como pré-requisito

para a obtencao do titulo de mestre em Matematica.

ORIENTADOR: Prof. Dr. Mauro de Lima Santos

BELEM
2010



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E ESTATISTICA

Joao Carlos de Jesus Gomes da Silva

Existéncia de solugoes para o sistema de von Karman das placas com memoria

Dissertacao apresentada ao Curso de Mestrado
em Matematica e Estatistica da Universidade
Federal do Pard, como pré-requisito para a ob-

tencao do titulo de mestre em Matematica.

Data da defesa: 08 de julho de 2010.

Conceito:

Banca Examinadora

Prof. Dr. Mauro de Lima Santos (Orientador)
PPGME - UFPA

Prof. Dr. Marcus Pinto da Costa da Rocha
PPGME - UFPA

Prof. Dr. Jorge Ferreira

UFRPE



Dedicatoria

Ao Senhor DEUS, por iluminar todos os dias de minha vida.

A minha esposa, Maricilda Camara Corréa (in memoriam),
cuja existéncia foi marcada pela alegria, pelo entusiasmo e
por acreditar na vida, sendo a minha maior incentivadora.
Tenho absoluta certeza de que ela esté orgulhosa por eu haver
concluido este curso. Minha gratidao a ela é indelével, e sua
auséncia me faz sentir como se tivesse perdido uma parte da

minha historia.

Aos meus pais, Joao Cavalcante (in memoriam) e Maria José,
que, com amor e dedicacao, apoiaram-me intensamente em

todos os momentos da minha vida.
Aos meus filhos, Lorena e Lucas, os melhores presentes que

Deus me deu! Obrigado, por existirem e me permitirem a

honra de ser vosso pai!

iii



Agradecimentos

Ao Prof. Dr. Mauro de Lima Santos, que, com compreensao,
atencao, dedicagao e competéncia, aceitou orientar-me neste
trabalho.

Aos amigos Luiz Corréa e Graga Corréa, padrinhos do meu
filho, minha sincera gratidao, pela amizade, pelo incentivo e
por haverem aceitado ser meus avalistas, para que eu pudesse
ser liberado com meu salario da SEDUC, enquanto estivesse
cursando esta Pés-Graduacao.

As minhas cunhadas, Iracilda e Gracilda, minha gratidao, pela
amizade, pelo incentivo e pela colaboracao.

A minha irma Socorro, minha gratidao, pela dedicacao, pois
sempre esteve comigo nos momentos dificeis por que passei no
decorrer deste curso.

A minha grande amiga Lurdes, minha gratidao, pela amizade
e pela colaboracao ao cuidar do meu filho, na auséncia fisica
da mae.

A todos os professores e funcionarios do PPGME, que, direta
ou indiretamente, deram suas contribuicoes.

Aos amigos e colegas do Mestrado, que, com horas de alegria
e tristeza, superamos juntos as dificuldades que encontramos.
Finalmente, a todos que, com uma palavra, com um gesto,
com um pensamento, levavam-me sempre a acreditar que
tudo na vida é possivel. Basta acreditar em si mesmo, ter

persisténcia e forca para lutar e VENCER!

v



Resumo

Nas ultimas décadas, varios tipos de equagoes diferenciais parciais foram utilizadas como
modelos matematicos que descrevem propriedades fisicas, quimicas, biolégicas e da engenharia,
veja Lagnese [5] para detalhes. FEntre eles, os estudos de modelos matemético de vibragao
associados as estruturas flexiveis, foram consideravelmente estimulados nos tltimos anos por um
nimero crescente de questoes de preocupacao pratica, (veja [2,3,4,6,7,8]). Investigacao sobre
sistemas distribuidos concentrou-se principalmente sobre a existéncia, unicidade e estabilizagao
de modelos dindmicos tais como cordas, membranas, placas e vigas (veja [2,3,4,5,6,7,8]).

Neste trabalho estamos considerando a equacao dinamica de von Karman para placas
viscoelasticas na presenca de um efeito memoria na fronteira. Mostramos a existéncia e

unicidade de solugoes fraca e forte para este sistema.



Abstract

For the last several decades, various types of equations have been employed as some
mathematical model describing physical, chemical, biological and engineering systems (see [5]).
Among them, the mathematical models of vibrating, flexible structures has been considerably
stimulated in recent years by an increasing number of questions of practical concern (see
[2,3,4,6,7,8]). Research on stabilization of distributed parameter systems has largely focused
on the stabilization of dynamic models of individual structural members such as strings,
membranes, plates and beams (see [2,3,4,5,6,7,8]).

In this work we consider the dynamic von Kéarméan system with boundary conditions of
memory type. We show the existence and uniqueness of weak and global solutions of this

system.
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Introducao

O sistema de von Karmén com damping friccional no dominio ou na fronteira (ou em parte
da fronteira) foi estudado por M. Horn and I. Lasiecka em [2,3], M. Horn, A. Favini, I. Lasiecka
and D. Tataru em [4] and J. Puel and M. Tucsnak [8]. Eles provaram que o sistema de von
Kéarman com damping friccional é exponencialmente estavel.

O sistema (2.2)-(2.8) que veremos mais adiante, foi estudado por Rivera e Menzala [6].
Eles provaram a existéncia de solucao global fraca e forte do sistema de von Karman com
memoria e também a estabilidade exponencial e polinomial do referido sistema. Posteriormente,
Rivera, Portillo and Santos [7] mostraram que o sistema (2.2)-(2.8) com memoria na fronteira
¢ exponencialmente e polinomialmente estavel, com taxas de decaimento que depende do
comportamento da fun¢ao relaxamento.

Para um perfeito significado fisico do problema estudado o leitor podera consultar Lagnese
[5]. Este trabalho foi dividido da seguinte forma. No primeiro capitulo apresentamos alguns
resultados preliminares importantes para a solugao do problema proposto. No segundo capitulo
demonstraremos a existéncia e unicidade de solugoes fraca e forte para o modelo de von Karman.

Para isto usamos o método de Faedo-Galerkin.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados basicos, os quais serao utilizados no préximo
capitulo.
1.1 Teoria das Distribuicoes Escalares
1.1.1 Espacos das Fungoes Testes

Sejam () C R™ um aberto e ¢ : 2 — R, uma fun¢ao continua. Denominamos suporte de ¢,
ao fecho em €2, do conjunto dos pontos x pertencentes a {2 onde ¢ nao se anula. Denotamos o

suporte de ¢ por supp(p). Simbolicamente, temos que

supp(p) = {z € Qp(x) #0} em Q.

Usando a defini¢do concluimos que supp(¢) é o menor fechado do qual ¢ se anula e valem

as seguintes relacoes

1. supp(e + ) C supp(p) U supp(t))
2. supp(py) C supp(p) N supp(¢)
3. supp(Ap) = A supp(p), A € R — {0}.

Neste capitulo, daremos um destaque especial as funcoes ¢ : 2 — R, com suporte
compacto contido em 2 que, sejam definidamente continuamente diferenciaveis. Com esse
objetivo definimos o espaco C3°(€2), como sendo o espago vetorial das fungdes indefinidamente
continuamente diferencidaveis com suporte compacto contido em €. Os elementos de C5°(2)
sao denominados fungoes testes em €2, desde que munidos com a nocao de convergéncia dado a

seguir.



Observagao 1.1.1. Por um multi-indice, entendemos, uma n-upla o = (a, ..., ay,) de nimeros
inteiros nao negativos. Denotamos por |a| = oy + ... + oy, a ordem do multi-indice e por D* o

operador derivagao parcial de ordem |o|,

D* = %.

.09

Para o = (0, ...,0), temos por defini¢io Dp = .
1.1.2 Convergéncia em C§°(12)

Dizemos que uma sucessao (¢, )nen de fungdes em C§°(§2) converge para ¢ em C§°(2) quando
forem satisfeitas as seguintes condicoes:

(i) Existe um conjunto compacto K C {2 tal que
supp(p) C K e supp(p,) C K, Vn € N.

(ii) D*p, — D%p, uniformemente em K para todo multi-indice .
O espago vetorial C§°(£2), junto com a nogao de convergéncia definida acima é um espago
vetorial topol6gico que denotamos por D(2) e é denominado espago das fungoes testes.
Denota-se por LP(Q2), 1 < p < 0o , 0 espago das fungoes u : 2 — R, mensurdveis e tais que

|u|P sdo Lebesgue integraveis em 2. O espaco LP(£2), é um espago de Banach com a norma

ey = | luld

Quando p = oo, L*(Q2) denota o espago de Banach de todas as fungdes reais essencialmente

limitadas com norma

|t||o = sup ess|u(z)].
e

Quando p = 2, L?*(f2) é um espaco de Hilbert com produto interno

(u,v) :/Qu(a:)v(a:)da:,

e norma induzida

= [ Juto) e

3



Observacao 1.1.2. Sendo Q limitado, obtemos D(Q2) — LP(Q2), para todo p, tal que 1 < p < oo,

com imersao continua e densa. De fato, dado ¢ € D(Q), temos que

/QW(SUNPC[SU < ilelg lo(x)|Pr(€2) < oo.

Isto prova a inclusao algébrica. Para a continuidade, suponhamos que ¢, — ¢ em D().

Mostraremos que

/Q ou(z) — (@) Pdz — 0.

Notemos que,

/ lon(x) — @(x)|Pde = / lon(x) — @(x)|Pde (K compacto de Q).
Q K

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim lon(x) — @(x)[Pde = lim lon() — @(x)|Pdx
= / lim |pn(2) — ¢(x)|Pdx = 0.
K n—oo

A imersao anterior é densa.
1.1.3 Distribuicoes Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de fungoes sobre €2, introduz-se o conceito de
distribuicoes escalares.

Denominamos distribui¢do escalar sobre 2 a toda forma linear e continua sobre D(f2), isto
é, uma fungao T : D(Q2) — R que satisfaz as seguintes condigoes
(i) T(ay + Bv) = aT(p) + BT(V), Y, ¥ € D(R), Vo, B € R

(ii) T é continua, isto é, se (¢, ),en converge para @, em D(S2), entdo

T(p,) = T(p) em R.

O valor da distribuigao 7" na funcao teste ¢, é denotada por (7, ).

A sucessao (T,,),en, converge para T', quando a sucessao ((7},, ¢)),en converge para (7', ¢) em



R para toda ¢ € D(2). O espago das distribui¢oes sobre €2, com esta notagdo de convergéncia
sera denotado por D'(€2).
As distribuictes que aparecem com mais frequécia sao aquelas definidas a partir de fungoes

. z . 1
localmente integraveis (L,

(Q2)), vale ressaltar que D'(€2) é o dual topoldgico de D(Q2).
Definicao 1.1.1 Temos que uma fungdao u : 2 — R € localmente integrdvel em €2 quando u €

integrdvel a Lebesgue em todo compacto K C Q. O espaco das fungies localmente integrdveis €

1

Le(2). Em simbolos temos

denotado por L
u€ L, (Q) e / lu(z)|dx < oo,
K

para todo compacto K C ).
A distribuicao T, assim definida ¢é dita “gerada pela funcao localmente integravel u” e usando
o Lema Du Bois Raymond, temos que T, ¢ univocamente determinada por u, no seguinte sentido:

T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em §2. neste sentido identificamos u com a

1
loc

distribuicao T, e o espago L; .(£2) das fungoes localmente integraveis pode ser visto como parte
do espago das distribuigdes D'(£2).
Lema 1.1.1 (Du Bois Raymond) Seja u € L}, (Q). Entio T, = 0 se, e somente se, u =0 quase
sempre em ).

Vale ressaltar que existem distribuigoes nao definidas por fungoes de Lj ().

Com a nogao de convergéncia, D’'(Q2) passa a ser um espago vetorial topoldgico e temos a

seguinte cadeia de injecoes continuas e densas
D(Q) — LP(Q) — L}, () — D'(Q), 1 < p < oo.

1.1.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o objetivo de estudar os espacos de Sobolev, introduzimos o conceito de derivada
distribucional.

A motivacao do conceito de derivada fraca, posteriormente, o conceito de derivada
distribucional, dado por Sobolev, se deve a féormula de integracao por partes do Calculo, sendo
este conceito generalizado para as distribuigoes quaisquer em D(£2), por L. Schwartz.

Seja T' uma distribuicao sobre €2 e & um multi-indice. A derivada no sentido das distribuigoes



de ordem a de T é definida como sendo o funcional linear
DT :D(?) — R,

tal que
(DT, ¢) = (=1)*(T, D*¢), ¥y € D(Q).

Segue da definicao acima, que cada distribuicao T' sobre 2 possui derivadas de todas as
ordens. Assim as fungdes de L}, .(2) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das
distribuicoes.

Observe que a aplicagao

D> :D'(Q) - D'(Q)
¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(2). Isto significa que

lim 7, =T em D'(Q2) entao lim DT, = D*T em D'(12).

V—00 vV—00

Observagao 1.1.3 Se u € C*(R"), para cada |a| < k, entdo a nogdo de derivada no sentido

cldssico coincide com a nog¢ao derivada no sentido das distribuigoes, isto €,
DT, = Tpay, Vo] < k.

E uma consequéncia simples da formula de integracao de Gauss.
1.2 Espacgos de Sobolev

Apresentaremos nesta secao uma classe de espacos fundamentais para o estudo das Equacoes
Diferenciais Parciais. Esta classe é conhecida como espagos de Sobolev.
1.2.1 O espago H™(2)

Seja {2 um aberto de R™ com fronteira I regular. Foi observada na segao anterior que se
u € LP(Q), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes. Observamos que
D*u , em geral, nao é uma distribuigao definida por uma fungao LP(f2). Estamos interessados
em espacos de distribui¢oes u € LP(Q2) cujas derivadas distribucionais permanecam em LP(£2).
Tais espagos sao denominados Espacos de Sobolev.

Dados um inteirom > 0 e 1 < p < 00 0 espago de Sobolev de ordem m sobre €2 | é o espago



vetorial denotado por WP (), constituido das fungoes u € LP(2) para as quais D%u € LP({2),

para todo multi-indice a, com |a| < m. Em simbolos temos
WmP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q), Ya, com |a| < m}.

O espago de Sobolev W™P(Q)) serd munido da norma

1/p
lullwmo@y = | D 1Dl |+ 1<p<oo
|a|<m

esep=o0

lullwmeeqy = D 1Dl =0,

[ <m
Em ambos os casos W™P(Q2) é um espago de Banach . O espaco W™P(Q2) é um espago
reflexivo se 1 < p < 00 e separavel se 1 < p < .

Em caso particular em que p = 2, o espago W"™P(Q2) é um espaco de Hilbert, sendo denotado

por H™(Q), isto é,
H™(Q) ={u € L*(Q) : D*u € L*(Q), Ya, com |a| < m}.

1.2.2 O Trago em H'(Q)

As fungoes de H™(Q2) podem ser aproximadas na norma de H™(2), por funcao de D({),

onde D(2) é o conjunto {(,0@; D(R™)} que se pode definir a restri¢ao a fronteira I' de Q. Dado

¢ € H'(), consideremos uma sequéncia (i, ),eny em D(Q) com
0, =@ em HY(Q).
Definimos o operador v : H'(2) — L*(T') por

%(90) = lim Pk|T-
k—oo



sendo este limite considerado na norma de L*(T).

O operador 7, denominado operador traco, que é continuo e linear, cujo o niicleo é H ().
De forma mais simples, escrevemos | em vez de yop. Assim, podemos caracterizar, o espago
H}(Q) por HY(Q) = {p € H(Q);olr = 0}. A generalizagao do operador de trago para os
espagos H™(§2) ocorre de forma natural e, no caso m = 2, temos

0
H2(Q) = {90 € HAQ); ol 0, £|r}.

O dual topolégico do espago W™P(Q) representamos por W~=™4(Q) se 1 < p < oo com
+ % =1. Se p € W™™4(Q), entao ppo) € D'(12).
Quando m = 2, W~™2(Q) serd denotado por HJ*(2), cujo dual é H™(0Q).

1
p

O teorema seguinte caracteriza o espago W~="-9((Q).
Teorema 1.2.1 Seja T € D'(2). Entdo, T € W~™9(Q) se, e somente se, existirem g, € [P(2)
tais que T = > D%g,.

laj<m

Proposigao 1.2.1 (Caracterizacio de H~1(2)). Se T for uma forma linear continua sobre

H(Q), entao existem n + 1 funcoes ug, uy, ..., u, de L*(2), tais que

De posse destes dois resultados concluimos que se u € H'(Q), entao Au € H~(), sendo o
operador A : H}(Q) — H1(Q), linear, continuo e isométrico.
Lema 1.2.1 (Desigualdade de Poincaré). Seja 2 € R™ um aberto limitado em alguma dire¢do.

Se u € H'(Q), entao existe uma constante C' > 0 tal que

1.3 Equacoes de Volterra
Nesta secao sera feita uma introducao a teoria das equacoes integrais de Volterra.

Definicao 1.3.1 Uma equacgao integral de Volterra linear de primeira ordem é toda equagao da



forma

F0 =90+ [ Wt.5)7 )i (1)

sendo g(t) e k(t,s) funcoes dadas.
Teorema 1.3.1 Seja k(t, s) uma fungdo continua em 0 < s <t <T,T >0 e g(t) uma fun¢io

continua em 0 < s < T. Entao existe uma tunica solu¢ao continua f : [0,T] — R satisfazendo,

f@:awﬁéwmvww

Demonstracao: Existéncia

A prova é baseada nas aproximacoes sucessivas de Picard. Para isto, seja a seguinte sequéncia

de funcoes
{fo, fos forooes fur -}
Sendo
RO = a0+ [ ko))
Rt = o)+ [ s fua(s)as
comn =1,2,.... Desta forma
Fl) = o)+ [ K5 fua(s)as
Fra®) = a0+ [ (5 (o).
Portanto



Definindo a sequéncia ¢, (t) = fn(t) — fa_1(t) com p(t) = g(t), temos

@n(t):/o k(t,s)pn—1(s)ds.

Logo

Sejam (G, K constantes positivas, tais que
lg)| <G e 0<t<T, |k(s,t)] <K e 0<s<t<T.
Mostraremos que

G(Kt)"
lon(t)] < (|) com 0<t<T e n=0,1,..
n!

A demonstragao sera feita por inducao. Para n = 0, temos

G(Kt)"

()] = lg(t) < & = 5

Suponha que a propriedade seja valida para n = [. Resta mostrar que é valida paran = [+1.

Por hipdtese, temos,

G(Kt)

)] < =

Para n =1+ 1, obtemos

/tk(t, s)pi(s)ds

[ ()] =

0

t
k(¢ s)lpu(s)]ds

0

b G(Ks)
/OK 0]

< GK™ /tslds.
- M U

IN

10



Assim
G(KS)Hl

[ ()] < RES

o que conclui a demonstracao. m

Portanto, vale a seguinte desigualdade

$2GUH' S GUTY g

Desta forma pelo teste de M. de Weierstrass, a série > ¢, (t) é absoluta e uniformemente
n=0

convergente. Denotando f(t) = >  ¢,(t), concluimos que f é continua. De fato, seja ty € [0, T].

Entao
lim f(t) = lim ngn = lim (¢, (t ngn ty) =

t—to t—to t—>t0

o que mostra a continuidade de f. A fungao f é solugdo da equagao integral de Volterra dada

Z@n(t) +/0 k(t, s) (Z gon_l(s)) ds

Fazendo n — oo e usando a convegéncia uniforme, obtemos

m (1.1). Com efeito,

m t
Jim S = [ 0.6 Jim s (6,

0 =9t = [ bt )71
isto &

PO =0+ [ K5
Unicidade

Suponha que existam fungoes fi, fo continuas satisfazendo (1.1). Portanto

t

[[1(8) = fo(O)] = | | k(E,8)(fi(s) = fa(s))ds| . (1.2)

11



Pela continuidade de f; e fs, existe C' > 0 tal que

1fi(t) — o) < C,VO<t<T.

Logo, substituindo em (1.2) vem

|fi(t) — fo(t)| < KCt, 0<t<T.

Repetindo este processo n-vezes em (1.2), obtemos

C(Kt)

n!

|f1(t) = folt)] < 0<t<T.

’

Fazendo n — oo, vem que
. C(Kt)"
lim

n—oo n!

= 0.

Assim, concluimos que

fi(t) = faft). m

1.4 Equacao Resolvente

Vimos pelo teorema anterior que dada g € C[0, T| existe uma unica f € C[0,T], tal que

f@—fuwv@w:my

Desta forma, podemos considerar o seguinte operador
K :C[0,T] = C[0,T]

fHszﬂwjfuwvww

12



O operador K ¢ linear e bijetivo. De fato,

K é linear.

KIA(®) = Aa(t)] = ﬁ@—wﬁ@wh[kmﬁuw$+Aﬁ@»@
= 1Ol + [ bt s+ [ Kl

0

= fl(t)+/0tk(t,s)f1( )ds+/\< +/ktsf2 )

= K[fil + AK[f2]

K ¢ bijetivo.

A sobretividade segue do fato que, dada g € C[0, T}, pelo teorema de existéncia e unicidade,
existe uma tunica f € C[0,7] tal que K[f] = g. Concluimos a injetividade de maneira andloga,
pois K[f] = 0 pode ser interpretada como a equacao K[f] = ¢g sendo g = 0 e pelo teorema de
existéncia e unicidade, existe uma unica f € C[0, T] que satisfaz esta equagao, a saber f(z) = 0.
A funcado k(t,s) é chamada nucleo do operador de Volterra. Notemos que, como foi definido

fo (t,8)po(s)ds, vem que

t

k(t, s)p1(s)ds

\c\

)/s k(s,7)g(T)drds

_ // (t, $)k(s, 7)g(7)drds
_ /O / k(¢ $)k(s, )dsg(7)dr.

pois o integrando é continuo em 0 < 7 < s < t. Assim

w@z%kwﬁﬂww,

sendo

kQ(t,T):/ k(t, s)k(s, )dsg(T)ds.

13



Indubitavelmente

t
©n(t) :/ kn(t,s)g(s)ds com ¥n > 1,
0

dai

ki(t,s) = k(t,s),

t

kn(t, s) :/ k(t, 7)kyn_1(T,s)dT, n > 2.
Como
fult) =S it
t=0

temos

fult) = / ralt, $)g(s)ds,

sendo T,(t,s) = > ki(t,s). Usando a continuidade da funcdo k temos, |k(t,s)] < K
i=1

K™t —s)""
(n—1)!
Dai segue que a série 7(t,s) = > k,(t, s) é absoluta e, portanto, uniformemente convergente.
n=1
A fungao 7(t, s) é chamada de niicleo resolvente de k(t, s).

analogamente podemos mostrar que |k, (t, s)| <

Teorema 1.4.1 Se k(t, s) e g(t) sao continuas, entio a unica solu¢ao continua de (1.1) € dada

por

Demonstracgao: Das relagoes anteriores

/OtT(t, s)g(s)ds = /Ot Zf; ki(t, 5)g(s)ds.

Como a série converge uniformemente pode-se permutar a ordem da soma com integracao,

obtendo

[ rotsas = 3 [t ats)ds = 3o eit) = 1) = at0)

ou seja,

=0+ | 't )g(s)ds. m
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Observacao 1.4.1. O teorema anterior mostra que o operador inverso K~! tem a forma de

uma equacao integral de Volterra, ou seja
K':0[0,T] — C[0,T)

g Kl =gl0)+ [ (b s)g(s)ds.

1.5 Outros Resultados Importantes
A seguir enuciaremos mais alguns resultados que serao utilizados posteriormente
Definicao 1.5.1 (Convergéncia Fraca) Sejam E um espago de Banach e (u,),en wma sequéncia

de E. Temos que u — u fracamente se, e somente se,
(Uy, ) = (u, ), VoeFE.

Definigao 1.5.2 (Convergéncia Fraca Estrela) Sejam E um espago de Banach, ¢ € E' € (¢,)ven

uma sequéncia de E'. Temos que @, — @ fraco x se, somente se,
(pv u) = (pu), Vu€E.

Lema 1.5.1 Seja f uma funcao real positiva de classe Ct. Se existirem constantes positivas
Cy,C1 €7y tais que

J'(t) < —cof (t) + cre™,

entao
f(t) <ce ™.
Demonstragao:
Definindo
F(r) = 1) + 2
g
temos que

15



Tomando vy = min{co, 3}, obtemos

’}/0F(t) < le(t) + cle_w.

Segue que
F/(t) < =70l (t)
Logo
Py =~

Integrando de 0 a ¢t. obtemos

5((8)) <e = F(t) < F(0)e
Como F(0) = £(0) + % e f(t) < F(t)

2
com ¢ = f(0)+—cl. ]
v

Lema 1.5.2 Seja f uma funcgdo real positiva de classe C', satisfazendo

’ 141 kl
(@) < =kolf()] 77 + REDEE

comp>1ekyk >0. Entao, existe uma constante ko > 0, tal que

pf(O) + 21{1‘

16



Demonstragao:

2k
! S e g(t) = f(t) + h(t). Nestas cndigoes temos

Tomamos h(t) = m

90 = 10~ g < R VO )

gkouwwi+@f”k;wwﬁi

142 1

Seja ag = min § 1

~
INAS]
~—

- 7. Assim,

kok?

)

g(t) < —koao {[F()]"*7 + (D] }

Como existe uma constante positiva aq, tal que

(0 + 90 < an {[FO1F + ho) 5

concluimos

PPg(0) PP pf(0) + 2]
g(t) S t S ap D )
O
k?()(l()

1 -1
em que as = min { [g(O)];J} Tomando ky = — <£>p , segue o resultado.

b
B a? \a?

Lema 1.5.3 (Lema de Gronwall) Sejam ¢, : [a,b] — R fungdes continuas e nao-negativas,

a>0. Se t
ot) < at / o (3)0(s)ds,

entao,

(1) < a exp Uatws)ds] Ve ol
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Em particular, 1(t) € limitada e se a = 0, entdo ¢ = 0.
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Capitulo

2

Existencia, Unicidade e Regularidade de

Solucoes

Seja € um aberto limitado conexo do R? com fronteira I' regular, tal que
I'= FU U Fl com FU N Fl = @ e FO 7é @ (21)

Denotamos por v = (v, v,) 0 vetor unitario normal exterior a I' e por n = (—vy, 1) 0 vetor
tangente unitario orientado positivamente em I'. Finalmente, pelo [.,.] denotamos o operador

dado por
0%u 0*v Ly 0?u 0% N 0%u 0%
Ox? Oy? 0x0y 0xdy  Oy? 0x?’

[u’ U] =

As equacoes que descrevem as pequenas vibragoes de uma placa homogénea isotrépica de

densidades uniformes h sao dadas por:
t
Uy — hAuy + A%u — / g(t — 5)A*u(s)ds = [u,v] sobre Qx]0,0o0], (2.2)
0

A*v = —[u,u] sobre $2x]0,00], (2.3)

com condigoes iniciais

U({L‘,y, O) = Uo(l‘,y); ut(m,y,()) = Ul({L‘,y> (:E7y) € Q’ (24)
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e condicoes de fronteiras:

ov
V== 0 em T'yx]0,00], (2.5)
ou
U= = 0 em I'yx]0,00], (2.6)
t
Biu — By {/ g(t — s)u(s)ds} =0 em I'1x]0,00], (2.7)
0
3utt t
Bau — hE — B, gt —s)u(s)dsp =0 em T';1x]0,00], (2.8)
0
onde
Biu = Au+ (1 — p)Byu,
_ 0Au 0Bsu
sendo By e By determinados por
0?u ,0%u 0%

Blu = 21/11/2@ - Vla_yZ — 1/2@

0%u Pu  u
Bou = (12 —12)——— + 1 — — — .
2 ( 1 2) Oy 172 8y2 8272
Em (2.2), u = u(z,y,t) denota a posicao da placa e v = v(x,y,t) é a fungao strees de Airy’s.
Podemos interpretar a equagao (2.2) dizendo que as tensoes a qualquer momento depende do

comportamento completo das tensoes que o material sofreu.

Denotamos por g € C?*(R,R) uma funcido real positiva e por p uma constante tal que

0<u<l1/2

Assumiremos que ¢ satisfaz as seguintes condicoes:
9,959" € L'(0,00), o =1~ / g(s)ds > 0, (2.9)
0

g(t) >0, ¢'(t) <0. (2.10)

Para estudar a existéncia de solugdo da equagao (2.2), introduziremos os seguintes espagos

funcionais:

V={ve H(Q);v=0 em Iy}
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W:{w€H2(Q);w:g—w:0 em I'o}.
v

Com 0 < pu < 3, definimos a forma bilinear af(.,.), onde

() = / 0*u 0*v N 0%u 0% 0%u 0% N 0*u *v Lo ) 0u v p
ww.vr= 0x20x% = Oy? Oy? P 822 oy?  Oy? 0x2 a Oxdy 0xdy

LEMA 2.1 - Sejam u e v fungoes em HY(Q)NW. Entdo, temos:

/Q (A20)0dA = alu, v) + /F | {(Bgu)v _ (Blu)%} i,

Demonstragao:

Da Férmula de Green’s, temos

/Auvdx—/Vu.Vvda: = @vdf
Q Q r Ov
/A(Au)vda:—/VAu.Vvdx = aAuvdF
Q [9) T al/

/VAU.Vde = /Au.Avdm—/Au@dF.
Q [¢) T aV

Recordando a definicao de By, By e usando,

*ud*v  0%*ud?*v *u  0*v 0Byu Ov
/Q {8$2 0x? * 8y28_y2} A =2 q 0xdy QxaydA N /1“1 {( on ) v (Blu)g} dl's

De onde os resultados seguem. m

Neste capitulo, mostraremos a existéncia, unicidade e regularidade da solucao do sistema
(2.2)-(2.8). Faremos isto da seguinte maneira, primeiro usando o metédo de Galerkin, provamos
a existéncia de solugao fraca (Defini¢ao 2.1), usando regularidade eliptica e estimativa de
segunda ordem, entdo mostramos que o problema de valor inicial e de fronteira (2.2)-(2.8)

do tipo memdria, possui uma solugao de regularidade.
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Para simplificar nossa analise, apresentamos os seguintes operadores binarios

gO0*u = /0 g(t — s)a(u(t) — u(s), u(t) —u(s))ds
gOVu = /0 g(t—s) /Q |Vu(x,t) — Vu(z, s)|*dAds

t
g0u = / g(t — 8)|u(z,t) — u(z, s)|*dAds
0

LEMA 2.2 - Para qualquer v € C1(0,T; H*(SY)), temos:

t
a (/ g(t — s)v(s)ds,vt) = —%g(t)a(v, v) + %g’Da%
0
1
2
! 1 1
// g(t —s)Vu(s)ds.Vu,dA = ——g(t)/]VdeA—l——gDVv
aJo 2 Q 2
1
2

t
1
//g(t—s)v(x,s)dsvt(az,t)dA = ——g(t) \v\sz—l—ig'Dv
aJo
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Demonstragao:

Da simetria a(u,v) = a(v, u), temos:

t

Lgmot) = L[ gt = s)a(w(t) - v(s). v(t) = v(s))ds

at at J,
= % Otg(t—s){a(v(t)W(t))—QG(U(t)aU(S))+G(U(8),U(3))}d8
_ /Ot gt — $)a(v(t) — v(s), v(t) — v(s))ds + Q/Otg(t ~ $)a(v, v)ds
i /Otg(t ~ $)a(vy, v(s))ds
_ g’D@zv—Q/Otg(t—s)a(vt,v(s))ds+2/otg(t—s)a(v,vt)ds
_ g00% -2 /0 t g(t—s)a(vt,v(s))ds—i—% Ot g(s)a(v, v)ds — g(t)a(v, v)
logo

2 /0 " 4(t — s)a(op, v(s))ds = ¢ TP0 — g(t)a(v,v) + % { /0 ' 4(s)dsafo, m} _ 4 0em)

dai

2a 1tg(t — s)v(s)ds,v; | = ¢00%v — g(t)a(v,v) + 4 tg(s)dsa(v, v) p — i(gl:lﬁ%)
(/o ) dt {/0 } dt

portanto
a {gma% — (/t gds) a(v v)}
dt 0 ’ '

O que prova a primeira identidade. As provas das outras duas identidades sao analogas a

| —

a (/Otg(t — s)v(s)ds,vt) = —%g(t)a(@,v) + %g'DE)QU -

primeira. m
LEMA 2.3 - Sejam u,v e w fungoes em H*(Q) tal que v € HZ(Q), onde Q é um aberto

limitado conezo de R?. Entdo, temos que

/Qw[v,u]dA:/Qv[w,u]dA.
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Demonstragao:
Suponhamos que u,w € C*(Q) tal que v € CZ(Q2) e seja Q um aberto limitado conexo de

R?, assim sendo podemos afirmar que:

wlu, v] = v|w, u]

onde

y v Pu 5 Pu 0% N Pud®v) ; PwPu 5 Pw 0*u N 0w 0*u
0x? 0y? 0xdy 0xdy  Oy20x2) 0x? 0y? 0xdy Oxdy  Oy? Ox?

integrando por partes em 2, temos:

/w 0%v 0*u Ly Pu 0% +82u021) dA—/v 0%w 0*u Ly Pw *u +82w82u A
Q 0x? 0y? 0xdy dxdy  Oy? Ox?  Jo  \ 02 0y? 0xdy dxdy  Oy? 0z

dai, concluimos que

/Qw[v,u]dA:/Qv[w,u]dA. "

A definicado de solugcao fraca que usamos neste trabalho é determinado a seguir.
DEFINICAO 2.1 - Dizemos que o par (u,v) € uma solu¢io fraca do sistema (2.2)-(2.8)
seu € CH[0,T];V)NCY ([0, T; W), veC0,T]; H3(Q)) e satisfaz as sequintes identidades:

T T T
/ /(—utet — hVu;.V,)dA + / a(u,0)dt — / a(g*u,0)dt =
o Jo 0 0

/OT/Q[u,G]vdAdtJr/Qule(.,o)dAJrh/QVul.VO(.,O)dA (2.11)
/Q AvApdA = — /Q [, ¥]udA (2.12)

para qualquer fungdo 6 € C* ([0, T),W) tal que (., T) =0, 6,(.,T) =0 e b € C3(Q).

Para obter a energia do sistema (2.2)-(2.8) vamos multiplicar a equagao (2.2) por u, e integrar
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em {2, obtendo:

t
/uttutdx—h/Auttutdx+/A2uutdaz—// g(t — 5)A*u(s)dsudx
Q Q Q aJo

= /Q[u, vjude. (2.13)

Estudando separadamente cada termo da equagao (2.13), temos que

1d

aplicando a Férmula de Green’s, teremos

—h/Auttutdx - /Vutt Vutdx—h %utdfl
Q r, ov
Oy
= Vu|*dz — h / —u dl’ 2.15
3 [ = [ G, (2.15)

usando o LEMA 2.1, segue que

/Q (A2 udr = alu,u;) + /F 1{(Bgu)ut (Blu)%ut}dl“l

= %%a(u,u) + /F1 {(Bgu)ut (Biu) gut} dry. (2.16)

Novamente, usando a Férmula de Green’s, obtemos

/Q/Otg(t — 5)A?u(s)dsudr = — /Otg(t — s)a(u(s), uy)ds
_ /F 5, { /0 ol — s)u(s)ds} uydls
+/Fl B, {/Otg(t—s)u(s)d }%dn (2.17)
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e finalmente, usando o LEMA 2.3, encontramos

/Q[u,v}utdx = /Q[u,ut]vdx

I

N |

S~

S
=
=
=
<Y
8

|
== N = N = N

| S— S5—0 5—
>
$
>
I~
U
8

/ | Av|*dx
Q

I
~

substituindo (2.14) a (2.18) em (2.13), segue se que

1 ¢
5% uldr + ——/ |V, | d + ——a(u u) — / g(t — s)a(u(s),us)ds
0

4dt/ A dx+/rl {Bzu—h%—& </Ot (t—s)u(s)ds)}utdfl
- /F {Blu - B, (/Otg(t - s)u(s)ds) } Kty = 0

usando as condigoes de fronteira (2,7) e (2.8), obtemos

1d 1d
2 [ 2dg 4+~ e VNI
s | utde+ 55 [Vl S at 35 [ Aok

—/ g(t — s)a(u(s),uy)ds =0

0

portanto
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usando o LEMA 2.2, temos que

/Otg(t —s)a(u(s),u)ds = a </Otg(t _ S)U(S)ds,ut)

1 1
= —59(t)a(u,u) + 59’5321&

_%% {gma2u _ ( /0 t g(s)ds) a(u, u)} (2.20)

substituindo (2.19) em (2.20), teremos

1d

1
- 2 - — _ 2
57 uidx + /|Vut| d:c+2dt a(u, + /|Av| dx 2g() a(u,u) + gDa

1di
_%% {gl]82u _ (/Otg(s)ds) a(u,u)}

assim sendo segue-se que

1d
2dt J,,

1d
uidx + / |V, |*dx + §£a(u, u) + Z%/ |Av|*dx

%% {gma% _ (/0 ols )ds) a(u,u)} = —o(alu,u) + £g 0P

logo
li/ d+h/|V |d+ /|A|2d
57 x w|*dzr + a(u, u) vl?dz
2 t 1 1 / 2
+gU0"u — g(s)ds | a(u,u) p= —Eg(t)a(u,u) +59 00%u
0
e
1d 2 o 1 2 2 ! 1 1,
—— u; + h|Vue|” + z|Av|* | do + g00*u + (1 — g(s)ds ) a(u,u) p = —=g(t)a(u,u) + =¢'00"u
2dt | Jq 2 ; 2 2
dai
d 1 1 / 2
9 (1) =~ gta(u,) + 1900
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de (2.10) temos que ¢(t) > 0, ¢'(t) < 0, assim sendo

d
—E(t) <0
dt ()=

portanto concluimos que o sistema é dissipativo.

Sendo

B(t) = % {/Q (uz + | Vul? + %mm?) dz + g00%u + (1 - /Otg(s)ds) a(u,u)}

a energia modificada do sistema.
TEOREMA 2.1 - Suponhamos que g satisfaz as condi¢oes (2.9) e (2.10). Entao para quaisquer
dados iniciais (ug,u1) € W xV, h>0eT >0, existe uma unica solugcdo fraca para a equagdo
Demonstragao:

A idéia principal aqui é usar o Método de Galerkin.

Consideremos {w;} ey uma base ortogonal de W. Seja V,, = [wy, wa, ..., w,,] 0 subespago
denso de W gerado pelos primeiros autovetores de {w;};en.

Problema aproximado

Determinar .
W) = 3 Bt
V(1) = (AN TH(=[u™, u™).
Solucao:

/ upw;dA + h/ Vu Vw;dA + a(u™,w;) —a(g *u™, w;) = /[um, w;lv™dA (2.21)
Q Q 0

u™(.,0) = ugm € u*(-,0) = uym

onde
m

Uo,m = Z {/ uowldA} Wi, Urm = Z {/ ulwldA} W;
- Q . Q

=1
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Denotando por A = (a;;) a matriz dada por

Q Q

Como A é uma matriz definida positivamente, segue do Teorema de EDO’s que (2.21) tem
solugao local u™. O passo seguinte é estender a solugdo u™ a todo intervalo [0, 7], para todo
T > 0. Isto sera feito usando as estimativas a priori.

Estimativas a priori

Multiplicando a equagao (2.21) por R)(t) e somando em j = 1,2, 3, ..., m, obtemos:

/ uit > b (twd A+ h/ vul v (Z h;(t)wj) dA+a <um, > H (t)wj)
& =1 Q2 j=1 j=1
— a (g *xu, Zh;(t)wj) = /Q [um, Zh;(t)wj

j=1 Jj=1

substituindo Z h;(t)w; = v, obtemos

"d

/uttut dA+h/ Vui Vu*dA + a(u™, u*) — a(g * u™, u*) = /[um,u?]vmd/l. (2.22)
0 0

Estudando separadamente cada termo da equacao (2.22), temos

1d
uudA:——/umudA
/Qttt 2dt t Yt

= th/\t\dA (2.23)
h/QVquVu;”dA = Zdt/vut Nu"dA
= IPdA 2.24
5o L1 (2.21)
m o m\ __ lLd m ,.m
a(u™ u") = tha(u ,u™) (2.25)
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usando o LEMA 2.2, temos

~atgs ) = —a [ ote- o)
1
A (o)) oo

e finalmente, obtemos

N | —
S~
S
=
QE
IS
_3
=
3
QL
s

/ [u™ uto™dA =
Q

=S N = N = DN

/ 1iAvavmalA
o 2dt

d

— [ |Av"?dA 2.2
G [ 180 (2.27)
substituindo (2.23) a (2.27) em (2.22), encontramos

m m|2 - 1 m_l/ 2, m
[ rrpaa+ 5 [ (VarPaa+ 3 Gat ) + ot ) - So00%

1d
24t
1d 2 m m
+ §d—{gD8u —(/Ogds)a(u ,u™ }:_ZE/‘AU |*dA

assim sendo

1d !
o dA+ / Vuy" 2dA+——a u™ u —— {gD82um — (/ gds) a(u™, u™ }
3 [l V| (W )+ 5 [ gas ) aum.am)

m —— 2, m
+ 4dt/m PdA = —g(t)a(u™, u™) + 590"
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logo

1d !
——{/ [ |?dA + h/ |Vul?dA + a(u™,u™) + g00%u™ — </ gds) / ]AvaQdA
dt \Jq 0 0

1 1
= —ég(t)a(um, u™) + §g'|:l(92um

dai
1 d m|2 m2 m|2 2, m ! m ,,m
id_ |ut\ + h|Vu)|* + \Av |>dA+gD8u +(1— gds)a(u U )}
) 0
1
= =59 g(t)a(u™, u™) + gD82 m
portanto
L4 o um, oy = —Lgyatum, wmy + Lyoetem < o
2qt " V)T Y ’ 27 =

pois de (2.10), temos g(t) > 0, ¢'(t) < 0.

Integrando sobre |0, t[, obtemos:
E(t,u™,v™) < E(0,u™ v™)
como E(0,u™,v™) é limitada, segue-se que existe k > 0 tal que

E(t) <k, VmeN e Vtel0,T].

Dai, segue-se que

u™ —u em C°([0,T);W)NnC*[0,T];V)

v — v em  CY([0,T]; H3(Q)).
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Multiplicando a equagao (2.21) por 8 € C?([0,T1]) tal que 3(T) = 0 e integrando sobre [0, T7,

temos:
T T T
/ /(umwjﬁtt-l-hVum.ijﬁtt)dAdt—l—/ a(um,wj)ﬁdt—/ a(g *u™, w;)pdt =
o Jo 0 0
T
/ /[um,wj]vmﬁdA—/uoym.wjﬁt(O)dA—l—/ulm.wjﬁt(O)dA
o Jo 0 Q
Q Q
como
(W™, w;] = [u,w;] em L*(0,T; L*(2))
v™ = v em L*(0,T;L*())
logo,

(W™, w;jo™ = [u,w;lv em L*(0,T;L*(Q))

fazendo m — 0o na equagao (2.28) e usando o fato que o conjunto {w;3;j € N, 3 € C*([0,T])}
¢ denso em W, segue-se que o par (u,v) é solucao fraca do sistema (2.2)-(2.8). m

Para demonstrarmos a unicidade, supomos que (uj,v1) e (ug,v2) com u = u; — Usg
e v = — vy sejam solugdes distintas do sistema (2.2)-(2.8) com as condigoes iniciais nula.

Entao usando o mesmo argumento para obter a primeira estimativa, obtemos:
0<Et;u,v) <0=>u=v=0=>u;=uy e v =10

com ista fica demonstrado a unicidade. m
LEMA 2.4 - Suponhamos que f € L*(Q), g € H2(T'y) e h € H%(Fl), entdo qualquer solug¢ao

do problema

a(v,w):/Qﬁuc1lA+/F gwdFl+/F hg—lsdfl

satisfaz

ve HY Q)
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e também
A%y = f
ov

v:azo sobre Ty

Biv=h, By=g sobre Iy

Demonstragao:
Ver [9]. m
LEMA 2.5 - Suponhamos que u,v € H*(Q) ew € HZ(Q). Entdo, temos a sequinte desigualdade

1 1
/Q[%w]vd/l’ < c(lullae-lwllaw)® (lellme)-lwllm@)? vl

Demonstragao:

Visto que [u, v] é um operador continuo temos para € > 0:
[, v][|-2 < Cllullz—c[[v]l14e-

Denotamos por ||.||-; a norma do espago dual H /().

Usando interpolagao, para € = % temos

/ﬂ [u,w]vdA‘

VAN

clllu, wll|2[|v[l2

IN

clfullz—ellwll1rellvllz

IN

cllulslleolslloll

1 1
c(l[ullffwll)2 (lull2llwllz)? (o] -

IN

TEOREMA 2.2 - Se os dados iniciais (ug,u1) € (WNH*(Q)) x (WNH3(Q)) entdo a solugdo
do sistema (2.2)-(2.8) tem a sequinte reqularidade:

ue CH([0,T;VNH*(Q)NC([0,T); Wn HY(Q)).
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Demonstragao:

Derivando a equagao (2.21)em relagao a t, obtemos,

[ g n [ Vunudd s a(urw) - alg sl w) =
Q Q

/[u?,wj]vmquL/[um,wj]v;"dA+g(t)a(u07m,wj) (2.29)
Q Q

multiplicando a equagao (2.29) por h; (t) e somando em j e usando o LEMA 2.2, encontramos

@{Eu,ut )= [ dA}=§g'Da2u - Lgwaur )
3

= /Q ol dA + g(t)a(uo m, ) (2.30)

usando integracao, por partes, teremos

s=t

t t
[ st w)ds = gs)atuom )| = [ Shatuom i)
0 0

s=0

de onde segue

t t
m m ,.m m||2 m|2
/0 9(s)a(uom, uyy)ds < CeE(0, u”, v") + € [[ug ||H2(Q) + C/O I HHZ(Q) ds

usando o LEMA 2.5, a primeira estimativa e a desigualdade
/Q[ui”,u:”]v?dA < Nud @) -llwd i) - 1o [ r20) < Cllug([m20)- [0 200

logo de (2.30)
¢
E(t,u}*,v]") < C.E(0,u",v{") + C'/ E(s,uy",v")ds
0

usando o Lema de Gronwall, obtemos:

E(t,u",v") <C, Vm e N e Vt € [0,T]
portanto
u?  é limitada em L>(0,T;H'(Q))
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u™ ¢ limitada em L*(0,T;H*Q))
o é  limitada em L*>(0,T; HZ(Q))

=3

de onde vem que

u Sy em L0, T; HY(Q))
u™ Sy em L0, T; HA(R))
vt ot em L(0,T; Hy ()

integrando por partes a equacao (2.11), ou seja

T T

T T
(—ufy — hVut.VQt)dAdt—i—/ a(u, 0)dt —/ a(u, d) dt/ a(g *u,0)dt =
0

:>\:>\

T
/ [u deAdt+/

u0(.,0)dA + h/ Vup.VO(.,0)dA
Q 0

obtemos:

a(u — g * u,w) /{ uy — hAuy)w — [u, vlw}dA — h %wdlﬂl, Yw € W.
r, ov

Do LEMA 2.4, temos:

u—gxu€ L>®0,T; H(Q))

usando a Equacao Resolvente de Volterra, obtemos:
u € L>(0,T; H*(Q))

portanto (u,v) é solugao forte para o sistema (2.2)-(2.8).

O que conclui a prova do nosso resultado. m
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Conclusao

Nos ultimos anos importantes progressos foram obtidos para a estabilizagao do sistema de
von Karman em especial para analise da estabilizagao de estruturas dinamicas. Pesquisas nestas
areas foram dirigidas para problemas em estruturas modernas em engenharias que necessitam
de ativos feedbacks para estabilizar estruturas que podem ser instavel na auséncia de controles
(veja [5] para detalhes). Sendo assim a existéncia de solu¢ao do problema estudado aqui é de

fundamental importancia para anélise de problemas de estabilizagao.
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