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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar existéncia, unicidade e a falta de decaimento
exponencial de solucoes associadas ao seguinte sistema do tipo onda-Petrovsky com

acoplamento linear dado por

utt—Au~|—/ g(T)Au(t — 7)dT +av =0 em Q x (0,00),
0
vy + A%+ au=0 em Q x (0,00),
u=uv=Av=0 sobre I x (0,00),

(u(z, 0), v, 0)) = (uo(x), vo(2)), (us(, 0), vy 2, 0)) = (wr (), v3(x)) em

onde €2 é um aberto limitado do IR" com fronteira I' regular.

Palavras-chaves: Solugoes fortes e falta de decaimento exponencial.
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Abstract

The main purpose of this work is to study existence, uniqueness and lack of exponential

of the following problem

utt—Au—i—/ g(T)Au(t — 7)dT + av =0 in  x (0, 00),
0
v+ A%+ au=0 in Qx (0,00),
u=v=Av=0 on I' x (0,00),

(u(,0),v(x,0)) = (uo(x), vo(2)), (wi(x,0), vi(,0)) = (wa(x),v1(x)) in Q

where (2 is an open bounded set of IR" with smooth boundary I'.

Key Words: Strong solutions and lack of exponential decay



Introducao

O propodsito deste trabalho é estudar existéncia, unicidade e o nao decaimento exponencial

do sistema do tipo onda-Petrovsky com memoria e acoplamento linear dado por

uy — Au + /Ooog(T)Au(t —7)dT+av=0 em  x (0,00) (1)

v+ A%+ au=0 em Qx (0,00) (2)

w=v=Av=0 sobre I x (0,00) (3)

(u(x,0),v(x,0)) = (uo(x), vo(x)), (ur(x,0), ve(z,0)) = (ur(x), v1(x)) em (4)

onde 2 é um aberto limitado do IR* com fronteira ' regular.

O modelo acima pode ser usado para descrever a evolucao de um sistema constituido
de uma membrana eldstica e uma placa elastica sujeitas a uma forga elastica que atrai
uma a outra com coeficiente a > 0. Note que o termo [ g(s)Au(t — s)ds, age sobre a
membrana eldstica como um estabilizador.

Mostraremos que o sistema acoplado acima é dissipativo, mas o correspondente
semigrupo nao é exponencialmente estavel.

Os sistemas fracamente acoplados do tipo

uy — Au+ fuy +ov =0 em  x (0,00),
vy — Av+oau=0 em Q x (0,00),
u=v = 0 sobre I'x (0,00),

(u(,0),v(x,0)) = (uo(x), vo(2)), (wi(x,0), vi(,0)) = (wa(x),v1(x)) em
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foram estudados por diferentes autores, por exemplo [4,5,12].

O que diferencia nosso trabalho dos citados acima e suas referéncias esta no fato de
que o mecanismo dissipativo utilizado é o efeito memoria que age somente na primeira
equacao, tornando o problema mais interessante e novo na literatura.

No primeiro capitulo apresentaremos os principais resultados utilizados na dissertacgao.
No segundo capitulo, usando técnicas de semigrupos, mostraremos a existéncia e a
unicidade de solugoes globais fortes para o sistema (1) — (4). E finalmente, no terceiro
capitulo, usando o teorema devido a Gearhart, mostraremos a falta de decaimento

exponencial do sistema (1) — (4).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados importantes sobre a

teoria de semigrupos que serao utilizados nos capitulos posteriores.

1.1 Teoria de Semigrupos

1.1.1 Exponencial de operadores lineares e continuos

A fungao exponencial de operadores lineares e continuos estda bem definido. De fato, seja

X um espago de Banach, e denotamos por L um operador linear e continuo em X, isto ¢,
L:X—X.

A composicao dos operadores L o L esta bem definida e é linear e continua. Denotamos

por
L(X)={L:X — X;L élinear e continua}

’

E simples verificar que £(X) é um espaco vetorial. Sobre este espago podemos definir a

norma
ILlle = supl|L(z)|x; lz]lx <1
que faz £(X) um espago normado completo. Da definigao, concluimos que

IL o L(z)llx < Ll L) < [ILIZ ]|



Tomando supremos, encontramos
IZ oLz < [ILIIZ.
Portanto, denotando L¥ = Lo Lo Lo ...o L, k - vezes, temos
IL*]le < ILIIZ-
Podemos entao mostrar que a série

1 2 1 3 1 k
L TR A v 2 e

é convergente, portanto podemos definir exponencial de um operador como

1 1 1
L 2 3 k
e —I+L+—2!L +—3!L +...+—k!L + ...

Tomando t € IR segue

1 1

1
Lt _ 1722 3,3 k gk
e’ =1t+ Lt + 2!Lt +3!Lt —i—...—l—k!L ™+ ...
Derivando com relagao a t, temos
d
dteLt:LeLt

Estes operadores definidos por matrizes e por operadores lineares e continuos sao

chamados de semigrupos, pois verificam as seguintes propriedades:

Definigao 1.1 Uma familia de operadores T'(s) : X — X, s € R satisfazendo
(1) T(0)=1
(13) T(s)oT(t) =T(s+1)

¢ chamado de semigrupo.

1.1.2 Operadores lineares nao limitados

Em dimensao finita, todo operador linear é continuo. Isto nao é mais verdade nos
espacos de dimensao infinita. Os operadores diferenciais sao exemplos de operadores
nao limitados. De fato, denotemos por A o operador definido como A = %. O
maior espaco X que podemos considerar ¢ X = L*(IR). Isto é, A : L? — L?. Tomar

X = H'(IR) nao serve porque neste caso, A : H'(IR) — L*(IR), portanto .4 nao opera em
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X = H'(IR). Observe que A nao estd definido em todo L?(IR). O dominio de A é dado
por D(A) = {w € L*(R); Aw € L*(R)} = H'(IR).

Como regra geral podemos afirmar que os operadores lineares nao limitados nao estao
definidos sobre todo o espaco. Usando os mesmos argumentos podemos mostrar que todo

operador diferencial é um operador nao limitado. Considere o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1 : Encontre o dominio do operador A = j—; sobre L*(IRy) e mostre que

nao € um operador limitado.

O maior espaco X que podemos considerar definido o operador A é X = L?(IR). Isto é,
A IA(R,) — L(R,)
O dominio de A é dado por

D(A) = {w € L*(IR,); Aw € LA(IR,)} = HX(IR.)

Finalmente, definamos a sequéncia f,, de fungoes
fm(z) = Vme—m=

E simples verificar que f,,, ¢ uma sequéncia limitada em L?(IR,), pois

> —4NnT 1
il = [ nede =3
0

Poe outro lado,

O que mostra que A é nao limitado.

1.1.3 Semigrupos C

t

Teorema 1.1 : Um semigrupo et é uniformemente continuo se, e sé se, A € limitado.

Defini¢ao 1.2 : Diz-se que um semigrupo T(t) € fortemente continuo, ou de classe Cy,

se limy_oT(t)xr = x,emX.

Defini¢ao 1.3 : Diz-se que um semigrupo T(t) € limitado, se existe M > 1, tal que

|T(t)]] < M. Se M =1, diz-se que T'(t) € um semigrupo de contragoes.



Definigcao 1.4 : Diz-se que A ¢é gerador infinitesimal de um semigrupo T, se

D(A) = {z € X; limt_@T(t)x —

existe em X},

e para cada x € D(A), temos

Az = limy g T = L7 ()],

Assim, podemos reescrever o dominio do operador da seguinte forma:

D(A) ={w e X; Aw € X}

Exemplo 1.2 : Seja S um semigrupo com gerador infinitesimal A. Mostre que o

operador T(t) = S(t)e* € um semigrupo.

Demonstracao 1.1 Usando a defini¢cao, temos:
T(0)=s(0)=T(0) =1I.
Por outro lado,
T(t+s) = S(t+ 5)e*t+) = S(t) o S(s)ext+2)
T(t) o T(s) = S(t)e** o0 S(s)e* = S(t) o S(s)ext+s)
De onde concluimos que T(t + s) = T(t) o T(s). Portanto, T é um semigrupo de

operadores.

Exemplo 1.3 : Mostre que o operador S(t) f(x) = f(x+at)e™ é um semigrupo de famidlia

de operadores L*(R) e encontre seu gerador infinitesimal.

Demonstracao 1.2 Usando a definicdo, temos:
S(0)f(x) = f(z) = S(0) = I,¥f € L*(R)
Por outro lado,

S(t+5)f(x) = flx + alt + 5))e*H)

S(t)o S(s) = S(t)f(x + as)e™ = f(z + as + at)e®*e™ = f(z + a(s + t))e D)



De onde concluimos que
S(t)oS(s)f(z) = S(t+s)f(x),¥Vf € L*(R) = S(t) 0 S(s) = S(t + 5)

Portanto, S é um semigrupo de familia de operadores de L*(R). Calculemos o gerador

infinitesimal
limh%s(h)f (32 —fl@) _ T flz+ ah);ah — f(a)
= zz'm,HOf (x + ah)e” — f (:v);ah + flz)eth — f(z)
= limp_oe®" fla+ a’;l) — fl@) | F() i eahh— 1

= af'(x)+af(x)=Af(z),Vz € R

O limite acima existe se, e s6 se, f € HY(R). Portanto, denotando por A o gerador

infinitesimal de S, temos que

e ainda
A(f) = df+ If.¥Vfec*(R)= A= d +al
=a al f, =a-+al
O operador A € um operador linear, mas nao € limitado.

At

Definicao 1.5 : Dizemos que e € exponencialmente estdvel se existe uma constante

positiva e M > 1 tal que
e < Me™™, vt >0.

Aqui || - || denota a norma em L(X,X).

1.1.4 O problema de Cauchy

Definigao 1.6 : Diz-se que a equacio Uy = AU, U(0) = Uy € autonoma quando A € um

operador independente de t.

Se a equagao nao é autonoma, isto é, A = A(t), entdo a solugao do problema
U =AU, U(0) = Uy
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nao define um semigrupo. Para ver isto, basta considerar o caso unidimensional

/

Y = a(t)y, y(t) = yoel %

Mostremos que o operador
S(t) _ efot a(s)ds
¢ um semigrupo se, e s6 se, a(t) = a(0) = constante. De fato, da propriedade

S(t + 8) — S(t)S( ) = efH'ga s)ds _ efot a(s)dsef; a(s)ds

/OHS a(s)ds = /Ot a(s)ds + /Os a(s)ds

Usando a propriedade da integral, temos

/tt+sa(s)ds: / §)ds = © / /Osa(s)ds

Tomando o limite quando h — 0, temos que a(t) = a(0) para todo t > 0.

Segue que

Definicao 1.7 : Seja H um espaco de Hilbert. Diremos que um operador A € dissipativo

se
Re(AU,U)y <0,YU € H

Teorema 1.2 : Seja H um espago de Hilbert e S(t) o semigrupo gerado por A. Entdio,

S € um semigrupo de contracoes se, e somente se, A € dissipativo.

1.1.5 Teorema de Hille-Yosida

Definicao 1.8 : Seja A um operador em X, um espaco de Banach. Chama-se de

conjunto resolvente de A ao conjunto
o(A) ={\ e Ciw (M — A)'w e LX)}
Chama-se de espectro de A ao conjunto o(A) = C\po(A).

Definicao 1.9 : Seja A um operador num espaco de Banach X. Chamaremos de cota

superior do espectro de A ao valor

wo(A) = sup{ReX; A € o(A)}.



Definicao 1.10 : Seja A o gerador infinitesimal do semigrupo et de classe Cy. Diremos

que wo(A) € o tipo do semigrupo gerado por A se

At At
wo(A) = lim lle”] = inf nlle H

t—00 t t>0 t

Dizemos que o semigrupo e de classe Cy possui a propriedade do crescimento

determinada pelo espectro se w,(A) = wy(A).

Teorema 1.3 : Seja H um espago de Hilbert e S(t) o semigrupo gerado por A. Entdo,

S € um semigrupo de contragoes se, e so se, A € dissipativo.
Demonstracao 1.3 Suponhamos que S(t) seja de contragoes, entao ||S(t)|| < 1, e ainda
(S(hyw — w, w)y = (S(h)w, w)n — (w, ) < [wllz; — w|3 =0
Dividindo por h e tomando o limite h — 0 para w € D(A), temos que
(Aw, w)y <0
Reciprocamente, para w € D(A), temos que a fungao U(t) = S(t)w verifica
U =AU U(0) =w
Aplicando o produto interno com U na equacao acima, obtemos
(U U = (AU, Uy <0 U] <0
De onde seque
1U @)l < [Jwlls
Lembrando a definicao de U, temos
1S(t)wlle < lwlle = 1SEle < 1.
Portanto, o semigrupo é de contragoes.
|

Teorema 1.4 (Hille - Yosida): Um operador A linear, nao limitado é um gerador

infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes se, e somente se,

e A é fechado e D(A) = X

e O conjunto resolvente o(A) de A contém IR" e para todo \ > 0, € vdlido

1
—— 71 fa—
IO =47 < 5



1.1.6 Teorema de Lummer Phillips

Estudaremos outra caracterizagao dos geradores infinitesimais de semigrupos de

contragoes.

Teorema 1.5 (Teorema de Lummmer Phillips): Seja A um operador linear com

dominio denso em X

e Se A ¢ dissipativo e existe \g > 0 tal que Im(A\I — A) = X, entao A € o gerador

ifinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes.

e Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes sobre X, entdo

Im(A — A) = X para todo A > 0 e A € dissipativo.

Lema 1.1 : Seja S : X — X wum operador linear e continuo com inversa continua. Seja

B € L(B) tal que

1
1Bl < a7
S|

entao S + B € linear, continua e inversivel.

Corolario 1.1 : Seja A um operador linear, dissipativo e com dominio denso. Se

0 € p(A), entio A € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes.

Demonstracao 1.4 Pela hipdtese sabemos que A € inversivel. Note que

M—A=ANAT 1) (1.1)

s,

Pelo lema acima, tomando B = A" e S = —I, para |\| < m, temos que (ANAT1—1T) ¢
inversivel. Portanto, de (1.1), encontramos que A\I — A é inversivel, por ser a composi¢ao
de operadores inversiveis. Logo, do Teorema de Lummer Phillips, encontramos que A €

o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes.

O seguinte teorema caracteriza um operador fechado.

Teorema 1.6 Seja A um operador linear dissipativo em H. Se D(A) = 'H, entao A é

fechado.
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O seguinte teorema caracteriza a densidade do dominio do operador A no espago de

Hilbert H.

Teorema 1.7 Seja A dissipativo tal que Im(I — A) = X. Se X ¢ reflexivo, entao
D(A) = X.

Teorema 1.8 (Stone): A é gerador infinitesimal de um grupo de classe Cy de

operadores unitdrios num espaco de Hilbert H se, e somente se, iA € auto-adjunto

(A=—A").

1.1.7 Espectro de um semigrupo e estabilidade exponencial
Corolario 1.2 : Suponhamos que {\ € C; ReA > 0} C o(A)e que
(A — A)7Y| < o0, VReA > 0
Entao, existe € > 0 tal que {\ € C; ReA > —e} C o(A)
(A — A)7Y| < oo, VReA > —¢
Corolario 1.3 : Suponhamos que {\ € C; ReX > 0} C o(A) e que
|(AT — A)7Y| < 00, VReA > 0.

At

Entao, o semigrupo e’ é exponencialmente estdvel.

Como consequéncia dos resultados anteriores caracterizamos a estabilidade

exponencial de um semigrupo de contragoes.

Teorema 1.9 : Seja S(t) = e um semigrupo Cy de contracoes definido num espago de

Hilbert. Entao, S(t) € exponencialmente estdvel se, e somente se,
o(A) D {iB: B € R} =1R; ¢ limg_ool(iB] — A) || < o0
onde o(A) € o conjunto resolvente de A.

Demonstragao 1.5 Como o semigrupo € de contragoes, entao € vdlido que

1
I— A1 _-
[(A =A< oy VA > 0
Da hipotese, encontramos
(M — A)7Y| < C,YReA >0

Do coroldrio anterior, seque o resultado. O reciproco deste teorema € imediato.

11



|
O préximo resultado da uma condigao necessaria e suficiente para determinar quando

a taxa de crescimento do semigrupo é determinada pela cota superior do espectro.

Teorema 1.10 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy sobre um espago de

Hilbert. Entao temos que

wo(A) = ws(A)

se, e somente se, para todo € > 0, existe M, tal que
| — A7 < M, VRel > w,(A) +e.

Observacao 1.1 O teorema 1.10 nos diz que basta determinar a cota superior do espectro
para encontrar a melhor tara de decaimento. Quando esta propriedade € vdlida, diz-se

que o semigrupo possui a propriedade do crescimento determinada pelo espectro

(PCDE).

O seguinte resultado mostra que se A gera um semigrupo analitico e se a cota superior

do espectro é negativa, entao temos decaimento exponencial, ver Pazy [7].

Teorema 1.11 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico S(t). Se

we(S) < 0, entao existe constantes M > 1 e p > 0 tal que ||S(t)]| < Me H.

Demonstracao 1.6 : Sendo A um gerador infinitesimal de um semigrupo analitico,

existem constantes w > 0, M > 1,0 > 0 e uma vizinhanca V de X\ # w tal que

p(A) DX = {\;|arg(\ —w)| < g—i—(S}UV

e
M

R\ A)| < —— AeEX.

I (’A)H_]A—w\ para \ €
Além disso,

1
t) = — [ eMR(X\; A)d) 1.2
S(0) = 5 [ M RA) (1.2

onde T' é formado por T1 = {\ = pe +w : p > 0,7/2 < 0 < w/2+65} e
Iy ={A=pe®+w:p>0,7/2 <0< 7/2+ 5} e é orientado de tal forma que

12



Im\ cresga ao longo de T'. A convergéncia em (1.2) para t > 0 € na topologia uniforme

do operador. Por hipétese, temos que R(X; A) € analitico numa vizinhanga de
A = {\; Re\ > oy, larg(\ —w)| > 0}

onde 0 > o1 > w,(S). Do Teorema de Cauchy seque que I' em (1.2) pode ser mudado
sem variar o valor da integral para a trajetéria I onde I é composta por

F’lz{/\:peie—i—w:pzw_gl

I
I, = {ReX = oy : [ImA| < (w — oy)|tand|},

2

e € orientada de tal forma que ImM\ cresca ao longo de I''. Portanto,

|cost|

Fg:{)\:pe_w—i-w:pzw_al

|cost|

S(t) = = / / M R(A; A)d\

- 2mi
Estimando ||S(t)|| sobre I",,i = 1,2,3 encontramos parat > 1 e alguma constante M, que
|1S(t)|| < Mye™t. Desde que ||S(t)|| < My para 0 <t < 1, entao temos ||S(t)|| < Me

para t > 0. Donde seque a conclusao.

Observacao 1.2 Na prova do Teorema 1.11(ver Pazy [7], Teorema 4.3), temos
decaimento exponencial da forma ||S(t)|| < Mie™ " para todo w,(S) < o1 < 0. Em
particular, para o1 = w,(S) + €, com € > 0 muito pequeno, temos decaimento exponencial
com taxa dada pela cota superior do espectro. Desta forma, temos a propriedade do

crescimento determinada pelo espectro. Em outras palavras temos o sequinte resultado:

Teorema 1.12 Se S(t) é um semigrupo analitico com gerador infinitesimal A, entdao S

possut a propriedade do crecimento determinada pelo espectro.

1.2 Owutros resultados

Definigao 1.11 (Laz-Milgran): Seja V um espag¢o de Hilbert munido com a norma
I|.llv, @V xV — R uma forma bilinear el : V — R um funcional linear e continuo, ou

seja, L € V', sendo V' o dual de V. Considerando que a(.,.) € continua, isto €,

3C >0 a(&n)] < CliEllvlinllv, v&n €V

13



e coerciva (V - eliptica), ou seja,
Je>0:a(E,€) > clél}, Ve eV

Entao existe uma unica solucdo para o sequinte problema: encontre u € V tal que

a(u,n) =1(n)

14



Capitulo 2

Existéncia e unicidade de solucao

global

Neste capitulo estudaremos a existéncia e unicidade de solucao do seguinte sistema

acoplado de equacoes do tipo onda-Petrovsky com memoria dada por

uy — Au +/ g(T)Au(t — 7)dr +av =0 em € x (0,00) (2.1)
0

v+ A% +au=0 em 2 x (0,00) (2.2)

u=v=Av=0 sobre I' x (0,00) (2.3)

(u(,0),v(x,0)) = (uo(x), vo(2)), (wi(x,0), v1(x,0)) = (wi (), v1(x)) em Q@ (24)

Note que neste caso o operador nao é autonomo e, portanto, nao é possivel aplicar a teoria
dos semigrupos. Para transformar (2.1) numa equagao autonoma, Dafermos [1] e Fabrizio

[2], introduzem os espacos de memoria, isto é,
n=u(.,t)—u(.,t—2s) (2.5)
Note que
Ny = (., t) — ug(t — s)ens = ug(., t — s)
Somando as duas relagoes acima, temos:

e+ ns = w(., )

15



De (2.5), temos n = 0, quando s = 0, para todo ¢t > 0. Esta pode ser considerada como

condicao de contorno, enquanto
M Ji=o= w(,0) — ug(., —s) = ug — wy(., —$) = v(s)

onde v(s) é chamada de histéria de u;.

De (2.5), também temos:
An = Au(.,t) — Au(.,t — s) (2.6)
Consideremos agora o problema com histéria
gy — Au + /OO g(T)Au(t — 7)dT + av =0
0
Usando (2.6), temos:
/oog(T)Au(t —T1)dT = /OO g(T)[Au(.,t) — An(., 7)]dr = /OO g(T)dTAu — /oog<T>A77(.,T)dT
0 0 0 0

De onde a equacao original pode ser reescrita da seguinte forma:
wuy — Au + fooo g(T)dTAu — fooo g(T)An(.,7)dr +av =10
gy — (1 — fooog(T)dT)Au — fooog(T)An(., T)dT + av =0

Fazendo 8 = 1 — fooo g(T)dr, podemos, entdo, transformar a equacao (2.1) numa

equacao autonoma. Assim, o sistema completo pode ser reescrito

gy — AU — /Ooog(T)An(., T)dT +av =0 em 2 x (0,00) (2.7)
vy + A% +au=0 em Q x (0,00) (2.8)
Ns+m —u =0 em Q x (0,00) (2.9)
u=v=Av=0 sobre I' x (0,00) (2.10)

(u(z,0),v(x,0)) = (ug(x),vo(x)), (ue(x,0),v(x,0)) = (ur(x),vi(x)) em Q  (2.11)

n(z,0) = no(x) = up — ug(xr, —s) em €2 (2.12)
Seja U = (u, p,v,%,n)T. Definamos o operador A : D(A) C H — H
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U U Uy Ut
© © Uy BAu + fooo g(T)An(., 1) —av
U= v = % v = Vy = Vy
Y (0 Vg —Av? — au
n n Ug U — 7s
0O I 0 O 0 u
BA 0 —al 0 [ g(r)Adr ©
= 0O o0 o0 I 0 v
—al 0 —A% 0 0 (0
0 I 0 0  —()
o I 0 0 0 u
A 0 —al 0 T %
= 0O 0o o0 I 0 v
—al 0 —A2 0 0 W
0 I 0 0 —()s
= A

onde 7 estd definido como

Ty— /0 " o) An(r)dr, W€ D(T)

Espacgos Funcionais
Denotemos por Li((), oo; H} (2)) o espaco das fungoes de quadrado integravel, com

peso 4 e com valores no espago H{(£2), isto é,

L3(0,00: HY(Q)) = 1f; [ u(s) [, [V fdads < oo}

Este espaco munido do produto interno

Gz = [ ) [ 94,9990, 5)dnds

¢ um espaco de Hilbert.

Denotamos por ‘H o espago

H = HY(Q) x L2(Q) x Vi x L*(Q) x L2(0, 00; H ()
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onde V; = {v € H?(Q) : v = Av = 0 sobre I'}. Em H considere o seguinte produto

iterno

(u,vy = ﬁ/vu1-vv1d:€+/u2v2dx+/Au3Av3d:c+/u4v4da:
Q Q 0 0
+0z/(u1v3+ugvl)d:v+/ u(s)/Vug,(x,s)va,(x,s)dxds
Q 0 Q

onde U = (uy, U, uz, ug, us)? e V = (vy,v9,v3, 04, v5)7 .

Portanto, D(T) = {n € Lg(0,00; Hg(Q));n. € Lg(0,00; Hy(€)),n(0) = 0} e
D(A) = {(u,0,v,0,m)" € H;Bu— [~ g(r)n(r)dr € Hg(2) N H*(Q),p € Hy(Q),v €
VinHY(Q),y € Vi,n € D(A)}

Hipdtese sobre o nicleo
g(t) > 0,3ko, ki, ko > 0 —kog(t) < g (t) < —kig(t), g (t)| < kag(t) (2.13)

Para demonstrar a existéncia de solu¢ao do problema transformado usaremos o seguinte

teoremas:

Lema 2.1 : Suponha que o nicleo g satisfaz as condi¢oes (2.13). Entdo, o operador A é

o gerador infinitesimal do semigrupo S(t) = et de contracdo de classe Cy sobre H.

Demonstracao 2.1 : O sistema (2.7) — (2.12) € equivalente a

%U = AU,U(0) = Uy, U € D(A)

onde U = (u7 ®, v, ¢7 n)T; UU = (Uo, Uz, Vo, T]O)T
E suficiente mostrar que A € o gerador infinitesimal de um semigrupo. Mostremos

que A € um operador dissipativo. De fato, do produto interno em H, temos:

Uy u
Ut Ut
AU UY = (| v |,| o |
Uy vy
Tt n

= ﬁ/Vut.Vudx—F/uttutd:c—l—/AvtAvdx—l—/vttvtdx
Q Q Q Q
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—I—a/(utv+vtu)dx+/ g(T)/vnt(ZL‘,T)VT](ZL‘,T)dl’dT
Q 0 Q
= —ﬁ/utAudx+/[ﬁAu+/ g(T)An(., 1) — av|udz
0 Q 0
—|—/AUtAvdI—F/(—AgU—au)vtdx+oz/utvdx
Q Q Q

+a/ vtudx—i—/ /V u — (2, 7)).Vn(z, 7)dedr

= —ﬁ/utAud:r+ﬁ/utAudx+// T)uydz
—Oz/utvdaz+/AvtAvdx—/AQthdx—a/vtuda:
Q Q Q Q

+oz/utvdx+a/vtudx+/ g(T)/VUt.Vn(l’,T)dZEdT
Q Q 0
/ /VUT x, 7)Vn(z, 7)dxdr

= // utdIJr/QAUtAUdﬁ—/QAQUUtdx
/0 g(t )/QutAﬁ(x T)dxdT—/oog( )/UTAU(JU Pddr

- / / V.. Vn(z, 7)dzdr = / / Vi |2dzdr

da hipdtese sobre a func¢ao g concluimos que

k oo
(AU, U < ——1/ / Vnl2dzdr < 0
2 0 Q

de onde seque que A € um operador dissipativo. Portanto, pelo Coroldrio 1.1, € suficiente
verificar que 0 € p(A). Para isto, seja F = (f1, fa, f3, f1, f5) € H e considere a equagdo

resolvente
AU - AU = F

onde U = (u, p,v,%,n)T. Para A =0, temos:

—p =/ (2.14)
—BAu+av —Tn = fo (2.15)
—th =13 (2.16)

A+ au = f, (2.17)
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—p+ns= /s (2.18)
De (2.14) e (2.16), temos
0,1 € Hy() = n € L3(0,00; Hy(Q)) = n € D(T)
De (2.15) e (2.17)

—ﬂ/Vqubdm—Foz/vgbdm:/F1¢d$,F1=f2+777
Q Q Q

/AvAadw+oz/uadm—/f4adx
Q Q Q

Logo, obtemos o sequinte problema variacional: determinar u € H}(Q) e v € V; solugdo

do problema
b((u, ¢), (v,0)) = X(¢,0),Yé € Hy(Q)eVo € V;

onde

b((u, 9), (v,0)) = =8 [, VuVdr + a [, vodr + [, AvAcdx

+a / uodzx
Q

(&

X(¢,0) = [, Frodz + [, frodx
e b(. ,.) € bilinear, continua e eliptica em (H())* x (V1)?
o X(.,.) € linear e continua em H}(Q) x V;

Pelo lema de Lax - Milgran seque que existe (u,v) € H}(Q) x Vi solugdo do problema
variacional. Usando reqularidade eliptica seque que u € Hi(Q)NH?*(Q) ev € ViNH*(Q).
Portanto, U = (u, p,v,%,n)T € D(T). Logo, 0 € p(A).

Podemos resumir o resultado de existéncia e unicidade de solugao no seguinte teorema:

Teorema 2.1 : Sejam (ug, uy, vy, v1,m0)" € D(A). Entdo, existe uma tinica solugdo forte

do sistema (7) — (12) satisfazendo
u € C(0,00; Vo) N CH(0, 00; Hy(Q)) N C2(0, 00; L*(R2))
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v € C(0,00; V1) N CH0, 00; Hy(2)) N C*(0, 00; L*(12))

n € C(0,00; D(T) N CY(0, 005 L (0, 00; Hy (2)))
onde Vo = {u € Hy( — [ g(m)n(r)dr € Hyn H?,n € D(T)}

Demonstracao 2.2 : F consequéncia imediata do lema anterior.
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Capitulo 3

Falta de decaimento exponencial

Neste capitulo provaremos que o operador resolvente nao é uniformemente limitado. Isto
significa que o semigrupo S(t) sobre H, neste caso, ndo é exponencialmente estével.
Simplificaremos os célculos supondo que o nicleo é da forma g(s) = e, s € RT,
com u € RT.

Usaremos condicoes necessarias e suficientes para que o Cy-semigrupo seja
exponencialmente estavel no espaco de Hilbert. Este resultado foi obtido por Gearhart e
Huang independentemente.

Para estudar o comportamento assintético do semigrupo associado a (2.7) — (2.9),

considere o problema espectral:

—Aw,, = \w,, em {2
(3.1)
Wy, = 0 sobre T’
onde

1iMy— oo A = +00.

O seguinte teorema descreve o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.1 : Assuma que o micleo é da forma g(s) = e**, s € R", com p € R". O

semigrupo S(t) sobre H ndo € exponencialmente estdvel.

Demonstracao 3.1 Para provar que 0 SEMIGTUPO
S(t) sobre H nao é exponencialmente estdvel encontraremos uma sequéncia de funcgoes
limitadas Fy, = { fim fo.ms f3.ms fams f5.m} € H para as quais as correspondentes solugoes

da equacao resolvente nao sao limitadas. Considere a equagdo
iU, — AU, = F,,,
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Para simplificar a notacao, omitiremos o indice m. Assim,

/

iAu—@ = fi
AN — BAu+av—Tn = f,
ANV — 1 = f3 (3.2)

iy — A%+ au = f,

\ AN =@ 415 = 5

Considerando fi = f3 = f5 =0 e fo = fy = w,,, obtemos ¢ = tAu e ) = i\v. Entao, o
sistema (3.2) fica

—Nu— BAu+av —Tn = w,
220 — A%+ au = w,, (3.3)
AN +ns—tAu=0

Consideremos solugoes da forma
U = AWy, U = bWy, © = Wiy W = dWyy, (2, 8) = y(8)wp,

com a,b,c,d € C e v(s) depende de \ e serd determinado explicitamente no que seque.

De (3.3), obtemos a e b satisfazendo:

—Nawy, — BoAatwn, + abwn, — [° g(s) Ay (s)wnds = wn,
—\2bw,, + A%bw,, + aaw,, = Wy,

INYW, — IAQW,y, + Y($)wy, =0

—N2awWy, + Boalmwy, + abw,, — fooo 9(8)7(8) Amwmds = wy,
—\2bw,, + b)\gnwm + aaw,, = Wy,

INYWy, — IAQW,y, + Y(S)wy, =0

—X2a + Boarm + ab+ Ny [ g(s)y(s)ds = 1
A0+ M b+aa=1 (3.4)
Vs + 1Ay —tda =0

Resolvendo (3.4), obtemos que
v(s) = Ce ™ +a. (3.5)
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Desde que n(0) = 0, entao C = —a e (3.5) fica

v(s) = a — ae™™,

Entao, de (3.6), temos

onde

ap = [y g(s)ds

Agora escolhendo X = A, e usando as equagoes (3.4), e (3.4)q, obtemos:

1

a = a’
b= Amn=p) mfo s)ds + =,
c= z’\—’"
d = i\ (2 Cn=Bl i [0 g(5)n(s5)ds + 1).
Assim,
p = CWy, = i’\mem
e
lol20) = 32

Por isso, temos
) 9 ) 9 . A2

o que completa a demostracao.
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