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Numa folha qualquer
Eu desenho um sol amarelo
E com cinco ou seis retas

E facil fazer um castelo.....

Corro o lapis em torno
Da mao e me dou uma luva
E se faco chover

Com dois riscos Tenho um guarda-chuva.....

Se um pinguinho de tinta
Cai num pedacinho

Azul do papel

Num instante imagino
Uma linda gaivota

A voar no céu......

Vai voando
Contornando a imensa
Curva Norte e Sul
Vou com ela

Viajando Havai
Pequim ou Istambul
Pinto um barco a vela
Branco navegando

E tanto céu e mar

Num beijo azul......

De uma América a outra
Eu consigo passar num segundo
Giro um simples compasso

E num circulo eu fagco o mundo.......

Toquinho / Vinicius de Moraes



Resumo

Neste trabalho usaremos uma tecnica de ponto fixo para provar a existéncia

de solugao fraca para o seguinte problema misto de evolugao

up — Au = — </ u(t,x)dx)pl em (0,7) x Q,
u(t,.) =0 ’ sobre (0,7) x Iy,
(PM) S Oyult,.) = / u(t, x)dx)m sobre (0,7") x I'y,
u(0,.) = ug )Q em €,
Qu(.,x)dx >0 em (0,7,
(

onde pq,py sdo nimeros reais maiores ou iguais a 1, €2 é um dominio conexo,
limitado e Lipschitz de RV, I'y e I'; sdo dois subconjuntos disjuntos da fronteira
09 e mensuraveis com respeito a medida de 05, satisfazendo 'y UT; = 9 com
ITo| > 0, o vetor normal exterior a fronteira 92 é denotado por d,u(t,.). Em
seguida, usando técnicas usuais, mostraremos que de fato a solugao fraca obtida
¢ Unica e é¢ maximal com relacao ao tempo. Trataremos também de um resultado
qualitativo para a integral da solucao, isto é, mostraremos que / u(t, z)dx é
positiva quando €2 é um intervalo em IR. Para terminar estudaremosgum sistema

acoplado de equagoes, associado a (PM ), mostrando um resultado de existéncia

e unicidade de solugao maximal fraca para este sistema.

Palavras chaves: Equacgao parabdlica; Solugao Maximal; Teorema do ponto

fixo de Schauder; Método Variacional .



Abstract

vi

In this paper we use a technique of fixed point to prove the existence of weak

solution to the following mixed problem developments

(PM)

\

ur — Au

- ( / u@,x)dx)’”
ult,) =0
duult,.) ( /Q u(t,x)dx>p2

u(0,.) = ug(.),

u(.,x)dr >0
Q

Where pq, ps are real numbers greater than

em (0,7) x Q,

sobre (0,7") x Iy,
sobre (0,7") x I'y,
em {2

em (0,7)

or equal to 1, ) is a connected,

bounded, Lipschitz domain of RY, Iy and I'; are two disjoint subsets of 0,

mearurable with respect to the measure area on 02 and satisfying Ty UT; = 052,

|To| > 0. Then using usual techniques, we show that in fact a weak solution

obtained is unique and is maximal with respect to time. We also a qualitative

result for the full solution, ie show that

u(t, z)dx is positive when ) is an

Q
interval in IR, Finally a study of coupled equations, associated with (PM),

showing a result of existence and uniqueness of maximal weak solution for this

system.

Key words: parabolic equation, maximal solution, the theorem Schauder fixed

point, variational method.



Introducao

Neste trabalho estudaremos a existéncia e unicidade de solucao fraca para o

sistema parabdlico semilinear

( u — Au = —a (/ u(to,x)dx) em [to,to + At) x Q,
u(t,.) =0 / sobre [to,to + At) x Iy
(Po) § Onul(t,.)=b (/ u(to, x)dx) sobre [to, to + At) x T'q,
u(to,.) = ug(.) I em (.
Qu(.,x)dx >0 em (0,7,
x

onde © é um dominio limitado do IRY, com fronteira lipschitiz, 7 é um ndmero
real positivo, p > 1, ' é uma parte bem contida em 2, I'y e I'; sdo partes
disjuntas da fronteira de ). Assuma que {2 seja uma chapa metdlica fina, de
tal forma que em cada instante tg,ty + At, to + 2At, ....., u(t,x) é a medida de
temperatura de uma parte ' de €2, tal que entre cada variacao de tempo ocorra
um resfriamento em {2 e um aquecimento de uma parte que compoem o bordo de
). Como nao é possivel obter o valor exato da temperatura de cada ponto de {2,
toma-se uma média de temperatura para uma determinada vizinhanca de pontos

em {2 dada por,

onde B é uma bola que contém 2.

Este problema foi tratado de forma um pouco mais geral pelos matematicos



M. Chipot e A. Rougirel, no artigo [6], através da seguinte abordagem variacional.

Encontrar uma funcao u(t, ) tal que:

(we L2(0,T;V); w € L2(0,T:V"),
(10, 0) + Alu, ) = —a(q(w)) / () dz

+b(q(u))/ p(o)do  em D'(0,T), Vp €V,

w(0,.) = uo(.) " em L2(9),
| q(u) €D sobre (0,7).

Para mostrar a existéncia de solucao para este problema, usaremos o Teorema
do Ponto Fixo de Schauder. Além disso, usaremos técnicas consideradas usuais
para mostrar que a solugao obtida é tinica e maximal com relacao ao tempo em
que ela esta definida. Mostraremos também um resultado de positividade para a
integral da solucao em IR

No capitulo 4, estudaremos os mesmos resultados obtidos anteriormente para
um sistema acoplado associado a Fy. A saber, consideraremos um sistema com

acoplamento nao linear no segundo membro da equacao em F.

r P
u — Au = — (/ v(t,x)dm) em (0,7) x €,
Q

v — Av = — </Q u(t, a:)da:)p em (0,77) x €,

5]t =ulta) = b (0,T)x Ty,
Dnult, ) = ( /Q u(t,x)d:v) sobre (0,T) x T,
Dno(t, z) = ( /Q v(t,x)dw)q sobre (0,T) x T,

uw(0,z) = ug;  v(0,x) = wp; em ()

\

Estudamos a existéncia e unicidade de solugdo fraca para o sistema (S,) e
mostraremos a existéncia e unicidade da solucao maximal com as mesmas

hipéteses do problema (F).



Capitulo 1

Conceitos e Resultados
Preliminares

Neste capitulo, estabeleceremos algumas notagoes, conceitos e resultados que

serao de grande importancia no decorrer do trabalho.

1.1 Espacos de Banach

Um espaco normado E é dito um espaco de Banach!, se o mesmo for completo,

isto é, se toda sequéncia de Cauchy converge em F.

1.1.1 O Espacgo dual

Definigao 1.1.1 Denotemos por E' o conjunto das funcoes f : E — IR lineares

e continuas, 1sto €é:

E' ={f:E — R f¢élinear e continua}. O conjunto E' é chamado o dual
de E.

1.2 Os Espacgos L'(QQ)

Os espagos LP serao de grande importancia em todo o trabalho. Faremos

algumas defini¢oes e mostraremos alguns resultados relevantes para o que se segue.

1Stefan Banach (1892-1945)
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Adotaremos um espaco de medida (€2, .4, i) e identificamos fung¢oes mensuraveis
que sdo iguais quase sempre. Dado p € IRy 1 < p < oo, definimos LP(£2) como
a classe das fungdes mensurdaveis f tais que |f|P é integravel, e L>(€2) como

a classe das func¢oes mensurdveis f, tais que existe algum M > 0 para o qual

pl{z : [f(2)] > M}) = 0.

LP(Q) :={f: Q — IR f é mensuravel e/ |fIPdp < 400},
Q

e levando em conta ocaso em que p = oo:

L>(Q) :={f:Q — IR f é mensuravel e IM > 0;|f(z)| < M ¢.s em Q}.

Definiremos também as normas: |||, : L*(2) — R", para 0 < p < o0 € |.|| 100,

para p = 400, dadas respectivamente por:

1= ([ 1rran) "

| flloo :=inf{c: |f(z)| < ¢ g.s em Q}.

Resulta porém do modo como definimos estes espacos que, para 1 < p < 00,
qualquer f € LP(Q) estd identificada com uma fungao mensuravel que nao toma
nunca os valores £oo. De fato, se ||f||, < oo para algum 1 < p < oo, entao o
conjunto dos pontos onde f toma valores oo tera que ter medida nula. Assim,
dados 1 < p < o0 e f,g € LP(Q), faz sentido falar de f + g, considerando, se
necessario, representantes de f e g que nao tomem nunca os valores +oo.

Se 1 < p < oo denotaremos por ¢ o nimero definido por:

1 1
a) —+-=1, sel<p<oo
p g

b) g=1, se p=oc0 eq=00, sep=1.

O numero p é denominado expoente conjungado de ¢, sendo o mesmo dito para ¢

com relagao a p.
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Outros espagos derivados dos espagos LP(2) que s@o de grande importancia

em Andlise, sdo os espagos LY (€), que sao constituidos das fungoes (classes de

loc

fungoes) u : 2 — R tais que para todo compacto K C {2

/ |u(x)|Pdr < +o0.
K

Um resultado demonstrado em [1], p. 29 é que LP(R2) C L} _(Q) para todo

loc

1 < p < 0o em qualquer aberto Q C IRY, outro também demonstrado em 1],
p.74, é conhecido como lema de Du Boys Reymound que é muito utilizado

para demonstrar unicidade de distribuigoes.

loc

Lema 1.2.1 (Du Boys Reymound) Sejau € L}, (), com /u(x)gp(x)dx =0
para toda ¢ € C§°(R), entdo u(x) =0 ¢.t.p. em Q.

Lema 1.2.2 (A Desigualdade de Young) Se 1 < p < 0o e a,b sdo nimeros

Teqls nNao negativos entao:

1 1
ab < —aP + —-b?
p q

e se a? = be, entao a igualdaded ocorrerd. Assim para todo € > 0 teremos que

ePlalP  |ble
afjp] < el oIt
p elq

Demonstragao: Se ¢(t) = (1 — \) + M —t* = ¢/(t) = M1 —t*!) e se
A —1 < 0 temos que:

o V(t) <Oparat<1

e ' (t) >0 parat> 1.
Logo para t # 1, temos ¢(t) > (1) = 0, de onde (1 — \) + X\t > t* (a igupaldade

s6 é valida se t=1), se b # 0 a desigualdade segue substituindo ¢ por %. Por

outro lado, se b = 0 o lema ¢ trivial. [ |
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Lema 1.2.3 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q) e g € L)), com
1 <p<oo,entio f,ge L'(Q) e

/ Falde < 117l
Q

Demonstracgao: Os casos p = 1 e p = 0o seguem de modo imediato. Agora

se 1 < p < oo temos que:

[ (@)]lg(x)] < ]%\f(ﬂfﬂp + é\g(fv)lq-

Dessa forma, temos que:
|fglde < —||f|| ||g||qu mostrando portanto, que fg € L'(Q).
Substltulndo f por )\ f A > 0 Segue—se que

/ |fgldx < —HfH quHLq Por outro lado, minimizando o segundo

membro da de51gualdade acima para A € (0,00), temos que o0 minimo ocorre para

A= ||f||Z;||9||%/qp, e o resultado segue. ]

No caso em que p = 2 temos também ¢ = 2, se f,g € L*(), entao

/ Faldu < Fll2 gl

Esta é a conhecida Desigualdade de Cauchy-Schwarz. O teorema seguinte
estabelece algumas propriedades importantes dos espagos LP(£2) e pode-se

encontrar sua demonstragao em [1] e [3].
Teorema 1.2.1 Seja Q C RY um aberto e 1 < p < 0o, entdo

a) LP(Q) é um espago de Banach;
b) Se 1l <p < oo, entao LP() € um espago reflexivo e uniformemente convexo;

c) Sel<p< oo, entao LP(2) € separdvel.

O seguinte Lema estabelece um resultado central para conclusao de importantes
teoremas de Andlise, como por exemplo o teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue, sua demonstracao pode ser encontrada em [2].
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Lema 1.2.4 (Fatou) : Se (f,)n ¢ uma sequéncia de fungoes mensurdveis ndao

negativas, entao

/lim inf f,dp < lim inf/fnd,u
n—00 n—00

Teorema 1.2.2 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,), uma

sequéncia de funcoes integrdveis em X. Suponha que:

o (fu)n converge q.t.p para uma fungdo real, mensurdvel, f.

e [Lxiste uma fungao integravel g, tal que |f,| < g,Vn.

Entao [ € integravel e /fdu = lim/fndu = /lim fndpt.

A seguinte proposigao estabelece que a convergéncia em LP(Q2) d& origem a uma

convergéncia pontual, sua demonstracao pode ser encontrada em [3] p.58.

Proposicao 1.2.1 Sejam Q € RY um aberto, 1 < p < oo, u € LP(Q) e
(ug ) ke uma sequéncia em LP(S2) convergindo para u € LP(Q2). Entdo existe uma

subsequéncia de (uy), ainda denotada por (uy), tal que:

i) up(x) — u(z), q.s em )

ii) |ug(x)| < h(z), ¢.s em Q, Yk € IN, com h € LP(Q)

Defini¢ao 1.2.1 (Convergéncia Fraca) Sejam E um espa¢o de Banach e
(Un ) new uma sequéncia de E. Entdo u, comverge fraco para u, u, — u quando

<()07uﬂ> — <90>u>> VQD c k.

Definigao 1.2.2 (Convergéncia Fraca Estrela x) Sejam E um espago de
Banach, ¢ € E' e (¢n)new uma sequéncia de E'. Diz-se que @, X v fraco

estrela se, e somente se, (pn,u) — (p,u), Yu € E.

Enunciaremos agora o teorema da representacao de Riesz, que relaciona todo
elemento do dual de um espago LP(€2) com um elemento do espago L?(€2), com

% + % = 1, cuja demonstracao podera ser vista em [1].
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Teorema 1.2.3 (Representacao de Riez) Sejam 1 < p < 0o e p € (LP)".

Entdo existe um tinico v € LP tal que:

w.h)= [us: vieD
Além disso, Jull = ¢l
Como consequéncia destes resultados temos as seguintes identificagoes:
o 22 (L2
o LV = (LPY

Dizemos que uma sequéncia (¢,) converge para ¢ em LP()) quando tivermos
lon — @l — 0, 1 < p < o0. Se p e ¢ sao indices conjugados, ou seja,
% + é =1 com 1 < p < oo, entdo o dual topolégico de LP(£2), que denotaremos
por [LP(Q2)]', é o espaco L?(£2). No caso de 1 < p < 00, 0 espago vetorial LP(2) é
separavel, para 1 < p < oo, é reflexivo.

O resultado seguinte é um importante lema cuja a demonstracao pode ser

encontrada em [19].

Lema 1.2.5 (Compacidade de Aubin-Lions) Sejam 1 < p; < o0,i = 0,1
e By, B, By espacos de Banach sendo que By e By sao reflerivos tais que
By CC B — B;,CC 1ndica imersao compacta. Para 0 < T < oo, considere
0 espacgo,

W ={w;w € L*(0,T; By) ew' € LP*(0,T; By)},
com a norma, |ullw = [|w||Lro0,r;80) + [|W]|Lr10,1;8,)- Entao,
1) W é um espago de Banach
2) W cc LP(0,T; B).
Como consequéncia da Compacidade de Aubin-Lions, temos que se (up)neN
for uma sequéncia limitada em L?(0,T; By) e (u,)nenw uma sequéncia limitada

em L%*(0,T;By), entao (un)nen é limitada em W. Dai, segue que existe uma

subsequéncia (un, )new de (uy)nen, tal que u,, — u forte em L?(0,T; B).
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Defini¢ao 1.2.3 Seja H um espago vetorial. Um produto interno (u,v) € uma
forma bilinear H x H — IR, definida positiva e simétrica, ou seja, (u,v) >0 e
Vu € H e (u,u) >0 seu#0.

Definicao 1.2.4 Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial H dotado de um
produto interno (u,v), e completo com relagdo a norma provinda desse produto

mnterno.

Exemplo 1.2.1 O espaco L*(Q) dotado de um produto interno que pode ser
definido por (u,v) = / u(x)v(x)dx, € um espago de Hilbert.
Q

Definicao 1.2.5 Seja H um espaco de Hilbert, uma forma bilinear dada por
A(u,v) : Hx H— R € dita:

i) Continua, se ezistir uma constante positiva M > 0 tal que:
|A(u,v)| < M|u|g|v|g Vu,v e H
ii) Coerciva, se ezistir uma constante positiva m > 0 tal que:
A(u,u) > mluly Yu € H.

O exemplo abaixo mostra uma forma bilinear continua e coerciva, a demonstracao

de tal fato pode ser encontrada em [1].

Exemplo 1.2.2 Seja Q2 € IR'. A forma bilinear dada por A(u,v) = / VuVudzx
Q

é continua e coerciva sobre €.

Definicao 1.2.6 Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se de base Hilbertiana

de H uma sequéncia de elementos (w,) de H tais que:

i) |wn| =1 Vn, (Wn,wm) =0, ¥Yn,m, m # n;

ii) O espago gerado pela (wy,) € denso em H.
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Defini¢ao 1.2.7 Seja X um espago de Banach, uma sequéncia (T,)nenw € X €
uma base de Schauder de X, se para cada x € X existir uma unica sequéncia

(n)new de escalares tal que

n
lim g o;x; = .
n—oo

i=1

Note que na definicao de base algébrica so é permitido somas finitas.

Mesmo que um espago de Banach possua base de Schauder nem sempre é
possivel exibi-la, mas existem alguns espacos onde a prova da existéncia de base
de Schauder é feita usando teoria de aproximagao de operadores. Um fato logo
concreto, de Anélise Funcional, quando se fala em base de Schauder, é que se um
espaco de Banach X possui uma base de Schauder, entao o espaco X ¢é separavel,
obviamente esse resultado é de grande praticidade, pois se X nao for separavel,

entao nao se deve esperar que X possua uma base de Schauder.

1.3 Existéncia de Solucoes Classicas de EDQO’s

Nesta seccao apresentaremos alguns fatos concernentes a existéncia de
solucoes de certas equacoes diferenciais ordindrias. As demonstragdes podem

ser encontrados em [12].

Seja w(t, ) uma funcao escalar definida sobre um aberto conexo €2, dizemos

que uma fungao v(t),a <t < b, é uma solugao para a desigualdade diferencial

V(1) < wlt o(t) (11)
onde v/ (t) é a derivada lateral direita de v(t) sobre [a,b), se a fungao v(t) for
continua e satisfazer a desigualdade (1.1) acima sobre [a, b).

O proximo teorema é um classico resultado sobre desigualdades diferenciais,

e sua demonstragao pode ser encontrada no livro de Jack Hale [12] p.31.

Teorema 1.3.1 Seja w(t,u) uma funcao escalar continua sobre o aberto conezo

Q C IR, e tal que um dado problema de valor inicial qualquer associado & equacdo
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u = w(t,u)

possua uma unica solug¢do. Se u(t) for solugdo da equagdo diferencial acima para
a <t<b, ev(t) uma solu¢io da desigualdade diferencial (1.1) sobre a <t < b
com v(a) < u(a), entdo v(t) < u(t) para a <t <b.

O problema que nos interessa nesta seccao é o de estudar solugoes para a

equacao abaixo sob determinadas condicoes,

2() = F(t,a(1)). (1.2)

Definicao 1.3.1 Seja D € RY™ wm conjunto aberto. Dizemos que a funcdo
f: D — RY satisfaz as condicoes de Carathéodory em D, se f é mensurdvel
em t, para cada x fixado, continua em x para cada t firado e para todo conjunto

compacto K C D, ewistir uma fungao integrdvel gg  tal que,

1f(t,2)| < gk, (t,z) € K.

O préximo teorema cuja demonstragao pode ser encontrada em [12], p. 28,

possui um papel importante para os seguintes capitulos deste trabalho.

Teorema 1.3.2 (Carathéodory) Se D ¢ um subconjunto aberto de RN'! e
f:D — RY satisfaz as condicoes de Carathéodory em D, entio para qualquer

(to,yo) € D, existe uma solugio de (1.2) tal que z(ty) = yo.
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1.4 O Teorema do Ponto Fixo de Schauder

O chamado Teorema do Ponto Fixo de Brouwer? afirma que toda funcao
continua (na topologia usual) de uma bola fechada unitéria de IR, em si mesma,
tem pelo menos um ponto fixo. Aqui a unicidade nem sempre pode ser garantida:
pense no exemplo das rotacdes em IR’ em torno de um eixo que passa pela origem,
todo ponto ao longo do eixo de rotacao é levado em si mesmo pela rotagao e é,
portanto, um ponto fixo da mesma. Nesta secao enunciaremos o teorema que é
uma generalizacao do teorema do ponto fixo de Brouwer para espagos gerais de
Banach, o chamado teorema do ponto fixo de Schauder?, sua demonstracao pode
ser encontrada em varios livros classicos de Analise Funcional como por exemplo
[10], porém usaremos uma forma equivalente desse teorema, de demonstracao que

pode ser encontrada no livro de J. Conway [7] p.154.

Defini¢ao 1.4.1 Sejam (X, ||[|[x) e (Y, |llly) espagos normados. Toda aplicacao
T:X — Y € chamada de Operador, e o valor de T no ponto x € X € denotado
por Tx ou T (x).

Definicao 1.4.2 Um operadorT : X — Y ¢ dito limitado, se existe um niumero

real positivo c, tal que

[Txlly < cllzlx VreX.

Definicao 1.4.3 Um operador T : X — Y € dito compacto, quando T(X) for

um subconjunto compacto de Y .

Definicao 1.4.4 Um operador T : X — Y ¢é dito continuo no ponto oy € X,

se para todo € > 0, existe um 6 > 0, tal que:

Vee X, |lz—xlx <d = ||Tr —tay|ly <e.

Se T for continuo em todo x € X, entao dizemos que T € um operador continuo.

2Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966).
3Juliusz Pawel Schauder (1899-1943)
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Quando um operador T : X — Y é limitado, podemos definir sua norma

pela expressao

T
I = sup {0 2 0

rex { [lzllx

Definicao 1.4.5 Sejam X e Y espacos de Banach, dizemos que um operador

T: X — Y € completamente continuo, sel" for continuo e compacto.

Teorema 1.4.1 (Ponto fixo de Schauder) Seja K um subconjunto convezo,
fechado e limitado de um espago de Banach X. Se F : K — K for um operador

completamente continuo, entao F' possui um ponto fixo.

O lema de Gronwall, que apresentaremos abaixo, possui varias aplicagoes
na teoria das equagoes diferenciais ordinéarias e parciais, sua demonstracao pode
ser encontrada no livro de Lawrence Evans [10]. Usamo-lo, por exemplo, para
concluir a demonstracao de um caso de unicidade de solucao para o nosso

problema de evolucao.

Lema 1.4.1 (Lema de Gronwall, ou desigualdade de Gronwall)
Sejam u : [tg, T] — [0,00) uma fun¢ao continua e nao-negativa, e suponha

que existam duas constantes o, 3 > 0 tais que valha

u(t) <a+ ﬁ/t u(s)ds

para todo t € [ty, T, entao

u(t) < aePt=t): vt ¢ [ty T).

Em particular, u(t) é limitada, e se « =0, entao u = 0.
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1.5 Fragmentos da Teoria das Distribuicoes e
dos Espacos de Sobolev

Introduziremos agora alguns fragmentos da teoria das Distribuigoes e dos
Espagos de Sobolev, ferramentas matematicas de grande importancia para
os trabalhos sobre a existéncia e unicidade de solucao das equagoes diferenciais
parciais. A apresentacao desse assunto servira para um efetivo entendimento do

problema principal que sera tratado no capitulo 2.

1.5.1 O Espaco das Funcoes Teste

Sejam © C IRY um aberto limitado e ¢ : @ — IR, uma funcio continua.
Chama-se Suporte de ¢, ao fecho, em €2, do conjunto dos pontos x pertencentes

a  onde ¢ nao se anula. Denota-se o suporte de ¢ por supp(¢), em simbolos

supp(p) = {r € Q; ¢(x) # 0} em Q.

Usando a definigao conclui-se que o supp(p) é o menor fechado fora do qual
¢ se anula, fica também claro que nem sempre o suporte de uma funcao é

subconjunto de seu dominio, e valem as seguintes relagoes:

o supp(p + ) C supp(e) J supp(v))
o supp(py) C supp(p) () supp(v)

o supp(Ap) = Asupp(p), A € R—{0}.

Neste estudo, damos um destaque especial para as fungoes ¢ : Q@ — IR, com
suporte compacto contido em €2, que sejam indefinidamente diferencidveis. Com
esse intuito definimos o espago C3°(€2), como sendo o espago vetorial das fungoes
indefinidamente diferenciaveis de suporte compacto contido em 2. Os elementos

do conjunto C§°(£2) sdo denominados fungoes teste em Q.

Exemplo 1.5.1 Dados zo € R', r > 0, denominamos por B,(zo) a bola aberta
de centro xq de raio r, isto €, B.(xg) = {x € R"; ||z — xo|| < r}. Se B.(zq) C Q,
define-se ¢ : 0 — R por:
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r?
ex cosellx — x| <7
R )i sello-al

|z = wo|* =72
0; se ||z — xol| > 7.

Neste exemplo, verificamos que supp(¢) = B,(xo) é um compacto e que C§°(12)
¢ nao vazio. O espaco C3°(Q2) é de grande importancia para o nosso estudo,

visto que estamos interessados em estudar alguns funcionais lineares continuos

definidos em C§°(2).

Observacao 1.5.1 Entendemos por um multi-indice, uma n-upla do tipo
a = (ag, g, ....... a,) de numeros inteiros nao negativos. Denotamos por |a| =
a1+ ag + o + ap, a ordem do multi-indice e por D* o operador derivagao

parcial, de ordem |a;

pe_ ol

=
) ..0gm

Para a = (0, ....,0), temos por definicao D% = . A seguir daremos nogoes de

convergéncia em C§°(£2), tornando-o um espago vetorial topolégico.

1.5.2 Convergéncia em Cj°(f2)

Uma sequéncia de fungoes teste (¢, )nen converge para uma fungao ¢ € C§°(£2)

quando:

i) Existir um conjunto compacto K C 2 tal que

supp(p) C K e supp(p,) C K; Vne K

ii) D%p,, — D"y uniformemente em K para todo multi-indice a.

O espago vetorial C5°(€2), junto com a nogao de convergeéncia definida acima é
um espago vetorial topoldgico que denotamos por D(€2), e é denominado Espaco

das funcoes teste.

E importante observar e pode ser visto com mais detalhes em [1] p. 38, que
Ce(Q) C LP(Q2) para 1 < p < o0 e além disso C§°(R2) é denso em LP(), para
I <p< oo
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1.5.3 Distribuicoes Escalares

O conceito de distribuicao escalar vem com o objetivo de generalizar o
significado da funcao Matematica. Denomina-se distribuicao escalar sobre (2,
a toda forma linear e continua sobre D({2), isto é, uma funcao 7' : D(Q)) — R

que satisfaz as seguintes condigoes:

i) T(op + pp) = oT'(p) + FT(¥); Vo, € D(Q), Vo, f € R

ii) T é continua, isto é, se (¢¥n)new converge para ¢, em D(Q2), entdo teremos que

O valor da distribuicao 7" na funcao teste ¢, é denotado pelos colchetes de
dualidade (7', ¢). Muniremos o espago vetorial das distribui¢oes escalares da

seguinte nocao de convergencia:

Considera-se o espago de todas as distribuigoes sobre ). Neste espago, diz-
se que a sequéncia (T},),en converge para T, quando a sequéncia ({7, ®))neN
converge para (T, p) em IR, Vo € D(Q). O espago das distribuigdes sobre 2, com

essa nocao de convergéncia é denotado por D'(£2).

Exemplo 1.5.2 : Seja u € L, .(Q) e definamos T, : D() — IR por:

loc

(Te) = [ ule)p(oyts
Nestas condigoes T, € uma distribuicao escalar sobre ).

De fato, nao é dificil mostrar a linearidade de T),, pois segue da linearidade da
integral, restando apenas mostrar que T, é continua; seja dada uma sequéncia
(pn)nen de fungoes testes sobre € convergindo em D({2) para uma fungao teste

©, entao:

[Ty n) = (Tu, 0)| = Ty o0 — 0)| =

/Q u(@)(pn — @) (x)da
/ () (pn — 9)(@))de

< suplen — gp]/ |u(z)|dz — 0.
Q

IN
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Pois, ¢, — ¢ uniformemente. A distribuicao 7T, assim definida é dita

“gerada pela fungao localmente integravel u”.

Exemplo 1.5.3 Seja ¢y um ponto de Q e definamos a fung¢do 6, : D(Q2) — R
dada por:

<5960> S0> = W(mo)

é facil verificar que 04, € uma distribuicao. Tal distribuicao € conhecida por
Distribuicao de Dirac.* Entretanto, mostra-se que a distribuicao 8, ndao é

definida por uma fungdo u € L}, .(Q), isto €, nao existe u € L} (Q) tal que:

loc loc

/Q w(e)p(@)de = p(zo), Vg € D(Q).

de fato, suponhamosm que a distribuicao o,, € definida por alguma fungao
u € L}, (Q). Entio tem-se:

loc

(B, ) = / w(e)p(2)de = plzo), Vi € D(Q).

tomando p € D(Q) definida por, u(x) = ||z — xo||*¢ (), seque-se que:

(0) = (Bg. 1) = / w(@)llz - olPo@) =0, VueDQ),

portanto, tem-se ||z — xol|*u(z) = 0 quase sempre em 0, logo u(x) = 0 quase
sempre em Q, isto €, (0,,,0) =0,V € D(), ou seja, p(xg) = 0,9 € D(Q), que

¢ uma contradicao.

4Em homenagem ao fisico ingles Paul A.M. Dirac (1902-1984).
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1.5.4 Derivada Distribucional

18

Com o objetivo de estudar os espacos de Sobolev, introduz-se o conceito de

derivada distribucional para elementos de D(£2). O fator que motiva o conceito

de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada distribucional, dado

por Sobolev, se deve a férmula de integracao por partes do Calculo, sendo este

conceito generalizado para distribui¢oes quaisquer de D(€2).

Seja T' uma distribuicao sobre 2 e @ um multi-indice. A derivada no sentido

das distribuicoes de ordem « de T é definida como sendo o funcional linear:

DT : D(Q) — R

tal que:

<DaT7 90> = (_1)‘a|<T7 Da§0>a S D<Q)

Segue da definigao acima que cada distribuicao 7" sobre {2 possui derivadas

1

de todas as ordens. Assim as fungoes de L;,,.

ordens no sentido das distribuigoes.

Observe que a aplicacao:

D°:D(Q) — D(Q),

() possuem derivadas de todas as

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’. Isto significa que:

lim 7, =T em D’ entao lim DT, = D*T em D'.

p—o0 p—o0

Exemplo 1.5.4 Seja u uma funcgao real tal que:

u(x) =

1 se >0
0 se x <0,

assumindo qualquer valor em x = 0. Esta funcdo u pertence a L

derivada ' = &y nao pertence a L} (). Como &y ¢ L

loc

u' = dg. De fato:

1

loc

(Q) mas sua

(Q), basta verificar que
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(W p) = —{u, o) = — / " Ya)de = / o ()dz = 9(0) = do, o > 0,V € D(Q),

o0

essa funcao u € conhecida como funcao de Heaviside.

Tal fato, motivara a definicao de uma classe significativa de espacos de Banach

de funcgoes, conhecidos como Espacgos de Sobolev.

1.5.5 Espacos de Sobolev

Os Espacgos de Sobolev formam uma classe fundamental de espacos para o
estudo das Equagoes Diferenciais Parciais, sao subespacos dos espacos LP(2) cujos
elementos possuem derivadas, no sentido das distribuicoes, ainda nos espacos
LP(Q2), isto é, se Q é um subconjunto aberto do IR, p um ntmero real tal que
1 < p < 400 e m é um numero inteiro nao negativo, definimos o Espago de

Sobolev de ordem m sobre §2, como o espaco vetorial dado por:

WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q); Va,|a| < m}

onde D® é a derivada no sentido das distribuicos.

Observagao 1.5.2 Quando dizemos que a derivada D*u € LP(Q)) de u € no

sentido distribucional, significa que existe uma fung¢dao w = D*u € LP(Q2), tal que

/Qw(:v)gp(x)dzv = (—1)|“|/u(:v)Dago(:1:)dx Yo € D(Q).

Q

Nos espacos de Sobolev, podemos definir uma norma que leva em conta, as

derivadas das fungoes, esta norma ¢ definida por

1/p

lallmp = | D IDullp]

laf<m

onde |||, ¢ a norma de LP(£2).
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Observagao 1.5.3 Quando p = 2, os espacos W™2(Q) sdo espagos de Hilbert

com produto interno definido por

(U, V)2 = Z (D%, D*v)

laj<m

neste caso tal espago € denotado por H™(S2).

O proximo resultado nao serda demonstrado aqui, porém sua demonstracao

pode ser encontrada em [1].

Teorema 1.5.1 Sejam Q € R' um aberto, 1 < p < oo e m um inteiro nao

negativo entao

a) W™P(Q) é um espago de Banach;

b) Se 1 <p < oo, entao W™P € separdvel;

c) Sel < p< oo, entio W™P é uniformemente convezo.

Lema 1.5.1 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q C IR, um aberto limitado

em alguma direcao. Se u € H}(Q), entdo existe uma constante C' > 0 tal que

[ul22(Q) < CIVulia
Observacao 1.5.4 Utilizando a desigualdade de Poincaré podemos concluir que
em Hy(Y), as normas ||ull o) € |Vu|rzq) sdo equivalentes.

De fato, consideremos a norma em H}(Q). Se v € H} (), tem-se:

||U||H1(Q) = |U|%2(Q) + |VU|%2(Q) 2 |VU|2L2(Q)

da desiqualdade de Poincaré, obtém-se:

Il @) < (14 C)VolL2q),

conclui-se da desigualdade acima que em Hj(QY), as normas ||[v]| g1y € [VU|r2q)

sao equivalentes.
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1.5.6 Os Espagos Temporais L?(a,b; X)

Considere a, b nimeros reais e X um espaco de Banach, munido de uma norma

|l.llx, 7" um ntmero real positivo e X a funcdo caracteristica do conjunto E.

Definicao 1.5.1 Uma fungdio ¢ : (a,b) — X € dita simples quando assume

apenas um numero finito de valores distintos.

Seja ¢ : (a,b) — X com representacao canonica

k
p(t) =Y Xppi
=1

onde cada E; C (a,b) é mensurdvel, i=1,2,.....k, e os conjuntos E; sao dois a dois
disjuntos, m(E;) < oo e p; € X, i=1,2,...... ,k, definimos a integral de ¢ como

sendo o vetor de X dado por

/0 plo)dt = 3" ()

Dizemos que uma fungao vetorial u : (a,b) — X é Bochner integravel, se existir

uma sequéncia (@, ),ew de fungdes simples tal que:

i) (¢n) — uem X, q.s em (a,b)
b
i) lim [ lent)  pn(O)llxdt =0,
k,m—o00 a

nao ¢ dificil ver que o limite da condigao ii) independe da escolha da sequéncia
de fungdes, isto pode ser visto com mais detalhes em [21], p. 132. O préximo
teorema cuja demonstragao pode ser encontrada em [21], p. 133, relaciona a

norma de uma fungao com sua Bochner integrabilidade.

Teorema 1.5.2 (Bochner) Sejam X um espa¢o de Banach e (S;B;p) um
espaco de medida. Uma funcao fortemente mensurdvel v : S — X é Bochner

integrdvel se, e somente se ||u(.)|x integrdvel em S.
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Neste caso, a integral de Bochner de u, é por definicao, o vetor de X dado por

b b
/ u(t)dt = lim on(t)dt,

n—o0 a
onde o limite é considerado na norma de X. Uma fungao vetorial u : (a,b) C
IR — X ¢ fracamente mensurdvel quando a funcdo numérica t — (¢, u(t))
for mensurdvel, V¢ € X', onde X’ é o dual topoldgico de X; dizemos que u
é fortemente mensuravel quando u for limite quase sempre de uma sequéncia
(¢n)nen de fungdes simples. Em particular, quando u for fortemente mensurével,
entao a aplicagdo t — ||u(t)||x é integravel a Lebesgue. No decorrer do trabalho
denotaremos por LP(a,b; X), 1 < p < oo, 0 espago vetorial das classes de fungoes
u : [a,b) — X fortemente mensurdveis e tais que a fungao t — |lu(t)||% ¢é

integrével a Lebesgue em [a, b], munido da norma:

b 1/p
@) = ( / ||u<t>||§<dt)

Quando p =2 ¢ X = H é um espaco de Hilbert, o espaco L*(a,b; H) é também

um espaco de Hilbert com o produto interno dado por:

b
(U, V) £2(a,b: 1) ::/ (u(s),v(s))mds

Por L*(a,b; X) representaremos o espago de Banach das classes de fungdes
u: [a,b] C IR— X, essencialmente limitadas sobre (a, b), ou seja, existe M > 0

tal que ||u(t)||x < M;t € (a,b), munido da norma de limitacao essencial.

[ull @) - = nf{M € R JJu(t)| x < M;t € (a,b)}.

Os espagos LP(a,b; X),1 < p < 400 s@o espacos de Banach.
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1.5.7 O Subespago H(a,b; X, X")

Um espaco de grande importancia neste trabalho sera denotado por
H(a,b; X, X'), trata-se, na verdade, de um subespaco de L*(a,b; X), dado pela

seguinte defini¢ao.

Definicao 1.5.2 Seja X um espaco de Banach, definiremos agora uma notdvel

classe de funcgoes que formam o sequinte espaco,

H(a,b; X, X") :={u € L*(a,b; X); tal que u, € L*(a,b; X")}.
A demonstracao do seguinte lema pode ser encontrada em [4].

Lema 1.5.2 Sejam u,v € H(a,b; X, X"), entdo

s+ [ @@ u)d = @), om) - (ua). oa)).
Teorema 1.5.3 Se u € H(a,b; X, X'), entao para todo v € X.

d
2 (u(),0) = (u (), v) em D'(a,b)
Um outro resultado importante onde a demonstragao se encotra também em

[4] é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.5.4 O espaco H(a,b; X,X’') esta imerso conlinuamente em
C(la,bl; X), ou seja, toda fungao de H(a,b; X, X') € continua.



Capitulo 2

O Problema Parabdlico Com
Uma Equacao

2.1 O Problema Modelo

Neste capitulo, estudaremos a questao de existéncia e unicidade de solucao

fraca para um Problema parabdlico representado pelo modelo abaixo.

( u — Au = — (/ u(t,x)dm)m em (0,7) x €,
u(t,.) = ’ sobre (0,7") x Iy,
(PM) S 0Oyult,.) = / u(t,x)dx)p2 sobre (0,7") x I'y,
u(0.) = u() em 0,
/Qu(.,x)dx >0 sobre (0,7).
0

Tal sistema pode ser visto como uma ferramenta matematica que descreve a
difusao de calor em uma chapa metalica com geometria mista de fronteira, cuja
modelagem foi discutida na introducao deste trabalho. A partir de agora faremos
referéncia ao problema (PM), como o problema modelo associado a condi¢ao
de calor. Uma solugao para o problema (PM) pode ser entendida como uma
funcao w : (0,7) x Q@ — IR, T > 0, que representa a temperatura, em um
dado instante ¢, de um ponto = € Q e que satisfaga (PM). No problema (PM)
admitiremos que, p; e py sao nimeros reais maiores ou iguais a 1. 7" é um nimero

real positivo, chamado de supremo do dominio temporal [0,T], N é um inteiro

24
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maior ou igual a 1 e Q um dominio conexo, limitado e Lipschitz de RY. Ty e
I'; sao dois subconjuntos disjuntos da fronteira I', mensuraveis com respeito a
medida sobre T' e satisfazendo T'y|JT; = T, med(Ty) > 0. Ty é a parte isolada
da fronteira, nesta parte nao ocorre nenhuma passagem de energia termica, ou
seja, a temperatura ¢é fixada igual a 0. I'; é a parte nao isolada da fronteira,

permitindo assim que o dominio €2 sofra uma perda de calor.

A existéncia de uma solugao fraca para (PM) sera feita via tecnica de ponto

fixo e alguns resultados de Anélise Funcional. Tal procedimento consiste em:

i) Obter uma formulagao variacional para o problema modelo (PM), que serd
denominada de problema variacional associado a (PM) e denotada por

(PV). Generalizando, logo apés, para uma classe de problemas.

ii) Definir o operador ponto fixo F': B — X, onde X é um espago de Banach,

e B ¢ uma bola fechada unitaria de X.
iii) Mostrar que o operador F' leva B em B.
iv) Mostrar que o operador F': B — B é compacto.

v) Mostrar que o operador F : B — B é continuo.

Feito isso, serd usado o teorema do ponto fixo de Schauder para concluir que a

classe de problemas variacionais (PV'G) possui uma solucao.

A unicidade sera feita gracas a algumas estimativas. Sera também mostrado

que essa solugao é maximal com relacao ao tempo a qual esta definida.
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2.2 Formulacao Variacional Para o Problema
(PM)

O método a qual tentaremos resolver o problema (PM) consiste em uma
abordagem variacional. Seja ¢ uma fungao teste definida em 2. Multiplicando a

primeira equacao' de (PM) por esta fungao teremos que,

p1
ugp — Aup = — (/ u(t,x)dm) ©,
Q

integrando sobre {2 a igualdade acima obtemos,

/Qutnpdx—/QAucpdx—— (Lu(t,x)dx)pl/ﬂgpdm. (2.1)

Da identidade de Green sabemos que,

/Augpdx: —/Vquodx+/8nu<pda
Q Q r

ou seja,

/ Aupdr = — / VuVedr + | Oyupdo + | Opupdo.
Q Q

FO Fl
Admitindo agora a fungao teste ¢ como sendo nula sobre a parte I'y de I'; teremos

que

/Augpd:v: —/Vqupd:U—l—/ Opupdo,
Q Q 1N

subistituindo agora / Aupdzr na igualdade (2.1) temos,
Q

p1
/utcpdx— {—/Vquodx—i—/ 8nu<pda] =— (/ u(t,x)dx) /godx,
Q Q r Q Q

P1
'Equagao Parabdlica u; — Au = — (/ u(t, x)da:)
Q
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mas pela condi¢do de Neumam que é estabelecida no problema (PM), se tem?,

/Q wppdz + /Q VuVids — < /Q u(t,x)dm)m /F o = - ( /Q u(t,x)dm)pl /Q pd(2.2)

Sendo assim, considere agora as funcoes® reais continuas a,b : D C R — IR,

onde D é um intervalo de reta, definidas por,

a: DCR — IR
T — P

b: DCR — R
x — P2

considere também o funcional ¢ : L?(2) — IR dado por,

Teremos entao da expressao (2.2) que,

/Q wpdz + /Q VuVeds = —a(g(u)) /Q oz + b(g(w) /F pdr.(24)

A equagdo (2.4) serd aqui chamada de expressdo fraca, ou expressdo
variacional da equagao parabdlica dada no problema (PM), sendo assim uma
funcao u(t,z) que satisfaga a igualdade dada por (2.4) é dita ser uma solug¢ao

fraca, ou solugao variacional, para a tal equacao parabdlica.

No desenvolvimento variacional realizado sobre a equacao parabdlica do
problema (PM) tomamos ¢, como uma fungao teste, definida em €2, se anulando
na parte 'y da fronteira I'. Para que faga sentido as integrais da equagao (2.4) e

a condicao de Dirichlet seja verificada consideremos o seguinte espacgo funcional.

P1
20 segundo membro da equacdo abaixo se explica pelo fato da integral — ( / u(t, x)dx)
Q

ser uma constante.
3A equacdo dada acima por (2.2) ja induz a definicio dada, de uma lei para a, b e para o
funcional q.
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Vi={pe€ Hl(Q); ¢ = 0 sobre 'y},

com a norma [ply = ([, |Ve¢|?)"/2 Da desigualdade de Poincaré temos que V
esta continuamente imerso em H'(Q), (para detalhes veja [17]). Com relacio
a uma solugao fraca para a equacao parabdlica do problema modelo (PM),
buscaremos fungoes v € L?(0,T;V), com u; € L*(0,T;V’) tal que a igualdade

variacional (2.4) seja verificada.

Assim, nosso trabalho em resolver (PM) reformula-se em resolver o seguinte

problema variacional, denotado por (PV'), encontrar uma soluc¢ao u(t,z) para o

problema:
((we L20,T;V), tal que u, € L2(0,T;V"),

[ weds+ [ FuTpde = ~atq(w) [ ptorts

Q Q Q
(PV) Wa(w) [ elods  enDOT), Vpe V.
I

u(0,.) = uo(.) em L*(€),
q(u) € D sobre (0,7).

Uma fungao u(t, ) que satisfaga o problema variacional (PV) acima, é dita uma
Solug¢do Fraca, ou Solugdo Variacional para o problema modelo (PM).
Nossos esforgos se concentraram em encontrar uma tal fungao wu(t, z) que resolva

o problema (PM) no sentido das distribuigdes.

Para generalizar o problema acima, sera considerado uma classe mais geral de

problemas variacionais.

Consideraremos um operador eliptico A : V — V dado por:
Au = —0;(a; ;(x)0u + aj(x)u) + ap(z)u,

e Oy, n = (M, M2, ...,nn), denotando a derivada normal associada ao operador A,

dada por,

ou
Opyu = am%m + a;n;u,
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A(u, v) denotard uma forma bilinear sobre V' x V| continua e coerciva, associada

ao operador A, dada por,

A(u,v) = / a; j(x)0udjv + a;udjv + ap(z)uvdz,
0

a;; e a; pertencem a L>(2). Considere também que as duas funcoes reais
continuas a e b, definidas sobre um intervalo de reta D, possuam a seguinte

propriedade. Existe um ntmero real p > 1 e uma constante Cy > 0 tal que,

la(s)] < Co(L + |sP/?), (2.5)

b(s)| < Co(1 + |s[P/?), Vs € R (2.6)

Faremos referéncia as prorpiedades (2.5) e (2.6) como uma condigao de
crescimento para as funcoes a e b. A aplicagao ¢ sera um funcional sobre L?(()

globalmente Lipschitz continuo, ou seja, existe uma constante gy > 0 tal que
la(u) = g(0)] < qolu — vlpzie) Vv € LA(Q). (2.7)

Agora considere a seguinte classe de problemas que chamaremos de problema

variacional generalizado (PV (), encontrar uma funcao u(t, ) onde:

(e L2(0,T;V), tal que u, € L2(0,T;V"),
(1) + Alus ) = —algla) [ plo)to

(PVG) +b(q(u)) / p(o)do  em D'(0,T), Vo €V,
u(0,.) = uo () 1 em L7(9),
q(u) € D sobre (0,7).

2.3 O Operador F: B — X

Considere o espago de Banach X := L?(0,T; L*(©2)) munido da norma

T 1/p
lu|x == (/o ]u(t)]‘zz)(mdt) .
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Seja B uma bola fechada unitaria de X, e F' : B — X um operador definido por

F: B — X
vo—

onde aimagem F'(v) = u é tomada como sendo uma solugao do seguinte problema,

que é uma linearizacao do problema (PVG), e que sera denotado por (PV L)*

(u € L2(0,T;V), tal que u; € L*(0,T; V"),
(10:9) + Alu, ) = ala(v)) [ oda

—l—b(q(v))/F wdo em D'(0,T), Vp €V,
w(0,.) = uo(.) 1 em L2(Q).

(PVL)

O trabalho em mostrar que o operador F' esta bem definido se resume, agora, em
mostrar que o problema (PV L) possui uma tnica solugdo u. E além disso esta
solugao u € X (N C([0,T7]; L*(€2)). De fato o operador F esta bem definido, pois

para isto, considere o seguinte funcional.

fv(t) V. —R
¢ = (o)) [ pde+wogt) [ do

It

temos que claramente f,) pertence a V' para quase todo t € [0, 7], dai

Y

4 ‘(boq)@(t))/n do

futel < \—<aoq><v<t>> | s

logo,

+1(bog)(v(t)) dU

Y

| foyel < (aoq)(v !‘/s@dm

[foypl < ([(@o @) (v(®)] + (b o g)(v(t))])

edz|,
Q

40 problema (PVL) é uma linearizacdo do problema (PV &), mostraremos, via Teorema
Variacional de Lions, que (PV L) possui uma tunica solucdo, fazendo assim de F' um operador
bem definido.
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assim,

[foypl < (I(a e q)(w()| + [(bog)(v(®)]) ey - (2.8)

Mas da condicao de crescimento associada as funcoes a e b juntamente com o fato

de ¢ ser globalmente Lipschitz continuo teremos que para todo v € L*(9),

la(g(v))] < eo(1 +la(v)[P?) < co(1+ (|g(0)] + qolvlrz(@))”?),

logo,

la(q(v))] < eo + (5" (|a(0)] + qolv]r2)))”'2,

ou seja,
2 2
la(q(v))] < co + (5%1q(0)] + ¢/ P go|v] 20 )P,

assim, para alguma constante ¢; > 0, conveniente, teremos que:

la(q(v))] < e (1+ [ulat,)- (2.9)

Procedendo da mesma forma com b(g(v)), teremos que, para cada v € X o modulo

do lado direito da equagao do problema (PV L) é limitado por

e(1+ [p)o)lelv, (2.10)

para alguma nova constante positiva c. Logo de (2.8) e (2.10) temos que,

|[fo i < elo®)lf2) + 1)
@)

integrando a desigualdade acima entre 0 e T" obtemos,

T
|fv|%2(0,T,V’) S C/ |U(t) 22(Q)dt + CT = C’U|§( + CT. (211)
0



CAPITULO 2. O PROBLEMA PARABOLICO COM UMA EQUACAO 32

Dai, f, € L*(0,T;V’) (note que pela nossa hipétese a mensurabilidade em ¢ de
t — fy@ ¢ facilmente estabelecida). Aplicando o teorema variacional de Lions
dado em [9], capitulo XVIII, concluimos que o problema (PV L) possui uma tnica
solucao u. Sendo assim temos que, como uma consequéncia direta do teorema
variacional de Lions, o operador F' : B — X esta bem definido, ou seja, dado

v € B, existe um unico u € X, tal que F'(v) = u.

2.4 F Leva a Bola B em B.

Seja T' € (0,00), v € B e u := F(v). Note inicialmente que a equacao

variacional de (PV L) também pode ser escrita como,

uy + Au = f,) em L*(0,T; V"),

dai, para todo w € L?(0,T;V), teremos que,

(ue(.), w()) + Au(),w()) = (fo(.),w())  em LN0,T), (2.12)

agora escolhendo w := u na equagao (2.12), teremos que

(ue(.)su()) + A(u(),u() = (fueyu())  em LY0,T), (2.13)
logo,
D0y + Aw(t) u) = (o) (e, em LOT), (214

assim da coercividade da forma bilinear A(u,u), e da desigualdade de Young
teremos de (2.14),

d 1
)y + mlu < |l (215)

A expressao (2.15) nos permitird obter valiosas estimativas para [u|ze(o,rr2()) €

|u|2(0,7;v)- Integrando agora (2.15) sobre [0,t], para ¢t € [0, 7] teremos que
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‘U(t)ﬁ:?(g) — |u(0 )‘LQ + m‘“’m(ou/) ’fU‘LQ (0,T;V") (2.16)

por (2.11) e de posse que v € B, para uma nova constante ¢ > 0, teremos de
(2.16),

() [F2(0) +mlulte ) < luoliz@) +c(1+T), para t€[0,T].

Assim obtemos,

|| Loo 0,7522() <’U0|L2 @ te(l+ T)) e (2.17)

1
|ul 20,77y < Jm (\W’%?(Q) +c(1+ T)) 12 (2.18)

onde ¢ é independente de T', ug e v € B.
De extrema importancia é também obter uma estimativa para |u|x e |v¢|r20.1v7),

sendo assim apartir de (2.17) teremos,

p/2
Juff < ‘u|p°°(O,T;L2(Q))T < (‘“0’%2(9) +e(l+ T)) T,

logo,

2
lulx < <|u0|L2 +c(1+T)> T?, (2.19)

E para fazer a outra estimativa, tome ¢ € V', seguindo apartir de (2.13) teremos

que,

(ug, 0) + A(u(t), ) < |foylvilely  em LY(0,T),

usando a continuidade da forma bilinear A(u, ¢) obtemos,
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[(us, )| < Mlu)lvgly + [ o v lelv,

[{ur, )| < (Mu(®)]v + | fow lv)lelv,

logo teremos

[uelve < (Mlu(®)|v + | fowlv), (2.20)

agora elevando (2.20) ao quadrado,

v < MPu)]V + [ fow v+ 2M [u(®)lv] fon v, (2.21)

e usando a desigualdade de Young na tultima parcela de (2.21) teremos a seguinte

expressao,

luelyr < 2MP|u(t) [} + 2| fo |3 em L'(0,7). (2.22)

Integrando entre 0 ¢ 7" e usando as expressoes dadas por (2.11) e (2.18), teremos

que para uma constante C' independente de v € B,

|ut|L2(0’T;V/) S C. (223)



CAPITULO 2. O PROBLEMA PARABOLICO COM UMA EQUACAO 35

Observacao 2.4.1 Feito as estimativas acima, para u e Uz, consideraremos

agora o sequinte espago

H,T;V, V') :={u e L*0,T;V); tal que v, € L*(0,T;V")},
este espagco munido da norma

lull o rwry = (lulliaoray + luel oo zam)'? =

</ab[Hu(t)H%/ + ||Ut(t)||%/,]dt) 12

¢ uma importante classe de fungoes que sequndo o teorema 1.5.4 esta
continuamente imerso no espago das fungoes continuas C([0,T]; V), tratando-

se ainda de um espaco de Hilbert.

Tomando agora v € B, u := F(v), e de (2.19) sabemos que existe uma

constante ¢ > 0 independente de |ug|r2(q), T, e v € B, tal que,

1/2
lulx < ¢ <|u0]2L2(Q) + T+ 1) TP (2.24)

Assim para uma constante ¢ > 0 conveniente, mostraremos que existe um tnico
T > 0 tal que a funcdo G(T) = c(|uo|r2@) + T + 1)/?T'/? = 1. De fato como
G(0) =0 e G(1) > 1, temos que pelo Teorema do Valor Intermedidrio (TVI), da
continuidade de G, e do fato de que G é crescente em [0, +00), existe um tnico

T > 0 tal que:

G(T) = clfuof3a(qy + T + 1) TP =1, (2.25)

com esta escolha de T" e por (2.24), concluimos que F(B) C B.

2.5 O Operador F : B — B é Compacto

Seja (vn)n>0 C B, e tome u, := F(v,) € H(0,T;V,V’). Usando (2.18)
e (2.23) é possivel ver que (u,)n,>o ¢ limitada em H(0,7;V,V’). A imersao
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de H(0,T;V,V') em L*(0,T;L*)) é compacta, assim concluimos que a
subsequéncia (uy,),>o converge em L*(0,T; L*()).

Agora mostraremos que a convergencia ocorre em X := LP(0,T; L*(2)). Sep < 2
entdao L?(0,T; L*(f)) esta continuamente imerso em X, o que prova o resultado.

Se p > 2 entao para todos inteiros nao negativos n e m,

T
—2
e — il < / it — ()72 [t — 0 (8)
—2
< fun — um‘iOO(QT;LQ(Q))‘un - um‘%Q(O,T;LQ(Q))
< Clun = tmli20.1:02(62))

de acordo com (2.17). Portanto, (u,)n,>o converge em X, logo o operador

F . B — B é compacto.

2.6 O Operador I': B— B é Continuo

Seja v € X, tome (v,),>0 C B uma sequéncia tal que v, — v em X e
u = F(v),u, := F(v,), dal mostraremos que u ¢ o unico ponto de acumulacao
de (un)n>0, OU seja, mostraremos que u, — w. Para todo ¢ € L*(0,T;V),

teremos através de (2.12) que,

(u, 0) + A(u(t), 0) = {fow, ©); (2.26)
<unt7 (10> + A(un(t)a 90) = <fvn(t)7 §0> €ml L1(07 T)7 (227)

subtraindo assim (2.27) de (2.26), e escolhendo ¢(.) := (u — u,)(t,.) obteremos,

(= un)e,u = un) + A((u =) (1), (u = un) () = (fo = fons (0= un)(1))(2.28)

e procedendo de forma andloga ao que foi feito nas estimativas em (2.15) e (2.16),

seguido do uso de que u(0,.) = u,(0,.), assim para cada t € (0,7T) teremos,

[(u = ) (8) 720y + M| = unlT20 ) < €lfo = fol 207y (2.29)
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Mostraremos que o lado direito de (2.29) converge para 0 quando n — oo, de

fato temos que,

|(f'U_fUn)(<l0)| < +

(a0 golt) / ot — (@0 q)ua(?) / ol

\(b ca)u(t) [ o = oay) [ v

[(fo = fu)(@)] < (@0 q)u(t) = (a0 q)ua(t)] ’ / o]+

/ pdo
Iy

(b o gu(t) = (boq)un(t)]

Y

logo,

|(fo = fo) (@) < (I(a 0 qu(t) = (a0 g)ua(t)] +[(bog)u(t) — (bog)ua(t)])

/ pdx
Q

Y

|(fo = o) (@)] < (I(a e q)u(t) = (a o q)ua(t)] + [(bo q)u(t) — (bo g)ua(t))]elv,

ou seja,

|(fo = Jo)lve < (a0 q)o(t) — (a0 qg)un(t)] + |(bog)u(t) = (bog)un(t)], (2.30)

e elevando (2.30) ao quadrado teremos que,

v < laoqu(t) = (ao qua(t)]* + |(bo q)u(t) — (b o q)ua(t)]* +
2|(a 0 g)o(t) = (aoqua(®)][(bog)u(t) — (bog)un(t)],

|(fv - fUn)

dai usando a desigualdade de Young na terceira parcela do segundo membro da

expressao acima, resultard que existe uma constante ¢ positiva tal que,
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|(fo = fo) i < cl(ao q)u(t) — (a0 q)ua(®)* +cl(bo q)u(t) — (bo q)va(t)[*(2.31)

agora integrando (2.31) com ¢ € [0, 7] teremos que,

T

| fo — fvn|L2(0,T;v' < c aoq(v —ao Q(Un(t))]zdt

[boq(v(t)) —boq(u,(t)))?dt. (2.32)

/0
/ T
0

Além disso v, — v em X, assim

|(v — Un)(t)|L2(Q) —0 em LP(0,T).

Da proposigao 1.2.1 temos que existe uma fungao h € LP(0,T) tal que,

[Un ()| r2(0) < h(t) parate (0,7), (2.33)

v (t) — v(t) em L*(Q) parat € (0,7).

Temos também que da continuidade das fungdes a e b, e de (2.7), a funcdo a o ¢

é continua sobre L*(Q). Assim

(aoq(v(t)) —aoq(va(t)))* — 0 parat € (0,7, (2.34)

mas de (2.9) e do resultado visto em (2.33) teremos que,

IN

lalg(u(t))] + la(g(va(t)))]
e(1+ (&) By + loa(®) 2y
o(1+ [v(t) [t + WP (1)),

a0 q(u(t)) — aoq(ua(t))]

IN

IN
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Assim pelo uso da desigualdade de Young no segundo membro da desigualdade

acima obtemos que,

Mw@@%wowmmﬁ5530+Mm%m+mﬂﬂ%f
< AL o() 2y + RP(D)).

Usando (2.34), a estimativa dada acima e o fato de que a fungao

p(t) = 41+ [o(B) [0y + 17 (1)

esta em L'(0,7T) e independe de n, concluimos pelo teorema da convergéncia

dominada de Lebesgue que,

/0 [a0q(v(t)) — aoq(v,(t)))*dt — 0, quando n — 400

procedendo de forma analoga com a funcao b e usando as relagoes dadas por

(2.29) e (2.32) concluiremos que

sup |ty — u(t)|r2(0) — 0, quando n — oo. (2.35)
[0,7]

Mas como a convergéncia em L>(0,7; L*(f2)) implica a convergéncia no espago
X = LP(0,T; L*(9)), segue que u, — u em X, quando n — +oo. Concluimos

assim que o operador F' : B — B é continuo.

De posse do fato de que o operador F' : B — B é completamente continuo,
ou seja, compacto e continuo, ja é possivel usar o teorema 1.4.1, do ponto fixo de

Schauder, para concluir que o problema,

(we HO,T,V,V"),
(1) + Al ) = —algla) [ plo)to
(PVG) +b(q(u))/ p(o)doe  em D'(0,T), Vp €V,
u(0,.) = wuo(.) " em L2(9),
| q(u) €D sobre (0,7).

possui solucao, ou seja, existe uma solugao fraca para o problema modelo (PM).
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2.7 Unicidade

Como o Teorema 1.4.1, do ponto fixo de Schauder, nao nos garante a unicidade
da solucao, mostraremos agora um resultado de unicidade para a funcao u solucao
do problema (PVG) através de algumas estimativas, para isto, precisaremos de
uma hipdétese um pouco mais forte a respeito da continuidade das funcgoes a e b,

assumiremos que

As fungoes a e b sao localmente Lipschitz continuas sobre IR (2.36)

Isto é, para algum intervalo limitado [—M, M| € IR, teremos,

la(s) —a(r)| < C(M)|s —r| (2.37)

b(s) = b(r)] < C(M)|s —r|, (2.38)

V(s,r) € [-M, M]?, onde C(M) é uma constante positiva.

Sejam u e v duas solugdes para o problema (PV(G). Tomando a diferenga
entre as expressoes variacionais de (PV @A), para u e para v, Vo € L*(0,T;V)

temos que,

(u—0)t, @)+ Alu—v, ) = —[aoq(u(t))—aog(v(t))] / d-+ [bog (u(t))—bog (v (t))] / odo,

em L'(0,T). E escolhendo ¢(.) = (u — v)(¢, .) obtemos,

5%‘(71—0)(15)’%2(9) —|—m’(u—?})(t)’%/ < claoq(u(t)) —aoq(v(t))|lu— vy
+ clboq(u(t)) —boq(v(t))|lu—vl|v.

Usando a desigualdade de Young teremos claramente que o segundo membro da

expressao acima é limitado por
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s(a0q(u(t)) —aoq(u(t)? + £ (bog(u(t) —bo q(v(t)))? + m|(u —v) (1)}

Assim, para uma nova constante c,

d
priiChe V) ()12 < claoqg(u(t)) —aoq(u(t))
+ c(boq(u(t)) —boq(v(t))> (2.39)
Definindo M := |u| e (0,r;22(02)) + |V| Lo (0,7;22(2))- Temos que M ¢ finito; assim por
(2.7)
lg(u(®)] < 1q(0)] + qolu(®)|r20) < 1a(0)] + oM =: Ry
e

lq(v(t))] < Ro.
Usando agora (2.37) temos que,
laq(u(t))) — alq(v(t)))] < C(Ro)lg(u(t)) — q(v(t))] < C(Ro)qo|(u = v)(t)|L2()-

De forma analoga ao que foi feito para obter a estimativa acima se faz também
para obter uma estimativa para |b(q(u(t))) — b(q(v(t)))|, e juntamente com a

expressao (2.39) se consegue uma constante C' positiva tal que,

=) agoy < Ol 0) () oy (2.40)

Integrando (2.40) em [0, ], para t € [0,7] e usando o fato de que (u—v)(0,.) =0

em L*(Q) teremos,

T T
=)0y < C [ 1= o) Oyt =0+ [ = o)) ffaordt(241
usando agora o Lema de Gronwall em (2.41) obtemos que,

Concluindo assim o resultado de unicidade de solug¢ao para o problema (PVG).
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2.8 Solugao Maximal

De uma forma inicial, quando se trata de algum problema de evolucao
vinculado a equacio do calor, tem-se logo um aberto Q@ C IRV com uma certa
fronteira denotada por I', estabelecendo-se assim um dominio do tipo cilindro
Q = Q x[0,T) de lateral dada por 7 =T x [0,T); T > 0, e se considera logo o
seguinte.

Encontrar uma fungao u(z,t) : Q x [0,7) — Rtal que:
0

1) 8_1; —Au=0em Q

2) u =0 sobrew

3) u(x,0) = up em €,

N
0? .
onde A = E pye) é o chamado operador laplaciano, e ug(x) é uma fungao dada.
-
i=1

A equacao El) chama-se equacao do calor, pois pode modelar a distribuigao de
temperatura em um dominio €2 no instante t. A equagao do calor juntamente
com suas varidveis se relaciona a numerosos fenomenos de difusdo.® A funcao
u(z,t) : Q x [0,T) — IR é uma aplicacdo espacial e temporal, ou seja, evolui
também com o tempo, isso quer dizer que para cada t € [0, T) ocorre uma atuacao
temporal. Dai é natural algumas observacoes, visto que se T" — +o00 a funcao u
pode também ir para o infinito, logo nao seria mais uma solugao, assim quanto
maximo pode ser o supremo temporal T para que a fungdo u ainda continue
solugao do nosso problema 7 Esse valor de T é chamado tempo de Blow-up do

problema. Sendo assim podemos pensar na seguinte definicao.

Definigao 2.8.1 Seja um intervalo J C [0,4+00) contendo o zero. Uma fung¢do
u:J — L*(Q) é chamada de Solugao Mazimal no Tempo, para o problema
(PVG), se

i) u for uma solug¢ao para (PVG) para todo T > 0 tal que [0,T] C J,

ii) Nao existir solugio v para o problema (PVG) em um dominio temporal

0,7 D J, [0, T"] # J e v=u sobre J.

5 ~ ’ s, .
° A propagacao de calor é apenas um exemplo dentre varios.
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A solugdo maximal u é uma solucao definida em um dominio temporal
de maior amplitude possivel, qualquer extensao para um dominio temporal de

amplitude maior, se existir, nao sera solucao.

Proposicao 2.8.1 Seja u uma solugdo para o problema (PVG) em [0,T]. Entao
existe uma fungdo w que estende u e que € uma solu¢ao para o problema (PVG)

em [0, T + Ty, onde Ty € o unico nimero positivo tal que,

c([u(T) 2oy + To + 1)1, = 1. (2.42)

c € uma constante positiva.

Demonstracao:De acordo com o que foi feito, sabemos que existe uma

solugao v para o problema,

(ve H,Ty:; V, V"),
(o) + Al0,9) = =a04(0) [ plo)to
tho gu X/ (0)do  em D(0,Ty), Vo €V,
| 0(0,) = u(T, ) em L2(C2).

Entao a funcao w definida por,

() = u(t) se 0 <t<T,
W=V 0t =T) seT<t<T+T,,

é obviamente uma extensao de u e pertence ao espago L*(0,T + Tp; V). Além
disso, através do lema abaixo, é dado uma prova de que a funcao w pertence ao
espago H(0,T + Ty; V, V'), sua demonstragao pode ser encontrada na tese de A.
Rougirel [22]. Sendo assim a fungdo w é uma solugao para (PVG) em [0, T + Tp.
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Lema 2.8.1 Seja 0 < T <T’, w € L?(0,T';V) e denote por u e v as restri¢oes

de w para (0,T) e (T,T"), respectivamente. Além disso suponha que

i) u € H(O,T;V,V/),
i) ve H(T, T, V,V"),

iii) w e C([0,T']; L*(2)).
Entao w € H(0,7";V,V").

Mostraremos agora que o problema variacional (PV(G) possui uma unica

solugdo maximal no tempo, em um dominio temporal [0, T},4z)-

Teorema 2.8.1 O problema variacional (PVG), sob as mesmas condigies,

possut uma unica solugao maximal.

Demonstragao:

Para o caso de unicidade, seja u e v duas solucoes maximais definidas sobre .J
e J' respectivamente. Sem perda de generalidade podemos assumir que J C J/,
pela condigao i) da definigao 2.8.1, u e v sao solugdes para (PVG) em [0, T para
todo [0,7] C J. Assim do resultado de unicidade de solugao para o problema
variacional, © = v sobre J. Investigaremos agora a questao da existéncia de
solugao maximal para o problema (PVG). Fixando uy € L*(§2), tem-se que, pelo

resultado de existéncia de solugao obtido para (PVG), o conjunto

{T > 0: (PVQG) possui solucao em [0,T]},

é um intervalo nao vazio. Seja entao T, 0 limite superior desses valores de
T, considere também u : [0, Tee) — L*(2) uma funcao tal que para cada
t € 10, Thnaz), u(t) é o valor no ponto t da solu¢ao do problema (PVG) em [0, ¢].
Note que u esta bem definida, em [0, T},4. ), devido o resultado de unicidade que
foi obtido. E por tdltimo afirmamos que a funcao v é uma solugao maximal. De
fato a condicdo i), da definicao 2.8.1, é diretamente satisfeita pela forma como

u foi construida. Suponha agora que a condigao ii) nao seja valida, entao existe
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[0,7] D [0, Thnaz), com [0, T"] # [0, Tinaz) € v uma solugao para (PVG) em [0,77],
tal que v coincida com u sobre [0, T)qz). Temos entao que v estende u sobre a

direita de [0, Tynaz ), € isto contradiz a escolha que tomamos para T),q.-



Capitulo 3

Um Resultado de Positividade
para a Integral.

Nesta capitulo mostraremos sobre um resultado de positividade para a integral da
solugao do problema (PM), em IR, Assumiremos que N = 1 e que Q2 := (0,]) C R
onde [ € (0,400).

Consideraremos agora o problema uni-dimensional.

u —u"” = —a(/Q u(t, z)dz) em (0,7) x Q,
(PM) u(t,.) =0 sobre (0,7,
u'(t, 1) = b(/ﬂu(t,:v)d:c) sobre (0,7,
L u(0,.) = uo(.) em (),

Independente da solugao u do problema acima ser negativa ou positiva em

(0,T) x Q, mesmo fixando uy > 0, ou ug < 0 sobre €2, a sua integral [ wu(t,x)dx
Q
é sempre positiva. Este Fato foi confirmado pelo seguinte teorema.

Teorema 3.0.2 Assumindo que

i) Q:=(0,1) com € (0,%7],
ii) As funcoes a e b satisfazem (2.5), (2.6) e (2.36)
iii) Para todo s > 0, a(s) < b(s) e b(s) > 0,

iv) A condigao inicial ug € L*(2) e ug > 0,ug # 0 quase sempre em .

46
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Entao a integral da solu¢ao variacional mazximal do problema (PM) € positiva
em [0, Truaz)-

Demonstragao:

Seja (¢r)x>1 uma base Hilbertiana de L*(€2) definida por

—90% = APk em (2,

ng(O) = 07 @;c(l) = 07
/ (pkdili' > O, ’(pk|L2(Q)
Q

Assim temos que

A = %(% 1?2, () = \/?Sin(\/)\_kx) - \/?sin(%@k ~Dz).  (3.1)

Denotaremos por u a solugao variacional maximal para o problema (P1,u)(veja
a definicao (3.3.1)) e por 7" um nimero real em (0, T00(u0))- Fazendo ¢ = ¢, na

forma variacional de (P1,uq), obteremos

%( /Q u(t)gokd:c)—i-( /Q u’(t)go;dx) =—a ( /Q u(t)d:c> /Q prdz+b ( /Q U(t)d:c) wi(l),

em L'(0,T). Agora, desde que ¢, seja uma autofuncao, esta equagao pode ser

dada também por

%( /Q u(t)gpkdx> Y /Q T — ( /Q u) /Q orda
+ b(/ﬂu) n(l). (3.2)

em C([0,T7). Desde que uy > 0 e ug # 0, teremos que

/ ugdx > 0.
Q

Usando um argumento de continuidade, o teorema pode ser provado se

mostrarmos que para cada ty pertencente a [0, T}, ) € satisfazendo
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/ w(t, z)de > 0, Vit e [0,t), (3.3)
Q

tivermos

/ u(to, z)dz > 0.
0

Para um ¢, satisfazendo (3.3) e tendo iii),

a (/Qu(t)dx> <b (/Q u(t)dx> vt € [0, to].

Assim definindo

ug(t) ::/Qu(t)cpkdx

D) =) = [ o =7 (0= ). 3.9

Q

obteremos por (3.33), desde que / erdx > 0, por iii),
Q

up(t) + Meug(t) > b (/Q u(t)dt) D(pr), k=1,2,...,Vt €[0,t0]. (3.5)

Seja v : [0, Thnaz (o)) — IR uma solugao para o problema

o0) + Meond) =b(4uwﬁ)0wm (3.6)
v(0) = wuo,, (3.7)

onde ug, denota a k' coordenada da condigdo inicial; isto é

U, = /Q wo(2) o ()dx.
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Vemos facilmente que

uk(t) > Uk(t), vVt € [O,to], Vk=1,2...... (38)

Mostraremos agora que » -, vk(to)/gokdx é positivo.  Por (3.37)-(3.38),
Q

deduzimos a seguinte representacao de vy:

vp(t) = e Mg, +/0 6’\’°(t5)(/ﬂ u(s)dz)dsD(px)- (3.9)

Para todo inteiro n > 1, considere a série de funcoes

Sp(t) == ka(t)/ﬂgpkdx,

definida sobre [0, Tyyaz(1g)). Com a notagao

Ey = D(g) / ondr — % (% - Aik) (3.10)

to
I ::/ e_’\k(to_s)b(/ u(s)dz)ds,
0 Q

onde escrevemos S, (ty) na forma

Sn(te) = e”\’“touok / opdr + ZIkEk =: S}(to) + S2(to), (3.11)
k=1 @ k=1
onde S!(to) e S2(ty) sdo definidas por caminhos obvios.  Primeiramente
mostraremos que para todo inteiro n > 2,5%(t;) ¢ nao negativo. Para cada
inteiro k > 1, veja (3.10) e (3.1)

71_2

— (w(4k% — 1) — 2(4K* + 1)D).
S Tk = 1) = 248 + 1))

Ey+ By =

Assim
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3
lg%———>Ek+Ek+120 vk > 1. (3.12)

Escrevemos S2(ty) na forma
n—1

Szl(t(]) - Z IkEk + Ik+1Ek+1.
k=1

Usando o fato de que para todo t € [O,to],/u(t)dx > 0 e pela hipétese iii),
Q
deduzimos

b(/Q u(.)dz) >0 em [0,

Assim, k —— I, decresce. Para todo inteiro k > 1,

Iev1Byr 2 1By, (3.13)

desde que Fjy1 < 0. Pelas expressoes (3.12), (3.13) e a positividade de I, teremos
que I, By + Iy By > Ii(Ey + Epy1) > 0. Assim,

S2(tg) >0, VYn=24,... (3.14)

Considere agora a soma S!(¢y). Sabemos que a solugao variacional para o

problema
Wy, —wp =0 em (0, 400) x
wy(t,0) =0, w, (t,1)=0 sobre (0, +00)
wn(0,2) = D4, o,k em ()

converge em C([0, to], L*(€2)) com relagao a solugao variacional w para o problema

wy —w’ =0 em (0, +00) X
w(t,0)=0, w(t,l)=0 sobre (0, 400)
w(0, ) = ug em (2

Agora, é claro que
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3

wy(t) = e g, 0.
=1

Assim, pela continuidade da integral,

n
Ze%ktou% / opdr — / w(tg)dx, quandon — +o0.
k=1 @ @

Com relagao a u, e pelas expressoes (3.8), (3.11), (3.14),

n

Zuk(to)/

k=1 Q2

prpdr > ka(to) / ordr = Sp(ty) > Z e_’\"’touok / ordr.
k=1 L k=1 Q

Passando o limite, obtemos que

/Q u(ty)dz > /Q w(to)da.

Agora, desde que ug > 0 em todo €2 e ug # 0, podemos pelo principio do maximo

w(ty) > 0 em todo Q. Em particular, [ u(ty)dz > 0. O que completa a prova do

Q
teorema. [ ]



Capitulo 4

O Sistema Acoplado

4.1 O Sistema Acoplado Formado Pelas
Equacoes do Problema (PM)

Neste capitulo, temos como objetivo estudar a existéncia e unicidade de
Solucao Fraca para o seguinte sistema modelo acoplado de evolu¢ao (PMA),

dado abaixo:

S~

p
up — Au = — ( v(t,x)dx) em (0,7) x Q,
p

vy — Av = — ( u(t,:z:)d:v) em (0,7) x €,
u(t,z) =v(t,z) =0 sobre (0,7") x Ty,
q
Onu(t,z) = (/ u(t,x)dx) sobre (0,7) x I'y,
Q
q
Opu(t, ) = (/ v(t,x)dm) sobre (0,7T) x I'y,
Q

u(0,2) = ug;  v(0,x) = vp; em ().

S~

(PMA)

\
Onde p, ¢ sao numeros reais maiores ou iguais a 1. Aqui €2 denota um aberto,
conexo, limitado e lipschitz de IRV, N > 1, com fronteira I'. T e I'; sao dois
subconjuntos disjuntos da fronteira e mensuraveis com respeito a medida de
Lebesgue (m), satisfazendo I' = Ty UT;. T é a parte isolada da fronteira, nesta
parte nao ocorre nenhuma passagem de energia térmica, ou seja, a temperatura
é fixada igual a 0. I'; é a parte nao isolada da fronteira, permitindo assim que o

dominio €2 sofra uma perda de calor.

52
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4.2 Existéencia de Solugcao para o Sistema
Acoplado

Considere agora o seguinte espaco funcional:

V={ueH(Q); u=0 em Ty}

Defini¢ao 4.2.1 Uma Solugao Fraca para o sistema acoplado (PMA) é um
par de fungoes (u(t,z); v(t,x)) tais que:

i) (u,v) € [L*0,T; V)N C([0,T], L*(Q))]*
i) (ug,ve) € [L20,T,V"))%
iii) u(0,2) = up € L*(Q), e v(0,z) = vy € L*(Q);

iv) As equagoes variacionais abairo sao verificadas:

a) (ur, 1) + Alu, 1) = —alq(v) / 1 ()dz + b(g(w)) / o1(0)do,

Iy

b) (v 02) + A(v, 02) = —a(g(u)) / 2(a)dz + b(q(v)) / o2(0)do,

'y

no espago D'(0,T), para toda p1,p2 € V, com A(u, @) = /Vqupldx, uma
Q

forma bilinear continua e coerciva sobre o espaco VX V.

Teorema 4.2.1 Sob as hipdteses anteriores existe uma solucdo fraca para o

sistema acoplado (PM).

Demonstragao:

Seja {w; j:“f uma base de Schauder do espaco V', e V,,, = span{wy, wa, .....w, },

queremos achar fungoes
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m m

vm(t) = ) ®i(thws; v, =Y @i(Hws;

i=1 i=1

tais que o seguinte problema aproximado (PA) seja satisfeito:

([ 01) + ALt 1) = —ag(vm)) / o1(2)d
Th(qun)) / o1(0)do,
PAY L (0 0) + Aloms 03) = —alq(unm)) / o2()de
Th(q(om) / o2(0)do,
' Y Y1, P2 € Vm,
L (U (0),v,,(0)) = (Uom, Vom) em L?(Q) x L*(Q),

Como ug, vg € L*(2), entdo

m
Uom = E Opiw; — U,
i=1

m
Vom = E Do w; — vy.
i=1

Agora tomando ¢ = ¢ = w;, 1 < j < m; teremos o seguinte sistema

r m m

Z O (x) (w;, wy) + Z O,(x)(Vw;, Vw;) = —a(q(vy,)) /Q wjdx
+Haun) [ wydo,
> @) s, ws) + 3 (o) (Ve Vi) = —ag(un) [ wya
“Walvn) [ wydo
0(0) = O = B0y,
L (I)<0):(I)Om: [(I)Oi]?;h z:l,,m
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que nos da,

—a(®.F)F + b(0.F)G;
—a(0.F)G + b(®.F)F,

AO'(t) + BO(t)
Ad'(t) + BO(t)
Equivalentemente, teremos a seguinte adequacao de nosso problema a forma

matricial:
ot v [ ] Le |- s s ][ 6]
onde,

m

F:{/wjdx] , G:[/ wjda]
Q j=1 I j=1

Como A ¢é inversivel e o sistema é semi-linear, podemos reescreve-lo da seguinte

forma
0 —a(®(t).F)  bO(t).F) } {g} B [%%} {28 }}(4.1)

[g} - {Aol At ] {[ b(D(t).F) —a(O(t).F)
denotando por,
HEES

o= [0 e 1[5 [ 4] 20

teremos assim o seguinte Problema de Valor Inicial (PVI),

{ Vo257 onde vy = | () |
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Usaremos o Teorema de Carathéodory para provar que o sistema (4.3) possui
solucao. Consideremos a funcao,

H : RxR"™ — R"
(t,Z) +— H(t,2)

Z=(X,Y) e R" x R"

1) Fixemos Z e mostraremos que ¢t — H(t,Z) é mensuravel. De fato, como
A e B nao dependem de t, entao é sufuciente mostrar que os elementos
—a(O(t).F),b(®.F),—a(P.F),b(0.F) sao mensurdveis em t. A saber, ©(.)
e ®(.) sao fixados em t e portanto sdo mensurdveis; os vetores F e G
nao dependem de ¢, portanto os produtos escalares O(t).F e ®(t).F sao
mensuraveis; além disso, as fungdes a(.) e b(.) sdo continuas e portanto

mensuraveis.

2) Fixemos t e mostraremos que Z —— H(t,Z) é continua. De fato, como os
produtos escalares O(t).F' e ®(t).F sao fungoes lineares e continuas, e as

fungoes a(.) e b(.) sdo continuas, entao Z — H(t, Z) é continua.

3) Seja K um compacto de D = [0,T] x By, onde

Bs = {(X,Y) € ™ |[[|X — Opul| + [|Y — Poulll| < 6}

Devemos mostrar que existe uma fungao real mg(t), integravel em [0, T tal

que,

|H(t, Z)||gem < my(t), 7 =(X,Y) e R™V(t, Z) € D. (4.4)

Temos que

onde,
hi(t,Z) = A [—a(Y.F)F + b(X.F)G — BX],
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ho(t, Z) = A7 [—a(X.F)F + b(Y.F) — BY].

Assim, Vt € [0, T,

IH(t, Z) e = max{[|hy (¢, Z)|[wem, [|h2(t, Z)|[wem },

observe que:

1ha(t, Z) e < JATH = a(Y-F)F + b(X.F)Gllwe + A B [1X e
< A7l = a(Y-F)Fllge + [6(X.F)Gllwn + [|BIl| X [[gen]. (4.5)
Como | A~ e | B|| sao  constantes, mostraremos ~ que

| — a(Y.F)F||gn, ||b(X.F)G||rm € || X||re sdo fungdes integraveis em t. De fato,

t — ||O(1)]| é mensuravel e,

T T T
/ X et = / |e(t)dt < / (6 + [|Ooml)dt < +00. (4.6)
0 0 0
Portanto, || X|g» é integravel em ¢. Temos que t — [®(¢).F]?/? é mensurdvel,
pois ®(t).F = >", ¢i(t).F; onde F; = [ w;, é uma soma de fun¢oes mensuraveis.
Q

Além disso,

[@(1).FP2| = |9().FP* < | @(0)|5en ]| Pl
< 0+ [©oml)2 N F[172.

Mas como (8§ + ||©g,||)P/2. || F||P/? é constante em relagdo a t, entdo

T
/ |(t).F|P/2dt < 4o00.
0

Portanto, ||®(t).F||P/? é integréavel. De maneira andloga, mostra-se que a funcio

t — [O(t).F]P/? também é integravel. Agora, observe que

la(s)] < Co(L+[s]?) e,
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[b(s)] < Co(L+|s”?).

Assim,

I = aV.F)F|| < | = aY.F)|[|Fllwe < Co(L+ |Y.FP2) | Fllwer,

o que nos da

T
/ | — a(Y.F)F||gndt < +oo, (4.7)
0

De maneira analoga, mostra-se que

/T [6(X.F)G|[gndt < +o00. (4.8)

Agora de (4.5), (4.6), (4.7) e (4.8) temos que |hi(t,2)||g» ¢é limitada por
uma funcao integravel definida sobre K. De maneira andloga, prova-se que
|ha(t, 2)||r é também limitada por uma funcao integravel sobre K. Portanto,

existe uma funcao real my(t) integrével em [0, T tal que,

[H(t, Z)||gem < mu(t), v(t,Z) € D. (4.9)

Concluimos portanto, que o problema (4.3) satisfaz as condigoes de Carathéodory
e portanto existe uma solugao (uy,(t), v, (t)) definida sobre o intervalo [0, t,,,) para

algum t,, € [0,7).
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Considerando agora o problema aproximado

(

(s 1) + Alttm, 1) = —alq(vn)) / o1 (x)dx

+b(q(um)) /F p1(0)do,
(PA) (Vs 92) + AV, p2) = —a(q(um)) /Q pa(w)dz

Th(q(vm)) / oa(0)do,
Iy
\ V (9017902> € Vm X Vm>

teremos que tomando @1 = u,, € Ys = v, obteremos,

1d

5 g tm OB + IV 3 < e(U+ [ OB (Ol + 1+ ) 2 (4.10)
e?

ld 2 2 p/2 p/2

5 77l tm O +mIVonl} < e+ fum (OB om(Ole + L+ [vm[8)lomla, (4.11)

somando (4.10) e (4.11), seguido do uso da desigualdade de Young juntamente

com a hipétese de coercividade teremos que,

5 77 1O+ [om()E) + m(|Vunl3 + [Von[3) <

24 2(|um ()15 + [vm ()13 + (Jum()]s + [vm()]5) <
L+ Jum ()15 + [om()]5 + (um( ) + [om()]5)] (4.12)

Observacao 4.2.1 Parap € [1,2], € possivel fazer uma compensagdao do sequndo
membro da desigualdade (4.12) com o sequndo termo do primeiro membro para

obter as estimativas procuradas.

Para p > 2 teremos a desigualdade:

%%(]um(.)@ + [ ()3) < el (Jumly + [vml3) + (Jum ()3 + |om () [3)P?])-(4.13)
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Seja agora a fungao w : [0, T;,] — IR, dada por w(t) = |un(t)|3 + |vm(t)|3, de
(4.12) obtemos a desigualdade diferencial,

{@%ﬁgcu+wm+wﬂﬂ; o> 1 (4.14)
w(O) = ]u()m\% + |UOm‘%

considere agora o seguinte (PVI),

d(t) o
{ g Loty (4.15)
©(0) = [uol3 + [vol3-

Observe que a funcao h : [0, T;,] x R — TR é de classe C'! em ¢ e mensurdvel em ¢.
Podemos afirmar que existe uma tnica solu¢ao ¢ para (4.15), definida em [0, 7%

com 1" < T,,. Pelo Resultado da desigualdade diferencial Teorema 1.3.1, como

existe, w(.) satisfaz a desigualdade diferencial em (4.13) e, w(0) < ¢(0),

entao

wt) < p(t),  Vtelo,T7, (4.16)

como ¢ é continua em [0, 7%], IM > 0 tal que,

wt) < p(t) < M < 400, Ve 0,T7]. (4.17)

De (4.16) temos que,

w(t) = [t (t)]3 + v ()5 < M, Vt € [0,77], (4.18)

de onde segue que
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U] oo (0,07 L2(0)) < M, Vm

|[Um|Loo (0,7522(0)) < M. Ym

Além disso usando (4.16) e (4.17) obteremos,

1d
2dt
¢‘ Integrando (4.21) em ¢ € [0, T*] obtemos que,

Ium(t)|§+Ivm(lﬁ)liJr/O (IVum(B)]3 + [Von®)[3)dt < C,

logo,

|Um|L2(0,T*;V) <C Vm,

|Um|L2(O,T*;V) S O Vm

(ltm Oz + [om(B) + (Vum( + [Vem()3) < C Vm.
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(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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Agora, buscaremos estimativas para a derivada temporal das fungoes u,, € v,,.

Do problema aproximado temos,

(U Wi) = (Dt wi) — (alq(vm)), wi) (4.24)

(Vs wj) = (Avm, wy) — (alq(um)), wy) (4.25)
YV (wi, w;) € Vi X V.

Como A : H}(Q) — H () é um operador linear continuo, existe M > 0 tal

que,

i) < / M et 1y il + / lalq(on))|wildr, (4.26)

(W w;)] < / M o s oyl + / a(q(wm))lw; de, (4.27)

segue que

[t wi) | < M|t || 2 Q)/ |w;|dz + (1 + |vm|L2 ) / |w; |dz, (4.28)

(Vs w))] < Mol o / fwjlde + (1 + [unl?2g, / fwylde.  (4.20)

Usando a imersdao L?(Q2) — L'(Q) e a desigualdade de Poincaré obtemos,

[t w3) | < [M | 130 + (1 + [l )] [0l 11y ) (4.30)

[ (s W3] < [M [l gy + (1 + Tt 7550 101 11y (4.31)
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onde segue,

2
et [l 11-1(0) < Ml[tumll sz + (1 + [oml55,), (4.32)

lomlli-r@) < Mllvmll ) + e + [umlfoiq)), (4.33)

integrando em ¢ € [0,77] e usando as estimativas (4.32), (4.33), (4.34), (4.35)

obtemos,

T* T*
et -0yt < Cr [ Nl (7 et
0 0 0

T*
+Cy /0 (1+ Jom()Peig) < C ¥m, (4.34)

T* e
| Wl <€ [ o Byt
0 0

T*
+C2/ (1+ [um (i) < C Ym. (4.35)
0
Assim,
||| 220,005 1)) £ C Ym, (4.36)
[Vm, || 22075 5-10)) < C Vm. (4.37)

Das estimativas (4.32), (4.33), (4.34), (4.35), (4.48) e (4.49), temos a existéncia

de subsequéncias, novamente denotadas por (u,,), (v,,) tais que:

e u, >u fraco estrela em L>®(0,7*; L*(Q)),

e v, >v fraco estrela em L=(0,T*; L*()),
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o u, ~u fraco em L*(0,7T*;V),
e v, ~v fraco em L?(0,T* V),
® u, —u; fraco em L?(0,T*; H~1(Q)),

® v, — v fraco em L?(0,T*; H1(Q)).

Usando as estimativas (4.34), (4.35), (4.48) e (4.49) e o lema de compacidade

de Aubin-Lions e considerando as imersoes abaixo,

H(Q) — L2(Q) — H(Q).

Temos a existéncia de subsequéncias, denotadas novamente por (u,,) e (v,,) tais

que:

e u, —u forte em L*(0,T*; L*(Q))

e v, —v forte em L*(0,T*; L*(2)),

multiplicando as equagao (4.36) e (4.37) por fungoes ¢;(.), ¢;(.) € D(0,T*), com
©i(T*) = ¢;(T*) = 0 obtemos,

T*
/ /Umt% t)w;(z )d:l:dt+/ /Vumgoz HVw;dzdt =
T* T*
q(vm) / /g@Z w;(x)dzdt + b(q(uy,) / / i(t)w;(z)dodt, (4.38)
Iy

/OT: /Q Um, 5 (H)w; () dadt + /OT* /Q V*Umgpj(t)ijdxdt:
q(tum)) /0 ' /Q 0;(t)w; (x)dzdt + b(q(v,,)) /0 ' /F 1 0;(Ow;(x)dodt. (4.39)

Passando ao limite em (4.50) e (4.51) e usando argumentos de densidade, obtemos

a solucao fraca procurada.
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4.2.1 Verificando as Condicoes Iniciais

Do fato de que H(0,T;V,V') — C([0,T]; L*(Q), temos que as condicoes
iniciais ug e vg fazem sentido, além disso, da passagem ao limite, temos que
Vi € CH0,T);¢(T) = 0,

T T
/ / ur ot dxdt—>/ /ugp x)dxdt. (4.40)

Integrando por partes, Vv € V| em (4.52) obtemos por um lado,

(tm (%), 0)(T7) = (um(0), v)¢(0) — /0 (um (), v)' (t)dt, (4.41)

e por outro,

T+
(u(T), 0)o(T) = (w0}, 0)0) = [ (w o)/, (1.42
0
como a expressao em (4.53) converge para a expressao em (4.54), como
T* T*
| w0 @i — [ g,
0 0

entao de (4.53) e (4.54), obtemos que

(um(0),v)¢(0) — (u(0),v)¢(0),

o que implica,

(U (0),v) — (u(0),v), Yve V.

Como u,,(0) — ug em L*(Q), pela unicidade do limite temos que (u(0),v) =
(ug,v), Yo € L*(Q2). Portanto, u(0) = ug, e analogamente se procede para verificar
que v(0) = vy em L?*(). ]
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4.3 Unicidade

O resultado de unicidade é baseado no seguinte teorema
Teorema 4.3.1 O problema variacional acoplado (PV A) tem inica solugao.

Demonstragao: Seja {uy, v}, {uz, vo} : [0, T] — L*(Q) solugoes de (PV A),

temos entao

i(ulawi> + A(Vuy, Vw;) = —a(q(v1)) / w;dx

dt Q

+b(q(u1))/ w;do,
p r (4.43)
—(v1,w;) + AV, Vw;) = —a(q(uy)) / wjdz

dt o
+la(wn) [ wdo,

It

E(U,Q,wi) + A(VUQ, sz) = —a(q(vg)) / wzdx

dt Q

+b(q(u2))/ w;do,
p m (4.44)
—(vo, wj) + A(Vvg, Vw;) = —a(q(ug))/ﬂwjda:

dt
+la(ez) [ wido,

IS}

\

subtraindo os termos das equagoes respectivas em (4.55) e (4.56) obtemos,

%(ul — Ug, w;) + A(ug — ug, w;) = —la(q(vy)) — alq(ve))] / w;dx

+wwmwwmmm/umm
d I (4.45)

—(v1 — vg,wy5) + A(vy — v2,w;) = —[a(q(ur)) — a(q(uz))] / wjdx

dt 0
Hbla(o) - Hatez))] [ wydo.

I'

\

fazendo agora w; = u; — us, e w; = vi — vy obtemos,
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(1d
5@'”1 — Usl72(q) + mlur — usl} < claoq(vi(t)) — aoq(va(t))||ur — ualy
La rbedn®)—bo sl kv (1.46)
5@\111 — Va|72(q) + m|v1 — valy, < claoq(ui(t)) — aoq(ua(t))|lvr — valy
\ +clbo q(vi(t)) — boq(ua(t))||vr — valv.
Usando a desigualdade de Young em (4.58) obtemos,
(1d ) ) c? )
§$|U1 - U2|L2(Q)2+ mlur — usly < %Vl o q(vi(t)) —aoq(va(?))]
C
+o—boq(ui(t)) = boqlus(t)® + mluy — usl?,
14 2m 5 (4.47)

3" vl + mivy = val} < gojao gun(t) - ao ()P

C
+%|b o q(vi(t)) — bo q(va(t)]* + mlvr — val}-.

\

Para obter a unicidade precisamos de hipdteses mais fortes que a continuidade
para as fungoes a(.) e b(.). Admitiremos aqui que a(.) e b(.) sdo localmente
Lipschitz continuas sobre IR, isto é, para qualquer intervalo [—M, M] de IR, existe

uma constante C'(M) tal que,

1) la(s) —a(r)] < C(M)]s —r|,
2) |b(s) =b(r)| < C(M)|s—r| Vs, re|[-M,M].
Tomando M; := |ui|p~r:22(0) + || r02(0) € My = |v1|peeo,mr2(02)) +

V2| oo (0,1;22(02)) temos que, My, My < +00; uy, s, vy, v2 € C([0,T]; L*(2)). Além

disso,

|q(ua ()] < 19(0)] + qolur (D) 2() < 1g(0)] + go My =: R,

de maneira analoga temos que,

lq(v1 ()] < 1q(0)] + oMz =: Ry.
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Usando a hipdtese 1) sobre a funcao a(.) temos,

|a(q(u1)) — alq(uz))] < C(Ra)|g(ur(t)) — qua(t))] < C(R1)golui(t) — ua(t)]L2(e),
procedendo de maneira andloga com a hipétese 2) para a funcao b(.) e juntamente

com a desigualdade (4.59) obtemos,

d
Jur — a2 ) < e(|v1(t) = v2(t) 120y + |ua () — wa(t)[2(0) (4.48)

i
|01 = vl L2y < elua(t) — ua(t)[12(0) + V1) — v2(t)|L2(q)-

dt
Adicionando as desigualdades (4.60) acima obtemos,

d

([ (t) = ws() 720 + [01(8) = v2()[z2(0)) < el (8) = ua(t) L2y + |01 (8) = v2(D)[12(e)).
Usando o lema de Gronwall e o fato de que u(0) = v(0) = 0, em L*(Q), obtemos

a unicidade de solugao do problema (PM).
u

4.4 Solucao Maximal para o Sistema Acoplado

Considerando a seguinte classe de problemas variacionais acoplado, associada
ao problema (PM A)

( (e, 1) + A, 1) = —afq(v) / o1 (2)d

Fh(q(u)) / o1(0)do,

(ve, p2) + A(v, p2) = —a(q(u)) 0 po(r)dx

+h(q(v)) / p2(0)do,
(u(0),v(0)) = (ug, vo) € LQ(Q) X LQ(Q),
LV (rgs) €V x V.

(PV A)

teremos a seguinte definicao
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Definig¢ao 4.4.1 Sejam Jy, Jo C [0, +00) intervalos contendo a origem. Um par
de fungoes (u,v) : Jy X Jo — L*(Q) x L*(Q) € chamado de Solu¢do Mazximal
no Tempo para o problema (PV A), se

i) (u,v) for uma solugdo para o problema (PV A), VT1,Ty > 0 tal que [0,T1] C
‘]17 [OaTQ] C JQ'
ii) Nao ezistir solucao (u',v") para o problema (PV A), em dominios temporais

[0,77] D Ji, [0, T3] D Jo, com (v, v") = (u,v) sobre J; X J,.

Proposigao 4.4.1 Seja (u,v) uma solug¢ao para o problema (PV A) em [0,T}] e
[0, T3] respectivamente. Entdo existe uma extensao (wy,w,) a qual é solu¢ao do
problema (PV A), de forma respectiva, em [0,T) + To,] e [0, T + Tp,], onde Ty, e

Th, sao os unicos numeros positivos satisfazendo

c([u(T) 2oy + To, + )21,/ = 1.

c(|u(T) 2oy + To, + 1)V2Ty)7 = 1.

Demonstragao:

Como ja sabemos, existe uma solugao (u',v’) para o problema

( (') € H(0, Ty, V, V') x H(0, Ty, V, V"),
(i, 01) + A, 1) = —a(q()) / o1 (z)da
Q

Fb(q(u)) / o1(0)do,

Iy

(00r02) + Alw, 02) = —alq(w)) / oa(z)d
Th(q(v) / p2(0)do,

(u(0),v(0)) = (up, vo) € L*(2) x L*(Q),
\ v(<,01,802) eV xV
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Sendo assim a fungao w = (w,, w,) definida por:

() (u(t),v(t)) se0<t<Ti, e0<t<Ty,
w o (Ul(t—Tl),Ul(t—Tg)) se T1 S t S T1 +T01, eT2 S t S T2+T027

é claramente uma extensao de (u,v).

Teorema 4.4.1 O problema variacional (PVA), sob as mesmas condigoes,

possut uma unica solugao mazximal.

Demonstragao:

Para o caso de unicidade, sejam (u,v) e (u/,v") duas solugbes maximais
definidas sobre J; x Jy e J| x J) respectivamente. Pela condigao i) da defini¢ao
4.4.1, temos que (u, v) e (u/,v") sdo solugoes para (PV A), portanto pelo resultado
de unicidade, as mesmas sao tnicas. Para o caso de existéncia de solugao maximal

para (PV A), temos que, do que ja foi visto, o conjunto

{(T1,Ty) € R" x R" : (PV A) possui solugio em [0, T3] x [0, T»]},

é nao vazio. Sejaentao T}, . els, . oslimites superiores, respectivamente, desses
valores, considere também o par de fungoes (u,v) : [0,T,,,.) %[0, Tb,..) — L*(2)
tais que para cada (t1,t2) € [0,73,,,.) % [0,T%,,,.), (u(t1),v(t2)) é o valor, no ponto
(t1,12), da solugao do problema (PV A) em [0, ¢;] x [0, t2]. Note portanto que (u, v)
esta bem definida em [0,773,,,.) X [0,T5,,,.). E por dltimo afirmamos que o par de
fungoes (u, v) é uma solugdo maximal. De fato a condigao i), da defini¢ao 4.4.1, é
diretamente satisfeita pela forma como (u,v) foi construida. Suponha agora que a
condigao ii) nao seja vélida, entao existe [0,77] D [0,73,,..), € [0,T5] D [0,T5,...),
com [0,77] # [0,11,,..), € [0,T3] # [0,T5,...), € (v,v") uma solugdo para (PV A)
em [0, 77] x [0, T3] que coincide com (u,v) em [0,77,,,.) % [0,7T5, . ). Temos entao
que (u',v") estende (u, v) sobre a direita dos dominios temporais, e isto contradiz

a escolha que tomamos para 7T, .. e 15, .. .
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