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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar existéncia, unicidade, a falta de decaimento
exponencial e o decaimento polinomial de solucoes associadas ao seguinte sistema de

ondas elasticas com acoplamento linear dado por

U — Au+ /Ooog(T)Au(t —7)dr+av=0 em Qx (0,00), (1)

v —Av+ou=0 em Q x (0,00), 2)

w=v=0 sobre I'x (0,00), (3)

(u(z,0),v(x,0)) = (uo(2), vo(x)), (ue(x,0), ve(x,0)) = (u1(z), v1(x)) em Q (4)

onde 2 é um aberto limitado do IR* com fronteira I' regular.

Palavras - chaves: Solucoes Fortes e decaimento polinomial.
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Abstract

The main purpose of this paper is to study the existence, uniqueness, lack of exponential

and polynomial decay of the following problem

uy — Au +/ g(T)Au(t —7)dr +av =0 em € x (0,00) (5)
0

vy —Av+oau=0 em € x (0,00) (6)

u=wv=0 sobre I'x (0,00) (7)

(u(,0),v(2,0)) = (uo(2), vo(2)), (wi(x,0), vi(,0)) = (w1 (x),v1(x)) em (8)

where (2 is a open set bounded of IR" with regular boundary T.

Key words: Strong solutions and Polynomial decay.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar existéncia, unicidade, a falta de decaimento
exponencial e o decaimento polinomial do sistema de ondas elasticas com acoplamento

linear dado por

uy — Au +/ g(T)Au(t —7)dT +av =0 em 2 x (0,00) (9)
0

vy —Av+oau=0 em Q x (0,00) (10)

u=v = 0 sobre I' x (0,00) (11)

(u(z,0),v(2,0)) = (uo(), vo(@)), (ue(x, 0), vi(w,0)) = (ur(x),v1(2)) em Q@  (12)

onde 2 é um aberto limitado do IR" com fronteira I' regular e u e v representam os
deslocamentos verticais das membranas. O modelo acima pode ser usado para descrever
a evolucao de um sistema constituido de duas membranas elasticas sujeitas a uma forca
elastica que atrai uma membrana a outra com coeficiente @ > 0. Note que o termo
fooo g(T)Au(t — 7)ds, age sobre a primeira membrana como um estabilizador.

Mostraremos que o sistema acoplado acima é dissipativo, mas o correspondente semigrupo
nao é exponencialmente estavel. Além disso, mostraremos que a solucdo do sistema (9)-

(12) decai polinomialmente para zero quando t tende para o infinito.



Sistemas fracamente acoplados do tipo

uy — Au+ Buy +av =0 em Q x (0,00),

vy —Av+au=0 em Q x (0,00),

u=v = 0 sobre I'x (0,00),

(u(,0),v(2,0)) = (uo(x), vo(2)), (wi(x,0), vi(,0)) = (w1 (x),v1(x)) em

foi estudado por varios autores entre eles destacamos F. Alabau , P. Cannarsa e V.
Komornik em [6], F. Alabau em [1] e M. L. Santos [10]. Eles mostraram que o sistema
acima nao é exponencialmente estavel, porém é polinomialmente estavel, com taxa de
decaimento explicita.

O que diferencia nosso trabalho dos citados acima e suas referéncias, esta no fato de que o
mecanismo dissipativo utilizado é o efeito meméria que age somente na primeira equacao,
tornando o problema mais interessante e novo na literatura.

Os capitulos sao organizados como segue. No primeiro capitulo apresentamos os principais
resultados sobre semigrupos utilizados na dissertacao. No segundo capitulo, usando
técnicas de semigrupos, mostramos existéncia e unicidade de solugoes globais fortes
para o sistema (9)-(12). No terceiro capitulo, usando o Teorema devido a Gearhart,
mostramos a falta de decaimento exponencial para o sistema (9)-(12). Finalmente, no
quarto capitulo mostramos a estabilidade polinomial do sistema (9)-(12) usando método

de energia combinado com algumas essenciais desigualdades.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados sobre semigrupos de
operadores e alguns resultados sobre estabilidade. Estes serao utilizados nos capitulos

posteriores.

Definicao 1.1 Seja X um espaco de Hilbert real ou complexo equipado com o produto
interno (, ) e norma || - ||. Seja A : D(A) € X — X um operador linear densamente

definido sobre X . Dizemos que A € dissipativo se para todo x € D(A),
Re(Azx,x) <0.

Defini¢ao 1.2 Uma familia de operadores S(t) : X — X no espago de Banach X ¢é
chamado de semigrupo quando

S(0) =1, onde I € o operador identidade em X,

S(t+s) = S(t)S(s) para todo t,s > 0.

Defini¢ao 1.3 Uma familia S(t) (0 < t < oo) de operadores lineares limitados num
espaco de Banach X € chamado de Semigrupo Fortemente Continuo quando

(i) S(0)=1, ondel é o operador identidade em X,

(17) S(s+t) = S(s)S(t), para todo t,s > 0,

(1i1) para cada v € X, S(t)x € continua em t sobre [0, c0).



Para o semigrupo S(t), considere o operador A com dominio D(A) consistindo de pontos
x tais que o limite
S(h)x —x

Az = lim
h—0

, € D(A)

existe. O operador A é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo S(t).

Chamaremos de Semigrupo de classe Cy ou simplesmente Semigrupo Cy a um

Semigrupo Fortemente Continuo. Algumas vezes denotaremos S(t) por e,

Definigao 1.4 Um semigrupo S(t), 0 <t < oo, de operadores lineares limitados em X ¢é
dito de Contracoes, se

1S(®)]] <1 para todo t > 0.

At

Definicao 1.5 Dizemos que e** € exponencialmente estdvel se existe uma constante

positiva e M > 1 tal que

e < Me™™, vt >0.

Aqui || - || denota a norma em L(X,X).

Definigao 1.6 Seja A um operador definido sobre um espago de Banach X. Denotaremos

por p(A) o conjunto resolvente de A
p(A)={NeC; (M - A e LX)}

Denotaremos por o(A) o espectro de A, que definiremos como o complementar de p(.A)

com respeito a C, isto €, o(A) = C\p(A).

Definicao 1.7 Seja A um operador num espaco de Banach X. Chamaremos de cota

superior do espectro de A ao valor

wo(A) = sup{ReX; A € 0(A)}.



Definicao 1.8 Seja A o gerador infinitesimal do semigrupo e de classe Cy. Diremos
que wo(A) € o tipo do semigrupo gerado por A se
AtH '

. Inlle
wo(A) = Jim —=— = inf —

Infle]|

Dizemos que o semigrupo e de classe Cy possui a propriedade do crescimento

determinada pelo espectro se w,(A) = wy(A).

1.2 Semigrupos gerados por Operadores Dissipativos

Suponhamos que o operador linear A gera um semigrupo e de classe Cy sobre um espaco
de Hilbert. Entao temos os seguintes resultados cujas demonstragoes encontram-se em [7|

e em [11].

Teorema 1.1 (Hille-Yosida) Um operador linear (nao limitado) A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo Cy de contragées S(t), t > 0, se e somente se

i) A € fechado e D(A) = X,
ii) R" C p(A) e para todo X > 0,
07— < 5
— A’

onde p(A) € o conjunto resolvente de A e I € o operador identidade.

Teorema 1.2 (Lummer-Phillips) Seja X um espaco de Banach e A um operador
linear com dominio D(A) denso em X.

(a) Se A ¢é dissipativo e existe um real Ao > 0 tal que Im(AoI — A) = X, entao A é o
gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes sobre X.

(b) Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes sobre X,

entio Im(A — A) = X para todo X > 0 e A € dissipativo.



Teorema 1.3 Dado o operador linear (ndo limitado) A com dominio D(A) denso no
espago de Hilbert H. Se A € dissipativo e 0 € p(A) (o conjunto resolvente de A), entdo

A € gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contracoes em H.

O seguinte teorema caracteriza um operador fechado.

Teorema 1.4 Seja A um operador linear dissipativo em H. Se D(A) = H, entio A é
fechado.

O seguinte teorema caracteriza a densidade do dominio do operador A no espaco de

Hilbert H.

Teorema 1.5 Seja A dissipativo tal que Im(I — A) = X. Se X € reflexivo, entao
D(A) = X.

Teorema 1.6 (Stone) A ¢é gerador infinitesimal de um grupo de classe Cy de operadores

unitarios num espago de Hilbert H se, e somente se, i.A € auto-adjunto (A = —A*).

1.3 Propriedades assintéticas de um semigrupo

Nesta seccao apresentamos alguns resultados fundamentais para este trabalho.

Para obtermos taxas de decaimento polinomial tomando dados iniciais mais regulares,

usamos o seguinte resultado devido a Priiss [8].

Teorema 1.7 Seja A € G(H, M,0) com A invertivel. Se T(t) € o semigrupo gerado pelo

operador A no espaco H, entao para todo v > 0 sao equivalentes:

@) ISOA e < &

t_ﬁ7
g _ C
(i) 1SOA e < o5,

Vi>0,

Vit>0, epara algum o> 0.

Demonstracgao: Faremos a prova para o caso em que 3 = 1. O caso geral é andlogo.

Suponhamos inicialmente que (i) acontece. Entao temos

C C(n)

A = ram AT < () = S L)

6



Seja 6 € (0,1). Entao

T () A=) = || A EOT (1) 07 (1) A= A0 < AT () A |20 T(8). A6

Usando (1.1) e o fato que | T(t)|| < M, segue que

| T(t) A < % Vt>0, neN,f§e(0,1).

Para a > 0 e n > a, definamos 6 := <. Segue que ¢ € (0,1) e de (1.2) temos

| T(t) A7 < %, vVt e R

Suponhamos agora que (i7) acontece. Fazendo 6 := ya segue da hipétese que

C(da)
tOL

IT(t) A < , Vt>0.

Usando (1.3) temos

170 A = 1T e/m AT < S ws 0, nen

tna

Seja 6 € (0,1). De (1.4), temos

. n P n C'(a)
1T () A= < (AT () A" |0T (8) A < v
1 . 1
Tomando « > 0 tal que n > — e definindo # := —, temos
Q no

0€(0,1), nobd =~, nab =1.

De (1.5) segue que (i) acontece.

(1.2)

(1.3)

(1.4)

O resultado seguinte refere-se a estabilidade exponencial cujas demonstragoes podem ser

vistas em [9)].

Teorema 1.8 Seja A : D(A) C 'H — H gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de

At

contracoes. Entao e € exponencialmente estdvel se, e somente se,

p(A) D {i f € R} = iR,

1B = A)Hlepp <C, VBER
onde I é o operador identidade e p(A) € o conjunto resolvente de A.

7



Se o semigrupo Cy nao é de contracoes, temos a seguinte caracterizacao.

Teorema 1.9 Seja S(t) = et um semigrupo Cy definido sobre um espago de Hilbert H.

Entao S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se

p(A) 2 {A; ReA = 0},

M = A) i zmy < C, VRed > 0.

O proximo resultado d4 uma condicao necesséria e suficiente para determinar quando a

taxa de crescimento do semigrupo ¢é determinada pela cota superior do espectro.

Teorema 1.10 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy sobre um espago de

Hilbert. Entao temos que

wo(A) = wy(A)

se, e somente se, para todo € > 0, existe M, tal que
| — A)7Y| < M, VRe\ > w,(A) +e.

Observacao 1.1 O teorema 1.10 nos diz que basta determinar a cota superior do espectro
para encontrar a melhor tara de decaimento. Quando esta propriedade € vdlida, diz-se

que o semigrupo possui a propriedade do crescimento determinada pelo espectro

(PCDE).

O seguinte resultado mostra que se A gera um semigrupo analitico e se a cota superior

do espectro é negativa, entao temos decaimento exponencial, ver Pazy [7].

Teorema 1.11 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico S(t). Se

we(S) < 0, entao existe constantes M > 1 e p > 0 tal que ||S(t)]| < Me H.

Demonstracgao: Sendo A um gerador infinitesimal de um semigrupo analitico, existem

constantes w > 0, M > 1,0 > 0 e uma vizinhanca V' de A # w tal que

p(A) DX = {\;|arg(\ —w)| < g—i—(S}UV

|IR(A; A)|| < para \ € X.

M
A=l



Além disso,

S(t) = —— / RO A)dA (1.6)

2m

onde I' é formado por Iy = {\ = pe +w : p > 0,7/2 < 0 < 7/2+ 5} e
Iy ={A=pe@+w:p>0m/2 <0 < 7/2+75} e é orientado de tal forma que
ImA cresga ao longo de I'. A convergéncia em (1.6) para t > 0 é na topologia uniforme

do operador. Por hipétese, temos que R(A;.A) é analitico numa vizinhanga de
A = {\; ReX > oy, larg(\ —w)| > 0}

onde 0 > 01 > w,(5). Do Teorema de Cauchy segue que I' em (1.6) pode ser mudado

sem variar o valor da integral para a trajetéria I onde IV é composta por

Fa:{)\:pew—'—CL)Ipzw_al

2

|cosd|

I, = {ReX = oy : [ImA| < (w — o) |tand|},

i W — 01
I, ={\= i p> —
3 { pe +w P = |COSQ| }7

e é orientada de tal forma que ImA cresca ao longo de I''. Portanto,
1 At
S(t)=-— [ e"R(\ A)dA\
211 T
Estimando ||S(¢)]| sobre I';,i = 1,2, 3 encontramos para t > 1 e alguma constante M, que
|S(#)|| < Mie®t. Desde que ||S(t)|| < My para 0 <t < 1, entdo temos ||S(¢)|| < Me”!

para t > 0. Donde segue a conclusao. [ ]

Observacao 1.2 Na prova do Teorema 1.11(ver Pazy [7], Teorema 4.3), temos
decaimento exponencial da forma ||S(t)|| < Mie™ " para todo w,(S) < o1 < 0. Em
particular, para o1 = w,(S) + €, com € > 0 muito pequeno, temos decaimento exponencial
com taxa dada pela cota superior do espectro. Desta forma, temos a propriedade do

crescimento determinada pelo espectro. Em outras palavras temos o sequinte resultado:

Teorema 1.12 Se S(t) é um semigrupo analitico com gerador infinitesimal A, entdao S

possut a propriedade do crecimento determinada pelo espectro.



1.4 Regularidade de “Mild Solutions”
Consideremos agora o problema de valor inicial nao homogéneo

du(t) — _
= = Au(t)+ f(t), t>0 (1.7)

u(0) ==z

onde f:1]0,7)) — X e A é um gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) de classe Cj.

Definicao 1.9 Uma funcgdio u : [0,T) — X é uma solugao classica de (1.7) sobre [0,T)
se u € continua sobre [0,T), continuamente diferencidvel sobre (0,T], u(t) € D(A) para

0<t<T esatisfaz (1.7) em [0,T).

Defini¢ao 1.10 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) de classe Cy. Seja
reXefelY(0,T;X). A fungiou € C([0,T); X) dada por

u(t) = S(t)x+/0t5(t— s)f(s)ds, 0<t<T

é chamada de “mild solution” do problema (1.9) sobre [0,T].

10



Capitulo 2

Solucao Global:

Existéencia e unicidade

Neste capitulo estudaremos a existéncia e unicidade de solucao do seguinte sistema

acoplado de equagoes de onda com memoéria dada por

gy — Au+ / g(T)Au(t —T)dr + v =0 em Q x (0,00), (2.1)
0

vy —Av+oau=0 em Q x (0,00), (2.2)

u=v=0 sobre I' x (0,00), (2.3)

(u(,0),v(2,0)) = (uo(x), vo(2)), (ws(x, 0), vi(z,0)) = (wr(z),v1(x)) em @ (2.4)

Note que neste caso o operador gerado a partir do sistema acima nao ¢ autonomo e,
portanto, ndo gera um semigrupo. Para transformar (2.1) numa equacao auténoma,

Dafermos [2] e Fabrizio [3], introduzem os espacos de memoria, isto é, consideram
D=l t) — (-t~ s). (25)

ne = ug(-,t) —u(-, t — 8) e ng = ug(-, t — s). (2.6)

11



Somando as relagoes (2.5) - (2.6), temos:

e+ ns = ut('vt)‘

De (2.5), temos n = 0, quando s = 0, para todo ¢ > 0. Esta pode ser considerada como

condicao de contorno, enquanto
M li=0= (-, 0) — uy(-; —8) = ur — wi(-, —s) := v(s)
onde v(s) é chamada de histéria de u;. De (2.5), também temos:
An = Au(-,t) — Au(-,t — s). (2.7)
Consideremos agora o problema com histéria
Uy — Au + /OO g(T)Au(t — 7)dT + av = 0.
0
Usando (2.7), temos:

/OOOQ(T)AU(L‘ —T1)dT = /Ooog(T)[Au(.’t) — An(-,m)]dr
- /Ooog(T)dTAu — /OOO g(T)An(-, 7)dr,

de onde a equacao original pode ser reescrita da seguinte forma:

gy — Au + / g(T)drAu — / g(T)An(-, 7)dT + av =0
0 0

ou

wy — (1 — /000 g(T)dr)Au — /Ooog(T)An(-,T)dT + av = 0.

12



Fazendo 8 = 1 — fooog(T)dT, podemos, entdo, transformar (2.1) numa equagao

autonoma. Assim, o sistema completo pode ser reescrito como

utt—ﬁAu—/ g(T)An(.,7)dr +av =0 em  x (0,00),
0
vy — Av+oau=0 em Q x (0,00),
ns+n—u =0 em Q x (0,00),

u=uv=0 sobre I' x (0,00),

(u(,0),v(x,0)) = (uo(2), vo(x)), (wi(x,0), vi(x,0)) = (ua(x),v1(x)) em Q,

n(x,0) =no(x) = uy — up(x, —s) em S

Sendo U = (u, ¢, v,1,n)T, temos:

U (7 Uy Ut
® ; ® i BAu + fooo g(T)An(.,7) — av
U=1 v | = 7l v == |= vy
(G (0 Vgt Av — au
Tt Ut — s
0O I 0 0 0 U
BA 0 —al 0 [ g(T)Adr ©
= o 0 0 [ 0 v
—al 0 A 0 0 "
0 I 0 0  —(),

13
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(2.13)



o I 0 0 0 U
A 0 —al 0 T %
= 0o 0 0 I 0 v
—al 0 A 0 0 "
0 I 0 0 —()s

Definimos o operador A : D(A) C H — H como

o I 0 0 0
A 0 —al 0 T
A= o 0 0 I 0
—al 0 A 0 O
0 I 0 0 —()s

onde 7 estd definido como
To= [ glr)dn(r) dr. e D(T).
0

2.1 Espacos Funcionais

Denotemos por LZ(O, oo; H} (Q2)) o espago das fungoes de quadrado integrével, com peso

e com valores no espaco Hj (), isto é,

L3(0.00HY(@) = {f: | nts) [ 1917 de s < o,

Este espaco munido do produto interno

(f, Q)Lg =/ M(S)/QVf(x,s).Vg(x,s) dx ds
0
¢ um espaco de Hilbert.

De agora em diante iremos denotar por H o seguinte espaco
H = (Hy () x L*(2))* x Ly (0, 003 Hy ()
Em H considere o seguinte produto interno

<U, V> = B/Vul.Vvldx+/ugvg d$+/VU3.VUg d$+/U4U4 dx
Q Q Q Q
+ a/(ulvg+u3vl) d:c—l—/ u(s)/ Vus(z, s).Vus(z,s) dr ds
Q 0 Q

14



onde U = (uy, U, ug, ug, us)T e V = (v1,v9,v3, 04, v5)7 .

Portanto,

D(T) = {n € Lj(0,00; Hy(R2)); 15 € L(0, 005 Hy(€2)),7n(0) = 0}

e

D(A) = {(u, ,v,¢,n)" € H; Bu — [~ g(T)n(r) dr € Hy(Q) N H*(Q), ¢ € Hy(Q),v €
HYQ) N HA(Q), 6 € HYQ).y € D(T)).

2.2 Hipébteses sobre o nicleo g.
Assumiremos que g € C? e satisfaz
g(t) > 0,3ko, k1, ky > 0: —kog(t) < g (t) < —kig(t), g (t)| < kag(t). (2.14)

Para demonstrar a existéncia de solugao do problema transformado usaremos o Teorema
1.3.

O lema seguinte é essencial para demonstragao de existéncia de solucao.

Lema 2.1 Suponha que o nicleo g satisfaz as condigoes (2.14). Entdao o operador A é o

gerador infinitesimal do semigrupo S(t) = e de contragdo de classe Cy sobre H.

Demonstracao: O sistema (2.8) — (2.13) ¢é equivalente a

%U = AU, U(0) = Uy, U € D(A)

onde U = (U, ¥, U, ¢> 77)T7 UO - (u07 Uz, Vo, V1, 770)T

E suficiente mostrar que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo. Para isso
mostraremos inicialmente que A é um operador dissipativo. De fato, do produto interno

em H, e da hipétese (2.14), temos:
(AU, U) = ﬁ/Vut-Vudx+/(ﬁAu—av+Tn)ut dx+/Vvt~VU dx
Q Q Q
+ /(Av — au)vy dr + oz/(utv + uvy) dx
Q Q

n / ) / V(uy — 1:(2,7)). Vi (z, 7)da dr
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= ﬁ/Vut Vudx+/ﬁAuut dx—l—oz/vut dx—}—// T)uy drdx

+ /Vvt-Vvda:+/Avvtdx—a/uvtdas+a/utvda:
Q Q Q Q

- /uvt dx+/ /v u — 0y (2, 7)) - Vo, 1) do dr

= // utdwd7+/ g(T)/Vut-VndxdT
)

— / ()/Vns Vn dx dr

0 Q
= —/ g(T)/VnS-Vnda:dT

0 Q

1 o
= 5[ 90 [ 1vnP @z ar

2 /o Q

k o
—— g(T)/ (V| da dr < 0.
2 0 Q

IN

De onde segue que A é um operador dissipativo. Portanto, pelo Teorema 1.3, é suficiente
verificar que 0 € p(A). Para isto, seja F' = (f1, f2, f3, f1, f5)T € H e considere a equagao
resolvente

AU —-AU =F

onde U = (u, ¢, v,1,n)T. Para A = 0, temos:

—p =, (2.15)
—BAu+ av —Tn = fo, (2.16)
- = fs, (2.17)

—Av 4 au = fi, (2.18)
—p+ns=fs (2.19)

De (2.15) e (2.17), temos ¢,% € Hy(Q) entdo n € L2(0, 00; Hy(2)) e portanto n € D(7).
De (2.16) e (2.18), temos:

—BAu+av=f,+T,, (2.20)

—Av+ au = fy. (2.21)
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De (2.20), usando a férmula de Green, temos:

ﬁ/Vu.Vde+a/v€dx:/F10dx, V 0 e Hi(Q),
Q Q Q

onde Fy = fo +7,.

De (2.21), usando a férmula de Green, temos:

/Vv.Véd:v+a/u5dx:/f45da:, V &€ Hy(Q).
Q Q Q

Logo, obtemos o seguinte problema variacional:

Determinar u,v € H}(€), solugao do problema
b((u,0), (v,6)) = X(0,6),v0,6 € Hy(Q)
onde

b((u, ), (v,0)) = ﬁ/ Vu.V@dx+a/ v&dx+/Vv.V5dx+oz/ uddx
Q Q Q 0
X(60,0) = /Q(f2 T )0dx +/Qf4(5dx
e X(-,-) élinear e continua em H}(Q) x H}(Q)
e b(-,-) ¢ bilinear, continua e eliptica em (H}(Q2) x H3(Q))?

Pelo lema de Lax-Milgran segue-se que existe uma tnica (u,v) € H(Q) x H(Q)
solugdo do problema (2.16) - (2.18) e usando regularidade eliptica segue-se que (u,v) €
(HZ(2) N HL(Q))2. Portanto U = (u, ¢, v,1,n)T € D(A).

Logo, 0 € p(A).

O resultado de existéncia e unicidade de solucao é dado pelo seguinte teorema:

Teorema 2.1 : Sejam (ug, ui, vy, v1,m0)" € D(A). Entdo, existe uma tinica solugio forte

do sistema (2.8) — (2.13) satisfazendo
u € C(0,00; V1) N CH0, 00; Hi (Q)) N C?(0, 00; L*())

v € C(0, 00; HL(Q) N H2(92)) N CY(0, 00; HL(R2)) N C2(0, 00; L2(Q2))

n € C(0,00; D(T) N C*(0, 005 L2(0, 00; Hy (2)))
onde Vi = {u € H{(Q); Bu— [;° g(T)n(T)dr € Hi(2) N H*(Q),n € D(T)}
Demonstragao: E consequéncia imediata do lema anterior.
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Capitulo 3

Falta de Decaimento Exponencial

Neste capitulo provaremos que o operador resolvente nao é uniformemente limitado. Isto
significa afirmar que o semigrupo S(t) em H nao é exponencialmente estével. Para

simplificagao dos cdlculos supomos que o nucleo é da forma g(s) = e, s, u € R".

Aqui usaremos condigoes necessarias e suficientes para Cy-semigrupos nao serem

exponencialmente estavel em um espaco de Hilbert.

O teorema a seguir é uma variante do Teorema 1.8 e foi obtido independentemente por

L. Gearhart [4], F. Huang [5] e J. Pruss [8].

Teorema 3.1 Seja S(t) = e um Cy-semigrupo de contracées em um espaco de Hilbert,

entao S(t) € exponencialmente estdvel se e so se,

p(A) D {ir: A e R} = iR

|/\l‘im |(GAT — A)7H| < o0,

onde p(A) € o conjunto resolvente de A.
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Para estudar o comportamento assintético do semigrupo associado a (2.1) — (2.3)

vamos considerar o problema espectral:

—Aw,, = Apw,, em §,
(3.1)
wy,, =0 sobre T.

Onde lim \,, = +oo.

m—00

O Teorema seguinte descreve o principal resultado desta secao.

Teorema 3.2 Assuma que o nicleo é da forma g(s) = e *, s,u € IR". O semigrupo

S(t) em H nao € exponencialmente estdvel.

Demonstragao: Para provar que o semigrupo S(t) em H nao é exponencialmente estavel,
consideremos uma sequéncia de fungoes limitadas Fy, = (fim, foums fams fam, fsm) € H
para a qual as solugoes correspondentes das equacgoes resolventes nao € limitada. Isto
comprovara que o perador resolvente nao é uniformemente limitado. Vamos considerar a
equacao:

iUy, — AU, = Fy,.

Para simplificar a notagao omitiremos o subindice m. Temos

( AN — Y = f17
iXp — Bolu+ av — [ g(s)An(z, s)ds = fo
AU — w = f37 (32)

i)\'lb—AU—i—Oéu:f‘l,

| AN — @ +1ns = fs.

Considerando f; = f3 = fs = 0e fo = f4 = w,,, obtemos ¢ = i\u e ¥ = tA\v. Entao o

sistema (3.2)assume a forma
—N2u — BoAu+ av — [ g(s)An(x, s)ds = wp,
=220 — Av + au = wy, (3.3)
1A+ 1ns —tdu = 0.

Procuremos solucao da forma u = awy,, v = bwy,, ¢ = cwy,, Y = dwy,,n(x,s) = y(s)wn

com a,b,c,d € C e v5 dependente de A serd determinado explicitamente na sequéncia. De

(3.3) verificamos que a e b satisfazem
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—X2a + Boadn + ab+ A [ g(s)y(s)ds = 1,
—Ab+ A\pb+aa =1, (3.4)
Vs + 1Ay —1da = 0.

Resolvendo (3.4)3 encontramos:
v(s) = Ce™™ +a. (3.5)
Sendo 7(0) = 0, entdo C' = —a e (3.5) pode ser escrito como,
v(s) = a — ae™™, (3.6)
De (3.6) temos
/OOO g(s)v(s)ds = /000 g(s)(a — ae™™*)ds = aayg — a /000 g(s)e 4ds, (3.7)

Onde ap = [, g(s)ds. Agora, escolhendo A = v/A,, e usando as equacoes (3.4); e (3.4),,

obtemos:
1
a=—,
a
b= - — ds + —
2 [T gt e+
VAm
c=1 :
a
: Am (1 — Am [ 1
d=1i\/IAm (# — —/ g(s)y(s)ds + —)
a a Jy a
Lembrando que ¢ = cw,, = i@wm. Temos ||90||%2(Q) = 22 Dai obtemos
Jim |[Unllz 2 i [l o]72g) = lim —5 = o0
o que conclui a demonstracao. [ ]
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Capitulo 4

Decaimento Polinomial

Consideremos primeiramente o sistema (2.8) — (2.13) e as hip6teses (2.14) sobre o nucleo

g . Demonstraremos que a energia

1 o0
E(t) = 3 /Q(uf + | Vul? + v + |Vo|* + 20uv + /0 g(s)|Vn'(s)|*ds)dz, (4.1)

decai polinomialmente para zero quando o tempo ¢ tende a infinito. Para isto introduzimos

as energias de segunda e terceira ordem
Es(t) = E(ut, v, me), Es(t) = E(uw, vie, Net)-

Entao de (4.1) e (2.14) resulta

Entao, temos o seguinte Lema:
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Lema 4.1 Para todo €q > 0, existe uma constante positiva C¢, > 0, tal que

dt 2

+ C, /Q < /0 Oog(s)|Vnt(s)|2ds> dz

+ aCel(Q)/Mde,
Q

iFl(t) < —&/ufdx+%/|Vu|2dx (4.5)
Q Q

2

onde By = [, g(s)ds.

Demonstracao: Usando as equagoes (2.8) — (2.10) e as férmulas de Green, temos

%Fl(t) _ —/Qutt{/Ooog(s)nt(s)ds}dx—/Qut{/ooog(s)nt(s)ds}dx
_ /Q (fww /0 h g(s)nt(.,s)ds—ow> { /0 h g(s)nt<s)ds}dx
[l [T atomtisias i
- ﬁo/ﬂ{/Ooog(s)Vnt(s)ds}Vudm—i—/ﬂ{/Ooog(s)Vnt(.,s)ds}2dx
+ Oz/Qv {/Ooog(s)nt(s)ds}dm— /Qut {/Ooog(s)ng(s)ds} da.

Fazendo, n; = u; — ns, temos

—/Qut{/ooog(s)(ut—né) ds}da::— (/Ooog(s)ds>/9u,? dm+/9ut{/ooog(s)ng ds} da.

Assim, a equagao anterior pode ser escrita como

%Fl(t) — 5 /Q V.- ( /0 " o)tz 5) ds) da
+ /Q</Ooog(8)V77t(x,s) ds)2 dz
+ a/ﬂv(/ooog(s)nt(x,s) ds) —Bl/ﬂuf dz
+ /Q " ( /0 " (), ) ds> dz
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Desde que

/OOO U (/Omg(s)ni(m,5)> dr = —/Qut (/OOO g/(s)nt(x’s)ds) A
[ ([ st s < [ ([T atren o) do

Entao usando a desigualdade de Young e as hipdteses (2.13), concluimos o resultado. m

Considere o seguinte funcional
FQ(t) = Fl(ut, Ut, Ui)
Entao usando o Lema (4.1), obtemos :

d 5061/
— () < = 4.
LB < 29d+ Vs (4.6

v oca [ ([ oeimiitoras) e

Q
+ aC(2 61/|vt| dx.

Definimos o funcional
Zy(t) = / wudz
Q

Usando (2.2) — (2.3) e as férmulas de Green, temos :

%Zl() < / dx——/ |Vul*dx (4.7)

oo ([ o sias) o
- a/guvda:

Denotemos por Zs(t) o seguinte funcional
Z2<t) = Zl(ub Ut, 77;)

Entao de (4.7), temos

A

%ZQ() < /utt :U——/ |Vuy|*dx (4.8)

+ Qﬁ_ﬂlo/g (/0 g(s)|V77f(x,s)|2ds) dz
- Urd.
oz/qu x
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Lema 4.2 Para todo €3 > 0, temos

%(D(t) = _a/g|vt‘2dx+ (2_52+25_€02) /Q (/jﬂ@!%ﬂs) dz
: <z+f+k26)/ ([ v a o)
+ <ﬁ11 )62/ |VolPde + = /|utt| dx
%/gwuﬁdm

Demonstragao: Seja

/utttvtdx—ﬁo/Vut o dx—/ </ g(s)Vnﬁ(q:,s)dsvtds) = —a/vtzdx. (4.10)
Q Q a \Jo Q

Note que,

d
utt Ut dr = / Ut Ut dx + / Ut Vgt diU,

que implica

d
/ Ut Ut dr = dt Ut Ut dr — / Ut Vgt dz
Q Q Q

d
= /uttvtda: /uttAvdx+a/uttudx
dt Q Q Q

d
= Uy Vpdx + / Vuyu Vodr

+ oz/utt udm/ (/ g(s)Vn!(x, s)dvatds> Vo dz
_ 4 </ g(S)Vnﬁ(x,s)ds> Voudz —/ (/ 9(s)Vat, (, s)ds) Vo do.
dt Jo \Jo VA

—50/vut vdr = 50/Vut Vudx
Q Q

Note que

d
= 50_/vut Vv d$—ﬁo/Vutthdx.
it g 0

Considere o seguinte funcional

®(t) = / Uy vedT + 50/ Vuy Vodx +/ (/ g(s)Vni(z, s)ds) Vo dx.
0 0 a \Jo

Entao
d
—P(t) = —/Vutthdx—oz/uttudx
+ /(/ g(s)VniAx,s)ds) Voudx
a \Jo
+ ﬁo/Vutthdx—a/ ]vt|2d:1: (4.11)
Q Q
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Considerando (2.10) deduzimos que

_ .t t
Ut = My — Nss

Considerando 3 = / g(s)ds, temos:
0

/81 / Vutt . Vvdm =
Q

Substituindo (4.11) em

i) /Q ( /0 h g(s)vn;ds)  Vodz

— (/OOO g”(s)Vntds) -Vovdzr — oz/Quttudx

/Q (/OOO "(s )Vntds) Vodz + — ﬁ1 (/oog(S)antdS) Vudz
—/Q (/OOO g”(s)Vntds) -Vodz — a/Q AR

d
it =

3

g(s)Vuttds) - Vudz

3

9(8) (Vi — Vo )ds ) - Voo

8

g(s)antds> - Vudz

8

g(s)Vnsts) - Vudz

8

g(s)antds> - Vudz

8

S— — S o T
N N N N N N
— — S — o S—

g"(s)Vntds) -Voudz. (4.12)

(4.12), obtemos

Usando a desigualdade de Young, temos:

520

251@1/ </Oog(s)Vn§tds) dx—|—_/ VoPdz
/]utt| dq:+0‘0 /\V 24
25151/Q</0 "(s )Vntds> d1:+2_ﬁ1/ Vol2dz
= 0 (/ooog"(s)wds)zdﬂ—l / Vol*da
2£051/Q</0009(5)V77§td8) dz +217610/ Vol da
251051/Q</0009”(8)V77td8> d;c+520_ﬁ11/ Vol2dz
Oé/ﬂ|vt|2da:.
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Note que

0 2 %
/Q (/0 g(s)V?ﬁﬂs) dx < ﬁl/ﬂ (/0 g(s)|Vn§t|2ds) dx
1 = /! t ? 1 * " t
%15, /Q (/0 9" (s)Vn dS) dr < % /. </o 19" (s)||Vn |2ds> dz.

Assim temos
1 16! &
- —°) ([ g(sanths) iz
E9 0

1 Do >
L2 ([ vorne)e
ﬂi - )52/ |VolPde + = /|utt| dz
aC/(
5 )/|V |dx — /Q|vt|2dx.

o que conclui o resultado. [ ]

=
+(
(

Finalmente, definimos o funcional

P(t) = / v de. (4.13)
Q
Da equagao (2.9) segue que
d 2 2
—(t) =— [ |Vulde+ | |v|*de—a | ww dx. (4.14)
dt Q Q Q
Agora estamos em condigoes de provar o decaimento polinomial.

Teorema 4.1 Assuma que o nicleo g da memdria satisfaz as condi¢oes (2.14) e os dados

micials verifica.
uo,vo € H?(2) N Hy(),m0 € Ly(IRY; H* () N Hy(Q),ur,v1 € Hy(92).

Entao a energia E(t) decai polinomialmente a zero, isto €, existe uma constante positiva

C, sendo independente dos dados iniciais, tal que

C
E(t) <~

(£(0) + E»(0) + E5(0)).
Além disso, se Uy = (ug, uy,vg,v1,n) € D(A¥). Entdo:

C
1)l < t—,fHAkaHH (4.15)
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Demonstracgao: Definamos £, como
L(t) = Ni(E(t) + Ea(t) + E5(t) + Na(Fi(t) + Fo(t) + N3(Z1 + Za) + Na®(1) + 9(2).
Entao usando as hipéteses (2.10) temos

lel ﬂl 1 61 60 /oo t2
< — —C., — Nyko | — + — + — ds | d
< ( h_2c, (21+—%1+2&>) Q(O 9(s)| Vi Pds ) da
C

Nyb N. N. Q
201 N3> ufdw _ < 35 B 200€1 o ( )) |Vu|2dx
2 2 2 Q

(

(-SE (1L8)) [

(5= (G am)) [ st e
- (a NZO‘&)/M du

(

(

(%

d
L)

Nk o

P o= ) ([T st ) a
N-

2261 — N3 — —> / |utt| dx
N33y ﬁglN2)/|Vut| dr

- (Ng—l—l)a/

Q

wvdx — a/ UV dx.
Q
Escolhendo N7 > Ny > N3 > N, > 0 grande e tomando €; > 0 pequeno obtemos
© L) = W
dt - f)/ )
para algum v > 0. Consequentemente
t
y / E(s)ds < £(0) — £(t), ¥t >0, (4.16)
0
Dessa forma existe uma constante £ > 0 tal que:
£(0) — £(t) < E(E(0) + Ex(0) + E5(0)), ¥t > 0. (4.17)

De (4.16) e (4.17) obtemos:

[

/ ' B(s)ds < S (B(0) + Fi(0) + Ea0). (4.18)
Desde que
L@y = B+ tLB0) < B (4.19)
it a2\ = B,
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obtemos de (4.18)
B(1) < S(B0) + B(0) + E(0)),

onde C' = §

g
Finalmente se Uy € D(A*), usando os resultados de Priiss [§], obtemos (4.15) o que conclui

a prova. [ ]
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