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Rafael dos Reis Abreu

Existência de Soluções Positivas para uma Classe de Problemas com

Falta de Compacidade envolvendo o Operador p-Laplaciano

Dissertação apresentada ao Curso de Mestrado
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Resumo

A proposta deste trabalho é estudar um resultado de existência de solução fraca

positiva do seguinte problema com falta de compacidade: −∆pu+ a(x)|u|p−2u = |u|p∗−2u em IRN

u ∈ D1,p(IRN),

cujas hipóteses sobre a função a serão introduzidas oportunamente.

O resultado em questão será obtido utilizando métodos variacionais.

Palavras-chave: Equação Eĺıptica. Falta de Compacidade. p-Laplaciano. Método

Variacional. Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions.
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Abstract

The purpose of this work is to prove the existence of positive solution for the following

problem with lack of compactness: −∆pu+ a(x)|u|p−2u = |u|p∗−2u em IRN

u ∈ D1,p(IRN),

whose hypotheses about the function a will be introduced opportunely.

Variational methods will be used to prove this result.

Key-words: Elliptic equation. Lack of Compactness. p-Laplacian. Variational Method.

Concentration-Compactness Principle.
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Introdução

Nesta dissertação estudaremos um resultado de existência de solução para o problema

(P )

 −∆pu+ a(x)|u|p−2u = |u|p∗−2u em IRN

u ∈ D1,p(IRN)

onde p∗ = Np/(N − p)(N > p ≥ 2), a : IRN → IR+ é uma função com a ∈ LN/p(IRN), ∆p

é o operador p-Laplaciano, ou seja,

∆pu =
N∑

j=1

∂

∂xj

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xj

)

e

D1,p(IRN) = {u ∈ Lp∗(IRN) : |∇u| ∈ Lp(IRN)}.

Este estudo será feito seguindo um artigo de C. O. Alves [1], que usou técnicas

variacionais e topológicas para tratar o problema (P ), os quais descreveremos abaixo.

Este problema apresenta algumas dificuldades, como por exemplo a falta de

compacidade pelo fato de estarmos trabalhando no IRN e a não linearidade ter crescimento

cŕıtico. Quando isso ocorre, em geral, a condição Palais-Smale não é válida. Para

contornar estas e outras dificuldades, usamos o caso limite do Prinćıpio de Concentração

e Compacidade de Lions [11], o Resultado de Compacidade Global de Struwe e Teoria do

Grau.

Para estabelecer o nosso principal resultado, precisamos de algumas definições e

notações prévias.

Vamos denotar por S a melhor constante da imersão

D1,p(IRN) ↪→ Lp∗(IRN),

ou seja,

S = min
u∈D1,p(IRN )

u 6=0

∫
IRN |∇u|pdx

(
∫
IRN |u|p∗dx)p/p∗

.

1



Denotamos por I : D1,p(IRN) → IR o funcional energia relacionado a (P ), dado por

I(u) =
1

p

∫
IRN
|∇u|pdx+

1

p

∫
IRN

a(x)|u|pdx− 1

p∗

∫
IRN
|u|p∗dx.

O nosso principal teorema é o seguinte:

Teorema 1 : Seja a : IRN → IR uma função não-negativa tal que

(a1) a(x) > 0 em uma vizinhança de um ponto x0 ∈ IRN ,

(a2) a ∈ Ls(IRN) ∀s ∈ [p1, p2], onde 1 < p1 <
N

p
< p2 com p2 < (N(p− 1))/(p2 −N)

se N < p2 e

(a3) |a|LN/p(IRN ) < S(2p/N − 1).

Então (P ) tem uma solução positiva u0 ∈ D1,p(IRN) com
1

N
SN/p < I(u0) <

2

N
SN/p.

Para uma melhor compreensão, este texto será escrito com a seguinte estruturação.

No caṕıtulo 1 começaremos apresentando alguns resultados preliminares que serão

usados na demonstração do Teorema principal, como por exemplo propriedades sobre

a seqüência Palais-Smale do funcional associado ao problema limite, o Lema de

Compacidade Global de Struwe e um resultado do tipo Brezis-Lieb para não linearidades

que aparecerão no decorrer dos estudos.

No caṕıtulo 2 mostraremos a existência de solução para o problema (P ) combinando

a Técnica de Minimização e Teoria do Grau.

Para a completeza deste trabalho, colocaremos alguns resultados em apêndices,

conforme descreveremos abaixo.

No apêndice A mostraremos a regularidade do funcional associado ao problema (P ),

bem como alguns resultados importantes.

No apêndice B enunciaremos os resultados que foram usados nesta dissertação

indicando a bibliografia onde as demonstrações poderão ser encontradas.

No apêndice C faremos a definição do Grau de Brower e demonstraremos algumas de

suas principais propriedades.

No corpo desta dissertação usaremos as seguintes notações:

||.|| = ||.||D1,p(IRN )

|.|p = ||.||Lp(IRN )

||.||D′ = ||.||(D1,p(IRN ))′

2



Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Para provar a existência de soluções para (P ), mostraremos um lema que estuda as

seqüências (P.S.)c do funcional energia I relacionado a (P ), dado por

I(u) =
1

p

∫
IRN
|∇u|pdx+

1

p

∫
IRN

a(x)|u|pdx− 1

p∗

∫
IRN
|u|p∗dx , ∀u ∈ D1,p(IRN).

Usando o caso limite do Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions [11],

estudaremos a seqüência Palais-Smale do funcional energia I∞ : D1,p(IRN) → IRdado por

I∞(u) =
1

p

∫
IRN
|∇u|pdx− 1

p∗

∫
IRN
|u|p∗dx

relacionado ao problema limite

(P∞)

 −∆pu = |u|p∗−2u em IRN

u ∈ D1,p(IRN).

Lema 1 : Seja (un) uma seqüência (P.S.)c para I∞. Então:

(a) (un) é uma seqüência limitada em D1,p(IRN).

(b) Existe u ∈ D1,p(IRN) tal que I ′∞(u) = 0.

(c) Se c <
1

N
SN/p, então a menos de subseqüência, un → u em D1,p(IRN), mostrando que

I∞ satisfaz a condição (P.S.)c.

Demonstração de (a):

Desde que (un) é uma seqüência (P.S.)c para I∞, temos que:

I∞(un) → c (1.1)

e

||I ′∞(un)||D′ → 0. (1.2)
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De (1.1), temos que (I∞(un)) é uma seqüência limitada de números reais e portanto

podemos tomar k = sup
n∈IN

I∞(un).

De (1.2), por definição, segue que tomando ε = p∗ > 0, existe n0 ∈ IN tal que

||I ′∞(un)||D′ < p∗ , ∀n > n0.

Dáı,

− 1

p∗
I ′∞(un)un ≤

1

p∗
|I ′∞(un)un| ≤

1

p∗
||I ′∞(un)||D′||un|| < ||un|| , ∀n > n0.

Temos então que

I∞(un)− 1

p∗
I ′∞(un)un < k + ||un|| , ∀n > n0.

Notemos que

I∞(un)− 1

p∗
I ′∞(un)un

=
1

p

∫
IRN
|∇un|pdx−

1

p∗

∫
IRN
|un|p

∗
dx− 1

p∗

(∫
IRN
|∇un|pdx−

∫
IRN
|un|p

∗
dx
)

=

(
1

p
− 1

p∗

)∫
IRN
|∇un|pdx =

1

N

∫
IRN
|∇un|pdx =

1

N
||un||p.

Assim

1

N
||un||p < k + ||un|| , ∀n > n0. (1.3)

Suponhamos por contradição que (un) não seja limitada em D1,p(IRN). Então existe

uma subseqüência (unj
) ⊂ (un) tal que ||unj

|| → +∞. De (1.3) temos que,

1

N
<

k

||unj
||p

+
1

||unj
||p−1

, ∀nj > n0

e fazendo nj →∞ segue que

1

N
≤ 0,

o que é uma contradição.

Portanto (un) é uma seqüência limitada em D1,p(IRN).

Demonstração de (b):

Do fato de que (un) é limitada em D1,p(IRN) existe u ∈ D1,p(IRN) tal que, a menos de

subseqüência, un ⇀ u em D1,p(IRN) e por outro lado obtemos também que (un) é limitada
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em D1,p(BR) para todo R > 0. Desde que p ∈ [1, p∗) segue que D1,p(BR) ↪→ Lp(BR) é

uma imersão compacta para todo R > 0. Logo fixando R = 1, existe (u1n) ⊂ (un) tal que

u1n → u em Lp(B1) e dáı, u1n(x) → u(x) q.t.p. em B1. Fixando R = 2, temos que (u1n) é

limitada em D1,p(B2) e portanto existe (u2n) ⊂ (u1n) ⊂ (un) tal que u2n → u em Lp(B2)

e dáı u2n(x) → u(x) q.t.p. em B2. Seguindo este mesmo racioćınio fixando k ∈ IN, existe

(ukn) ⊂ (un) tal que ukn(x) → u(x) q.t.p. em Bk.

Agora vamos mostrar que a seqüência (ujj) é tal que ujj(x) → u(x) q.t.p. em IRN .

Consideremos S =
∞⋃

k=1

Sk, onde Sk = {x ∈ Bk;ukn(x) 6→ u(x)}.

Temos que |S| = 0.

Seja agora x ∈ IRN\S.

Então existe j0 ∈ IN tal que x ∈ Bj0 e uj0n(x) → u(x).

Para j ≥ j0 temos que x ∈ Bj e (ujj(x)) é uma subseqüência de (uj0n(x)) e portanto

ujj(x) → u(x).

Concluimos então que ujj(x) → u(x) q.t.p. em IRN .

Denotando ainda tal subseqüência por (un) obtemos que

un(x) → u(x) q.t.p. em IRN .

Queremos mostrar que∫
IRN
|un|p

∗−2unϕdx→
∫
IRN
|u|p∗−2uϕdx , ∀ϕ ∈ D1,p(IRN)

e para isto vamos usar o Lema de Brezis-Lieb (veja [8]).

Consideremos a seqüência fn(x) = |un(x)|p∗−2un(x) e a função f(x) = |u(x)|p∗−2u(x).

Temos que, a menos de subseqüência, fn(x) → f(x) q.t.p. em IRN e que

p∗

p∗ − 1
> 1.

Notemos que,
∫
IRN
|fn|p

∗/(p∗−1)dx =
∫
IRN
|un|p

∗
dx = |un|p

∗

p∗ e desde que (un) é limitada

em Lp∗(IRN), temos que existe M > 0 tal que
∫
IRN
|fn|p

∗/(p∗−1)dx = |un|p
∗

p∗ < M para

todo n ∈ IN e com isso obtemos também que (fn) ⊂ Lp∗/(p∗−1)(IRN). Além disso

f ∈ Lp∗/(p∗−1)(IRN), pois
∫
IRN
|f |p∗/(p∗−1)dx =

∫
IRN
|u|p∗dx e desde que u ∈ D1,p(IRN),

segue que
∫
IRN
|f |p∗/(p∗−1)dx < +∞.

Então do Lema de Brezis-Lieb, segue que∫
IRN
|un|p

∗−2unϕdx→
∫
IRN
|u|p∗−2uϕdx , ∀ϕ ∈ D1,p(IRN). (1.4)

5



Vamos mostrar que, a menos de subseqüência,
∂un(x)

∂xi

→ ∂u(x)

∂xi

q.t.p. em IRN para

cada i = 1, 2, . . . , N .

De fato, seja Φ ∈ C∞
0 (IRN) tal que 0 ≤ Φ(x) ≤ 1 para todo x ∈ IRN e

Φ(x) =

 1 se x ∈ B1/2(0)

0 se x ∈ Bc
1(0).

Para cada ε > 0 definamos

Ψε(x) = Φ
(
x− xj

ε

)
onde {xj}j∈J é uma famı́lia de pontos do IRN que será fixada posteriormente.

Notemos que

Ψε(x) =

 1 se x ∈ Bε/2(xj)

0 se x ∈ Bc
ε(xj).

Mostraremos que para cada ε > 0 a seqüência (Ψεun) é limitada em D1,p(IRN). De

fato,

||Ψεun||p =
∫
IRN
|∇(Ψεun)|pdx =

∫
IRN
|∇Ψεun + Ψε∇un|pdx

≤ 2p
∫
IRN
|∇Ψεun|pdx+ 2p

∫
IRN
|Ψε∇un|pdx

≤ 2p
∫
IRN
|∇Ψε|p|un|pdx+ 2p||un||p.

Da desigualdade de Hölder com os expoentes N/p e N/(N − p) temos

||Ψεun||p ≤ 2p|∇Ψε|pN |un|pp∗ + 2p||un||p

e da imersão cont́ınua D1,p(IRN) ↪→ Lp∗(IRN), obtemos

||Ψεun||p ≤ C||un||p

e desde que (un) é limitada em D1,p(IRN), segue que (Ψεun) é limitada em D1,p(IRN).

Assim,

I ′∞(un)(Ψεun) → 0 em IR. (1.5)

Por outro lado,

I ′∞(un)(Ψεun)

=
∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇(Ψεun)dx−

∫
IRN
|un|p

∗−2unΨεundx

=
∫
IRN
|∇un|pΨεdx+

∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇Ψεundx−

∫
IRN
|un|p

∗
Ψεdx,
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ou seja,

∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇Ψεundx (1.6)

= I ′∞(un)(Ψεun) +
∫
IRN
|un|p

∗
Ψεdx−

∫
IRN
|∇un|pΨεdx.

Desde que (un) é uma seqüência limitada em D1,p(IRN), temos que (|un|p
∗
) é limitada

em L1(IRN) e assim, a menos de identificação, (|un|p
∗
) é uma seqüência limitada em

M(IRN), onde M(IRN) denota o conjunto das medidas de Radon. Dáı, a menos de

subseqüência, |un|p
∗
⇀ ν̂ em M(IRN), ou seja,

∫
IRN
|un|p

∗
ωdx→

∫
IRN

ν̂ωdx , ∀ω ∈ C0(IR
N).

Analogamente justifica-se que

∫
IRN
|∇un|pωdx→

∫
IRN

µ̂ωdx , ∀ω ∈ C0(IR
N).

Do Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions (veja o Teorema 15 no apêndice

B), temos que as medidas ν̂ e µ̂ são da seguinte forma:

ν̂ = |u|p∗ + ν e µ̂ ≥ |∇u|p + µ,

onde ν =
∑
j∈J

νjδxj
, µ =

∑
j∈J

µjδxj
e µj, νj ≥ 0, com J no máximo enumerável.

Temos então que

∫
IRN
|un|p

∗
ωdx→

∫
IRN
|u|p∗ωdx+

∫
IRN

ωdν∫
IRN
|∇un|pωdx→

∫
IRN

µ̂ωdx ≥
∫
IRN
|∇u|pωdx+

∫
IRN

ωdµ.

Desde que Ψε ∈ C0(IR
N), então existem medidas ν e µ tais que

∫
IRN
|un|p

∗
Ψεdx→

∫
IRN
|u|p∗Ψεdx+

∫
IRN

Ψεdν (1.7)∫
IRN
|∇un|pΨεdx→

∫
IRN

µ̂Ψεdx ≥
∫
IRN
|∇u|pΨεdx+

∫
IRN

Ψεdµ. (1.8)

Então de (1.5), (1.6), (1.7) e (1.8) obtemos

lim sup
n→∞

∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇Ψεundx

≤
∫
IRN
|u|p∗Ψεdx+

∫
IRN

Ψεdν −
∫
IRN
|∇u|pΨεdx−

∫
IRN

Ψεdµ

7



e lembrando que supp(Ψε) ⊂ Bε(xj) temos

lim sup
n→∞

∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇Ψεundx (1.9)

≤
∫

Bε(xj)
|u|p∗Ψεdx+

∫
Bε(xj)

Ψεdν −
∫

Bε(xj)
|∇u|pΨεdx−

∫
Bε(xj)

Ψεdµ.

Notemos que para cada ε > 0,

∫
Bε(xj)

|u|p∗Ψεdx =
∫
IRN
|u|p∗ΨεχBε(xj)dx

e

∣∣∣|u(x)|p∗Ψε(x)χBε(xj)(x)
∣∣∣ ≤ |u(x)|p∗ ,

onde |u|p∗ ∈ L1(IRN). Além disso, se ε→ 0

|u(x)|p∗Ψε(x)χBε(xj)(x) → 0 q.t.p. em IRN .

Logo, pelo o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
ε→0

∫
Bε(xj)

|u|p∗Ψεdx = 0. (1.10)

De modo análogo ao que fizemos anteriormente concluimos que

lim
ε→0

∫
Bε(xj)

|∇u|pΨεdx = 0. (1.11)

Notemos ainda que para cada ε > 0,

|Ψε(x)χBε(xj)(x)| ≤ 1

e se ε→ 0, então

Ψε(x)χBε(xj)(x) → χ{xj}.

Desde que as medidas de Radon são finitas, temos que 1 é integrável com relação a ν

e dáı, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, tem-se que

lim
ε→0

∫
Bε(xj)

Ψεdν = lim
ε→0

∫
IRN

ΨεχBε(xj)dν =
∫
IRN

χ{xj}dν =
∫
{xj}

dν. (1.12)

Do mesmo modo tem-se que

lim
ε→0

∫
Bε(xj)

Ψεdµ =
∫
{xj}

dµ. (1.13)
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Verifiquemos agora que

lim
ε→0

[
lim sup

n→∞

∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇Ψεundx

]
= 0. (1.14)

De fato, primeiramente observemos que∣∣∣∣∫
IRN
|∇un|p−2un∇un∇Ψεdx

∣∣∣∣ ≤
∫
IRN
|∇un|p−2|un||∇un∇Ψε|dx

≤
∫
IRN
|∇un|p−1|un||∇Ψε|dx.

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes p/(p− 1) e p, encontramos∣∣∣∣∫
IRN
|∇un|p−2un∇un∇Ψεdx

∣∣∣∣ ≤ (∫
IRN
|∇un|pdx

)(p−1)/p (∫
IRN
|un|p|∇Ψε|pdx

)1/p

.

Desde que (un) é limitada em D1,p(IRN), Ψε ≡ 1 em Bε/2(xj) e supp(Ψε) ⊂ Bε(xj), temos

que (∫
IRN
|∇un|pdx

)(p−1)/p (∫
IRN
|∇Ψε|p|un|pdx

)1/p

= ||un||(p−1)

(∫
Bε(xj)\Bε/2(xj)

|∇Ψε|p|un|pdx
)1/p

≤ C

(∫
Bε(xj)\Bε/2(xj)

|∇Ψε|p|un|pdx
)1/p

,

ou seja,

∣∣∣∣∫
IRN
|∇un|p−2un∇un∇Ψεdx

∣∣∣∣ ≤ C

(∫
Bε(xj)\Bε/2(xj)

|un|p|∇Ψε|pdx
)1/p

. (1.15)

Da imersão compacta D1,p(Bε(xj)\Bε/2(xj)) ↪→ Lp(Bε(xj)\Bε/2(xj)) obtemos que, a

menos de subseqüência, un → u em Lp(Bε(xj)\Bε/2(xj)) e portanto, a menos de

subseqüência, un(x) → u(x) q.t.p. em Bε(xj)\Bε/2(xj) e existe g ∈ Lp(Bε(xj)\Bε/2(xj))

tal que |un(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Bε(xj)\Bε/2(xj). Assim, fazendo fn(x) =

|un(x)|p|∇Ψε(x)|p, concluimos que fn(x) → f(x) q.t.p. em Bε(xj)\Bε/2(xj), onde

f(x) = |u(x)|p|∇Ψε(x)|p. Além disso,

|fn(x)| = |un(x)|p|∇Ψε(x)|p ≤ g(x)p|∇Ψε(x)|p

e desde que |∇Ψε|P ∈ L∞(Bε(xj)\Bε/2(xj)), segue que gp|∇Ψε|p ∈ L1(Bε(xj)\Bε/2(xj)).

Segue então do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

lim
n→∞

∫
Bε(xj)\Bε/2(xj)

|un|p|∇Ψε|pdx =
∫

Bε(xj)\Bε/2(xj)
|u|p|∇Ψε|pdx.
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Portanto de (1.15) temos que

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
IRN
|∇un|p−2un∇un∇Ψεdx

∣∣∣∣ ≤ C

(∫
Bε(xj)\Bε/2(xj)

|u|p|∇Ψε|pdx
)1/p

.

Usando novamente a desigualdade de Hölder com expoentes N/(N − p) e N/p no

segundo membro da desigualdade obtemos

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
IRN
|∇un|p−2un∇un∇Ψεdx

∣∣∣∣
≤ C

(∫
Bε(xj)\Bε/2(xj)

|u|p∗dx
)(N−p)/N (∫

Bε(xj)\Bε/2(xj)
|∇Ψε|Ndx

)p/N

e desde que Bε(xj)\Bε/2(xj) ⊂ Bε(xj), segue que

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
IRN
|∇un|p−2un∇un∇Ψεdx

∣∣∣∣ (1.16)

≤ C

(∫
Bε(xj)

|u|p∗dx
)(N−p)/N (∫

Bε(xj)
|∇Ψε|Ndx

)p/N

.

Notemos que fazendo y =
x− xj

ε
, pela regra da cadeia, obtemos

∂Ψε(x)

∂xi

=
1

ε

∂Φ(y)

∂yi

, para cada i = 1, 2, . . . , N

e portanto

∇Ψε(x) =
1

ε
∇Φ(y).

Obtemos também

dx = εNdy

e além disso, se x ∈ Bε(xj) tem-se y ∈ B1(0). Assim,(∫
Bε(xj)

|∇Ψε|Ndx
)p/N

=

(∫
B1(0)

1

εN
|∇Φ|NεNdy

)p/N

=

(∫
B1(0)

|∇Φ|Ndy
)p/N

e de (1.16) obtemos

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
IRN
|∇un|p−2un∇un∇Ψεdx

∣∣∣∣ ≤ C1

(∫
Bε(xj)

|u|p∗dx
)(N−p)/N

. (1.17)

Agora notemos que para cada ε > 0

∣∣∣|u(x)|p∗χBε(xj)(x)
∣∣∣ ≤ |u(x)|p∗

com |u|p∗ ∈ L1(IRN). E além disso, se ε→ 0, então

|u(x)|p∗χBε(xj)(x) → 0 q.t.p. em IRN .
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Segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

lim
ε→0

∫
Bε(xj)

|u|p∗dx = lim
ε→0

∫
IRN
|u|p∗χBε(xj)dx = 0

e portanto decorre de (1.17) que

lim
ε→0

[
lim sup

n→∞

∣∣∣∣∫
IRN
|∇un|p−2un∇un∇Ψεdx

∣∣∣∣] = 0

e (1.14) de fato ocorre.

Assim podemos passar ao limite de ε → 0 em (1.9) e dáı, de (1.10), (1.11), (1.12),

(1.13) e (1.14) segue que

0 ≤
∫
{xj}

dν −
∫
{xj}

dµ,

ou seja,

µ({xj}) ≤ ν({xj}). (1.18)

Além disso,

ν({xj}) =
∫
{xj}

dν =
∫
{xj}

Ψεdν = νjΨε(xj) = νj

e da mesma forma

µ({xj}) =
∫
{xj}

dµ =
∫
{xj}

Ψεdµ = µjΨε(xj) = µj.

Do Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions temos que

Sν
p/p∗

j ≤ µj

e por (1.18) obtemos

Sν
p/p∗

j ≤ νj.

Portanto,

SN/p ≤ νj

implicando que νj 6→ 0 e sendo
∑
j∈J

ν
p/p∗

j < +∞, concluimos que J é finito ou vazio.

Agora estudaremos os seguintes casos.

1o Caso: Existe uma quantidade de ı́ndices j tal que νj > 0.

Seja ε0 > 0 tal que Bε0(x1) ⊂ B1/2ε0(0), Bε0(x2) ⊂ B1/2ε0(0), . . . , Bε0(xR) ⊂ B1/2ε0(0)

e Bε0(xi)
⋂
Bε0(xj) = ∅ para todo i 6= j, onde R é a quantidade de ı́ndices j tais que

νj > 0.
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Definamos ϕε(x) = Φ(εx)−
R∑

j=1

Φ
(
x− xj

ε

)
onde 0 < ε < ε0. Dessa forma

ϕε(x) =


1 se x ∈ Aε = B1/2ε(0)\

R⋃
j=1

Bε(xj)

0 se x ∈
R⋃

j=1

Bε/2(xj).

Fixemos ρ, ε > 0 com 0 < ε < ρ < ε0.

Definamos agora

Gn(x) =
(
|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u,∇un −∇u

)
(x)

= |∇un(x)|p − |∇un(x)|p−2∇un(x)∇u(x)− |∇u(x)|p−2∇u(x)∇un(x)

+ |∇u(x)|p.

Temos que 0 ≤ Cp|∇un −∇u|p ≤ Gn (veja o Lema 16 no apêndice A).

Agora observemos que Aρ ⊂ Aε. Assim:

0 ≤
∫

Aρ

Cp|∇un −∇u|pdx ≤
∫

Aρ

Gndx =
∫

Aρ

Gnϕεdx ≤
∫

Aε

Gnϕεdx

≤
∫
IRN

Gnϕεdx =
∫
IRN
|∇un|pϕεdx−

∫
IRN
|∇un|p−2ϕε∇un∇udx (1.19)

−
∫
IRN
|∇u|p−2ϕε∇un∇udx+

∫
IRN
|∇u|pϕεdx.

Consideremos

I1 =
∫
IRN
|∇un|pϕεdx−

∫
IRN
|un|p

∗
ϕεdx

I2 =
∫
IRN
|∇un|p−2ϕε∇un∇udx−

∫
IRN
|un|p

∗−2unuϕεdx

I3 = −
∫
IRN
|∇u|p−2ϕε∇u∇undx+

∫
IRN
|∇u|pϕεdx

I4 =
∫
IRN
|un|p

∗
ϕεdx−

∫
IRN
|un|p

∗−2unuϕεdx.

Notemos que
∫
IRN

Gnϕεdx = I1 − I2 + I3 + I4.

Vamos agora estimar cada uma das Ii.

Estimativa de I1:

Notemos que

I ′∞(un)(unϕε) =
∫
IRN
|∇un|pϕεdx+

∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇ϕεundx−

∫
IRN
|un|p

∗
ϕεdx,

ou seja,

I1 = I ′∞(un)(unϕε)−
∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇ϕεundx.
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Desde que (unϕε) é limitada em D1,p(IRN) e I ′∞(un) → 0 em
(
D1,p(IRN)

)′
temos que

I ′∞(un)(unϕε) → 0 e dáı,

lim sup
n→∞

I1 = − lim sup
n→∞

∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇ϕεundx.

Passando ao limite com ε→ 0 obtemos

lim
ε→0

[
lim sup

n→∞
I1

]
= − lim

ε→0

[
lim sup

n→∞

∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇ϕεundx

]
= 0.

Portanto,

lim sup
n→∞

I1 = oε(1) quando ε→ 0.

Estimativa de I2:

Observando que

I ′∞(un)(uϕε) =
∫
IRN
|∇un|p−2∇unϕε∇udx+

∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇ϕεudx

−
∫
IRN
|un|p

∗−2unuϕεdx,

ou seja, que

I2 = I ′∞(un)(uϕε)−
∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇ϕεudx

e procedendo de maneira análoga ao que fizemos anteriormente obtemos que

lim sup
n→∞

I2 = oε(1) quando ε→ 0.

Estimativa de I3:

Consideremos F (ω) =
∫
IRN
|∇u|p−2∇uϕε∇ωdx com ω ∈ D1,p(IRN). Temos que F é

linear, pois

F (cω1 + ω2) =
∫
IRN
|∇u|p−2∇uϕε∇(cω1 + ω2)dx

=
∫
IRN
|∇u|p−2∇uϕε(c∇ω1 +∇ω2)dx

= c
∫
IRN
|∇u|p−2∇uϕε∇ω1dx+

∫
IRN
|∇u|p−2∇uϕε∇ω2dx

= cF (ω1) + F (ω2).

Além disso, F é limitado, pois

|F (ω)| ≤
∣∣∣∣∫

IRN
|∇u|p−2∇uϕε∇ωdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
IRN
|∇u|p−2|ϕε||∇u∇ω|dx

≤
∫
IRN
|∇u|p−1|ϕε||∇ω|dx ≤

∫
IRN
|∇u|p−1|∇ω|dx.
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Da desigualdade de Hölder com expoentes p/(p− 1) e p obtemos

|F (ω)| ≤
∫
IRN
|∇u|p−1|∇ω|dx

≤
(∫

IRN
|∇u|pdx

)(p−1)/p (∫
IRN
|∇ω|pdx

)1/p

= ||u||p−1||ω||

para todo ω ∈ D1,p(IRN).

Portanto F é um funcional linear cont́ınuo definido em D1,p(IRN) e desde que un ⇀ u

em D1,p(IRN), temos que∫
IRN
|∇u|p−2∇uϕε∇undx→

∫
IRN
|∇u|p−2∇uϕε∇udx =

∫
IRN
|∇u|pϕεdx

e dáı

lim
n→∞

I3 = 0.

Estimativa de I4:

Recordemos que usando o Lema de Brezis-Lieb verificamos que∫
IRN
|un|p

∗−2unϕdx→
∫
IRN
|u|p∗−2uϕdx, ∀ϕ ∈ Lp∗(IRN).

Dáı, desde que uϕε ∈ Lp∗(IRN), segue que∫
IRN
|un|p

∗−2unuϕεdx→
∫
IRN
|u|p∗ϕεdx. (1.20)

Por outro lado, do Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions, temos que∫
IRN
|un|p

∗
ϕεdx→

∫
IRN
|u|p∗ϕεdx+

∑
j∈J

νjδxj
(ϕε) =

∫
IRN
|u|p∗ϕεdx. (1.21)

Então de (1.20) e (1.21) concluimos que

lim
n→∞

I4 = 0.

Feitas as estimativas de cada uma das Ij, obtemos de (1.19) que

lim
n→∞

∫
Aρ

Cp|∇un −∇u|pdx = Cp lim
n→∞

∫
Aρ

|∇(un − u)|pdx = 0

implicando que
∂un

∂xi

→ ∂u

∂xi

em Lp(Aρ).

Assim, a menos de subseqüência,
∂un(x)

∂xi

→ ∂u(x)

∂xi

q.t.p. em Aρ, e desde que ρ é

arbitrário, por um argumento diagonal concluimos que

∂un(x)

∂xi

→ ∂u(x)

∂xi

q.t.p. em IRN .
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2o Caso: νj = 0 para todo j ∈ J ou J é vazio.

Nesse caso ϕε se reduz a ϕε(x) = Φ(εx) e Aρ = B1/2ρ(0) e repetindo os mesmos

argumentos aplicados no 1o Caso obtemos

∂un(x)

∂xi

→ ∂u(x)

∂xi

q.t.p. em IRN .

Consideremos então para cada i, com i = 1, . . . , N , a seqüência gin(x) =

|∇un(x)|p−2∂un(x)

∂xi

e a função gi(x) = |∇u(x)|p−2∂u(x)

∂xi

. Temos que, para cada i,

gin(x) → gi(x) q.t.p. em IRN . Temos também que, para cada i,
∫
IRN
|gin|p/(p−1)dx ≤ M

para todo n ∈ IN, pois

∫
IRN
|gin|p/(p−1)dx =

∫
IRN

∣∣∣∣∣|∇un|p−2∂un

∂xi

∣∣∣∣∣
p/(p−1)

dx

=
∫
IRN

(
|∇un|p−2

∣∣∣∣∣∂un

∂xi

∣∣∣∣∣
)p/(p−1)

dx.

Desde que, para cada i, temos que

∣∣∣∣∣∂un

∂xi

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∂un

∂x1

∣∣∣∣∣
2

+ . . .+

∣∣∣∣∣ ∂un

∂xN

∣∣∣∣∣
2
1/2

= |∇un|,

então segue-se que

|∇un|p−2

∣∣∣∣∣∂un

∂xi

∣∣∣∣∣ ≤ |∇un|p−2|∇un|.

Logo, obtemos que

∫
IRN
|gin|p/(p−1)dx =

∫
IRN

(
|∇un|p−2

∣∣∣∣∣∂un

∂xi

∣∣∣∣∣
)p/(p−1)

dx

≤
∫
IRN

(|∇un|p−1)p/(p−1)dx = ||un||p

e como (un) é limitada em D1,p(IRN), segue que
∫
IRN
|gin|p/(p−1)dx ≤ M para todo

n ∈ IN. Com isso obtemos também que, para cada i, (gin) ⊂ Lp/(p−1)(IRN). Além

disso, para cada i, temos que gi ∈ Lp/(p−1)(IRN), pois analogamente ao que foi feito

anteriormente verifica-se que
∫
IRN
|gi|p/(p−1)dx ≤

∫
IRN
|∇u|pdx e como u ∈ D1,p(IRN), segue

que
∫
IRN
|gi|p/(p−1)dx < +∞.

Então desde que
p

p− 1
> 1, segue do Lema de Brezis-Lieb que, para cada i,

∫
IRN
|∇un|p−2∂un

∂xi

∂ϕ

∂xi

dx→
∫
IRN
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi

dx , ∀ϕ ∈ D1,p(IRN)
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e observando que

∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇ϕdx

=
∫
IRN
|∇un|p−2∂un

∂x1

∂ϕ

∂x1

dx+ . . .+
∫
IRN
|∇un|p−2 ∂un

∂xN

∂ϕ

∂xN

dx

e que

∫
IRN
|∇u|p−2∇u∇ϕdx

=
∫
IRN
|∇u|p−2 ∂u

∂x1

∂ϕ

∂x1

dx+ . . .+
∫
IRN
|∇u|p−2 ∂u

∂xN

∂ϕ

∂xN

dx,

segue que

∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇ϕdx→

∫
IRN
|∇u|p−2∇u∇ϕdx , ∀ϕ ∈ D1,p(IRN). (1.22)

Desde que (un) é uma seqüência (P.S.)c para I∞, temos que I ′∞(un) → 0 em(
D1,p(IRN)

)′
, onde

I ′∞(un)ϕ =
∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇ϕdx−

∫
IRN
|un|p

∗−2unϕdx , ∀ϕ ∈ D1,p(IRN).

Fazendo n→∞, de (1.4) e (1.22) e da unicidade do limite obtemos

0 =
∫
IRN
|∇u|p−2∇u∇ϕdx−

∫
IRN
|u|p∗−2uϕdx = I ′∞(u)ϕ , ∀ϕ ∈ D1,p(IRN)

e portanto

I ′∞(u) = 0.

Demonstração de (c):

Seja vn = un − u.

Já mostramos no ı́tem anterior que
∂un(x)

∂xi

→ ∂u(x)

∂xi

q.t.p. em IRN , para cada i, e

portanto ∇un(x) → ∇u(x) q.t.p. em IRN . Além disso, (|∇un|) é limitada em Lp(IRN),

pois (un) é limitada em D1,p(IRN). Temos também que un(x) → u(x) q.t.p. em IRN e que

(un) é limitada em Lp∗(IRN).

Portanto, do Teorema de Brezis-Lieb,

|∇un|pp = |∇u|pp + |∇un −∇u|pp + on(1) = |∇u|pp + |∇vn|pp + on(1) (1.23)

|un|p
∗

p∗ = |u|p
∗

p∗ + |un − u|p
∗

p∗ + on(1) = |u|p
∗

p∗ + |vn|p
∗

p∗ + on(1). (1.24)
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Dáı,

on(1) = I ′∞(un)un =
∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇undx−

∫
IRN
|un|p

∗−2unundx

= |∇un|pp − |un|p
∗

p∗

e de (1.23) e (1.24) segue que

on(1) = I ′∞(un)un = |∇un|pp − |un|p
∗

p∗ (1.25)

= |∇u|pp + |∇vn|pp − |u|
p∗

p∗ − |vn|p
∗

p∗ + on(1).

Desde que u é solução fraca do problema (P∞), temos que∫
IRN
|∇u|p−2∇u∇φdx =

∫
IRN
|u|p∗−2uφdx, ∀φ ∈ D1,p(IRN)

e visto que u ∈ D1,p(IRN), em particular temos

|∇u|pp = |u|p
∗

p∗ .

Portanto de (1.25) obtemos

on(1) = I ′∞(un)un = |∇vn|pp − |vn|p
∗

p∗ + on(1). (1.26)

Desde que as seqüências (|∇vn|pp) e (|vn|p
∗

p∗) são limitadas e de números reais, passando

a subseqüência se necessário, temos de (1.26) que

lim
n→∞

(|∇vn|pp − |vn|p
∗

p∗) = 0

o que implica que

lim
n→∞

|∇vn|pp = lim
n→∞

|vn|p
∗

p∗ .

Seja ρ = lim
n→∞

|∇vn|pp = lim
n→∞

|vn|p
∗

p∗ .

Desde que |∇vn|pp ≥ 0 e |vn|p
∗

p∗ ≥ 0 para todo n ∈ IN, temos ρ ≥ 0.

Provaremos agora que ρ = 0.

Suponhamos por contradição que ρ > 0.

Da definição de melhor constante de Sobolev na imersão D1,p(IRN) ↪→ Lp∗(IRN) temos

S
(∫

IRN
|vn|p

∗
dx
)p/p∗

≤
∫
IRN
|∇vn|pdx

isto é,

S|vn|pp∗ ≤ |∇vn|pp.
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Passando ao limite de n→∞ temos Sρp/p∗ ≤ ρ e portanto

SN/p ≤ ρ. (1.27)

Observemos que

c = I∞(un) + on(1) = I∞(un)− 1

p∗
I ′∞(un)un + on(1)

=
1

p
|∇un|pp −

1

p∗
|un|p

∗

p∗ −
1

p∗
|∇vn|pp +

1

p∗
|vn|p

∗

p∗ + on(1)

=
1

p
|∇u|pp +

1

p
|∇vn|pp −

1

p∗
|u|p

∗

p∗ −
1

p∗
|vn|p

∗

p∗ −
1

p∗
|∇vn|pp +

1

p∗
|vn|p

∗

p∗ + on(1)

=
1

p
|∇vn|pp −

1

p∗
|∇vn|pp +

1

p
|∇u|pp −

1

p∗
|u|p

∗

p∗ + on(1)

=
1

N
|∇vn|pp + I∞(u) + on(1). (1.28)

Lembrando que |∇u|pp = |u|p
∗

p∗ , temos

I∞(u) =
1

p

∫
IRN
|∇u|pdx− 1

p∗

∫
IRN
|u|p∗dx =

1

p
|∇u|pp −

1

p∗
|u|p

∗

p∗ =
1

N
|∇u|pp ≥ 0.

Portanto de (1.28)

c =
1

N
|∇vn|pp + I∞(u) + on(1) ≥ 1

N
|∇vn|pp + on(1) =

1

N
ρ

e por (1.27)

c ≥ 1

N
ρ ≥ 1

N
SN/p

o que é uma contradição.

Logo ρ = 0 e portanto

|∇vn|pp = |∇(un − u)|pp = ||un − u||p → 0.

Concluimos então que, a menos de subseqüência, un → u em D1,p(IRN).

O seguinte resultado é um Lema técnico devido a C. O. Alves e que usaremos neste

trabalho. Na sua demonstração o autor usou argumentos encontrados em Brezis e Lieb

[6].

Lema 2 : Seja ηn : IRN → IRK (k ≥ 1) com ηn ∈
(
Lp(IRN)

)K
(p ≥ 2), ηn(x) → 0 q.t.p.

em IRN e A(y) = |y|p−2y, ∀y ∈ IRK. Então, se |ηn|p ≤ C ∀n ∈ IN, temos∫
IRN
|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)|p/(p−1)dx = on(1)

para cada w ∈
(
Lp(IRN)

)K
fixado.
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Demonstração:

Observemos que a função Ai(y) = |y|p−2yi satisfaz a seguinte igualdade:

Ai(ηn + w)− Ai(ηn) =
∫ 1

0

(
d

dt
Ai(ηn + tw)

)
dt.

De fato, considerando g(t) = Ai(ηn + tw) temos do Teorema Fundamental do Cálculo que∫ 1

0

(
d

dt
Ai(ηn + tw)

)
dt =

∫ 1

0
g′(t)dt = g(t)|10 = Ai(ηn + w)− Ai(ηn).

Considerando agora γ : IR→ IRK tal que γ(t) = ηn + tw, temos que

Ai(ηn + w)− Ai(ηn) =
∫ 1

0

d

dt
Ai(γ(t))dt.

Da Regra da Cadeia obtemos

Ai(ηn + w)− Ai(ηn) =
∫ 1

0

K∑
j=1

∂

∂γj

Ai(γ(t))γ
′
j(t)dt.

Assim,

|Ai(ηn + w)− Ai(ηn)| =

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

K∑
j=1

∂

∂γj

Ai(γ(t))γ
′
j(t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

K∑
j=1

∣∣∣∣∣ ∂∂γj

Ai(γ(t))

∣∣∣∣∣ |γ′j|dt =
∫ 1

0

K∑
j=1

∣∣∣∣∣ ∂∂γj

Ai(γ(t))

∣∣∣∣∣ |wj|dt

≤ C1|w|
∫ 1

0

K∑
j=1

∣∣∣∣∣ ∂∂γj

Ai(γ(t))

∣∣∣∣∣ dt. (1.29)

Observemos que para todo y ∈ IRK temos

K∑
j=1

∣∣∣∣∣ ∂∂yj

Ai(y)

∣∣∣∣∣ ≤ C|y|p−2.

De fato,

K∑
j=1

∣∣∣∣∣ ∂∂yj

Ai(y)

∣∣∣∣∣ =
i−1∑
j=1

∣∣∣∣∣ ∂∂yj

Ai(y)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ ∂∂yi

Ai(y)

∣∣∣∣∣+
K∑

j=i+1

∣∣∣∣∣ ∂∂yj

Ai(y)

∣∣∣∣∣
=

i−1∑
j=1

∣∣∣(p− 2)|y|p−4yjyi

∣∣∣+ ∣∣∣(p− 2)|y|p−4y2
i + |y|p−2

∣∣∣+ K∑
j=i+1

∣∣∣(p− 2)|y|p−4yjyi

∣∣∣
≤ (p− 2)|y|p−4

i−1∑
j=1

|yj||yi|+ (p− 2)|y|p−4|yi|2 + |y|p−2

+ (p− 2)|y|p−4
K∑

j=i+1

|yj||yi|

≤ (p− 2)|y|p−4(i− 1)|y|2 + (p− 2)|y|p−4|y|2 + |y|p−2

+ (p− 2)|y|p−4(K − i)|y|2

= C|y|p−2.
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Temos então de (1.29) que

|Ai(ηn + w)− Ai(ηn)| ≤ C2|w|
∫ 1

0
|γ(t)|p−2dt,

ou seja,

|Ai(ηn + w)− Ai(ηn)| ≤ C2|w|
∫ 1

0
|ηn + tw|p−2dt ≤ C2|w|

∫ 1

0
(|ηn|+ |t||w|)p−2 dt.

Desde que 0 ≤ t ≤ 1, segue que

|Ai(ηn + w)− Ai(ηn)| ≤ C2|w|
∫ 1

0
(|ηn|+ |t||w|)p−2 dt

≤ C2|w|
∫ 1

0
(|ηn|+ |w|)p−2 dt = C2|w| (|ηn|+ |w|)p−2

≤ C2|w|2p−2
(
|ηn|p−2 + |w|p−2

)
= C22

p−2
(
|w|p−1 + |w||ηn|p−2

)
.

Dáı,

|A(ηn + w)− A(ηn)|S = |A1(ηn + w)− A1(ηn)|+ . . .+ |AK(ηn + w)− AK(ηn)|

≤ KC22
p−2

(
|w|p−1 + |w||ηn|p−2

)
e da equivalência de normas em IRK obtemos

|A(ηn + w)− A(ηn)| ≤ C3

(
|w|p−1 + |w||ηn|p−2

)
= C3|w|p−1 + C3|w||ηn|p−2.

Para cada ε > 0, usando a desigualdade de Young com os expoentes p − 1 e

(p− 1)/(p− 2) na segunda parcela do segundo membro da desigualdade acima obtemos

|A(ηn + w)− A(ηn)| ≤ C3|w|p−1 + C3C(ε)|w|p−1 + C3ε|ηn|p−1,

ou seja,

|A(ηn + w)− A(ηn)| ≤ C4|w|p−1 + C3ε|ηn|p−1 (1.30)

onde C4 = C3 + C3C(ε).

Para cada ε > 0, consideremos a seqüência de funções Gε,n dada por

Gε,n(x) = max
{
|A(ηn(x) + w(x))− A(ηn(x))− A(w(x))| − C3ε|ηn(x)|p−1, 0

}
.

Desde que A : IRK → IRK dada por A(y) = |y|p−2y é cont́ınua e que ηn(x) → 0 q.t.p.

em IRN , segue que Gε,n(x) → 0 q.t.p. IRN e portanto

|Gε,n(x)|p/(p−1) → 0 q.t.p. em IRN .
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Além disso,

0 ≤ Gε,n ≤ max
{
|A(ηn + w)− A(ηn)|+ |A(w)| − C3ε|ηn|p−1, 0

}
e de (1.30) segue que

0 ≤ Gε,n ≤ max
{
|A(ηn + w)− A(ηn)|+ |A(w)| − C3ε|ηn|p−1, 0

}
≤ C4|w|p−1 + C3ε|ηn|p−1 + |w|p−1 − C3ε|ηn|p−1 = C5|w|p−1,

e portanto,

|Gε,n|p/(p−1) ≤ C
p/(p−1)
5 |w|p

onde C
p/(p−1)
5 |w|p ∈ L1(IRN).

Então do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos que∫
IRN
|Gε,n|p/(p−1)dx→ 0. (1.31)

Da definição de Gε,n temos

|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)| ≤ Gε,n + C3ε|ηn|p−1.

Portanto,

|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)|p/(p−1) ≤
(
Gε,n + C3ε|ηn|p−1

)p/(p−1)

≤ C6|Gε,n|p/(p−1) + C7ε
p/(p−1)|ηn|p,

e assim, ∫
IRN
|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)|p/(p−1)dx

≤ C6

∫
IRN
|Gε,n|p/(p−1)dx+ C7ε

p/(p−1)
∫
IRN
|ηn|pdx.

Recordando que |ηn|p ≤ C, obtemos∫
IRN
|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)|p/(p−1)dx ≤ C6

∫
IRN
|Gε,n|p/(p−1)dx+ C8ε

p/(p−1).

Dáı, usando (1.31) segue que

lim sup
n→∞

∫
IRN
|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)|p/(p−1)dx ≤ C8ε

p/(p−1) , ∀ε > 0.

e fazendo ε→ 0 obtemos

lim sup
n→∞

∫
IRN
|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)|p/(p−1)dx ≤ 0
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e dáı conclúımos que

lim
n→∞

∫
IRN
|A(ηn + w)− A(ηn)− A(w)|p/(p−1)dx = 0.

O próxima Lema foi provado por Struwe em [12] (veja também [13]) quando p = 2 e

Ω é um domı́nio limitado.

Lema 3 (O lema principal): Seja (un) uma seqüência (P.S.)c para o funcional I∞ com

un ⇀ 0 e un 6→ 0. Então, existem seqüências (Rn) ⊂ IR, (xn) ⊂ IRN , v0 uma solução

não-trivial para o problema (P∞) e uma seqüência (wn) o qual é (P.S.)c̃ para I∞ tais que,

para uma subseqüência de (un), temos

wn(x) = un(x)−R(N−p)/p
n v0(Rn(x− xn)) + on(1).

Demonstração:

Seja (un) uma seqüência (P.S.)c para I∞, ou seja,

I∞(un) → c e I ′∞(un) → 0. (1.32)

Do Lema 1 temos que (un) é limitada em D1,p(IRN).

Desde que un ⇀ 0 e un 6→ 0 segue do Lema 1 que c ≥ 1

N
SN/p.

Observemos agora que

I∞(un)− 1

p∗
I ′∞(un)un

=
1

p

∫
IRN
|∇un|pdx−

1

p∗

∫
IRN
|un|p

∗
dx− 1

p∗

∫
IRN
|∇un|pdx+

1

p∗

∫
IRN
|un|p

∗
dx

=

(
1

p
− 1

p∗

)∫
IRN
|∇un|pdx =

1

N

∫
IRN
|∇un|pdx

e dáı, de (1.32) obtemos

lim
n→∞

1

N

∫
IRN
|∇un|pdx = c,

de onde segue que

lim
n→∞

∫
IRN
|∇un|pdx = Nc ≥ SN/p. (1.33)

Desde que B2(0) ⊂ IRN é compacto e {B1(y)}y∈B2(0) é uma cobertura aberta de B2(0),

então existe L ∈ IN tal que B2(0) ⊂
L⋃

k=1

B1(yk) e em particular temos

B2(0) ⊂
L⋃

k=1

B1(yk).
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Provaremos que

sup
y∈IRN

∫
BRn−1 (y)

|∇un|pdx =
∫

BRn−1 (xn)
|∇un|pdx =

SN/p

pL

onde (Rn) ⊂ IR+ e (xn) ⊂ IRN .

Para n fixado, consideremos a função Concentração de Levy

Qn(λ) = sup
y∈IRN

∫
Bλ(y)

|∇un|pdx.

Provaremos primeiramente que dado f ∈ L1(IRN) a função

Q(λ) = sup
y∈IRN

∫
Bλ(y)

|f |dx

é cont́ınua.

Consideremos primeiramente o caso f ∈ C∞
0 (IRN).

Seja (λn) uma seqüência de números positivos tais que λn → λ0 para algum λ0 fixado.

Consideremos (λnj
) ⊂ (λn) e (λnk

) ⊂ (λn) tais que λnj
< λ0 e λnk

≥ λ0, ∀nj ∈ IN e

∀nk ∈ IN.

Vamos provar que Q(λnj
) → Q(λ0) com f ∈ C∞

0 (IRN).

Desde que λnj
< λ0 para todo nj ∈ IN, temos que Bλnj

(y) ⊂ Bλ0(y), para todo y ∈ IRN .

Assim,

∫
Bλnj

(y)
|f |dx ≤

∫
Bλ0

(y)
|f |dx ≤

∫
IRN
|f |dx < +∞ , ∀y ∈ IRN , ∀nj ∈ IN.

Portanto,

∫
Bλnj

(y)
|f |dx ≤

∫
Bλ0

(y)
|f |dx ≤ sup

y∈IRN

∫
Bλ0

(y)
|f |dx = Q(λ0) , ∀y ∈ IRN , ∀nj ∈ IN

e dáı, Q(λnj
) ≤ Q(λ0), ∀nj ∈ IN.

Logo

lim sup
nj→∞

Q(λnj
) ≤ Q(λ0). (1.34)

Observemos agora que, desde que Bλnj
(y) ⊂ Bλ0(y) para todo y ∈ IRN , podemos

considerar Ωnj
= Bλ0(y)\Bλnj

(y) e com isso obtemos que, dado ε > 0, existe n1 ∈ IN tal

que, para todo nj ≥ n1, tem-se |Ωnj
| < ε.

23



Assim,

∫
Bλ0

(y)
|f |dx−

∫
Bλnj

(y)
|f |dx =

∫
IRN

(
|f |χBλ0

(y) − |f |χBλnj
(y)

)
dx

=
∫
IRN
|f |
(
χBλ0

(y) − χBλnj
(y)

)
dx =

∫
IRN
|f |χBλ0

(y)\Bλnj
(y)dx

=
∫
IRN
|f |χΩnj

dx ≤ K
∣∣∣Ωnj

∣∣∣ < ε , ∀y ∈ IRN , ∀nj ≥ n1.

Dáı, ∫
Bλ0

(y)
|f |dx < ε+

∫
Bλnj

(y)
|f |dx , ∀y ∈ IRN , ∀nj ≥ n1

e logo,

Q(λ0) ≤ ε+Q(λnj
) , ∀nj ≥ n1.

Obtivemos então que para todo ε > 0, existe n1 ∈ IN tal que, para todo nj ≥ n1,

Q(λ0)− ε ≤ Q(λnj
) e portanto

lim inf
nj→∞

Q(λnj
) ≥ Q(λ0). (1.35)

Temos então de (1.34) e (1.35) que
(
Q(λnj

)
)

converge e

lim
nj→∞

Q(λnj
) = Q(λ0). (1.36)

Por um racioćınio análogo, mostra-se que

lim
nk→∞

Q(λnk
) = Q(λ0). (1.37)

De (1.36) e (1.37) obtemos que, dado ε > 0, existem n1, n2 ∈ IN tais que

∣∣∣Q(λnj
)−Q(λ0)

∣∣∣ < ε , ∀nj ≥ n1

e

|Q(λnk
)−Q(λ0)| < ε , ∀nk ≥ n2.

Considerando n0 = max{n1, n2} temos

|Q(λn)−Q(λ0)| < ε , ∀n ≥ n0

provando que Q(λ) = sup
y∈IRN

∫
Bλ(y)

|f |dx é cont́ınua com f ∈ C∞
0 (IRN).

Usando o fato de C∞
0 (IRN) ser denso em L1(IRN) provaremos a continuidade de Q com

f ∈ L1(IRN).
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Tomemos arbitrariamente f ∈ L1(IRN).

Desde que C∞
0 (IRN) é denso em L1(IRN) segue que dado ε > 0, existe f̃ ∈ C∞

0 (IRN) tal

que
∣∣∣f − f̃

∣∣∣
1
< ε, ou seja, ∫

IRN
|f − f̃ |dx < ε.

Assim,

Q(λ0)−Q(λnj
) = sup

y∈IRN

∫
Bλ0

(y)
|f |dx− sup

y∈IRN

∫
Bλnj

(y)
|f |dx

≤ sup
y∈IRN

∫
Bλ0

(y)
|f |dx−

∫
Bλnj

(y)
|f |dx


≤ sup

y∈IRN

∣∣∣∣∣∣
∫

Bλ0
(y)
|f |dx−

∫
Bλnj

(y)
|f |dx

∣∣∣∣∣∣ .
Recordando que Q(λnj

) ≤ Q(λ0) para todo nj ∈ IN, temos

∣∣∣Q(λ0)−Q(λnj
)
∣∣∣ = Q(λ0)−Q(λnj

)

e dáı,

∣∣∣Q(λ0)−Q(λnj
)
∣∣∣

≤ sup
y∈IRN

∣∣∣∣∣∣
∫

Bλ0
(y)
|f |dx−

∫
Bλ0

(y)
|f̃ |dx+

∫
Bλ0

(y)
|f̃ |dx−

∫
Bλnj

(y)
|f̃ |dx

+
∫

Bλnj
(y)
|f̃ |dx−

∫
Bλnj

(y)
|f |dx

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

y∈IRN

∣∣∣∣∣
∫

Bλ0
(y)

(
|f | − |f̃ |

)
dx

∣∣∣∣∣+ sup
y∈IRN

∣∣∣∣∣∣
∫

Bλ0
(y)
|f̃ |dx−

∫
Bλnj

(y)
|f̃ |dx

∣∣∣∣∣∣
+ sup

y∈IRN

∣∣∣∣∣∣
∫

Bλnj
(y)

(
|f̃ | − |f |

)
dx

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

y∈IRN

∫
Bλ0

(y)
|f − f̃ |dx+ sup

y∈IRN

K|Ωnj
|+ sup

y∈IRN

∫
Bλnj

(y)
|f − f̃ |dx

≤
∫
IRN
|f − f̃ |dx+K|Ωnj

|+
∫
IRN
|f − f̃ |dx < ε , ∀nj ≥ n1

concluindo que Q(λnj
) → Q(λ0) com f ∈ L1(IRN).

Analogamente verifica-se que Q(λnk
) → Q(λ0) com f ∈ L1(IRN).

Portanto Q(λn) → Q(λ0) e com isso concluimos que Q é cont́ınua com f ∈ L1(IRN).

Dáı, para todo n ∈ IN, a função

Qn(λ) = sup
y∈IRN

∫
Bλ(y)

|∇un|pdx

25



é cont́ınua.

Notemos que,

lim
λ→0

Qn(λ) = 0 , ∀n ∈ IN

e dáı, existe δ > 0 tal que

Qn(λ) <
SN/p

pL
, ∀λ ∈ (0, δ) , ∀n ∈ IN. (1.38)

Por outro lado, observando que pL > 1, obtemos de (1.33) que

lim
n→∞

∫
IRN
|∇un|pdx ≥ SN/p >

SN/p

pL
,

e portanto existe n0 ∈ IN tal que∫
IRN
|∇un|pdx >

SN/p

pL
, ∀n ≥ n0.

Tomando arbitrariamente y ∈ IRN , temos

lim
λ→+∞

∫
Bλ(y)

|∇un|pdx =
∫
IRN
|∇un|pdx >

SN/p

pL
, ∀n ≥ n0,

ou seja, existe K > 0 tal que∫
Bλ(y)

|∇un|pdx >
SN/p

pL
, ∀λ > K , ∀n ≥ n0.

Dáı,

Qn(λ) = sup
y∈IRN

∫
Bλ(y)

|∇un|pdx ≥
∫

Bλ(y)
|∇un|pdx >

SN/p

pL
, ∀λ > K , ∀n ≥ n0

e podemos dizer sem perda de generalidade que

Qn(λ) >
SN/p

pL
, ∀λ > K , ∀n ∈ IN. (1.39)

Segue de (1.38), (1.39) e do Teorema do Valor Intermediário que, para todo n ∈ IN,

existe Rn ∈ IR+ tal que

Qn(R−1
n ) = sup

y∈IRN

∫
B

R−1
n

(y)
|∇un|pdx =

SN/p

pL
.

Da definição de supremo podemos considerar, para cada n ∈ INfixado, uma seqüência

(yn,k)k∈IN em IRN tal que

lim
k→∞

∫
B

R−1
n

(yn,k)
|∇un|pdx =

SN/p

pL
. (1.40)
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Para cada n ∈ IN temos que (yn,k)k∈IN é limitada pois caso contrário, a menos de

subseqüência, teŕıamos lim
k→∞

|yn,k| = +∞.

Assim, definindo a seqüência fn,k(x) = |∇un(x)|p χB
R−1

n
(yn,k)(x), temos que

fn,k(x) → 0 quando k →∞

e

|fn,k| ≤ |∇un|p , ∀k ∈ IN

onde |∇un|p ∈ L1(IRN).

Então do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos

lim
k→∞

∫
B

R−1
n

(yn,k)
|∇un|pdx = lim

k→∞

∫
IRN
|fn,k|dx = 0,

o que contradiz (1.40).

Agora, desde que (yn,k)k∈IN é limitada em IRN segue que, a menos de subseqüência,

yn,k → xn em IRN para cada n ∈ IN. Dáı,

|∇un(x)|pχB
R−1

n
(yn,k)(x) → |∇un(x)|pχB

R−1
n

(xn)(x) quando k →∞

e

|∇un|p|χB
R−1

n
(yn,k)| ≤ |∇un|p , ∀k ∈ IN

onde |∇un|p ∈ L1(IRN).

Então do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos para cada n ∈ IN

lim
k→∞

∫
B

R−1
n

(yn,k)
|∇un|pdx =

∫
B

R−1
n

(xn)
|∇un|pdx

e de (1.40) e da unicidade do limite concluimos que∫
B

R−1
n

(xn)
|∇un|pdx =

SN/p

pL
= sup

y∈IRN

∫
B

R−1
n

(y)
|∇un|pdx , ∀n ∈ IN

onde (Rn) ⊂ IR+ e (xn) ⊂ IRN .

Agora, para cada n ∈ IN, consideremos a função

vn(x) = R(p−N)/p
n un

(
x

Rn

+ xn

)
.

Provaremos que ∫
B1(0)

|∇vn|pdx =
SN/p

pL
= sup

y∈IRN

∫
B1(y)

|∇vn|pdx.
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De fato, observemos que tomando arbitrariamente y ∈ IRN temos que∫
B1(y)

|∇vn(x)|pdx = R(p−N)
n

∫
B1(y)

∣∣∣∣∇un

(
x

Rn

+ xn

)∣∣∣∣p dx.
Fazendo z =

x

Rn

+ xn, obtemos

∂un

∂xi

(
x

Rn

+ xn

)
=

1

Rn

∂un(z)

∂zi

⇒ ∇un

(
x

Rn

+ xn

)
=

1

Rn

∇un(z)

e

z =
x

Rn

+ xn ⇒ x = Rn(z − xn) ⇒ dx = RN
n dz.

Além disso, notemos que para todo x ∈ B1(y) temos,

|x− y| < 1 ⇒ |Rn(z − xn)− y| < 1 ⇒
∣∣∣∣z − (

xn +
y

Rn

)∣∣∣∣ < 1

Rn

.

Fazendo y′ = xn +
y

Rn

segue que z ∈ BR−1
n

(y′). Portanto,

∫
B1(y)

|∇vn(x)|pdx = R(p−N)
n

∫
B1(y)

∣∣∣∣∇un

(
x

Rn

+ xn

)∣∣∣∣p dx
= R(p−N)

n

∫
B

R−1
n

(y′)
R−p

n |∇un(z)|pRN
n dz

=
∫

B
R−1

n
(y′)

|∇un(z)|pdz , ∀y ∈ IRN ,

e dáı,

SN/p

pL
= sup

y′∈IRN

∫
B

R−1
n

(y′)
|∇un|pdx = sup

y∈IRN

∫
B

R−1
n

(xn+ y
Rn

)
|∇un|pdx

= sup
y∈IRN

∫
B1(y)

|∇vn|pdx.

Por outro lado,∫
B1(0)

|∇vn(x)|pdx = R(p−N)
n

∫
B1(0)

∣∣∣∣∇un

(
x

Rn

+ xn

)∣∣∣∣p dx.
Fazendo novamente z =

x

Rn

+ xn e observando que para todo x ∈ B1(0) temos,

|x| < 1 ⇒ |Rn(z − xn)| < 1 ⇒ |z − xn| <
1

Rn

⇒ z ∈ BR−1
n

(xn),

obtemos que ∫
B1(0)

|∇vn(x)|pdx = R(p−N)
n

∫
B1(0)

∣∣∣∣∇un

(
x

Rn

+ xn

)∣∣∣∣p dx
= R(p−N)

n

∫
B

R−1
n

(xn)
R−p

n |∇un(z)|pRN
n dz

=
∫

B
R−1

n
(xn)

|∇un(z)|pdz.
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Dáı,
SN/p

pL
=
∫

B
R−1

n
(xn)

|∇un|pdx =
∫

B1(0)
|∇vn|pdx.

Agora, para cada Φ ∈ D1,p(IRN), definamos a seguinte seqüência:

Φ̃n(x) = R(N−p)/p
n Φ(Rn(x− xn)).

Notemos que

||Φ̃n|| = ||Φ|| , ∀n ∈ IN.

De fato, temos que∫
IRN
|∇Φ̃n(x)|pdx = R(N−p)

n

∫
IRN
|∇Φ(Rn(x− xn))|pdx.

Fazendo z = Rn(x− xn) obtemos

∂Φ

∂xi

(Rn(x− xn)) = Rn
∂Φ(z)

∂zi

⇒ ∇Φ(Rn(x− xn)) = Rn∇Φ(z)

e

z = Rn(x− xn) ⇒ x =
z

Rn

+ xn ⇒ dx = R−N
n dz.

Portanto,∫
IRN
|∇Φ̃n(x)|pdx = R(N−p)

n

∫
IRN

Rp
n|∇Φ(z)|pR−N

n dz =
∫
IRN
|∇Φ(z)|pdz , ∀n ∈ IN

e dáı ||Φ̃n|| = ||Φ|| para todo n ∈ IN e com isso concluimos também que (Φ̃n) é limitada

em D1,p(IRN).

Observemos que são válidas as seguintes identidades:∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇Φ̃ndx =

∫
IRN
|∇vn|p−2∇vn∇Φdx (P1)

e ∫
IRN
|un|p

∗−2unΦ̃ndx =
∫
IRN
|vn|p

∗−2vnΦdx (P2)

De fato, temos que∫
IRN
|∇un(x)|p−2∇un(x)∇Φ̃n(x)dx

= R(N−p)/p
n

∫
IRN
|∇un(x)|p−2∇un(x)∇Φ(Rn(x− xn))dx.

Fazendo z = Rn(x− xn), segue que

∂Φ

∂xi

(Rn(x− xn)) = Rn
∂Φ(z)

∂zi

⇒ ∇Φ(Rn(x− xn)) = Rn∇Φ(z),

29



z = Rn(x− xn) ⇒ x =
z

Rn

+ xn ⇒ dx = R−N
n dz

e
∂un

∂zi

(
z

Rn

+ xn

)
=

1

Rn

∂un(x)

∂xi

⇒ ∇un(x) = Rn∇un

(
z

Rn

+ xn

)
.

Dáı,

∫
IRN
|∇un(x)|p−2∇un(x)∇Φ̃n(x)dx =

= R
(N−p)

p
n

∫
IRN

Rp−2
n

∣∣∣∣∇un

(
z

Rn

+ xn

)∣∣∣∣p−2

Rn∇un

(
z

Rn

+ xn

)
Rn∇Φ(z)R−N

n dz.

Lembrando que vn(x) = R(p−N)/p
n un

(
x

Rn

+ xn

)
, vemos que

un

(
z

Rn

+ xn

)
= R(N−p)/p

n vn(z) ⇒ ∇un

(
z

Rn

+ xn

)
= R(N−p)/p

n ∇vn(z).

Logo,

∫
IRN
|∇un(x)|p−2∇un(x)∇Φ̃n(x)dx

= R
(N−p)

p
n Rp−N

n

∫
IRN

R(N−p)(p−2)/p
n |∇vn(z)|p−2R(N−p)/p

n ∇vn(z)∇Φ(z)dz

=
∫
IRN
|∇vn(z)|p−2∇vn(z)∇Φ(z)dz,

e portanto a identidade (P1) é válida.

Vamos agora verificar que vale a identidade (P2). Temos que

∫
IRN
|un(x)|p∗−2un(x)Φ̃n(x)dx = R(N−p)/p

n

∫
IRN
|un(x)|p∗−2un(x)Φ(Rn(x− xn))dx.

Fazendo novamente z = Rn(x− xn) segue que

x =
z

Rn

+ xn ⇒ dx = R−N
n dz.

Dáı,

∫
IRN
|un(x)|p∗−2un(x)Φ̃n(x)dx

= R(N−p)/p
n

∫
IRN

∣∣∣∣un

(
z

Rn

+ xn

)∣∣∣∣p∗−2

un

(
z

Rn

+ xn

)
Φ(z)R−N

n dz

= R(N−p)/p
n

∫
IRN

R(N−p)(p∗−2)/p
n |vn(z)|p∗−2R(N−p)/p

n vn(z)Φ(z)R−N
n dz

=
∫
IRN
|vn(z)|p∗−2vn(z)Φ(z)dz,

e portanto a identidade (P2) é válida.
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Já vimos que ∫
B1(y)

|∇vn|pdx =
∫

B
R−1

n
(y′)

|∇un|pdx , ∀y ∈ IRN

onde y′ =
y

Rn

+ xn, e desde que IRN é invariante por translações e dilatações, segue que

∫
IRN
|∇vn|pdx =

∫
IRN
|∇un|pdx.

Da mesma forma concluimos que∫
IRN
|vn|p

∗
dx =

∫
IRN
|un|p

∗
dx.

Portanto temos

I∞(vn) =
1

p

∫
IRN
|∇vn|pdx−

1

p∗

∫
IRN
|vn|p

∗
dx

=
1

p

∫
IRN
|∇un|pdx−

1

p∗

∫
IRN
|un|p

∗
dx = I∞(un)

e de (1.32) segue que

I∞(vn) → c.

Além disso, por (P1) e (P2), temos

I ′∞(un)Φ̃n =
∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇Φ̃ndx−

∫
IRN
|un|p

∗−2unΦ̃ndx

=
∫
IRN
|∇vn|p

∗−2∇vn∇Φdx−
∫
IRN
|vn|p

∗−2vnΦdx = I ′∞(vn)Φ.

Para todo Φ ∈ D1,p(IRN) com ||Φ|| ≤ 1

|I ′∞(vn)Φ| = |I ′∞(un)Φ̃n| ≤ ||I ′∞(un)||D′||Φ̃n|| = ||I ′∞(un)||D′||Φ|| ≤ ||I ′∞(un)||D′ .

Dáı,

0 ≤ ||I ′∞(vn)||D′ = sup
Φ∈D1,p(IRN )

||Φ||≤1

|I ′∞(vn)Φ| ≤ ||I ′∞(un)||D′

e passando ao limite de n→∞ segue que

||I ′∞(vn)||D′ → 0.

Temos então que (vn) é uma seqüência (P.S.)c para I∞ e segue do Lema 1 que (vn) é

limitada em D1,p(IRN). Desde que D1,p(IRN) é reflexivo segue que existe v0 ∈ D1,p(IRN) tal

que, a menos de subseqüência, vn ⇀ v0 em D1,p(IRN) e pelo o ı́tem (b) do Lema 1 segue

que v0 é ponto cŕıtico do funcional I∞.
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Como conseqüência do Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions temos que

∫
IRN
|vn|p

∗
φdx→

∫
IRN
|v0|p

∗
φdx+

∑
j∈J

φ(xj)νj , ∀φ ∈ C∞
0 (IRN) (1.41)

para alguma famı́lia {xj}j∈J ⊂ IRN e para alguma famı́lia {νj}j∈J ⊂ IR+.

Na demonstração do ı́tem (b) do Lema 1 mostramos que J é vazio ou finito.

Denotemos J = {1, 2, . . . , s} e Γ ⊂ IRN o conjunto dado por

Γ = {xj ∈ {xj}j∈J : |xj| > 1} .

Queremos provar que v0 6≡ 0.

Suponhamos por contradição que v0 ≡ 0.

Assim de (1.41) temos

∫
IRN
|vn|p

∗
φdx→ 0 , ∀φ ∈ C∞

0 (IRN\{x1, x2, . . . , xs}). (1.42)

Seja φn = φvn com φ ∈ C∞
0 (IRN\{x1, x2, . . . , xs}).

Temos que (φn) é limitada em D1,p(IRN). De fato,

||φn||p =
∫
IRN
|∇φn|pdx =

∫
IRN
|∇(φvn)|pdx =

∫
IRN
|vn∇φ+ φ∇vn|pdx

≤ 2p
∫
IRN
|vn∇φ|pdx+ 2p

∫
IRN
|φ∇vn|pdx

≤ 2p
∫
IRN
|vn|p|∇φ|pdx+ 2pC1

∫
IRN
|∇vn|pdx.

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes N/(N − p) e N/p obtemos

||φn||p ≤ 2p|vn|pp∗
(∫

IRN
|∇φ|Ndx

) p
N

+ 2pC1||vn||p ≤ C2||vn||p + C3||vn||p

e dáı, a limitação de (φn) em D1,p(IRN) segue da limitação de (vn) em D1,p(IRN).

Temos então que

I ′∞(vn)φn = on(1),

ou seja,

∫
IRN
|∇vn|p−2∇vn∇φndx−

∫
IRN
|vn|p

∗−2vnφndx = on(1),

o que é equivalente a

∫
IRN
|∇vn|p−2∇vn∇(φvn)dx−

∫
IRN
|vn|p

∗−2vnφvndx = on(1).
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Então segue que∫
IRN
|∇vn|p−2∇vnvn∇φdx+

∫
IRN
|∇vn|pφdx−

∫
IRN
|vn|p

∗
φdx = on(1)

e portanto,∣∣∣∣∫
IRN
|∇vn|pφdx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫

IRN
|vn|p

∗
φdx−

∫
IRN
|∇vn|p−2∇vnvn∇φdx+ on(1)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
IRN
|vn|p

∗
φdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
IRN
|∇vn|p−2∇vnvn∇φdx

∣∣∣∣+ on(1)

≤
∣∣∣∣∫

IRN
|vn|p

∗
φdx

∣∣∣∣+ ∫
IRN
|∇vn|p−1|vn||∇φ|dx+ on(1).

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes p/(p− 1) e p, obtemos∣∣∣∣∫
IRN
|∇vn|pφdx

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫

IRN
|vn|p

∗
φdx

∣∣∣∣
+

(∫
IRN
|∇vn|pdx

) p−1
p
(∫

IRN
|vn|p|∇φ|pdx

) 1
p

+ on(1)

de onde segue que

∣∣∣∣∫
IRN
|∇vn|pφdx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
IRN
|vn|p

∗
φdx

∣∣∣∣+ ||vn||p−1

(∫
BR(0)

|vn|p|∇φ|pdx
) 1

p

+ on(1),

onde BR(0) ⊃ suppφ. Dáı,

0 ≤
∣∣∣∣∫

IRN
|∇vn|pφdx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
IRN
|vn|p

∗
φdx

∣∣∣∣+ C

(∫
BR(0)

|vn|pdx
) 1

p

+ on(1). (1.43)

Desde que (vn) é limitada emD1,p(IRN), segue que (vn) é limitada emD1,p(BR(0)) e usando

a imersão compacta D1,p(BR(0)) ↪→ Lp(BR(0)) segue que, a menos de subseqüência,

vn → 0 em Lp(BR(0)). Assim, passando a uma subseqüência se necessário em (1.43),

fazendo n→∞, segue de (1.42) que∫
IRN
|∇vn|pφdx→ 0 , ∀φ ∈ C∞

0 (IRN\{x1, x2, . . . , xs}). (1.44)

Seja ρ ∈ IR verificando a desigualdade 0 < ρ < min{dist(Γ, B1(0)), 1}.

Vamos mostrar que ∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|∇vn|pdx→ 0. (1.45)

Consideremos φ ∈ C∞
0 (IRN) tal que 0 ≤ φ(x) ≤ 1 e φ(x) = 1 se x ∈ B1+ρ(0).

Fazendo φ̃ = φ|IRN\{x1,...,xs}, segue de (1.44) que∫
IRN
|∇vn|pφ̃dx→ 0.
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Desde que

0 ≤
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|∇vn|pdx ≤

∫
B1+ρ(0)

|∇vn|pdx =
∫

B1+ρ(0)
|∇vn|pφ̃dx

≤
∫
IRN
|∇vn|pφ̃dx,

segue que (1.45) ocorre.

Seja agora Φ ∈ C∞
0 (IRN) tal que 0 ≤ Φ(x) ≤ 1 para todo x ∈ IRN e

Φ(x) =


1 se x ∈ B1+ ρ

3
(0)

0 se x ∈ Bc
1+ 2ρ

3

(0)

e seja a seqüência (Φn) dada por Φn(x) = Φ(x)vn(x).

Notemos que

∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|∇Φn|pdx =

∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|∇(Φvn)|pdx

≤ 2p
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|Φ|p|∇vn|pdx+ 2p

∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|vn|p|∇Φ|pdx.

Desde que 0 ≤ Φ ≤ 1, segue que |Φ|p ≤ 1. Além disso, |∇Φ|p é limitada. Dáı,

0 ≤
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|∇Φn|pdx

≤ 2p
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|∇vn|pdx+ 2pC

∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|vn|pdx.

Recordemos que vn ⇀ 0 em D1,p(IRN) e usando a imersão compacta

D1,p(B1+ρ(0)\B1+ ρ
3
(0)) ↪→ Lp(B1+ρ(0)\B1+ ρ

3
(0)) segue que, a menos de subseqüência,

vn → 0 em Lp(B1+ρ(0)\B1+ ρ
3
(0)). Assim, passando ao limite de n→∞ na desigualdade

acima, segue de (1.45) que

∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|∇Φn|pdx→ 0. (1.46)

Usando os mesmos argumentos que usamos anteriormente para mostrar que (φn) é

limitada em D1,p(IRN) mostra-se que (Φn) é limitada em D1,p(IRN) e segue desse fato que

I ′∞(vn)(Φn) = on(1).

Portanto,

∫
IRN
|∇vn|p−2∇vn∇Φndx−

∫
IRN
|vn|p

∗−2vnΦndx = on(1).
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Da definição de Φ∫
B1+ρ(0)

|∇vn|p−2∇vn∇Φndx−
∫

B1+ρ(0)
|vn|p

∗−2vnΦndx = on(1),

ou ainda, ∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|∇vn|p−2∇vn∇Φndx+

∫
B

1+
ρ
3
(0)
|∇vn|p−2∇vn∇Φndx

−
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|vn|p

∗
Φdx−

∫
B

1+
ρ
3
(0)
|vn|p

∗
Φdx = on(1).

Mas em B1+ ρ
3
(0) temos que Φ ≡ 1 e assim Φn = vn. Dáı,∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|∇vn|p−2∇vn∇Φndx+

∫
B

1+
ρ
3
(0)
|∇Φn|pdx (1.47)

−
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|vn|p

∗
Φdx−

∫
B

1+
ρ
3
(0)
|Φn|p

∗
dx = on(1).

Notemos que ∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|∇vn|p−2∇vn∇Φndx = on(1). (1.48)

De fato, ∣∣∣∣∣∣
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|∇vn|p−2∇vn∇Φndx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|∇vn|p−1|∇Φn|dx.

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes p/(p− 1) e p,

0 ≤

∣∣∣∣∣∣
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|∇vn|p−2∇vn∇Φndx

∣∣∣∣∣∣
≤

∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|∇vn|pdx


p−1

p
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|∇Φn|pdx

 1
p

.

Desde que (vn) é limitada em D1,p(IRN) e (1.46) ocorre, segue da desigualdade acima que∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|∇vn|p−2∇vn∇Φndx→ 0 quando n→∞.

Notemos também que ∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|vn|p

∗
Φdx = on(1). (1.49)

De fato, considerando Φ̄ = Φ|IRN\{x1,...,xs}, segue que Φ̄ ∈ C∞
0 (IRN\{x1, . . . , xs}) e

Φ̄(x) = Φ(x) se x ∈ B1+ρ(0)\B1+ ρ
3
(0). Dáı,

0 ≤
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|vn|p

∗
Φdx =

∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|vn|p

∗
Φ̄dx ≤

∫
IRN
|vn|p

∗
Φ̄dx.
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De (1.42) temos que ∫
IRN
|vn|p

∗
Φ̄dx→ 0

e portanto, ∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|vn|p

∗
Φdx→ 0 quando n→∞.

Voltando a igualdade (1.47), segue de (1.48) e (1.49) que∫
B

1+
ρ
3 (0)

|∇Φn|pdx−
∫

B
1+

ρ
3
(0)
|Φn|p

∗
dx = on(1). (1.50)

Agora observemos que∫
IRN
|∇Φn|pdx =

∫
B1+ρ(0)

|∇Φn|pdx

=
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|∇Φn|pdx+

∫
B

1+
ρ
3
(0)
|∇Φn|pdx

= on(1) +
∫

B
1+

ρ
3
(0)
|∇Φn|pdx

e da mesma forma∫
IRN
|Φn|p

∗
dx =

∫
B1+ρ(0)

|Φn|p
∗
dx

=
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|Φn|p

∗
dx+

∫
B

1+
ρ
3
(0)
|Φn|p

∗
dx

=
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|vn|p

∗
Φp∗dx+

∫
B

1+
ρ
3
(0)
|Φn|p

∗
dx.

De forma análoga ao que fizemos para mostrar (1.49), mostra-se que∫
B1+ρ(0)\B

1+
ρ
3
(0)
|vn|p

∗
Φp∗dx = on(1)

e dáı, ∫
IRN
|Φn|p

∗
dx = on(1) +

∫
B

1+
ρ
3
(0)
|Φn|p

∗
dx.

Então da igualdade (1.50) segue que∫
IRN
|∇Φn|pdx−

∫
IRN
|Φn|p

∗
dx = on(1),

ou ainda,

||Φn||p − |Φn|p
∗

p∗ = on(1).

Da definição de melhor constante de Sobolev na imersão D1,p(IRN) ↪→ Lp∗(IRN)

obtemos

|Φn|pp∗S ≤ ||Φn||p ⇔ |Φn|p
∗

p∗S
p∗/p ≤ ||Φn||p

∗ ⇔ − 1

Sp∗/p
||Φn||p

∗ ≤ −|Φn|p
∗

p∗ .
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Portanto,

||Φn||p
[
1−

(
1

Sp∗/p

)
||Φn||p

∗−p
]

= ||Φn||p −
1

Sp∗/p
||Φn||p

∗
(1.51)

≤ ||Φn||p − |Φn|p
∗

p∗ = on(1).

Notemos agora que

||Φn||p =
∫

B1+ρ(0)\B
1+

ρ
3
(0)
|∇Φn|pdx+

∫
B

1+
ρ
3 (0)

|∇Φn|pdx

= on(1) +
∫

B
1+

ρ
3
(0)
|∇Φn|pdx.

Recordando que Φn = vn em B1+ ρ
3
(0) e observando que B1+ ρ

3
(0) ⊂ B2(0), obtemos

||Φn||p ≤ on(1) +
∫

B2(0)
|∇vn|pdx.

Recordando que B2(0) ⊂
L⋃

k=1

B1(yk) seque que

||Φn||p ≤ on(1) +
∫⋃L

k=1
B1(yk)

|∇vn|pdx ≤ on(1) +
L∑

k=1

∫
B1(yk)

|∇vn|pdx

≤ on(1) + L sup
y∈IRN

∫
B1(y)

|∇vn|pdx,

e desde que sup
y∈IRN

∫
B1(y)

|∇vn|pdx =
SN/p

pL
, temos

||Φn||p ≤ on(1) +
SN/p

p
,

e dáı,

||Φn|| ≤ on(1) +
SN/p2

p1/p
⇒ ||Φ||p∗−p ≤ on(1) +

(
SN/p2

p1/p

)p∗−p

⇒ on(1)−
(
SN/p2

p1/p

)p∗−p

≤ −||Φn||p
∗−p. (1.52)

Combinando (1.51) e (1.52) temos que

||Φn||p
1 + on(1)− 1

Sp∗/p

(
SN/p2

p1/p

)p∗−p


= ||Φn||p
1 +

1

Sp∗/p

on(1)−
(
SN/p2

p1/p

)p∗−p


≤ ||Φn||p
[
1− 1

Sp∗/p
||Φn||p

∗−p
]

= on(1),
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e portanto,

||Φn||p
1− 1

Sp∗/p

(
SN/p2

p1/p

)p∗−p
 ≤ on(1).

Notemos que
N

p2
(p∗ − p)− p∗

p
=
N

p2

p2

N − p
− N

N − p
= 0,

e dáı,

||Φn||p
1− (

1

p

) p∗−p
p

 ≤ on(1).

Desde que 1−
(

1

p

) p∗−p
p

> 0, temos

0 ≤ ||Φn||p
1− (

1

p

) p∗−p
p

 ≤ on(1),

e passando ao limite de n→∞ concluimos que Φn → 0 em D1,p(IRN) .

Agora, desde que vn = Φn em B1(0), segue que

0 ≤
∫

B1(0)
|∇vn|pdx =

∫
B1(0)

|∇Φn|pdx ≤
∫
IRN
|∇Φn|pdx.

Dáı,

lim
n→∞

∫
B1(0)

|∇vn|pdx = 0

contradizendo a igualdade ∫
B1(0)

|∇vn|pdx =
SN/p

pL
, ∀n ∈ IN.

Logo

v0 6≡ 0.

Agora só nos resta provar a existência de (wn) em D1,p(IRN) onde (wn) é uma seqüência

(P.S.)c̃ para I∞ verificando

wn(x) = un(x)−R(N−p)/p
n v0(Rn(x− xn)) + on(1)

para alguma subseqüência de (un) que ainda chamaremos de (un).

Seja Ψ ∈ C∞
0 (IRN) tal que 0 ≤ Ψ(x) ≤ 1 para todo x ∈ IRN e

Ψ(x) =

 1 se x ∈ B1(0)

0 se x ∈ Bc
2(0)

38



e seja

wn(x) = un(x)−R(N−p)/p
n v0(Rn(x− xn))Ψ(R̄n(x− xn)), (1.53)

onde a seqüência (R̄n) é escolhida verificando R̃n =
Rn

R̄n

→ +∞ .

De (1.53) obtemos

R(p−N)/p
n wn(x) = R(p−N)/p

n un(x)− v0(Rn(x− xn))Ψ(R̄n(x− xn))

e fazendo z = Rn(x− xn) segue que

R(p−N)/p
n wn

(
z

Rn

+ xn

)
= R(p−N)/p

n un

(
z

Rn

+ xn

)
− v0(z)Ψ

(
z

R̃n

)
.

Definindo agora

w̃n(z) = R(p−N)/p
n wn

(
z

Rn

+ xn

)
e recordando que

vn(x) = R(p−N)/p
n un

(
x

Rn

+ xn

)
segue que

w̃n(z) = vn(z)− v0(z)Ψ

(
z

R̃n

)
. (1.54)

Definamos

Ψn(z) = Ψ

(
z

R̃n

)
. (1.55)

Notemos que 0 ≤ Ψn(z) ≤ 1 para todo z ∈ IRN e

Ψn(z) =

 1 se z ∈ BR̃n
(0)

0 se z ∈ Bc
2R̃n

(0).

Substituindo (1.55) em (1.54) obtemos

w̃n(z) = vn(z)− v0(z)Ψn(z).

O Lema estará provado se provarmos que v0Ψn → v0 em D1,p(IRN) e que (wn) é uma

seqüência (P.S.)c̃ para I∞.

Vamos primeiramente provar que v0Ψn → v0 em D1,p(IRN). Temos que

||v0Ψn − v0||p =
∫
IRN
|∇(v0Ψn − v0)|pdz =

∫
IRN
|∇(v0(Ψn − 1))|pdz (1.56)

≤ 2p
∫
IRN
|v0|p|∇(Ψn − 1)|pdz + 2p

∫
IRN
|Ψn − 1|p|∇v0|pdz.
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Notemos que ∫
IRN
|v0|p|∇(Ψn − 1)|pdz = on(1).

De fato,

∫
IRN
|v0|p|∇(Ψn − 1)|pdz

=
∫

B2R̃n
(0)
|v0|p|∇Ψn|pdz

=
∫

B2R̃n
(0)\BR̃n

(0)
|v0|p|∇Ψn|pdz +

∫
BR̃n

(0)
|v0|p|∇Ψn|pdz.

Desde que Ψn(x) = 1 se x ∈ BR̃n
(0), segue que

∫
IRN
|v0|p|∇(Ψn − 1)|pdz =

∫
B2R̃n

(0)\BR̃n
(0)
|v0|p|∇Ψn|pdz,

e usando a desigualdade de Hölder com expoentes N/(N − p) e N/p obtemos

∫
IRN
|v0|p|∇(Ψn − 1)|pdz

≤
(∫

B2R̃n
(0)\BR̃n

(0)
|v0|p

∗
dz

)N−p
p
(∫

B2R̃n
(0)\BR̃n

(0)
|∇Ψn|Ndz

) p
N

≤
(∫

B2R̃n
(0)\BR̃n

(0)
|v0|p

∗
dz

)N−p
p
(∫

B2R̃n
(0)
|∇Ψn|Ndz

) p
N

.

Observemos que fazendo y =
z

R̃n

segue que

∂Ψn(z)

∂zi

=
∂Ψ

∂zi

(
z

R̃n

)
= R̃n

−1∂Ψ(y)

∂yi

⇒ ∇Ψn(z) = R̃n
−1∇Ψ(y),

z = R̃ny ⇒ dz = R̃n
N
dy

e

z ∈ B2R̃n
(0) ⇒ |z| < 2R̃n ⇒ |y| < 2 ⇒ y ∈ B2(0).

Dáı,

∫
B2R̃n

(0)
|∇Ψn(z)|Ndz =

∫
B2(0)

R̃n
−N |∇Ψ(y)|N R̃n

N
dy

=
∫

B2(0)
|∇Ψ(y)|Ndy

e portanto,

∫
IRN
|v0|p|∇(Ψn − 1)|pdz ≤ C

(∫
B2R̃n

(0)\BR̃n
(0)
|v0|p

∗
dz

)N−p
p

. (1.57)
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Notemos agora que para cada n ∈ IN,

∣∣∣|v0|p
∗
χB2R̃n

(0)\BR̃n
(0)

∣∣∣ ≤ |v0|p
∗

onde |v0|p
∗ ∈ L1(IRN). Além disso, quando n→∞ temos que

|v0(z)|p
∗
χB2R̃n

(0)\BR̃n
(0)(z) → 0 q.t.p. IRN .

Então, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

∫
B2R̃n

(0)\BR̃n
(0)
|v0|p

∗
dz → 0 quando n→∞

e concluimos de (1.57) que

∫
IRN
|v0|p|∇(Ψn − 1)|pdz = on(1). (1.58)

Notemos também que

∫
IRN
|Ψn − 1|p|∇v0|pdz = on(1).

De fato, recordando que Ψn ≡ 1 em BR̃n
(0) e 0 ≤ Ψn(x) ≤ 1, segue que

∫
IRN
|Ψn − 1|p|∇v0|pdz =

∫
IRN\BR̃n

(0)
|Ψn − 1|p|∇v0|pdz

=
∫
IRN\BR̃n

(0)
(1−Ψn)p|∇v0|pdz

≤
∫
IRN\BR̃n

(0)
|∇v0|pdz. (1.59)

Para cada n ∈ IN, ∣∣∣|∇v0|pχIRN\BR̃n
(0)

∣∣∣ ≤ |∇v0|p

onde |∇v0|p ∈ L1(IRN). Além disso, quando n→∞ temos que

|∇v0(z)|pχIRN\BR̃n
(0)(z) → 0 q.t.p. IRN .

Então, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

∫
IRN\BR̃n

(0)
|∇v0|pdz → 0 quando n→∞.

Concluimos então de (1.59) que

∫
IRN
|Ψn − 1|p|∇v0|pdz = on(1). (1.60)
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Voltando a desigualdade (1.56), segue de (1.58) e (1.60) que

v0Ψn → v0 em D1,p(IRN),

e portanto,

w̃n = vn − v0 + on(1)

onde on(1) → 0 em D1,p(IRN).

Mostraremos agora que, a menos de subseqüência, (wn) é uma seqüência (P.S.)c̃ para

I∞.

De forma análoga ao que fizemos para mostrar que I∞(un) = I∞(vn), mostra-se que

I∞(wn) = I∞(w̃n). Dáı,

I∞(wn) = I∞(vn − v0 + on(1)) = I∞(vn − v0) + on(1).

De forma análoga ao que fizemos na demonstração do ı́tem (b) do Lema 1 mostra-se

que vn(x) → v0(x) q.t.p. em IRN , (vn) é limitada em Lp∗(IRN), ∇vn(x) → ∇v0(x) q.t.p.

em IRN e (|∇vn|) é limitada em Lp(IRN).

Segue então do Teorema de Brezis-Lieb que

|∇vn|pp = |∇v0|pp + |∇vn −∇v0|pp + on(1)

|vn|p
∗

p∗ = |v0|p
∗

p∗ + |vn − v0|p
∗

p∗ + on(1),

e portanto,

I∞(wn) = I∞(vn − v0) + on(1) = I∞(vn)− I∞(v0) + on(1).

Desde que (vn) é uma seqüência (P.S.)c para I∞, segue que

I∞(wn) = c− I∞(v0) + on(1),

e fazendo c̃ = c− I∞(v0) concluimos que

I∞(wn) → c̃ quando n→∞.

Finalmente estamos interessados em provar que ||I ′∞(wn)||D′ → 0 e para isto é

suficiente provarmos que

||I ′∞(w̃n)||D′ → 0, (1.61)
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porque supondo provado que (1.61) ocorre, para cada Φ ∈ D1,p(IRN) podemos definir a

seqüência

Φ̃n(x) = R(p−N)/p
n Φ

(
x

Rn

+ xn

)
que satisfaz

||Φ̃n|| = ||Φ||, ∀n ∈ IN

e

I ′∞(wn)Φ = I ′∞(w̃n)Φ̃n.

Dáı, tomando Φ ∈ D1,p(IRN) com ||Φ|| ≤ 1 temos

|I ′∞(wn)Φ| = |I ′∞(w̃n)Φ̃n| ≤ ||I ′∞(w̃n)||D′||Φ̃n|| = ||I ′∞(w̃n)||D′||Φ|| ≤ ||I ′∞(w̃n)||D′ ,

e portanto,

0 ≤ ||I ′∞(wn)||D′ ≤ ||I ′∞(w̃n)||D′ ,

e passando ao limite de n→∞ segue que ||I ′∞(wn)||D′ → 0.

Observemos que

||I ′∞(w̃n)− I ′∞(vn) + I ′∞(v0)||D′ → 0. (1.62)

De fato, para todo Φ ∈ D1,p(IRN) com ||Φ|| ≤ 1 temos

|[I ′∞(w̃n)− I ′∞(vn) + I ′∞(v0)] Φ|

=
∣∣∣∣∫

IRN
|∇w̃n|p−2∇w̃n∇Φdx−

∫
IRN
|w̃|p∗−2w̃nΦdx−

∫
IRN
|∇vn|p−2∇vn∇Φdx

+
∫
IRN
|vn|p

∗−2vnΦdx+
∫
IRN
|∇v0|p−2∇v0∇Φdx−

∫
IRN
|v0|p

∗−2v0Φdx
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∫

IRN

[(
|∇w̃n|p−2∇w̃n − |∇vn|p−2∇vn + |∇v0|p−2∇v0

)
∇Φ

]
dx

−
∫
IRN

[(
|w̃n|p

∗−2w̃n − |vn|p
∗−2vn + |v0|p

∗−2v0

)
Φ
]
dx
∣∣∣∣

≤
∫
IRN

∣∣∣|∇w̃n|p−2∇w̃n − |∇vn|p−2∇vn + |∇v0|p−2∇v0

∣∣∣ |∇Φ| dx

+
∫
IRN

∣∣∣|w̃n|p
∗−2w̃n − |vn|p

∗−2vn + |v0|p
∗−2v0

∣∣∣ |Φ| dx.
Usando a desigualdade de Hölder com expoentes p/(p− 1) e p na primeira parcela e

p∗/(p∗ − 1) e p∗ na segunda, encontramos

|[I ′∞(w̃n)− I ′∞(vn) + I ′∞(v0)] Φ|

≤
(∫

IRN

∣∣∣|∇w̃n|p−2∇w̃n − |∇vn|p−2∇vn + |∇v0|p−2∇v0

∣∣∣p/(p−1)
dx
) (p−1)

p

||Φ||

+
(∫

IRN

∣∣∣|w̃n|p
∗−2w̃n − |vn|p

∗−2vn + |v0|p
∗−2v0

∣∣∣p∗/(p∗−1)
dx
) (p∗−1)

p∗

|Φ|p∗ .
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Usando a imersão cont́ınua D1,p(IRN) ↪→ Lp∗(IRN), segue que

|[I ′∞(w̃n)− I ′∞(vn) + I ′∞(v0)] Φ|

≤
(∫

IRN

∣∣∣|∇w̃n|p−2∇w̃n − |∇vn|p−2∇vn + |∇v0|p−2∇v0

∣∣∣p/(p−1)
dx
) (p−1)

p

||Φ||

+C
(∫

IRN

∣∣∣|w̃n|p
∗−2w̃n − |vn|p

∗−2vn + |v0|p
∗−2v0

∣∣∣p∗/(p∗−1)
dx
) (p∗−1)

p∗

||Φ||

≤
(∫

IRN

∣∣∣|∇w̃n|p−2∇w̃n − |∇vn|p−2∇vn + |∇v0|p−2∇v0

∣∣∣p/(p−1)
dx
) (p−1)

p

+C
(∫

IRN

∣∣∣|w̃n|p
∗−2w̃n − |vn|p

∗−2vn + |v0|p
∗−2v0

∣∣∣p∗/(p∗−1)
dx
) (p∗−1)

p∗

Considerando A(y) = |y|p−2y, A′(y) = |y|p∗−2y, ηn = ∇vn −∇v0, w = ∇v0, ηn = vn − v0

e w = v0 temos que

|[I ′∞(w̃n)− I ′∞(vn) + I ′∞(v0)] Φ|

≤
(∫

IRN

∣∣∣|∇w̃n|p−2∇w̃n − |∇vn|p−2∇vn + |∇v0|p−2∇v0

∣∣∣p/(p−1)
dx
) (p−1)

p

+ C
(∫

IRN

∣∣∣|w̃n|p
∗−2w̃n − |vn|p

∗−2vn + |v0|p
∗−2v0

∣∣∣p∗/(p∗−1)
dx
) (p∗−1)

p∗

=
(∫

IRN
|A(ηn)− A(ηn + w) + A(w)|p/(p−1) dx

) (p−1)
p

+ C
(∫

IRN
|A′(ηn)− A′(ηn + w) + A′(w)|p

∗/(p∗−1)
dx
) (p∗−1)

p∗

+ on(1),

e portanto,

||I ′∞(w̃n)− I ′∞(vn) + I ′∞(v0)||D′

≤
(∫

IRN
|A(ηn)− A(ηn + w) + A(w)|p/(p−1) dx

) (p−1)
p

(1.63)

+C
(∫

IRN
|A′(ηn)− A′(ηn + w) + A′(w)|p

∗/(p∗−1)
dx
) (p∗−1)

p∗

+ on(1).

Agora desde que

ηn, w ∈
(
Lp(IRN)

)N
e ηn, w ∈ Lp∗(IRN),

ηn(x) → 0 e ηn(x) → 0 q.t.p. em IRN

e

|ηn|p ≤ C1 e |ηn|p∗ ≤ C2 , ∀n ∈ IN,

segue do Lema 2 que ∫
IRN
|A(ηn)− A(ηn + w) + A(w)|p/(p−1) dx→ 0∫

IRN
|A′(ηn)− A′(ηn + w) + A′(w)|p

∗/(p∗−1)
dx→ 0.
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Portanto de (1.63) obtemos

||I ′∞(w̃n)− I ′∞(vn) + I ′∞(v0)||D′ → 0 quando n→∞,

e dáı, temos que

I ′∞(w̃n) = I ′∞(vn)− I ′∞(v0) + on(1)

onde on(1) → 0 em
(
D1,p(IRN)

)′
.

Desde que v0 é ponto cŕıtico do funcional I∞, segue que

I ′∞(w̃n) = I ′∞(vn) + on(1),

e portanto,

||I ′∞(w̃n)||D′ = ||I ′∞(vn) + on(1)||D′ ≤ ||I ′∞(vn)||D′ + ||on(1)||D′ .

Desde que (vn) é uma seqüência (P.S.)c para I∞, concluimos que

||I ′∞(w̃n)||D′ → 0 quando n→∞

e a demonstração do Lema está conclúıda.

Teorema 2 (Um Resultado de Compacidade Global): Seja (un) uma seqüência (P.S.)c

para I com un ⇀ u0 em D1,p(IRN). Então, a menos de subseqüência, (un) verifica uma, e

somente uma, das afirmações abaixo.

(a) un → u0 em D1,p(IRN) ou,

(b) Existe k ∈ IN e soluções não triviais z1
0 , · · · , zk

0 para o problema (P∞), tais que

||un||p → ||u0||p +
k∑

j=1

||zj
0||p

e

I(un) → I(u0) +
k∑

j=1

I∞(zj
0).

Demonstração:

Usando argumentos análogos aos utilizados na prova do ı́tem (b) do Lema 1 mostra-se

que ∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇φdx→

∫
IRN
|∇u0|p−2∇u0∇φdx , ∀φ ∈ D1,p(IRN) (1.64)
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e

∫
IRN
|un|p

∗−2unφdx→
∫
IRN
|u0|p

∗−2u0φdx , ∀φ ∈ D1,p(IRN). (1.65)

Observemos agora que

a|un|p−2unφ = a(p−1)/p|un|p−2una
1/pφ , ∀φ ∈ D1,p(IRN)

onde a(p−1)/p|un|p−2un ∈ Lp/(p−1)(IRN) e a1/pφ ∈ Lp(IRN).

Consideremos a seqüência de funções fn(x) = a(x)(p−1)/p|un(x)|p−2un(x) e a função

f(x) = a(x)(p−1)/p|u0(x)|p−2u0(x). Temos que, a menos de subseqüência, fn(x) → f(x)

q.t.p. em IRN . Temos também que

∫
IRN
|fn|p/(p−1)dx =

∫
IRN

a|un|pdx ≤ |a|N/p|un|pp∗ ≤ C , ∀n ∈ IN.

Além disso

∫
IRN
|f |p/(p−1)dx =

∫
IRN

a|u0|pdx ≤ |a|N/p

(∫
IRN
|u0|p

∗
dx
) p

p∗

< +∞.

Então desde que
p

(p− 1)
> 1, segue do Lema de Brezis-Lieb que

∫
IRN

fnϕdx→
∫
IRN

fϕdx , ∀ϕ ∈ Lp(IRN)

e desde que a1/pφ ∈ Lp(IRN) para todo φ ∈ D1,p(IRN), obtemos

∫
IRN

a(p−1)/p|un|p−2una
1/pφdx→

∫
IRN

a(p−1)/p|u0|p−2u0a
1/pφdx,

ou seja,

∫
IRN

a|un|p−2unφdx→
∫
IRN

a|u0|p−2u0φdx , ∀φ ∈ D1,p(IRN). (1.66)

Desde que (un) é uma seqüência (P.S.)c para I, temos que I ′(un) → 0 em
(
D1,p(IRN)

)′
onde

I ′(un)φ =
∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇φdx+

∫
IRN

a|un|p−2unφdx−
∫
IRN
|un|p

∗−2unφdx

para todo φ ∈ D1,p(IRN).

Fazendo n→∞ segue de (1.64), (1.65), (1.66) e da unicidade do limite que

∫
IRN
|∇u0|p−2∇u0∇φdx+

∫
IRN

a|u0|p−2u0φdx−
∫
IRN
|u0|p

∗−2u0φdx = 0
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para todo φ ∈ D1,p(IRN) e portanto u0 é ponto cŕıtico do funcional I.

Suponhamos que un 6→ u0 em D1,p(IRN) e seja (z1
n) ⊂ D1,p(IRN) dada por z1

n = un−u0.

Então

z1
n ⇀ 0 em D1,p(IRN) mas z1

n 6→ 0 em D1,p(IRN).

Provaremos que (z1
n) é uma seqüência (P.S.)c1 para I∞.

De fato, do Teorema de Brezis-Lieb

||z1
n||p = |∇un −∇u0|pp = |∇un|pp − |∇u0|pp + on(1) (1.67)

|z1
n|

p∗

p∗ = |un − u0|p
∗

p∗ = |un|p
∗

p∗ − |u0|p
∗

p∗ + on(1). (1.68)

Por outro lado, temos que, a menos de subseqüência, |un(x)|p → |u0(x)|p q.t.p. em

IRN e que
N

(N − p)
> 1.

Notemos também que∫
IRN

(|un|p)N/(N−p)dx =
∫
IRN
|un|p

∗
dx ≤ C , ∀n ∈ IN

e além disso

|u0|p ∈ LN/(N−p)(IRN).

Portanto, do Lema de Brezis-Lieb, obtemos∫
IRN
|un|pϕdx→

∫
IRN
|u0|pϕdx , ∀ϕ ∈ LN/p(IRN)

e desde que a ∈ LN/p(IRN), temos∫
IRN

a|un|pdx→
∫
IRN

a|u0|pdx,

e portanto, ∫
IRN

a|un|pdx−
∫
IRN

a|u0|pdx = on(1). (1.69)

Assim, de (1.67), (1.68) e (1.69) obtemos

I∞(z1
n) = I∞(un − u0) =

1

p
|∇un −∇u0|pp −

1

p∗
|un − u0|p

∗

p∗

=
1

p
|∇un|pp −

1

p
|∇u0|pp −

1

p∗
|un|p

∗

p∗ +
1

p∗
|u0|p

∗

p∗ + on(1)

=
1

p
|∇un|pp +

1

p

∫
IRN

a|un|pdx−
1

p∗
|un|p

∗

p∗

− 1

p
|∇u0|pp −

1

p

∫
IRN

a|u0|pdx+
1

p∗
|u0|p

∗

p∗ + on(1),
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e portanto,

I∞(z1
n) = I(un)− I(u0) + on(1). (1.70)

Além disso, considerando ηn = ∇z1
n, w = ∇u0, ηn = z1

n e w = u0 temos que

ηn, w ∈
(
Lp(IRN)

)N
e ηn, w ∈ Lp∗(IRN),

ηn(x) → 0 e ηn(x) → 0 q.t.p. em IRN ,

|ηn|p ≤ C1 e |ηn|p∗ ≤ C2 , ∀n ∈ IN

e do Lema 2 obtemos os seguintes limites:∫
IRN

∣∣∣|∇un|p−2∇un − |∇z1
n|p−2∇z1

n − |∇u0|p−2∇u0

∣∣∣p/(p−1)
dx→ 0, (1.71)∫

IRN

∣∣∣|un|p
∗−2un − |z1

n|p
∗−2z1

n − |u0|p
∗−2u0

∣∣∣p∗/(p∗−1)
dx→ 0. (1.72)

Por outro lado, temos que, a menos de subseqüência,∣∣∣|un(x)|p−2un(x)− |u0(x)|p−2u0(x)
∣∣∣p/(p−1)

→ 0 q.t.p. em IRN .

Temos também que∫
IRN

(∣∣∣|un|p−2un − |u0|p−2u0

∣∣∣p/(p−1)
)p∗/p

dx

=
∫
IRN

∣∣∣|un|p−2un − |u0|p−2u0

∣∣∣p∗/(p−1)
dx

≤
∫
IRN

(
|un|p−1 + |u0|p−1

)p∗/(p−1)
dx ≤

∫
IRN

C
(
|un|p

∗
+ |u0|p

∗)
dx

= C|un|p
∗

p∗ + C|u0|p
∗

p∗ ≤ K , ∀n ∈ IN.

Então, desde que
p∗

p
> 1, segue do Lema de Brezis-Lieb que

∫
IRN

∣∣∣|un|p−2un − |u0|p−2u0

∣∣∣p/(p−1)
ϕdx→ 0 , ∀ϕ ∈ LN/p(IRN),

e desde que a ∈ LN/p(IRN), temos∫
IRN

a
∣∣∣|un|p−2un − |u0|p−2u0

∣∣∣p/(p−1)
dx→ 0. (1.73)

Para todo φ ∈ D1,p(IRN) com ||φ|| ≤ 1 temos∣∣∣[I ′∞(z1
n)− I ′(un) + I ′(u0)

]
φ
∣∣∣

≤
(∫

IRN

∣∣∣|∇z1
n|p−2∇z1

n − |∇un|p−2∇un + |∇u0|p−2∇u0

∣∣∣p/(p−1)
dx
)(p−1)/p

+C
(∫

IRN

∣∣∣|z1
n|p

∗−2z1
n − |un|p

∗−2un + |u0|p
∗−2u0

∣∣∣p∗/(p∗−1)
dx
)(p∗−1)/p∗

+C
(∫

IRN
a
∣∣∣|un|p−2un − |u0|p−2u0

∣∣∣p/(p−1)
dx
)(p−1)/p

,
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e portanto,

||I ′∞(z1
n)− I ′(un) + I ′(u0)||D′

≤
(∫

IRN

∣∣∣|∇z1
n|p−2∇z1

n − |∇un|p−2∇un + |∇u0|p−2∇u0

∣∣∣p/(p−1)
dx
)(p−1)/p

+C
(∫

IRN

∣∣∣|z1
n|p

∗−2z1
n − |un|p

∗−2un + |u0|p
∗−2u0

∣∣∣p∗/(p∗−1)
dx
)(p∗−1)/p∗

+C
(∫

IRN
a
∣∣∣|un|p−2un − |u0|p−2u0

∣∣∣p/(p−1)
dx
)(p−1)/p

e de (1.71), (1.72) e (1.73) concluimos que

||I ′∞(z1
n)− I ′(un) + I ′(u0)||D′ → 0 quando n→∞.

Assim,

I ′∞(z1
n) = I ′(un)− I ′(u0) + on(1). (1.74)

Concluimos então de (1.70) e (1.74) que (z1
n) é uma seqüência (P.S.)c1 para I∞.

Portanto, do Lema 3, existem seqüências (Rn,1) ⊂ IR, (xn,1) ⊂ IRN , z1
0 ∈ D1,p(IRN) solução

não-trivial para o problema (P∞) e uma seqüência (z2
n) ⊂ D1,p(IRN) o qual é (P.S.)c2 para

I∞ e tais que

z2
n(x) = z1

n(x)−R
(N−p)/p
n,1 .z1

0(Rn,1(x− xn,1)) + on(1).

Se definirmos

v1
n(x) = R

(p−N)/p
n,1 .z1

n

(
x

Rn,1

+ xn,1

)
(1.75)

e

z̃2
n(x) = R

(p−N)/p
n,1 .z2

n

(
x

Rn,1

+ xn,1

)
,

segue que

z̃2
n(x) = v1

n(x)− z1
0(x) + on(1). (1.76)

Analogamente ao que fizemos na prova do Lema 3, usando mudança de variável,

mostra-se que

||v1
n|| = ||z1

n|| (1.77)

e

|v1
n|p∗ = |z1

n|p∗
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e dáı segue que

I∞(v1
n) = I∞(z1

n). (1.78)

Para cada Φ ∈ D1,p(IRN), definimos a seqüência

Φ̃n(x) = R
(N−p)/p
n,1 Φ (Rn,1(x− xn,1))

e usando mudança de variável mostra-se que

||Φ|| = ||Φ̃n|| , ∀n ∈ IN,

∫
IRN
|∇z1

n|p−2∇z1
n∇Φ̃ndx =

∫
IRN
|∇v1

n|p−2∇v1
n∇Φdx

e

∫
IRN
|z1

n|p
∗−2z1

nΦ̃ndx =
∫
IRN
|v1

n|p
∗−2v1

nΦdx.

Logo,

I ′∞(z1
n)Φ̃n = I ′∞(v1

n)Φ

e com isso obtemos que, para todo Φ ∈ D1,p(IRN) com ||Φ|| ≤ 1,

|I ′∞(v1
n)Φ| = |I ′∞(z1

n)Φ̃n| ≤ ||I ′∞(z1
n)||D′||Φ̃n|| = ||I ′∞(z1

n)||D′||Φ|| ≤ ||I ′∞(z1
n)||D′ ,

e portanto,

0 ≤ ||I ′∞(v1
n)||D′ ≤ ||I ′∞(z1

n)||D′ .

Fazendo n→∞ segue que

I ′∞(v1
n) → 0 em

(
D1,p(IRN)

)′
. (1.79)

De (1.78), (1.79) e do ı́tem (a) do Lema 1 temos que (v1
n) é limitada em D1,p(IRN) e

portanto, a menos de subseqüência,

v1
n ⇀ z1

0 . (1.80)

De (1.76), usando o Teorema de Brezis-Lieb, segue que

||z̃2
n||p = ||v1

n||p − ||z1
0 ||p + on(1), (1.81)
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|z̃2
n|

p∗

p∗ = |v1
n|

p∗

p∗ − |z1
0 |

p∗

p∗ + on(1)

e dáı obtemos

I∞(z̃2
n) = I∞(v1

n)− I∞(z1
0) + on(1). (1.82)

Por outro lado, considerando A(y) = |y|p−2y, A′(y) = |y|p∗−2y, ηn = ∇v1
n − ∇z1

0 ,

w = ∇z1
0 , ηn = v1

n − z1
0 e w = z1

0 , usando o Lema 2, mostra-se que

∫
IRN
|A(ηn)− A(ηn + w) + A(w)|p/(p−1) dx→ 0

e

∫
IRN
|A′(ηn)− A′(ηn + w) + A′(w)|p

∗/(p∗−1)
dx→ 0.

Para todo Φ ∈ D1,p(IRN) com ||Φ|| ≤ 1 temos

∣∣∣[I ′∞(z̃2
n)− I ′∞(v1

n) + I ′∞(z1
0)]
∣∣∣

≤
(∫

IRN
|A(ηn)− A(ηn + w) + A(w)|p/(p−1) dx

) p−1
p

+C
(∫

IRN
|A′(ηn)− A′(ηn + w) + A′(w)|p

∗/(p∗−1)
dx
) p∗−1

p∗

+ on(1),

e portanto,

||I ′∞(z̃2
n)− I ′∞(v1

n) + I ′∞(z1
0)||D′

≤
(∫

IRN
|A(ηn)− A(ηn + w) + A(w)|p/(p−1) dx

) p−1
p

+C
(∫

IRN
|A′(ηn)− A′(ηn + w) + A′(w)|p

∗/(p∗−1)
dx
) p∗−1

p∗

+ on(1).

Então, fazendo n→∞ concluimos que

I ′∞(z̃2
n) = I ′∞(v1

n)− I ′∞(z1
0) + on(1). (1.83)

Combinando (1.77) com (1.81) obtemos

||z̃2
n||p = ||z1

n||p − ||z1
0 ||p + on(1)

e de (1.67) segue que

||z̃2
n||p = ||un||p − ||u0||p − ||z1

0 ||p + on(1). (1.84)
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De (1.78) e (1.82) obtemos

I∞(z̃2
n) = I∞(z1

n)− I∞(z1
0) + on(1)

e de (1.70) segue que

I∞(z̃2
n) = I(un)− I(u0)− I∞(z1

0) + on(1). (1.85)

Se z̃2
n → 0 em D1,p(IRN), temos que o teorema fica provado com k = 1, pois ||z̃2

n||p → 0

e de (1.84) temos que

||un||p → ||u0||p + ||z1
0 ||p

e além disso, da continuidade de I∞, temos que I∞(z̃2
n) → 0 e de (1.85) obtemos

I(un) → I(u0) + I∞(z1
0).

Se z̃2
n 6→ 0, desde que temos por (1.76) e (1.80) que z̃2

n ⇀ 0 e por (1.82) e (1.83) que

(z̃2
n) é (P.S.)c2 para I∞, podemos aplicar o Lema 3 e encontramos (Rn,2) ⊂ IR, (xn,2) ⊂ IRN ,

z2
0 ∈ D1,p(IRN) solução não-trivial para o problema (P∞) e uma seqüência (z3

n) ⊂ D1,p(IRN)

o qual é (P.S.)c3 para I∞ e tais que

z3
n(x) = z̃2

n(x)−R
(N−p)/p
n,2 z2

0(Rn,2(x− xn,2)) + on(1).

Se definirmos

v2
n(x) = R

(p−N)/p
n,2 .z̃2

n

(
x

Rn,2

+ xn,2

)

e

z̃3
n(x) = R

(p−N)/p
n,2 .z3

n

(
x

Rn,2

+ xn,2

)
,

segue que

z̃3
n(x) = v2

n(x)− z2
0(x) + on(1). (1.86)

Argumentando de forma análoga que fizemos anteriormente, obtemos os seguintes

resultados:

||v2
n|| = ||z̃2

n||, (1.87)
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I∞(v2
n) = I∞(z̃2

n), (1.88)

I ′∞(v2
n) → 0 em

(
D1,p(IRN)

)′
, (1.89)

v2
n ⇀ z2

0 , (1.90)

||z̃3
n||p = ||v2

n||p − ||z2
0 ||p + on(1), (1.91)

I∞(z̃3
n) = I∞(v2

n)− I∞(z2
0) + on(1) (1.92)

e

I ′∞(z̃3
n) = I ′∞(v2

n)− I ′∞(z2
0) + on(1). (1.93)

Combinando (1.87) e (1.91) obtemos

||z̃3
n||p = ||z̃2

n||p − ||z2
0 ||p + on(1)

e de (1.84) segue que

||z̃3
n||p = ||un||p − ||u0||p − ||z1

0 ||p − ||z2
0 ||p + on(1). (1.94)

De (1.88) e (1.92) obtemos

I∞(z̃3
n) = I∞(z̃2

n)− I∞(z2
0) + on(1)

e de (1.85) segue que

I∞(z̃3
n) = I(un)− I(u0)− I∞(z1

0)− I∞(z2
0) + on(1). (1.95)

Se z̃3
n → 0 em D1,p(IRN), temos que o Teorema fica provado com k = 2, pois ||z̃3

n||p → 0

e de (1.94) temos que

||un||p → ||u0||p +
2∑

j=1

||zj
0||p

e além disso, desde que I∞(z̃3
n) → 0, temos por (1.95) que

I(un) → I(u0) +
2∑

j=1

I∞(zj
0).
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Se z̃3
n 6→ 0, repetimos os argumentos e encontramos z1

0 , z
2
0 , ..., zk−1

0 soluções não-triviais

para (P∞) satisfazendo

||z̃k
n||p = ||un||p − ||u0||p −

k−1∑
j=1

||zj
0||p + on(1) (1.96)

e

I∞(z̃k
n) = I(un)− I(u0)−

k−1∑
j=1

I∞(zj
0) + on(1). (1.97)

Da definição de melhor constante de Sobolev na imersão D1,p(IRN) ↪→ Lp∗(IRN), temos

que

|zj
0|

p
p∗S ≤ ||zj

0||p , j = 1, 2, . . . , k − 1. (1.98)

Desde que zj
0 é solução fraca do problema (P∞) para j = 1, 2, . . . , k − 1, temos que∫

IRN
|∇zj

0|p−2∇zj
0∇ϕdx =

∫
IRN
|zj

0|p
∗−2zj

0ϕdx , ∀ϕ ∈ D1,p(IRN),

e desde que zj
0 ∈ D1,p(IRN) para j = 1, 2, . . . , k − 1, vale em particular que

||zj
0||p = |zj

0|
p∗

p∗

e portanto,

||zj
0||p/p∗ = |zj

0|p∗ , j = 1, 2, . . . , k − 1. (1.99)

Substituindo (1.99) em (1.98) obtemos(
||zj

0||p/p∗
)p
S ≤ ||zj

0||p , j = 1, 2, . . . , k − 1.

Dáı, (
||zj

0||p/p∗
)p
S ≤ ||zj

0||p ⇔ S ≤
(
||zj

0||p
)1− p

p∗ ⇔ SN/p ≤ ||zj
0||p,

e portanto,

−||zj
0||p ≤ −SN/p , j = 1, 2, . . . , k − 1. (1.100)

Então de (1.96) e (1.100) obtemos

||z̃k
n||p = ||un||p − ||u0||p −

k−1∑
j=1

||zj
0||p + on(1) (1.101)

≤ ||un||p − ||u0||p −
k−1∑
j=1

SN/p + on(1)

= ||un||p − ||u0||p − (k − 1)SN/p + on(1).
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Desde que (un) é limitada em D1,p(IRN), temos que

||un||p − ||u0||p + on(1) ≤ C , ∀n ∈ IN.

Então de (1.101) segue que

0 ≤ ||z̃k
n||p ≤ C − (k − 1)SN/p , ∀n ∈ IN.

Desde que existe k ∈ IN tal que C − (k − 1)SN/p ≤ 0, segue que existe k ∈ IN tal que

lim sup
n→∞

||z̃k
n||p ≤ 0.

Então lim
n→∞

||z̃k
n||p = 0 e assim, z̃k

n → 0 em D1,p(IRN) e o Teorema está demonstrado.

Corolário 1 : Seja (un) uma seqüência (P.S.)c para I com c ∈ (0, (1/N)SN/p). Então

(un) possui uma subseqüência que converge fortemente em D1,p(IRN).

Demonstração:

Desde que (un) é (P.S.)c para I temos que (un) é limitada e sendo D1,p(IRN) um espaço

reflexivo segue que, a menos de subseqüência, un ⇀ u0 em D1,p(IRN).

Suponhamos por contradição que un 6→ u0 em D1,p(IRN).

Então, do Teorema 2, existem k ∈ IN e soluções não-triviais z1
0 , . . . , z

k
0 do problema

(P∞) tais que, a menos de subseqüência,

||un||p → ||u0||p +
k∑

j=1

||zj
0||p

e

I(un) → I(u0) +
k∑

j=1

I∞(zj
0).

Na prova do Teorema 2 mostramos que nessas condições u0 é ponto cŕıtico do funcional

I e dáı segue que

I ′(u0)u0 = ||u0||p +
∫
IRN

a|u0|pdx− |u0|p
∗

p∗ = 0,

e portanto, ∫
IRN

a|u0|pdx = |u0|p
∗

p∗ − ||u0||p.
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Com isso obtemos

I(u0) =
1

p
||u0||p +

1

p

∫
IRN

a|u0|pdx−
1

p∗
|u0|p

∗

p∗

=
1

p
||u0||p +

1

p

(
|u0|p

∗

p∗ − ||u0||p
)
− 1

p∗
|u0|p

∗

p∗ =
1

N
|u0|p

∗

p∗ ≥ 0.

Da unicidade do limite

c = I(u0) +
k∑

j=1

I∞(zj
0)

e dáı temos que

c = I(u0) +
k∑

j=1

I∞(zj
0) ≥

k∑
j=1

I∞(zj
0) ≥

k

N
SN/p ≥ 1

N
SN/p.

Temos então que c 6∈ (0, (1/N)SN/p), o que é uma contradição.

Corolário 2 : O funcional I : D1,p(IRN) → IR satisfaz a condição Palais-Smale no

intervalo ((1/N)SN/p, (2/N)SN/p).

Demonstração:

Seja (un) uma seqüência (P.S.)c para I, ou seja,

I(un) → c e I ′(un) → 0.

Na prova do Corolário 1 argumentamos que, a menos de subseqüência, un ⇀ u0 em

D1,p(IRN).

Suponhamos por contradição que un 6→ u0 em D1,p(IRN).

Então do Teorema 2, existem k ∈ IN e soluções não-triviais z1
0 , . . . , z

k
0 do problema

(P∞) tais que, a menos de subseqüência,

||un||p → ||u0||p +
k∑

j=1

||zj
0||p

e

I(un) → I(u0) +
k∑

j=1

I∞(zj
0).

Da unicidade do limite temos

c = I(u0) +
k∑

j=1

I∞(zj
0).
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Na prova do Corolário 1 mostramos que I(u0) ≥ 0 e dáı, segue que k não pode

ser maior do que 1 e z1
0 não pode mudar de sinal, pois caso contrário, teŕıamos

c 6∈ ((1/N)SN/p, (2/N)SN/p) e então já teŕıamos uma contradição.

Portanto temos

c = I(u0) + I∞(z1
0) = I(u0) +

1

N
SN/p.

Da definição de melhor constante de Sobolev na imersão D1,p(IRN) ↪→ Lp∗(IRN), temos

S|u|pp∗ ≤ ||u||p , ∀u ∈ D1,p(IRN). (1.102)

Desde que, por argumentos usados na prova do Teorema 2, u0 é ponto cŕıtico do

funcional I, segue que

I ′(u0)u0 = ||u0||p +
∫
IRN

a|u0|pdx− |u0|p
∗

p∗ = 0.

Dáı,

0 ≤
∫
IRN

a|u0|pdx = |u0|p
∗

p∗ − ||u0||p,

e portanto,

||u0||p ≤ |u0|p
∗

p∗ .

Combinando esta última desigualdade com (1.102) obtemos

S|u0|pp∗ ≤ |u0|p
∗

p∗ .

Dáı,

S ≤ |u0|p
∗−p

p∗ = |u0|p
2/(N−p)

p∗ ⇒ SN/p ≤ |u0|p
∗

p∗ ⇒
1

N
SN/p ≤ 1

N
|u0|p

∗

p∗

e logo,

2

N
SN/p ≤ 1

N
|u0|p

∗

p∗ +
1

N
SN/p.

Por argumentos usados na prova do Corolário 1 temos que

I(u0) =
1

N
|u0|p

∗

p∗ ,

e dáı,
2

N
SN/p ≤ I(u0) +

1

N
SN/p = c

e isso contradiz o fato de c ∈ ((1/N)SN/p, (2/N)SN/p).
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Corolário 3

: Seja (un) uma seqüência (P.S.)c para I com c ∈ ((k/N)SN/p, ((k + 1)/N)SN/p) onde

k ∈ IN. Então o limite fraco u0 de (un) é não-nulo.

Demonstração:

Suponhamos por contradição que u0 ≡ 0.

Então un → 0 ou un 6→ 0 em D1,p(IRN).

Se un → 0 em D1,p(IRN), então da continuidade de I e da unicidade do limite, segue

que c = 0 e isso contradiz o fato de c ∈ ((k/N)SN/p, ((k + 1)/N)SN/p).

Se un 6→ 0 em D1,p(IRN), então do Teorema 2 temos que para uma subseqüência de

(un) vale

||un||p →
k∑

j=1

||zj
0||p

e

I(un) →
k∑

j=1

I∞(zj
0).

Da unicidade do limite temos

c =
k∑

j=1

I∞(zj
0).

Se para todo j = 1, . . . , k, zj
0 é solução positiva do problema (P∞), então

c = (k/N)SN/p. Se para algum j, zj
0 é uma solução que muda de sinal,

então c > ((k + 1)/N)SN/p. Ambos os casos contradizem o fato de c ∈

((k/N)SN/p, ((k + 1)/N)SN/p).

Concluimos então que u0 6≡ 0.

Daqui em diante, denotaremos por f : D1,p(IRN) → IR o funcional dado por

f(u) =
∫
IRN

(|∇u|p + a(x)|u|p)dx

e por M ⊂ D1,p(IRN) a seguinte variedade:

M =
{
u ∈ D1,p(IRN);

∫
IRN
|u|p∗dx = 1

}
.

Observamos que se (un) ⊂M satisfaz

f(un) → c e f ′
∣∣∣
M

(un) → 0,
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a seqüência (vn) ⊂ D1,p(IRN), onde vn = c(N−p)/p2
un, verifica os seguintes limites:

I(vn) → 1

N
cN/p e I ′(vn) → 0.

De fato, temos que

I(vn) =
1

p

∫
IRN
|∇vn|pdx+

1

p

∫
IRN

a|vn|pdx−
1

p∗

∫
IRN
|vn|p

∗
dx.

Da definição de vn obtemos

I(vn) =
1

p
c(N−p)/p

(∫
IRN
|∇un|pdx+

∫
IRN

a|un|pdx
)
− 1

p∗
c(N−p)p∗/p2

∫
IRN
|un|p

∗
dx

=
1

p
c(N−p)/pf(un)− 1

p∗
cN/p =

1

p
c(N−p)/pc− 1

p∗
cN/p + on(1)

=
1

p
cN/p − 1

p∗
cN/p + on(1) =

1

N
cN/p + on(1)

e com isso concluimos que

I(vn) → 1

N
cN/p quando n→∞.

Além disso, temos que

||f ′(u)||∗ = min
λ∈IR

||f ′(u)− λψ′(u)||D′

onde ||.||∗ é a norma da derivada da restrição de f a M em u e ψ(u) =
∫
IRN
|u|p∗dx.

Observemos que ψ ∈ C1(D1,p(IRN), IR) e que ψ′(u)φ = p∗
∫
IRN
|u|p∗−2uφdx.

Agora para cada n ∈ IN, seja λn ∈ IR tal que ||f ′(un)||∗ = ||f ′(un)− λnψ
′(un)||D′ .

Para todo φ ∈ D1,p(IRN) com ||φ|| ≤ 1 temos que

|I ′(vn)φ| =
∣∣∣∣∫

IRN
|∇vn|p−2∇vn∇φdx+

∫
IRN

a|vn|p−2vnφdx−
∫
IRN
|vn|p

∗−2vnφdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣c(N−p)(p−1)/p2
(∫

IRN
|∇un|p−2∇un∇φdx+

∫
IRN

a|un|p−2unφdx
)

− c(N−p)(p∗−1)/p2
(∫

IRN
|un|p

∗−2unφdx
)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣c(N−p)(p−1)/p2 1

p

(
p
∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇φdx+ p

∫
IRN

a|un|p−2unφdx
)

− c(N−p)(p∗−1)/p2 1

p∗

(
p∗
∫
IRN
|un|p

∗−2unφdx
)∣∣∣∣ .

Desde que f ′(un)φ = p
∫
IRN
|∇un|p−2∇un∇φdx + p

∫
IRN

a|un|p−2unφdx e que ψ′(un)φ =

p∗
∫
IRN
|un|p

∗−2unφdx, segue que

|I ′(vn)φ| =

∣∣∣∣∣c(N−p)(p−1)/p2 1

p
f ′(un)φ− c(N−p)(p∗−1)/p2 1

p∗
ψ′(un)φ

∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣c(N−p)(p−1)/p2 1

p
f ′(un)φ− c(N−p)(p−1)/p2 1

p
λnψ

′(un)φ

+ c(N−p)(p−1)/p2 1

p
λnψ

′(un)φ− c(N−p)(p∗−1)/p2 1

p∗
ψ′(un)φ

∣∣∣∣∣ .
Usando desigualdade triangular, temos que

|I ′(vn)φ| ≤ c(N−p)(p−1)/p2 1

p
|f ′(un)φ− λnψ

′(un)φ|

+

∣∣∣∣∣c(N−p)(p−1)/p2 1

p
λn − c(N−p)(p∗−1)/p2 1

p∗

∣∣∣∣∣ |ψ′(un)φ|

≤ c(N−p)(p−1)/p2 1

p
||f ′(un)− λnψ

′(un)||D′||φ||

+

∣∣∣∣∣c(N−p)(p−1)/p2 1

p
λn − c(N−p)(p∗−1)/p2 1

p∗

∣∣∣∣∣ ||ψ′(un)||D′||φ||.

Desde que ||φ|| ≤ 1 e ||f ′(un)− λnψ
′(un)||D′ = ||f ′(un)||∗, segue que

|I ′(vn)φ| ≤ c(N−p)(p−1)/p2 1

p
||f ′(un)||∗

+

∣∣∣∣∣c(N−p)(p−1)/p2 1

p
λn − c(N−p)(p8−1)/p2 1

p∗

∣∣∣∣∣ ||ψ′(un)||D′

= on(1) +

∣∣∣∣∣c(N−p)(p−1)/p2 1

p
λn − c(N−p)(p8−1)/p2 1

p∗

∣∣∣∣∣ ||ψ′(un)||D′

e portanto,

||I ′(vn)||D′ ≤ on(1) +

∣∣∣∣∣c(N−p)(p−1)/p2 1

p
λn − c(N−p)(p∗−1)/p2 1

p∗

∣∣∣∣∣ ||ψ′(un)||D′ . (1.103)

Mostraremos que

||ψ′(un)||D′ ≤ p∗C , ∀n ∈ IN (1.104)

e que ∣∣∣∣∣c(N−p)(p−1)/p2 1

p
λn − c(N−p)(p∗−1)/p2 1

p∗

∣∣∣∣∣→ 0 quando n→∞. (1.105)

Temos que (1.104) de fato ocorre, pois para todo φ ∈ D1,p(IRN) com ||φ|| ≤ 1 temos

que

|ψ′(un)φ| =
∣∣∣∣p∗ ∫

IRN
|un|p

∗−2unφdx
∣∣∣∣

≤ p∗
∫
IRN
|un|p

∗−2|un||φ|dx = p∗
∫
IRN
|un|p

∗−1|φ|dx.

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes p∗/(p∗ − 1) e p∗, obtemos

|ψ′(un)φ| ≤ p∗
(∫

IRN
|un|p

∗
dx
)(p∗−1)/p∗ (∫

IRN
|φ|p∗dx

)1/p∗

.
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Recordando que (un) ⊂M , segue que

|ψ′(un)φ| ≤ p∗
(∫

IRN
|un|p

∗
dx
)(p∗−1)/p∗ (∫

IRN
|φ|p∗dx

)1/p∗

= p∗|φ|p∗

≤ p∗C||φ|| ≤ p∗C

e portanto

||ψ′(un)||D′ ≤ p∗C , ∀n ∈ IN.

Observemos agora que

||f ′(un)||∗ → 0 ⇔ ||f ′(un)− λnψ
′(un)||D′ → 0.

Desde que (un) é limitada em D1,p(IRN) e que

|f ′(un)un − λnψ
′(un)un| ≤ ||f ′(un)− λnψ

′(un)||D′||un||

segue que

|f ′(un)un − λnψ
′(un)un| → 0.

Dáı,

|f ′(un)un − λnψ
′(un)un| → 0

o que implica que∣∣∣∣p(∫
IRN
|∇un|pdx+

∫
IRN

a|un|pdx
)
− λnp

∗
∫
IRN
|un|p

∗
dx
∣∣∣∣→ 0.

Logo,

|pf(un)− λnp
∗| → 0 ⇒ pf(un)− λnp

∗ = on(1) ⇒ λn =
p

p∗
f(un) + on(1)

de onde concluimos que

λn =
p

p∗
c+ on(1).

Portanto, ∣∣∣∣∣c(N−p)(p−1)/p2 1

p
λn − c(N−p)(p∗−1)/p2 1

p∗

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣c(N−p)(p−1)/p2 1

p

p

p∗
c− c(N−p)(p∗−1)/p2 1

p∗
+ on(1)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣c(Np−N+p)/p2 1

p∗
− c(Np−N+p)/p2 1

p∗
+ on(1)

∣∣∣∣∣ = on(1)
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e de fato (1.105) ocorre.

Concluimos então de (1.103) que

||I ′(vn)||D′ → 0 quando n→∞.

Notemos agora que se existem (un) ⊂M e c ∈ (S, 2p/NS) tais que

f(un) → c e f ′
∣∣∣
M

(un) → 0,

então, a menos de subseqüência, un → u em D1,p(IRN).

De fato, temos que a seqüência (vn) ⊂ D1,p(IRN) dada por, vn = c(N−p)/p2
un, é Palais-

Smale de ńıvel 1
N
cN/p para I.

Desde que c ∈ (S, 2p/NS), temos que

1

N
cN/p ∈

(
1

N
SN/p,

2

N
SN/p

)
e do Corolário 2 segue que, a menos de subseqüência, vn → v em D1,p(IRN). Dáı, fazendo

u = c(p−N)/p2
v, temos

c(N−p)/p2 ||un − u|| = ||c(N−p)/p2

un − c(N−p)/p2

u|| = ||vn − v|| → 0

e portanto

||un − u|| → 0.

Corolário 4 : Se existem (un) ⊂M e c ∈ (S, 2p/NS) tais que

f(un) → c e f ′
∣∣∣
M

(un) → 0,

então I tem um ponto cŕıtico v0 ∈ D1,p(IRN) com I(v0) =
1

N
cN/p.

Demonstração:

Da observação anterior, a seqüência (vn) ⊂ D1,p(IRN) dada por vn = c(N−p)/p2
un verifica

os seguintes limites:

I(vn) → 1

N
cN/p e I ′(vn) → 0.

Desde que c ∈ (S, 2p/NS), segue que

1

N
cN/p ∈

(
1

N
SN/p,

2

N
SN/p

)
e do Corolário 2 temos que, a menos de subseqüência, vn → v0 e do fato de que

I ∈ C1(D1,p(IRN), IR) e da unicidade do limite obtemos que v0 é ponto cŕıtico do funcional

I e que I(v0) =
1

N
cN/p.
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Caṕıtulo 2

Existência de Soluções Positivas para

(P )

Nesta seção, mostraremos a existência de soluções positivas para (P ). Para este

próposito, usamos argumentos que poderão ser encontrados no artigo [1] e que são

parecidos aos utilizados por Benci e Cerami [4]. Daqui em diante, denotamos por

Φδ,y ∈ D1,p(IRN) a função

Φδ,y(x) =
1

S(N−p)/p2

[N((N − p)/(p− 1))δ](N−p)/p2

[δ + |x− y|p/(p−1)](N−p)/p
, x, y ∈ IRN e δ > 0.

Por um resultado de Talenti [14], segue que

||Φδ,y||p = S e |Φδ,y|p∗ = 1. (veja também Aubin [2])

O principal resultado estudado neste caṕıtulo é o seguinte:

Teorema 3 : Seja a : IRN −→ IR uma função não-negativa tal que

(a1) a(x0) > 0 para algum x0 ∈ IRN

(a2) a ∈ LS(IRN) ∀s ∈ [p1, p2], onde 1 < p1 <
N

p
< p2 com p2 < (N(p− 1))/(p2 −N) se

N < p2 e

(a3) |a|N/p(IR
N) < S(2p/N − 1).

Então existe um ponto cŕıtico ũ0 ∈M do funcional f
∣∣∣
M

com S < f(ũ0) < 2p/NS.
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Para provar o Teorema 3, primeiramente começamos observando que Φδ,y satisfaz

Φδ,y ∈
∑

= {u ∈ D1,p(IRN) : u ≥ 0} (2.1)

e

Φδ,y ∈ Lq(IRN) para q ∈
(

(p− 1)N

N − p
, p∗

]
, ∀δ > 0 e ∀y ∈ IRN . (2.2)

De fato, (2.1) é imediato da definição de Φδ,y.

Com relação a (2.2), temos que

∫
IRN
|Φδ,y|qdx =

∫
IRN

∣∣∣∣∣ CN,pδ
(N−p)/p2

[δ + |x− y|p/(p−1)](N−p)/p

∣∣∣∣∣
q

dx

= Cq
N,pδ

(N−p)q/p2
∫
IRN

1{
δ
[
1 +

(
|x−y|

δ(p−1)/p

)p/(p−1)
]}(N−p)q/p

dx

= Cq
N,pδ

(N−p)q/p2

δ(p−N)q/p
∫
IRN

1[
1 +

∣∣∣ x−y
δ(p−1)/p

∣∣∣p/(p−1)
](N−p)q/p

dx

onde

CN,p =
1

S(N−p)/p2

[
N(N − p)

p− 1

](N−p)/p2

.

Fazendo z =
x− y

δ(p−1)/p
segue que x = δ(p−1)/pz + y e dáı dx = δ(p−1)N/pdz.

Portanto,

∫
IRN
|Φδ,y|qdx = Cq

N,pδ
(N−p)q(1−p)/p2

∫
IRN

1

[1 + |z|p/(p−1)]
(N−p)q/p

δ(p−1)N/pdz

= Cq
N,pδ

(N−p)(p−1)(p∗−q)/p2
∫
IRN

[
1

1 + |z|p/(p−1)

](N−p)q/p

dz.

Observemos agora que

∫
IRN

[
1

1 + |z|p/(p−1)

](N−p)q/p

dz

=
∫
IRN\BR(0)

[
1

1 + |z|p/(p−1)

](N−p)q/p

dz +
∫

BR(0)

[
1

1 + |z|p/(p−1)

](N−p)q/p

dz.

Desde que a função f : IRN → IRdada por f(z) =

[
1

1 + |z|p/(p−1)

](N−p)q/p

é cont́ınua e

BR(0) é compacto, segue que

∫
BR(0)

[
1

1 + |z|p/(p−1)

](N−p)q/p

dz < +∞.
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Por outro lado

∫
IRN\BR(0)

[
1

1 + |z|p/(p−1)

](N−p)q/p

dz ≤
∫
IRN\BR(0)

[
1

|z|p/(p−1)

](N−p)q/p

dz.

Fazendo mudança de variável para coordenadas esféricas, obtemos

∫
IRN\BR(0)

[
1

1 + |z|p/(p−1)

](N−p)q/p

dz ≤
∫
IRN\BR(0)

[
1

|z|p/(p−1)

](N−p)q/p

dz

=
∫ +∞

R

[
1

ρp/(p−1)

](N−p)q/p

ρN−1dρ =
∫ +∞

R

(
1

ρ

)(N−p)q/(p−1)

ρN−1dρ

= lim
s→+∞

∫ s

R
ρ((p−N)q/(p−1))+N−1dρ.

Mas temos que

lim
s→+∞

∫ s

R
ρ((p−N)q/(p−1))+N−1dρ < +∞

se, e somente se,

(p−N)q

p− 1
+N − 1 < −1

que por sua vez é equivalente a

N(p− 1)

N − p
< q.

Portanto, temos que se q ∈
(

(p− 1)N

N − p
, p∗

]
, então

∫
IRN
|Φδ,y|qdx = Cq

N,pδ
(N−p)(p−1)(p∗−q)/p2

∫
IRN

[
1

1 + |z|p/(p−1)

](N−p)q/p

dz < +∞

e dáı (2.2) de fato ocorre.

Lema 4 : Para cada y ∈ IRN fixado, temos

(i) ||Φδ,y||W 1,∞(IRN ) → +∞ quando δ → 0,

(ii) ||Φδ,y||W 1,∞(IRN ) → 0 quando δ → +∞,

(iii) |Φδ,y|q → 0 quando δ → 0, ∀q ∈
(

(p− 1)N

N − p
, p∗

)
,

(iv) |Φδ,y|q → +∞ quando δ → +∞, ∀q ∈
(

(p− 1)N

N − p
, p∗

)
.
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Demonstração:

Temos que

Φδ,y(x) = CN,p
δ(N−p)/p2

[δ + |x− y|p/(p−1)]
(N−p)/p

= CN,pδ
(N−p)/p2

[
δ + |x− y|p/(p−1)

]−N
p

+1
,

onde CN,p =
1

S(N−p)/p2

[
N(N − p)

p− 1

](N−p)/p2

. Portanto,

∂Φδ,y(x)

∂xi

= CN,pδ
(N−p)/p2

(
p−N

p− 1

)
(xi − yi)|x− y|(−p+2)/(p−1)[δ + |x− y|p/(p−1)]−N/p

e dáı

|∇Φδ,y(x)| =

 N∑
i=1

(
∂Φδ,y(x)

∂xi

)2
1/2

=

= CN,pδ
(N−p)/p2

(
N − p

p− 1

)
|x− y|(−p+2)/(p−1)[δ + |x− y|p/(p−1)]−N/p|x− y|

= KN,pδ
(N−p)/p2|x− y|1/(p−1)[δ + |x− y|p/(p−1)]−N/p

=
KN,pδ

(N−p)/p2|x− y|1/(p−1)

[δ + |x− y|p/(p−1)]N/p

onde KN,p = CN,p

(
N − p

p− 1

)
.

Considerando a função h : IR+ → IRdefinida por

h(t) =
KN,pδ

(N−p)/p2
t1/(p−1)

[δ + tp/(p−1)]N/p
= KN,pδ

(N−p)/p2

t1/(p−1)[δ + tp/(p−1)]−N/p

temos que h(0) = 0, h(t) → 0 quando t → +∞ e h(t) ≥ 0, e desde que a função h é

cont́ınua, concluimos que h admite valor máximo.

Estamos agora interessados em calcular o valor máximo de h.

Temos que

h′(t) = KN,pδ
(N−p)/p2

[
1

p− 1
t(2−p)/(p−1)(δ + tp/(p−1))−N/p

+ t1/(p−1) p

p− 1
t1/(p−1)

(
−N
p

)
(δ + tp/(p−1))−(N/p)−1

]

= KN,pδ
(N−p)/p2 1

p− 1
t(2−p)/(p−1)(δ + tp/(p−1))−N/p

− KN,pδ
(N−p)/p2

t2/(p−1) N

p− 1
(δ + tp/(p−1))−(N/p)−1.
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Resolvendo a equação h′(t) = 0 segue que

h′(t) = 0

se, e somente se,

KN,pδ
(N−p)/p2 1

p− 1
t(2−p)/(p−1)(δ + tp/(p−1))−N/p

= KN,pδ
(N−p)/p2

t2/(p−1) N

p− 1
(δ + tp/(p−1))−(N/p)−1

que por sua vez é equivalente a

t =
1

(N − 1)(p−1)/p
δ(p−1)/p.

Agora

h

(
1

(N − 1)(p−1)/p
δ(p−1)/p

)
= KN,pδ

(N−p)/p2 1

(N − 1)1/p
δ1/p

(
δ +

1

N − 1
δ
)−N/p

= KN,pδ
(N−p)/p2 1

(N − 1)1/p
δ1/p

(
Nδ

N − 1

)−N/p

= K
(1)
N,pδ

N(1−p)/p2

onde K
(1)
N,p = KN,p

1

(N − 1)1/p

(
N

N − 1

)−N/p

.

Temos então que

||Φδ,y||W 1,∞(IRN ) = K
(1)
N,pδ

N(1−p)/p2

e desde que K
(1)
N,p > 0 e N(1− p)/p2 < 0, segue que (i) e (ii) ocorrem.

Afim de provarmos que valem (iii) e (iv), recordemos que

|Φδ,y|qq = Cq
N,pδ

(N−p)(p−1)(p∗−q)/p2
∫
IRN

[
1

1 + |z|p/(p−1)

](N−p)q/p

dz

onde

∫
IRN

[
1

1 + |z|p/(p−1)

](N−p)q/p

dz < +∞ , ∀q ∈
(

(p− 1)N

N − p
, p∗

)
.

Desde que q < p∗ segue que

(N − p)(p− 1)(p∗ − q)

p2
> 0

e dáı concluimos que (iii) e (iv) ocorrem.
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Lema 5 : Para cada ε > 0,

∫
IRN\Bε(0)

|∇Φδ,0|pdx→ 0 quando δ → 0.

Demonstração:

Usando a definição de Φδ,0, obtemos por contas já feitas na demonstração do Lema 4

que

|∇Φδ,0(x)| =
KN,pδ

(N−p)/p2|x|1/(p−1)

[δ + |x|p/(p−1)]N/p

onde KN,p =
1

S(N−p)/p2

[
N(N − p)

p− 1

](N−p)/p2 (
N − p

p− 1

)
.

Dáı,

∫
IRN\Bε(0)

|∇Φδ,0|pdx =
∫
IRN\Bε(0)

∣∣∣∣∣KN,pδ
(N−p)/p2|x|1/(p−1)

[δ + |x|p/(p−1)]N/p

∣∣∣∣∣
p

dx

= Kp
N,pδ

(N−p)/p
∫
IRN\Bε(0)

|x|p/(p−1)

[δ + |x|p/(p−1)]N
dx.

e mudando para coordenadas esféricas encontramos

∫
IRN\Bε(0)

|∇Φδ,0|pdx = Kp
N,pδ

(N−p)/p
∫ +∞

ε

ρp/(p−1)

[δ + ρp/(p−1)]N
ρN−1dρ

≤ Kp
N,pδ

(N−p)/p
∫ +∞

ε

ρp/(p−1)

ρ(pN)/(p−1)
ρN−1dρ

= Kp
N,pδ

(N−p)/p
∫ +∞

ε
ρ((1−N)p/(p−1)+(N−1))dρ. (2.3)

Notemos que
∫ +∞

ε
ρ((1−N)p/(p−1)+(N−1))dρ é convergente. De fato,

∫ +∞

ε
ρ((1−N)p/(p−1)+(N−1))dρ < +∞

se, e somente se,

(1−N)p

p− 1
+N − 1 < −1

que por sua vez equivale a

p < N.

Dáı, desde que
∫ +∞

ε
ρ((1−N)p/(p−1)+(N−1))dρ < +∞ e

(N − p)

p
> 0 segue que

Kp
N,pδ

(N−p)/p
∫ +∞

ε
ρ((1−N)p/(p−1)+(N−1))dρ→ 0 quando δ → 0
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e por (2.3) segue que ∫
IRN\Bε(0)

|∇Φδ,0|pdx→ 0 quando δ → 0.

Lema 6 : Suponhamos que a ∈ Ls(IRN), ∀s ∈ [p1, p2] onde 1 < p1 <
N

p
< p2 com

p2 <
N(p− 1)

p2 −N
se N < p2. Então para cada ε > 0, existem δ = δ(ε) > 0 e δ = δ(ε) > 0

tais que

sup
y∈IRN

f(Φδ,y) < S + ε , ∀δ ∈ (0, δ] ∪ [δ,∞).

Demonstração:

Fixemos y ∈ IRN , s ∈
(
N

p
, p2

]
e t ∈ (1,+∞) com

1

s
+

1

t
= 1.

Temos que

(p− 1)N

N − p
< pt < p∗. (2.4)

De fato, primeiramente observemos que se s ∈
(
N

p
, p2

]
, então s > 0 e conseqüentemente

1

s
> 0. (2.5)

Desde que
N

p
< s e

1

s
+

1

t
= 1, temos que

1 =
1

s
+

1

t
<

p

N
+

1

t
⇒ 1− p

N
<

1

t
⇒ N − p

N
<

1

t
⇒ N − p

Np
<

1

pt

e portanto

pt <
Np

N − p
= p∗. (2.6)

Agora, suponhamos por contradição que

pt ≤ (p− 1)N

N − p
.

Dáı, obtemos que
p(N − p)

(p− 1)N
≤ 1

t
.

Obtemos então que

1

s
+
p(N − p)

(p− 1)N
≤ 1

s
+

1

t
= 1 ⇒ 1

s
≤ 1− p(N − p)

(p− 1)N
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e portanto,

1

s
≤ p2 −N

(p− 1)N
. (2.7)

Agora temos dois casos a considerar: N ≥ p2 ou N < p2.

Se N ≥ p2 temos por (2.7) que

1

s
≤ p2 −N

(p− 1)N
≤ 0

e isso contradiz (2.5).

Se N < p2, por hipótese, segue que

p2 <
N(p− 1)

p2 −N

e de (2.7) obtemos

p2 <
N(p− 1)

p2 −N
≤ s

e isso contradiz o fato de

s ∈
(
N

p
, p2

]
.

Concluimos então que

(p− 1)N

N − p
< pt

e (2.4) de fato ocorre.

Agora, desde que Φδ,y ∈ Lq(IRN), ∀q ∈
(

(p− 1)N

N − p
, p∗

)
segue que

|Φδ,y|p ∈ Lt(IRN)

e dáı, segue da desigualdade de Hölder com expoentes s e t que∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx ≤ |a|s
(∫

IRN
|Φδ,y|ptdx

)1/t

= |a|s

∫
IRN

∣∣∣∣∣ CN,pδ
(N−p)/p2

[δ + |x− y|p/(p−1)](N−p)/p

∣∣∣∣∣
pt

dx

1/t

onde CN,p =
1

S(N−p)/p2

[
N(N − p)

p− 1

](N−p)/p2

.

Fazendo z = x− y, segue que dx = dz e dáı,

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx ≤ |a|s

∫
IRN

∣∣∣∣∣ CN,pδ
(N−p)/p2

[δ + |x− y|p/(p−1)](N−p)/p

∣∣∣∣∣
pt

dx

1/t

= |a|s

∫
IRN

∣∣∣∣∣ CN,pδ
(N−p)/p2

[δ + |z|p/(p−1)](N−p)/p

∣∣∣∣∣
pt

dz

1/t

= |a|s
(∫

IRN
|Φδ,0|ptdz

)1/t

= |a|s|Φδ,0|ppt , ∀y ∈ IRN .
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Pelo o ı́tem (iii) do Lema 4 segue que dado ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que

|Φδ,0|ppt <
ε

2|a|s
, ∀δ ∈ (0, δ].

Assim,

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx ≤ |a|s|Φδ,0|ppt <
ε

2
, ∀δ ∈ (0, δ] e ∀y ∈ IRN

e dáı segue que

sup
y∈IRN

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx ≤
ε

2
, ∀δ ∈ (0, δ].

Logo,

f(Φδ,y) =
∫
IRN
|∇Φδ,y|pdx+

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx = S +
∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx

≤ S + sup
y∈IRN

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx ≤ S +
ε

2
, ∀y ∈ IRN e ∀δ ∈ (0, δ]

e portanto,

sup
y∈IRN

f(Φδ,y) ≤ S +
ε

2
< S + ε , ∀δ ∈ (0, δ].

Agora fixemos novamente y ∈ IRN , suponhamos s ∈
[
p1,

N

p

)
e consideremos

novamente t ∈ (1,+∞) com
1

s
+

1

t
= 1.

Notemos que nessas condições temos

pt− p∗ > 0.

De fato,

s ∈
[
p1,

N

p

)
⇒ p

N
<

1

s
.

Dáı,

p

N
+

1

t
<

1

s
+

1

t
= 1 ⇒ 1

t
< 1− p

N
=
N − p

N
⇒ 1

pt
<
N − p

pN
=

1

p∗

⇒ p∗ < pt⇒ 0 < pt− p∗.

Notemos agora que

|Φδ,y| ∈ L∞(IRN). (2.8)
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De fato,

|Φδ,y(x)| = Φδ,y(x) =
CN,pδ

(N−p)/p2

[δ + |x− y|p/(p−1)](N−p)/p
≤ CN,pδ

(N−p)/p2

δ(N−p)/p
, ∀x ∈ IRN (2.9)

onde CN,p =
1

S(N−p)/p2

[
N(N − p)

p− 1

](N−p)/p2

.

Agora, desde que (2.8) ocorre e desde que |Φδ,y|p
∗ ∈ L1(IRN) segue que

∫
IRN
|Φδ,y|ptdx =

∫
IRN
|Φδ,y|p

∗|Φδ,y|pt−p∗dx ≤
∫
IRN
|Φδ,y|p

∗|Φδ,y|pt−p∗

L∞(IRN )
dx

= |Φδ,y|pt−p∗

L∞(IRN )

∫
IRN
|Φδ,y|p

∗
dx < +∞

e portanto

|Φδ,y|p ∈ Lt(IRN).

Dáı, aplicando a desigualdade de Hölder com expoentes s e t, temos que

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx ≤ |a|s
(∫

IRN
|Φδ,y|ptdx

)1/t

= |a|s
(∫

IRN
|Φδ,0|ptdz

)1/t

= |a|s
(∫

IRN
|Φδ,0|p

∗|Φδ,0|pt−p∗dz
)1/t

≤ |a|s
(∫

IRN
|Φδ,0|p

∗|Φδ,0|pt−p∗

L∞(IRN )
dz
)1/t

= |a|s|φδ,0|(pt−p∗)/t

L∞(IRN )

(∫
IRN
|Φδ,0|p

∗
dz
)1/t

.

Recordando que |Φδ,0|p∗ = 1 segue que

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx ≤ |a|s|Φδ,0|(pt−p∗)/t

L∞(IRN )

e de (2.9)

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx ≤ |a|s|Φδ,0|(pt−p∗)/t

L∞(IRN )
≤ |a|s

(
CN,pδ

(((N−p)/p2)−((N−p)/p))
)(pt−p∗)/t

= |a|sC(pt−p∗)/t
N,p δ(((N−p)/p2)−((N−p)/p))((pt−p∗)/t) , ∀y ∈ IRN

e dáı,

sup
y∈IRN

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx ≤ |a|sC(pt−p∗)/t
N,p δ(((N−p)/p2)−((N−p)/p))((pt−p∗)/t). (2.10)

Notemos agora que (
N − p

p2
− N − p

p

)
pt− p∗

t
< 0. (2.11)
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De fato, já mostramos que

pt− p∗ > 0

e assim, é suficiente mostrar que

N − p

p2
− N − p

p
< 0.

Temos que

N − p

p2
− N − p

p
=
N − p− p(N − p)

p2
=

(1− p)(N − p)

p2
.

Desde que 1 < p, N > p e p2 > 0, segue que

N − p

p2
− N − p

p
=

(1− p)(N − p)

p2
< 0

e portanto (2.11) de fato ocorre.

Segue então que dado ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que

δ(((N−p)/p2)−((N−p)/p))((pt−p∗)/t) <
ε

2|a|sC(pt−p∗)/t
N,p

, ∀δ ∈ [δ,+∞).

Temos então de (2.10) que

sup
y∈IRN

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx ≤ |a|sC(pt−p∗)/t
N,p δ((N−p)/p2−(N−p)/p)((pt−p∗)/t)

<
ε

2
, ∀δ ∈ [δ,+∞).

Assim,

f(Φδ,y) =
∫
IRN
|∇Φδ,y|pdx+

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx = S +
∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx

≤ S + sup
y∈IRN

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx < S +
ε

2
, ∀y ∈ IRN e ∀δ ∈ [δ,+∞)

e portanto

sup
y∈IRN

f(Φδ,y) ≤ S +
ε

2
< S + ε , ∀δ ∈ [δ,+∞).

Lema 7 : Suponhamos que |a|N/p < S(2p/N − 1). Então

sup
y∈IRN

δ∈(0,+∞)

f(Φδ,y) < 2p/NS.

73



Demonstração:

Temos que

f(Φδ,y) =
∫
IRN
|∇Φδ,y|pdx+

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx

= S +
∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx , ∀y ∈ IRN e ∀δ > 0.

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes N/p e N/(N − p) obtemos

f(Φδ,y) = S +
∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx

≤ S + |a|N/p

(∫
IRN
|Φδ,y|p

∗
dx
)(N−p)/N

, ∀y ∈ IRN e ∀δ > 0

e recordando que |Φδ,y|p∗ = 1, segue que

f(Φδ,y) ≤ S + |a|N/p

(∫
IRN
|Φδ,y|p

∗
dx
)(N−p)/N

= S + |a|N/p , ∀y ∈ IRN e ∀δ > 0.

Dáı,

sup
y∈IRN

δ∈(0,+∞)

f(Φδ,y) ≤ S + |a|N/p

e lembrando que, por hipótese, temos |a|N/p < S(2p/N − 1), concluimos que

sup
y∈IRN

δ∈(0,+∞)

f(Φδ,y) < S + S(2p/N − 1) = 2p/NS.

Consideremos a função

σ(x) =

 0, se |x| < 1

1, se |x| ≥ 1.

Definamos α : D1,p(IRN) −→ IRN+1 dada por

α(u) =
1

S

∫
IRN

(
x

|x|
, σ(x)

)
|∇u|pdx = (β(u), γ(u))

onde

β(u) =
1

S

∫
IRN

x

|x|
|∇u|pdx

e

γ(u) =
1

S

∫
IRN

σ(x)|∇u|pdx.
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Provaremos que α é cont́ınua.

De fato, temos que β é cont́ınua, pois caso contrário existiria (un) ⊂ D1,p(IRN) tal que

un → u0 em D1,p(IRN) (2.12)

e (unj
) ⊂ (un) tal que

∣∣∣β(unj
)− β(u0)

∣∣∣ ≥ K > 0 , ∀j ∈ IN. (2.13)

De (2.12) teŕıamos que unj
→ u0 em D1,p(IRN) e dáı |∇unj

| → |∇u0| em Lp(IRN).

Segue então que existiria (unjk
) ⊂ (unj

) tal que

|∇unjk
(x)| → |∇u0(x)| q.t.p. em IRN

e

|∇unjk
| ≤ h , ∀k ∈ IN

com h ∈ Lp(IRN).

Teŕıamos então que, para i = 1, 2, . . . , N ,

xi

|x|
|∇unjk

(x)|p → xi

|x|
|∇u0(x)|p q.t.p. em IRN

e ∣∣∣∣∣ xi

|x|
|∇unjk

|p
∣∣∣∣∣ = |xi|

|x|
|∇unjk

|p ≤ |∇unjk
|p ≤ hp , ∀k ∈ IN

onde hp ∈ L1(IRN).

Então do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue∫
IRN

xi

|x|
|∇unjk

|pdx→
∫
IRN

xi

|x|
|∇u0|pdx , para i = 1, 2, . . . , N

e portanto,

β(unjk
) =

1

S

∫
IRN

x

|x|
|∇unjk

|pdx→ 1

S

∫
IRN

x

|x|
|∇u0|pdx = β(u0)

e isso contradiria (2.13).

Portanto β é cont́ınua.

Temos também que γ é cont́ınua, pois caso contrário existiria (un) ⊂ D1,p(IRN) tal que

un → u0 em D1,p(IRN) (2.14)

75



e (unj
) ⊂ (un) tal que

∣∣∣γ(unj
)− γ(u0)

∣∣∣ ≥ K > 0 , ∀j ∈ IN. (2.15)

Argumentando de forma análoga ao que fizemos anteriormente, usando (2.14)

obteŕıamos (unjk
) ⊂ (unj

) tal que

|∇unjk
(x)| → |∇u0(x)| q.t.p. em IRN

e

|∇unjk
| ≤ h , ∀k ∈ IN

com h ∈ Lp(IRN).

Teŕıamos então que

σ(x)|∇unjk
(x)|p → σ(x)|∇u0(x)|p q.t.p. em IRN

e

∣∣∣σ(x)|∇unjk
|p
∣∣∣ ≤ |∇unjk

|p ≤ hp , ∀k ∈ IN

onde hp ∈ L1(IRN).

Então do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

γ(unjk
) =

1

S

∫
IRN

σ(x)|∇unjk
|pdx→ 1

S

∫
IRN

σ(x)|∇u0|pdx = γ(u0)

e isso contradiria (2.15).

Portanto γ é cont́ınua.

Desde que α(u) = (β(u), γ(u)), concluimos que α é cont́ınua.

Lema 8 : Se |y| ≥ 1
2
, temos

β(Φδ,y) =
y

|y|
+ oδ(1) quando δ → 0.

Demonstração:

Fixado ε > 0 temos que

∫
IRN\Bε(y)

|∇Φδ,y|pdx =
∫
IRN\Bε(0)

|∇Φδ,0|pdz
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e pelo o Lema 5 existe δ̂ > 0 tal que

1

S

∫
IRN\Bε(y)

|∇Φδ,y|pdx < ε , ∀δ ∈ (0, δ̂). (2.16)

Então ∣∣∣∣∣β(Φδ,y)−
1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1S
∫
IRN

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx−

1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1S
∫
IRN\Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣ ≤ C1
1

S

∫
IRN\Bε(y)

|x|
|x|
|∇Φδ,y|pdx

= C1
1

S

∫
IRN\Bε(y)

|∇Φδ,y|pdx

e de (2.16) segue que∣∣∣∣∣β(Φδ,y)−
1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣ ≤ C1
1

S

∫
IRN\Bε(y)

|∇Φδ,y|pdx

< C1ε , ∀δ ∈ (0, δ̂). (2.17)

Agora notemos que se ε > 0 é suficientemente pequeno e |y| ≥ 1/2 então temos que∣∣∣∣∣ x|x| − y

|y|

∣∣∣∣∣ < 4ε , ∀x ∈ Bε(y).

De fato, se x ∈ Bε(y) então |x− y| < ε e além disso, se |y| ≥ 1/2 então
1

|y|
≤ 2. Dáı,

∣∣∣∣∣ x|x| − y

|y|

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ x|x| − x

|y|
+

x

|y|
− y

|y|

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ x|x| − x

|y|

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ x|y| − y

|y|

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

|x|
− 1

|y|

∣∣∣∣∣ |x|+ |x− y|
|y|

=
||x| − |y||
|x||y|

|x|+ |x− y|
|y|

=
||x| − |y||

|y|
+
|x− y|
|y|

≤ |x− y|
|y|

+
|x− y|
|y|

< 2ε+ 2ε = 4ε.

Portanto,∣∣∣∣∣ y|y| − 1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ SyS|y| − 1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣ .
Recordando que

∫
IRN
|∇Φδ,y|pdx = S segue que∣∣∣∣∣ y|y| − 1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ y

S|y|

∫
IRN
|∇Φδ,y|pdx−

1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1S
∫
IRN

y

|y|
|∇φδ,y|pdx−

1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣ .
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Observando que

1

S

∫
IRN

y

|y|
|∇φδ,y|pdx =

1

S

∫
IRN\Bε(y)

y

|y|
|∇φδ,y|pdx+

1

S

∫
Bε(y)

y

|y|
|∇φδ,y|pdx

obtemos ∣∣∣∣∣ y|y| − 1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1S
∫

Bε(y)

(
y

|y|
− x

|x|

)
|∇Φδ,y|pdx+

1

S

∫
IRN\Bε(y)

y

|y|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ 1S
∫

Bε(y)

(
y

|y|
− x

|x|

)
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1S
∫
IRN\Bε(y)

y

|y|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣
≤ C2

1

S

∫
Bε(y)

∣∣∣∣∣ y|y| − x

|x|

∣∣∣∣∣ |∇Φδ,y|pdx+ C3
1

S

∫
IRN\Bε(y)

|y|
|y|
|∇Φδ,y|pdx

< C2
1

S

∫
Bε(y)

4ε|∇Φδ,y|pdx+ C3
1

S

∫
IRN\Bε(y)

|∇Φδ,y|pdx

= C4ε
1

S

∫
Bε(y)

|∇Φδ,y|pdx+ C3
1

S

∫
IRN\Bε(y)

|∇Φδ,y|pdx.

Lembrando agora que ∫
Bε(y)

|∇Φδ,y|pdx ≤
∫
IRN
|∇Φδ,y|pdx = S

segue que∣∣∣∣∣ y|y| − 1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣ < C4ε
1

S
S + C3

1

S

∫
IRN\Bε(y)

|∇Φδ,y|pdx

= C4ε+ C3
1

S

∫
IRN\Bε(y)

|∇Φδ,y|pdx

e de (2.16) obtemos que∣∣∣∣∣ y|y| − 1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣ < C4ε+ C3ε = C5ε , ∀δ ∈ (0, δ̂). (2.18)

De (2.17) e (2.18) temos que∣∣∣∣∣β(Φδ,y)−
y

|y|

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣β(Φδ,y)−
1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx+

1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx−

y

|y|

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∣β(Φδ,y)−

1

S

∫
Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1S
∫

Bε(y)

x

|x|
|∇Φδ,y|pdx−

y

|y|

∣∣∣∣∣
< C1ε+ C5ε = C6ε , se |y| ≥ 1

2
e ∀δ ∈ (0, δ̂).
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Lema 9 : Suponhamos que a ∈ Ls(IRN), ∀s ∈ [p1, p2] onde 1 < p1 <
N

p
< p2 com

p2 <
N(p− 1)

p2 −N
se N < p2. Então para qualquer δ > 0 fixado temos

lim
|y|→+∞

f(Φδ,y) = S.

Demonstração:

Desde que

f(Φδ,y) =
∫
IRN
|∇Φδ,y|pdx+

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx = S +
∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx,

é suficiente provarmos que

lim
|y|→+∞

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx = 0 , ∀δ > 0. (2.19)

Notemos que dado ε > 0, existe K1 > 0 tal que(∫
IRN\Bρ(0)

aN/pdx

)p/N

< ε , ∀ρ > K1.

De fato, para cada ρ > 0 temos que

∣∣∣aN/pχIRN\Bρ(0)

∣∣∣ ≤ |a|N/p,

onde |a|N/p ∈ L1(IRN). Além disso, se ρ→ +∞, então

a(x)N/pχIRN\Bρ(0)(x) → 0 q.t.p. em IRN .

Então, segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

lim
ρ→+∞

∫
IRN\Bρ(0)

aN/pdx = lim
ρ→+∞

∫
IRN

aN/pχIRN\Bρ(0)dx = 0

e portanto dado ε > 0, existe K1 > 0 tal que(∫
IRN\Bρ(0)

aN/pdx

)p/N

< ε , ∀ρ > K1. (2.20)

Analogamente mostra-se que dado ε > 0, existe K2 > 0 tal que(∫
IRN\Bρ(y)

|Φδ,y|p
∗
dx

)1/p∗

=

(∫
IRN\Bρ(0)

|Φδ,0|p
∗
dz

)1/p∗

< ε , ∀ρ > K2. (2.21)

Seja agora K0 = max{K1, K2} e consideremos

K0 < 2ρ < |y| (ρ fixado). (2.22)
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Observemos que nessas condições temos

Bρ(0) ∩Bρ(y) = ∅ (2.23)

porque, caso contrário, se existisse x ∈ Bρ(0) ∩Bρ(y) teŕıamos

|x| < ρ , |x− y| < ρ

e dáı

|y| = |y − x+ x| ≤ |x− y|+ |x| < 2ρ

e isso contradiz (2.22).

Assim,

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx

=
∫
IRN\(Bρ(0)∪Bρ(y))

a(x)|Φδ,y|pdx+
∫
(Bρ(0)∪Bρ(y))

a(x)|Φδ,y|pdx

=
∫
IRN\(Bρ(0)∪Bρ(y))

a(x)|Φδ,y|pdx+
∫

Bρ(0)
a(x)|Φδ,y|pdx+

∫
Bρ(y)

a(x)|Φδ,y|pdx.

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes N/p e N/(N − p) obtemos

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx

≤
(∫

IRN\(Bρ(0)∪Bρ(y))
aN/pdx

)p/N (∫
IRN\(Bρ(0)∪Bρ(y))

|Φδ,y|p
∗
dx

)(N−p)/N

+

(∫
Bρ(0)

aN/pdx

)p/N (∫
Bρ(0)

|Φδ,y|p
∗
dx

)(N−p)/N

+

(∫
Bρ(y)

aN/pdx

)p/N (∫
Bρ(y)

|Φδ,y|p
∗
dx

)(N−p)/N

.

Notemos que IRN\ (Bρ(0) ∪Bρ(y)) ⊂ IRN\Bρ(0), IRN\ (Bρ(0) ∪Bρ(y)) ⊂ IRN\Bρ(y),

Bρ(0) ⊂ IRN e Bρ(y) ⊂ IRN . Além disso de (2.23) segue que Bρ(0) ⊂ IRN\Bρ(y) e

Bρ(y) ⊂ IRN\Bρ(0) e portanto,

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx

≤
(∫

IRN\(Bρ(0)∪Bρ(y))
aN/pdx

)p/N (∫
IRN\(Bρ(0)∪Bρ(y))

|Φδ,y|p
∗
dx

)(N−p)/N

+

(∫
Bρ(0)

aN/pdx

)p/N (∫
Bρ(0)

|Φδ,y|p
∗
dx

)(N−p)/N
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+

(∫
Bρ(y)

aN/pdx

)p/N (∫
Bρ(y)

|Φδ,y|p
∗
dx

)(N−p)/N

≤
(∫

IRN\Bρ(0)
aN/pdx

)p/N (∫
IRN\Bρ(y)

|Φδ,y|p
∗
dx

)(N−p)/N

+
(∫

IRN
aN/pdx

)p/N
(∫

IRN\Bρ(y)
|Φδ,y|p

∗
dx

)(N−p)/N

+

(∫
IRN\Bρ(0)

aN/pdx

)p/N (∫
IRN
|Φδ,y|p

∗
dx
)(N−p)/N

.

Recordando que |Φδ,y|p∗ = 1 segue que

∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx ≤
(∫

IRN\Bρ(0)
aN/pdx

)p/N (∫
IRN\Bρ(y)

|Φδ,y|p
∗
dx

)(N−p)/N

+
(∫

IRN
aN/pdx

)p/N
(∫

IRN\Bρ(y)
|Φδ,y|p

∗
dx

)(N−p)/N

+

(∫
IRN\Bρ(0)

aN/pdx

)p/N

e de (2.20) e de (2.21) obtemos,∫
IRN

a(x)|Φδ,y|pdx < ε.εp + |a|N/pε
p + ε

e concluimos então que (2.19) de fato ocorre e o Lema está provado.

Consideremos agora o seguinte conjunto

Υ =
{
u ∈M ;α(u) =

(
0,

1

2

)}
.

Lema 10 : O número real

c0 = inf
u∈Υ

f(u)

satisfaz a desigualdade

c0 > S.

Demonstração:

Primeiramente observemos que

Υ 6= ∅.

De fato, temos que Φδ,0 ∈M para todo δ > 0 e

1

S

∫
IRN

xi

|x|
|∇Φδ,0|pdx =

1

S
lim

R→+∞

∫
BR(0)

xi

|x|
|∇Φδ,0|pdx.

81



Desde que a função fi : IRN → IR dada por fi(x) = xi

|x| |∇Φδ,0(x)|p é ı́mpar e BR(0) é

simétrico, temos ∫
BR(0)

xi

|x|
|∇Φδ,0|pdx = 0 , ∀R > 0,

e portanto,

β(Φδ,0) =
1

S

∫
IRN

x

|x|
|∇Φδ,0|pdx

=
1

S
lim

R→+∞

∫
BR(0)

x

|x|
|∇Φδ,0|pdx = 0,∀δ > 0. (2.24)

Além disso,

γ(Φδ,0) =
1

S

∫
IRN

σ(x)|∇Φδ,0|pdx =
1

S

∫
IRN\B1(0)

|∇Φδ,0|pdx

e do Lema 5 segue que

γ(Φδ,0) → 0 quando δ → 0. (2.25)

Por outro lado,

γ(Φδ,0) =
1

S

∫
IRN

σ(x)|∇Φδ,0|pdx =
1

S

∫
IRN\B1(0)

|∇Φδ,0|pdx

=
1

S

∫
IRN
|∇Φδ,0|pdx−

1

S

∫
B1(0)

|∇Φδ,0|pdx

= 1− 1

S

∫
B1(0)

|∇Φδ,0|pdx

e dáı,

|γ(Φδ,0)− 1| =
1

S

∫
B1(0)

|∇Φδ,0|pdx

≤ 1

S

∫
B1(0)

||Φδ,0||pW 1,∞(IRN )
dx =

|B1(0)|
S

||Φδ,0||pW 1,∞(IRN )

e usando o Lema 4 obtemos

γ(Φδ,0) → 1 quando δ → +∞. (2.26)

Desde que γ é cont́ınua, usando o Teorema do Valor Intermediário, segue de (2.25) e

(2.26) que existe δ1 > 0 tal que

γ(Φδ1,0) =
1

2
(2.27)

e de (2.24) e (2.27), concluimos que Φδ1,0 ∈ Υ e portanto Υ 6= ∅.
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Provaremos agora que

S < c0.

Desde que Υ ⊂M e S = inf
u∈M

f(u), segue que

S ≤ c0.

Suponhamos por contradição que S = c0.

Segue então de uma variante do Prinćıpio Variacional de Ekeland (veja o Teorema 16

no apêndice B) que existe (un) ⊂ D1,p(IRN) tal que

|un|p∗ = 1 , α(un) → (0, 1/2) (2.28)

e

f(un) → S , f ′
∣∣∣
M

(un) → 0. (2.29)

De (2.29) segue que (un) é limitada em D1,p(IRN) e portanto, a menos de subseqüência,

un ⇀ u0 em D1,p(IRN).

Definindo vn = S(N−p)/p2
un e v0 = S(N−p)/p2

u0, temos que vn ⇀ v0 em D1,p(IRN) e

além disso, obtemos de (2.29) que

I(vn) → 1

N
SN/p e I ′(vn) → 0.

Provaremos que

v0 ≡ 0.

Temos que

un 6→ u0 em D1,p(IRN), (2.30)

pois caso contrário, do fato de que M é fechado teŕıamos u0 ∈M , e portanto u0 6≡ 0.

Da continuidade de f teŕıamos f(u0) = S e dáı,

S ≤
∫
IRN |∇u0|pdx

(
∫
IRN |uo|p∗dx)p/p∗

=
∫
IRN
|∇u0|pdx <

∫
IRN
|∇u0|pdx+

∫
IRN

a(x)|u0|p
∗
dx = S,

o que é um absurdo.

Portanto vn 6→ v0 em D1,p(IRN), e desde que (vn) é uma seqüência (P.S.)c para I,

segue do Teorema 2 que

I(vn) → I(v0) +
k∑

j=1

I∞(zj
0)
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e da unicidade do limite

I(v0) +
k∑

j=1

I∞(zj
0) =

1

N
SN/p.

Desde que zj
0 é solução não-trivial do problema (P∞), temos que

I(v0) = 0, (2.31)

k = 1 (2.32)

e

z1
0 > 0. (2.33)

Do fato de que vn ⇀ vo em D1,p(IRN), temos que v0 é solução fraca do problema (P )

e por cálculos feitos na demonstração do Corolário 1, temos que

I(v0) =
1

N
|v0|p

∗

p∗

e de (2.31) concluimos que v0 ≡ 0.

Assim, (vn) é uma seqüência (P.S.)c para I tal que vn ⇀ 0 e vn 6→ 0.

Por contas feitas na demonstração do Teorema 2, temos que∫
IRN

a(x)|vn|pdx = on(1).

Dáı,

1

N
SN/p + on(1) = I(vn) = I∞(vn) +

∫
IRN

a(x)|vn|pdx = I∞(vn) + on(1). (2.34)

Além disso, para todo φ ∈ D1,p(IRN) com ||φ|| ≤ 1 temos

|I ′∞(vn)φ| = |I ′(vn)φ−
∫
IRN

a(x)|vn|p−2vnφdx|

≤ |I ′(vn)φ|+ |
∫
IRN

a(x)|vn|p−2vnφdx|

= |I ′(vn)φ|+ |
∫
IRN

a(x)(p−1)/p|vn|p−2vna(x)
1/pφdx|

≤ |I ′(vn)φ|+
∫
IRN

a(x)(p−1)/p|vn|p−1a(x)1/p|φ|dx.

Da desigualdade de Hölder com expoentes p/(p− 1) e p,

|I ′∞(vn)φ| ≤ |I ′(vn)φ|+
(∫

IRN
a(x)|vn|pdx

) p−1
p
(∫

IRN
a(x)|φ|pdx

) 1
p
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e agora aplicando a desigualdade de Hölder com expoentes N/p e N/(N − p), obtemos

|I ′∞(vn)φ| ≤ |I ′(vn)φ|+
(∫

IRN
a(x)|vn|pdx

) p−1
p

|a|1/p
N/p|φ|p∗

≤ ||I ′(vn)||D′||φ||+
(∫

IRN
a(x)|vn|pdx

) p−1
p

|a|1/p
N/pC||φ||

≤ ||I ′(vn)||D′ + on(1),

e portanto,

||I ′∞(vn)||D′ ≤ ||I ′(vn)||D′ + on(1). (2.35)

De (2.34) e (2.35) concluimos que (vn) é uma seqüência (P.S.)c para I∞ e do Lema

3, segue que existem seqüências (Rn) ⊂ IR, (xn) ⊂ IRN , uma solução não-trivial z1
0 do

problema (P∞) e uma seqüência (wn) o qual é (P.S.)c para I∞ tais que

wn(x) = vn(x)−R(N−p)/p
n z1

0(Rn(x− xn)) + on(1),

e assim,

vn(x) = wn(x) +R(N−p)/p
n z1

0(Rn(x− xn)) + on(1). (2.36)

Verifiquemos agora que para todo n ∈ IN, a função

zn(x) = R(N−p)/p
n z1

0(Rn(x− xn))

é solução positiva de (P∞). De fato, para todo φ ∈ D1,p(IRN) definamos a seqüência

φn(x) = R(p−N)/p
n φ

(
x

Rn

+ xn

)
,

e analogamente ao que fizemos na demonstração do Lema 3 mostra-se que

∫
IRN
|∇zn|p−2∇zn∇φdx =

∫
IRN
|∇z1

0 |p−2∇z1
0∇φndx

e

∫
IRN
|zn|p

∗−2znφdx =
∫
IRN
|z1

0 |p
∗−2z1

0φndx,

e portanto, para todo n ∈ IN,

I ′∞(zn)φ = I ′∞(z1
0)φn = 0 , ∀φ ∈ D1,p(IRN),
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ou seja, zn é solução de (P∞) para todo n ∈ IN.

Além disso, da própria definição de zn e de (2.33), temos que zn > 0 para todo n ∈ IN.

Temos então que

zn(x) =
[N((N − p)/(p− 1))δn](N−p)/p2

[δn + |x− yn|p/(p−1)](N−p)/p
.

De (2.36), segue que

vn(x)

S(N−p)/p2 =
wn(x)

S(N−p)/p2 +
1

S(N−p)/p2

[N((N − p)/(p− 1))δn](N−p)/p2

[δn + |x− yn|p/(p−1)](N−p)/p
+ on(1),

e lembrando que

vn = S(N−p)/p2

un e Φδ,y(x) =
1

S(N−p)/p2

[N((N − p)/(p− 1))δ](N−p)/p2

[δ + |x− y|p/(p−1)](N−p)/p
,

obtemos

un(x) = ŵn(x) + Φδn,yn(x) + on(1),

onde ŵn(x) = wn(x)

S(N−p)/p2 .

Podemos supor que wn → 0, pois caso contrário existiria k ≥ 2 tal que I(vn) →
k∑

j=1

I∞(zj
0) e isso contradiz (2.32).

Portanto,

ŵn → 0 em D1,p(IRN).

Temos então de (2.28) que

(0, 1/2) + on(1) = α(un) = α(ŵn + Φδn,yn + on(1)) = α(Φδn,yn) + on(1),

e portanto,

(i) β(Φδn,yn) → 0 e

(ii) γ(Φδn,yn) → 1/2.

Passando a uma seqüência se necessário, um desses casos podem ocorrer:

(a) δn → +∞ quando n→∞;

(b) δn → δ̃ 6= 0 quando n→∞;

(c) δn → 0 e yn → ỹ quando n→∞ com |ỹ| < 1/2;

(d) δn → 0 quando n→∞ e |yn| ≤ 1/2 para n suficientemente grande.
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Provaremos que nenhuma das possibilidades podem ocorrer.

Suponhamos que (a) ocorre.

Temos que

γ(Φδn,yn) =
1

S

∫
IRN

σ(x)|∇Φδn,yn|pdx =
1

S

∫
IRN\B1(0)

|∇Φδn,yn|pdx

=
1

S

∫
IRN
|∇Φδn,yn|pdx−

1

S

∫
B1(0)

|∇Φδn,yn|pdx

= 1− 1

S

∫
B1(0)

|∇Φδn,yn|pdx,

e portanto,

|γ(Φδn,yn)− 1| =
1

S

∫
B1(0)

|∇Φδn,yn|pdx

≤ 1

S

∫
B1(0)

||Φδn,yn||
p

W 1,∞(IRN )
dx =

|B1(0)|
S

||Φδn,yn||
p

W 1,∞(IRN )
.

Desde que δn → +∞ quando n→∞, segue do Lema 4 que ||Φδn,yn||W 1,∞(IRN ) → 0 quando

n→∞ e portanto

γ(Φδn,yn) → 1

contradizendo (ii).

Suponhamos que (b) ocorre.

Neste caso podemos supor que |yn| → +∞ porque caso contrário, se yn → ỹ, segue

que, para cada i = 1, 2, . . . , N ,

∂Φδn,yn(x)

∂xi

= CN,pδ
(N−p)/p2

n (xi − yin)|x− yn|(2−p)/(p−1)[δn + |x− yn|p/(p−1)]−N/p

→ CN,pδ̃
(N−p)/p2

(xi − ỹi)|x− ỹ|(2−p)/(p−1)[δ̃ + |x− ỹ|p/(p−1)]−N/p =
∂Φδ̃,ỹ(x)

∂xi

q.t.p. em IRN e portanto,

|∇(Φδn,yn(x)− Φδ̃,ỹ(x))|
p → 0 q.t.p. em IRN .

Além disso,

|∇(Φδn,yn(x)− Φδ̃,ỹ(x))|
p ≤

(
|∇Φδn,yn(x)|+ |∇Φδ̃,ỹ(x)|

)p

≤ 2p
(
|∇Φδn,yn(x)|p + |∇Φδ̃,ỹ(x)|

p
)
. (2.37)
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Notemos que

|∇Φδn,yn(x)|p =

(
KN,pδ

(N−p)/p2

n |x− yn|1/(p−1)

[δn + |x− yn|p/(p−1)]N/p

)p

=


KN,pδ

(N−p)/p2

n δ−N/p
n |x− yn|1/(p−1)[

1 +
∣∣∣∣ x−yn

δ
(p−1)/p
n

∣∣∣∣p/(p−1)
]N/p


p

e fazendo z =
x− yn

δ
(p−1)/p
n

, obtemos

|∇Φδn,yn(x)|p =

(
KN,pδ

(N−p)/p2

n δ−N/p
n δ(p−1)/p

n |z|1/(p−1)

[1 + |z|p/(p−1)]N/p

)p

.

Desde que δn → δ̃ 6= 0, segue que

δ(N−p)/p2

n δ−N/p
n δ(p−1)/p

n ≤ C , ∀n ∈ IN,

e portanto,

|∇Φδn,yn(x)|p =

(
KN,pδ

(N−p)/p2

n δ−N/p
n δ(p−1)/p

n |z|1/(p−1)

[1 + |z|p/(p−1)]N/p

)p

≤ Cp

(
KN,p|z|1/(p−1)

[1 + |z|p/(p−1)]N/p

)p

= Cp|∇Φ1,0(z)|p , ∀n ∈ IN

onde Cp|∇Φ1,0(z)|p ∈ L1(IRN).

Temos então de (2.37) que

|∇(Φδn,yn(x)− Φδ̃,ỹ(x))|
p ≤ 2p(Cp|∇Φ1,0(z)|p + |∇Φδ̃,ỹ(x)|

p)

onde 2p(Cp|∇Φ1,0(z)|p + |∇Φδ̃,ỹ(x)|p) ∈ L1(IRN).

Logo, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos que

||Φδn,yn − Φδ̃,ỹ||
p =

∫
IRN
|∇(Φδn,yn − Φδ̃,ỹ)|

pdx→ 0,

e portanto, Φδn,yn → Φδ̃,ỹ em D1,p(IRN). Dáı, desde que ŵn → 0 em D1,p(IRN) e

un = ŵn + Φδn,yn + on(1), segue que (un) é convergente em D1,p(IRN) e isso contradiz

(2.30). Assim,

γ(Φδn,yn) =
1

S

∫
IRN

σ(x)|∇Φδn,yn|pdx =
1

S

∫
IRN\B1(0)

|∇Φδn,yn|pdx

=
1

S

∫
IRN\B1(−yn)

|∇Φδn,0|pdx

= 1− 1

S

∫
B1(−yn)

|∇Φδn,0|pdx. (2.38)
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Notemos que

|∇Φδn,0(x)|pχB1(−yn)(x) → 0 q.t.p. em IRN

e

∣∣∣|∇Φδn,0|pχB1(−yn)

∣∣∣ ≤ |∇Φδn,0|p ≤ Cp|∇Φ1,0|p

onde Cp|∇Φ1,0|p ∈ L1(IRN).

Logo, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos que

∫
B1(−yn)

|∇Φδn,0|pdx→ 0

e de (2.38), obtemos que

γ(Φδn,yn) → 1

contradizendo (ii).

Suponhamos que (c) ocorre.

Temos que

γ(Φδn,yn) =
1

S

∫
IRN

σ(x)|∇Φδn,yn|pdx =
1

S

∫
IRN\B1(0)

|∇Φδn,yn|pdx

=
1

S

∫
IRN\B1(−yn)

|∇Φδn,0|pdz

= 1− 1

S

∫
B1(−yn)

|∇Φδn,0|pdz. (2.39)

Provaremos que

lim
n→∞

∫
B1(−yn)

|∇Φδn,0|pdz = S.

De fato, temos que

∫
B1(−yn)

|∇Φδn,0|pdz =
∫

B1(−yn)

∣∣∣∣∣KN,pδ
(N−p)/p2

n |z|1/(p−1)

[δn + |z|p/(p−1)]N/p

∣∣∣∣∣
p

dz

=
∫

B1(−yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
KN,pδ

(N−p)/p2

n |z|1/(p−1)

δ
N/p
n

[
1 +

∣∣∣∣ z

δ
(p−1)/p
n

∣∣∣∣p/(p−1)
]N/p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p

dz.

Fazendo w = z

δ
(p−1)/p
n

, segue que z = δ(p−1)/p
n w e dáı,

dz = δN(p−1)/p
n dw.
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Além disso, notemos que

δ(p−1)/p
n w = z = z − (−yn)− yn,

e dáı,

w =
z − (−yn)

δ
(p−1)/p
n

− yn

δ
(p−1)/p
n

⇒ w −
(
− yn

δ
(p−1)/p
n

)
=
z − (−yn)

δ
(p−1)/p
n

⇒
∣∣∣∣∣w −

(
− yn

δ
(p−1)/p
n

)∣∣∣∣∣ = |z − (−yn)|
δ
(p−1)/p
n

e desde que z ∈ B1(−yn), obtemos∣∣∣∣∣w −
(
− yn

δ
(p−1)/p
n

)∣∣∣∣∣ = |z − (−yn)|
δ
(p−1)/p
n

<
1

δ
(p−1)/p
n

,

e portanto,

w ∈ B 1

δ
(p−1)/p
n

(
− yn

δ
(p−1)/p
n

)
.

Temos então que∫
B1(−yn)

|∇Φδn,0|pdz

=
∫

B1(−yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
KN,pδ

(N−p)/p2

n |z|1/(p−1)

δ
N/p
n

[
1 +

∣∣∣∣ z

δ
(p−1)/p
n

∣∣∣∣p/(p−1)
]N/p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p

dz

=
∫

B 1

δ
(p−1)/p
n

(
− yn

δ
(p−1)/p
n

) ∣∣∣∣∣KN,pδ
(N−p)/p2

n δ−N/p
n δ1/p

n |w|1/(p−1)

[1 + |w|p/(p−1)]N/p

∣∣∣∣∣
p

δN(p−1)/p
n dw

=
∫

B 1

δ
(p−1)/p
n

(
− yn

δ
(p−1)/p
n

) ∣∣∣∣∣ KN,p|w|1/(p−1)

[1 + |w|p/(p−1)]N/p

∣∣∣∣∣
p

δ(N−p)/p
n δ−N

n δnδ
N(p−1)/p
n dw

=
∫

B 1

δ
(p−1)/p
n

(
− yn

δ
(p−1)/p
n

) |∇Φ1,0|pdw.

Notemos agora que para n suficientemente grande temos

B 1

2δ
(p−1)/p
n

(0) ⊂ B 1

δ
(p−1)/p
n

(
− yn

δ
(p−1)/p
n

)
. (2.40)

De fato, desde que yn → ỹ e |ỹ| < 1/2, temos que |yn| < 1/2 para n suficientemente

grande e dáı, se ξ ∈ B 1

2δ
(p−1)/p
n

(0), então

∣∣∣∣∣ξ −
(
− yn

δ
(p−1)/p
n

)∣∣∣∣∣ ≤ |ξ|+ |yn|
δ
(p−1)/p
n

<
1

2δ
(p−1)/p
n

+
1

2δ
(p−1)/p
n

=
1

δ
(p−1)/p
n

,
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e portanto, ξ ∈ B 1

δ
(p−1)/p
n

(
− yn

δ
(p−1)/p
n

)
.

Segue então de (2.40) que

∫
B 1

2δ
(p−1)/p
n

(0)
|∇Φ1,0|pdw ≤

∫
B 1

δ
(p−1)/p
n

(
− yn

δ
(p−1)/p
n

) |∇Φ1,0|pdw

=
∫

B1(−yn)
|∇Φδn,0|pdz

≤
∫
IRN
|∇Φδn,0|pdz = S. (2.41)

Para todo n ∈ IN temos que∣∣∣∣∣∣|∇Φ1,0|pχB 1

2δ
(p−1)/p
n

(0)

∣∣∣∣∣∣ ≤ |∇Φ1,0|p,

onde |∇Φ1,0|p ∈ L1(IRN). Além disso, se n→∞, então

|∇Φ1,0(w)|pχB 1

2δ
(p−1)/p
n

(0)(w) → |∇Φ1,0(w)|p q.t.p. em IRN .

Portanto, pelo o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos que

lim
n→∞

∫
B 1

2δ
(p−1)/p
n

(0)
|∇Φ1,0|pdw = lim

n→∞

∫
IRN
|∇Φ1,0|pχB 1

2δ
(p−1)/p
n

(0)dw

=
∫
IRN
|∇Φ1,0|pdw = S,

e usando o Teorema do Sandúıche em (2.41), concluimos que existe

lim
n→∞

∫
B1(−yn)

|∇Φδn,0|pdz e

lim
n→∞

∫
B1(−yn)

|∇Φδn,0|pdz = S.

Temos então de (2.39) que

γ(Φδn,yn) → 0

contradizendo (ii).

Suponhamos que (d) ocorre.

Desde que |yn| ≥ 1/2 para n grande, então temos que yn 6→ 0 em IRN .

Do Lema 8 temos que

β(Φδn,yn) =
yn

|yn|
+ on(1),
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e portanto,

β(Φδn,yn) 6→ 0

contradizendo (i).

Concluimos então que S < c0.

Lema 11 : Existe δ1 ∈
(
0,

1

2

)
tal que

(a) f(Φδ1,y) <
S + c0

2
, ∀y ∈ IRN ,

(b) γ(Φδ1,y) <
1

2
, ∀y ∈ IRN : |y| < 1

2
,

(c)

∣∣∣∣∣β(Φδ1,y)−
y

|y|

∣∣∣∣∣ < 1

4
, ∀y ∈ IRN : |y| ≥ 1

2
.

Demonstração:

Do Lema 6 temos que dado ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que

sup
y∈IRN

f(Φδ,y) < S + ε , ∀δ ∈ (0, δ].

Dáı, tomando ε =
c0 − S

2
> 0 e escolhendo δ2 < min

{
δ,

1

2

}
temos

f(Φδ2,y) ≤ sup
y∈IRN

f(Φδ2,y) < S +
c0 − S

2
=
S + c0

2
, ∀y ∈ IRN . (2.42)

Agora, recordemos que

γ(Φδ,y) =
1

S

∫
IRN

σ(x)|∇Φδ,y|pdx.

Da definição da função σ, segue que

γ(Φδ,y) =
1

S

∫
IRN

σ(x)|∇Φδ,y|pdx =
1

S

∫
IRN\B1(0)

|∇Φδ,y|pdx,

e desde que ∫
IRN\B1(0)

|∇Φδ,y|pdx =
∫
IRN
|∇Φδ,y|pdx−

∫
B1(0)

|∇Φδ,y|pdx,

obtemos

γ(Φδ,y) =
1

S

∫
IRN
|∇φδ,y|pdx−

1

S

∫
B1(0)

|∇Φδ,y|pdx

=
1

S
S − 1

S

∫
B1(0)

|∇Φδ,y|pdx

= 1− 1

S

∫
B1(−y)

|∇Φδ,0|pdz.
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Mostraremos que

lim
δ→0

∫
B1(−y)

|∇Φδ,0|pdz = S.

De fato, temos que

∫
B1(−y)

|∇Φδ,0|pdz =
∫

B1(−y)

∣∣∣∣∣KN,pδ
(N−p)/p2|z|1/(p−1)

[δ + |z|p/(p−1)]N/p

∣∣∣∣∣
p

dz

=
∫

B1(−y)

Kp
N,pδ

(N−p)/p|z|p/(p−1)

[δ + |z|p/(p−1)]N
dz

=
∫

B1(−y)

Kp
N,pδ

(N−p)/p|z|p/(p−1)[
δ
(
1 +

∣∣∣ z
δ(p−1)/p

∣∣∣p/(p−1)
)]N dz

=
∫

B1(−y)

Kp
N,pδ

(N−p)/pδ−N |z|p/(p−1)[
1 +

∣∣∣ z
δ(p−1)/p

∣∣∣p/(p−1)
]N dz.

Fazendo w =
z

δ(p−1)/p
, segue que z = δ(p−1)/pw e dáı

dz = δN(p−1)/pdw.

Além disso, notemos que

δ(p−1)/pw = z = z − (−y)− y

e dáı,

w =
z − (−y)
δ(p−1)/p

− y

δ(p−1)/p
⇒ w −

(
− y

δ(p−1)/p

)
=
z − (−y)
δ(p−1)/p

⇒
∣∣∣∣w − (

− y

δ(p−1)/p

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣z − (−y)
δ(p−1)/p

∣∣∣∣∣ = |z − (−y)|
δ(p−1)/p

e desde que z ∈ B1(−y), obtemos∣∣∣∣w − (
− y

δ(p−1)/p

)∣∣∣∣ = |z − (−y)|
δ(p−1)/p

<
1

δ(p−1)/p
,

e portanto,

w ∈ B 1

δ(p−1)/p

(
− y

δ(p−1)/p

)
.

Temos então que∫
B1(−y)

|∇Φδ,0|pdz =
∫

B1(−y)

Kp
N,pδ

(N−p)/pδ−N |z|p/(p−1)[
1 +

∣∣∣ z
δ(p−1)/p

∣∣∣p/(p−1)
]N dz

=
∫

B 1

δ(p−1)/p

(
− y

δ(p−1)/p

) Kp
N,pδ

(N−p)/pδ−Nδ|w|p/(p−1)

[1 + |w|p/(p−1)]N
δN(p−1)/pdw
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=
∫

B 1

δ(p−1)/p

(
− y

δ(p−1)/p

) Kp
N,p|w|p/(p−1)

[1 + |w|p/(p−1)]N
dw

=
∫

B 1

δ(p−1)/p

(
− y

δ(p−1)/p

) [ KN,p|w|1/(p−1)

[1 + |w|p/(p−1)]N/p

]p

dw

=
∫

B 1

δ(p−1)/p

(
− y

δ(p−1)/p

) |∇Φ1,0|pdw.

Notemos agora que

B 1

2δ(p−1)/p
(0) ⊂ B 1

δ(p−1)/p

(
− y

δ(p−1)/p

)
. (2.43)

De fato, se ξ ∈ B 1

2δ(p−1)/p
(0), então

∣∣∣∣ξ − (
− y

δ(p−1)/p

)∣∣∣∣ ≤ |ξ|+
∣∣∣∣ y

δ(p−1)/p

∣∣∣∣ < 1

2δ(p−1)/p
+

|y|
δ(p−1)/p

.

Desde que temos por hipótese que |y| < 1

2
, segue que

∣∣∣∣ξ − (
− y

δ(p−1)/p

)∣∣∣∣ < 1

2δ(p−1)/p
+

|y|
δ(p−1)/p

<
1

2δ(p−1)/p
+

1

2δ(p−1)/p
=

1

δ(p−1)/p

e dáı, ξ ∈ B 1

δ(p−1)/p

(
− y

δ(p−1)/p

)
.

Segue então de (2.43) que∫
B 1

2δ(p−1)/p
(0)
|∇Φ1,0|pdw ≤

∫
B 1

δ(p−1)/p

(
− y

δ(p−1)/p

) |∇Φ1,0|pdw

=
∫

B1(−y)
|∇Φδ,0|pdz

≤
∫
IRN
|∇φδ,0|pdz = S. (2.44)

Para cada δ > 0 temos que∣∣∣∣∣|∇Φ1,0|pχB 1

2δ(p−1)/p
(0)

∣∣∣∣∣ ≤ |∇Φ1,0|p

onde |∇φ1,0|p ∈ L1(IRN). Além disso, se δ → 0 então

|∇Φ1,0(w)|pχB 1

2δ(p−1)/p
(0)(w) → |∇Φ1,0(w)|p q.t.p. em IRN .

Pelo o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue obtemos que

lim
δ→0

∫
B 1

2δ(p−1)/p
(0)
|∇Φ1,0|pdw = lim

δ→0

∫
IRN
|∇Φ1,0|pχB 1

2δ(p−1)/p
(0)dw

=
∫
IRN
|∇Φ1,0|pdw = S
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e usando o Teorema do Confronto em (2.44) concluimos que existe lim
δ→0

∫
B1(−y)

|∇Φδ,0|pdz

e

lim
δ→0

∫
B1(−y)

|∇Φδ,0|pdz = S.

Então, temos que

γ(Φδ,y) = 1− 1

S

∫
B1(−y)

|∇Φδ,0|pdz → 0 quando δ → 0

e portanto, existe δ̂ > 0 tal que γ(Φδ,y) <
1

2
para todo δ ∈ (0, δ̂).

Escolhendo δ3 < min{δ̂, 1
2
} temos

γ(Φδ3,y) <
1

2
, ∀y ∈ IRN : |y| < 1

2
. (2.45)

Agora, pelo Lema 8, temos que

β(Φδ,y) =
y

|y|
+ oδ(1) quando δ → 0 , ∀y ∈ IRN : |y| ≥ 1

2
.

Segue então que existe δ̃ > 0 tal que∣∣∣∣∣β(Φδ,y)−
y

|y|

∣∣∣∣∣ < 1

4
, ∀δ ∈ (0, δ̃) e ∀y ∈ IRN : |y| ≥ 1

2
.

Escolhendo δ4 < min{δ̃, 1
2
} temos

∣∣∣∣∣β(Φδ4,y)−
y

|y|

∣∣∣∣∣ < 1

4
, ∀y ∈ IRN : |y| ≥ 1

2
. (2.46)

Agora, escolhendo δ1 = min{δ2, δ3, δ4} o resultado segue de (2.42), (2.45) e (2.46).

Lema 12 : Existe δ2 >
1
2

tal que

(a) f(Φδ2,y) <
S + c0

2
∀y ∈ IRN ,

(b) γ(Φδ2,y) >
1

2
∀y ∈ IRN .

Demonstração:

Do Lema 6, temos que dado ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que

sup
y∈IRN

f(Φδ,y) < S + ε , ∀δ ∈ [δ,+∞).

95



Dáı, tomando ε =
c0 − S

2
> 0 e escolhendo δ3 > max{δ, 1

2
} temos

f(Φδ3,y) ≤ sup
y∈IRN

f(Φδ3,y) < S +
c0 − S

2
=
S + c0

2
, ∀y ∈ IRN . (2.47)

Além disso, na demonstração do Lema 11, argumentamos que

γ(Φδ,y) = 1− 1

S

∫
B1(−y)

|∇Φδ,0|pdz. (2.48)

Notemos que para todo y ∈ IRN

0 ≤
∫

B1(−y)
|∇Φδ,0|pdz ≤

∫
B1(−y)

||Φδ,0||pW 1,∞(IRN )
dz = |B1(−y)|||Φδ,0||pW 1,∞(IRN )

.

Do ı́tem (ii) do Lema 4 temos que

||Φδ,0||W 1,∞(IRN ) → 0 quando δ → +∞,

e portanto, para todo y ∈ IRN temos

∫
B1(−y)

|∇Φδ,0|pdz → 0 quando δ → +∞.

De (2.48) segue que, para todo y ∈ IRN ,

γ(Φδ,y) → 1 quando δ → +∞

e logo, existe δ̂ > 0 tal que

γ(Φδ,y) >
1

2
, ∀δ ∈ (δ̂,+∞).

Escolhendo δ4 > max{δ̂, 1
2
} temos

γ(Φδ4,y) >
1

2
, ∀y ∈ IRN . (2.49)

Agora, escolhendo δ2 = max{δ3, δ4} o resultado segue de (2.47) e (2.49).

Lema 13 : Existe R > 0 tal que

(a) f(Φδ,y) <
S + c0

2
∀y : |y| ≥ R e δ ∈ [δ1, δ2],

(b) (β(Φδ,y)|y)IRN > 0 ∀y : |y| ≥ R e δ ∈ [δ1, δ2].
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Demonstração:

Segue do Lema 9 que, dado ε =
c0 − S

2
> 0, existe R1 > 0 tal que

f(Φδ,y) < S +
c0 − S

2
=
S + c0

2
, ∀δ ∈ [δ1, δ2] e ∀y ∈ IRN : |y| > R1. (2.50)

Agora, para cada y ∈ IRN , consideremos (IRN)+
y = {x ∈ IRN : (x|y)IRN > 0} e

(IRN)−y = IRN\(IRN)+
y . Consideremos também ỹ ∈ IRN tal que |y − ỹ| = 1/2 e r ∈ (0, 1/4).

Notemos que existe R̂2 > 0 tal que, para todo y ∈ IRN tal que |y| > R̂2 temos

Br(ỹ) ⊂ (IRN)+
y . De fato, notemos que

|x− y|2 = |x|2 − 2(x|y)IRN + |y|2,

ou seja,

(x|y)IRN =
|x|2

2
− |x− y|2

2
+
|y|2

2
≥ −|x− y|2

2
+
|y|2

2
.

Se x ∈ Br(ỹ), então

|x− y| = |x− ỹ + ỹ − y| ≤ |x− ỹ|+ |y − ỹ| < r +
1

2
<

1

4
+

1

2
=

3

4
, (2.51)

e portanto,

(x|y)IRN > − 9

32
+
|y|2

2
.

Dáı, tomando R̂2 > 3/4, segue que se y ∈ IRN é tal que |y| > R̂2, então

(x|y)IRN > − 9

32
+
R̂2

2

2
> 0,

e portanto, x ∈ (IRN)+
y . Além disso, observe que se y ∈ IRN é tal que |y| > R̂2, então

(x|y)IRN

|y|
=

|x|2

2|y|
− |x− y|2

2|y|
+
|y|
2
≥ −|x− y|2

2|y|
+
|y|
2

> − 9

32|y|
+
|y|
2
> − 9

32R̂2

+
R̂2

2
> 0 , ∀x ∈ Br(ỹ). (2.52)

Notemos agora que existe uma constante H1 > 0 tal que

|∇Φδ,y(x)|p > H1 , ∀x ∈ Br(ỹ). (2.53)

De fato, temos que

|∇Φδ,y(x)|p =
Kp

N,pδ
(N−p)/p|x− y|p/(p−1)

[δ + |x− y|P/(p−1)]N
.
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Se x ∈ Br(ỹ), então por (2.51) temos

|x− y| < 3

4
,

e além disso,

|x− y| ≥ |y − ỹ| − |x− ỹ| > 1

2
− r >

1

2
− 1

4
=

1

4
.

Portanto,

|∇Φδ,y(x)|p >
Kp

N,pδ
(N−p)/p(1/4)p/(p−1)

[δ + (3/4)p/(p−1)]N
≥
Kp

N,pδ
(N−p)/p
1 (1/4)p/(p−1)

[δ2 + (3/4)p/(p−1)]N
= H1 > 0.

Além disso, afirmamos que existe uma constante H2 > 0 tal que

|∇Φδ,y(x)|p ≤
H2

|x− y|p(N−1)/(p−1)
, ∀x ∈ (IRN)−y . (2.54)

De fato, temos que

|∇Φδ,y(x)|p ≤
Kp

N,pδ
(N−p)/p|x− y|P/(p−1)

|x− y|(pN)/(p−1)
≤

Kp
N,pδ

(N−p)/p
2

|x− y|p(N−1)/(p−1)
,

e dáı, basta tomar H2 = Kp
N,pδ

(N−p)/p
2 .

Portanto,

(β(Φδ,y)|y)IRN =

(
1

S

∫
IRN

x

|x|
|∇Φδ,y(x)|pdx

∣∣∣y)
IRN

=
1

S

∫
IRN

(x|y)IRN

|x|
|∇Φδ,y(x)|pdx

=
1

S

∫
(IRN )+y

(x|y)IRN

|x|
|∇Φδ,y(x)|pdx+

1

S

∫
(IRN )−y

(x|y)IRN

|x|
|∇Φδ,y(x)|pdx

≥ 1

S

∫
Br(ỹ)

(x|y)IRN

|x|
|∇Φδ,y(x)|pdx+

1

S

∫
(IRN )−y

(x|y)IRN

|x|
|∇Φδ,y(x)|pdx

e de (2.53), segue que

(β(Φδ,y)|y)IRN ≥ 1

S

∫
Br(ỹ)

(x|y)IRN

|x|
H1dx+

1

S

∫
(IRN )−y

(x|y)IRN

|x|
|∇Φδ,y(x)|pdx

para todo y ∈ IRN tal que |y| > R̂2 e para todo δ ∈ [δ1, δ2].

Notemos que

−(x|y)IRN ≤ |(x|y)IRN | ≤ |x||y|,

e assim,

(x|y)IRN

|x|
≥ −|y|.
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Dáı,

(β(Φδ,y)|y)IRN ≥ 1

S

∫
Br(ỹ)

(x|y)IRN

|x|
H1dx−

1

S

∫
(IRN )−y

|y||∇Φδ,y(x)|pdx,

e de (2.54), obtemos

(β(Φδ,y)|y)IRN ≥ 1

S

∫
Br(ỹ)

(x|y)IRN

|x|
H1dx−

1

S

∫
(IRN )−y

|y| H2

|x− y|p(N−1)/(p−1)
dx

=
|y|
S

∫
Br(ỹ)

(x|y)IRN

|x||y|
H1dx−

1

S

∫
(IRN )−y

|y| H2

|x− y|p(N−1)/(p−1)
dx.

Fazendo

C = − 9

32R̂2

+
R̂2

2
> 0,

segue de (2.52) que

1

S

∫
Br(ỹ)

(x|y)IRN

|x||y|
H1dx ≥

1

S

∫
Br(ỹ)

C

|x|
H1dx = H3 > 0.

Portanto,

(β(Φδ,y)|y)IRN ≥ |y|H3 − |y|
1

S

∫
(IRN )−y

H2

|x− y|p(N−1)/(p−1)
dx

= |y|
(
H3 −

1

S

∫
(IRN )−y

H2

|x− y|p(N−1)/(p−1)
dx

)

para todo y ∈ IRN tal que |y| > R̂2 e para todo δ ∈ [δ1, δ2].

Vamos agora verificar que existe R̃2 > 0 tal que para todo y ∈ IRN com |y| > R̃2,

temos

1

S

∫
(IRN )−y

H2

|x− y|p(N−1)/(p−1)
dx < H3.

De fato, fazendo z = x− y, segue que dx = dz. Além disso, se x ∈ (IRN)−y , então

|z|2 = |x− y|2 = |x|2 − 2(x|y)IRN + |y|2 ≥ |y|2,

e portanto, z ∈ Bc
|y|(0). Dáı,

1

S

∫
(IRN )−y

H2

|x− y|p(N−1)/(p−1)
dx ≤ 1

S

∫
Bc
|y|(0)

H2

|z|p(N−1)/(p−1)
dz,

e mudando para coordenadas esféricas, obtemos

1

S

∫
(IRN )−y

H2

|x− y|p(N−1)/(p−1)
dx ≤ 1

S

∫ +∞

|y|

H2

ρp(N−1)/(p−1)
ρN−1dρ

=
1

S
lim

s→+∞

∫ s

|y|
H2ρ

(1−N)/(p−1)dρ

=
H2

S
lim

s→+∞

[
(p− 1)

(p−N)
ρ(p−N)/(p−1)

]s

|y|

=
H2

S

(p− 1)

(N − p)
|y|(p−N)/(p−1).
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Dáı, tomando

R̃2 =

[
H2

H3

1

S

(p− 1)

(N − p)

](p−1)/(N−p)

> 0,

segue que para todo y ∈ IRN tal que |y| > R̃2 temos

1

S

∫
(IRN )−y

H2

|x− y|p(N−1)/(p−1)
dx ≤ H2

S

(p− 1)

(N − p)
|y|(p−N)/(p−1) < H3.

Concluimos então que, fazendo R2 = max{R̂2, R̃2}, tem-se

(β(Φδ,y)|y)IRN ≥ |y|
(
H3 −

1

S

∫
(IRN )−y

H2

|x− y|p(N−1)/(p−1)
dx

)

> R2

(
H3 −

1

S

∫
(IRN )−y

H2

|x− y|p(N−1)/(p−1)
dx

)
> 0 (2.55)

para todo y ∈ IRN tal que |y| > R2 e para todo δ ∈ [δ1, δ2].

Agora, escolhendo R > max{R1, R2}, o resultado segue de (2.50) e (2.55).

Consideremos o conjunto

V = {(y, δ) ∈ IRN × (0,∞) : |y| < R e δ ∈ (δ1, δ2)}

onde δ1, δ2 e R são dados pelos Lemas 11, 12 e 13 respectivamente.

Seja Q : IRN × (0,+∞) → D1,p(IRN) dada por

Q(y, δ) = Φδ,y.

Notemos que Q é cont́ınua.

Consideremos agora os seguintes conjuntos:

Θ = {Q(y, δ); (y, δ) ∈ V },

H =
{
h ∈ C(Σ ∩M,Σ ∩M) : h(u) = u, ∀u ∈ (Σ ∩M) : f(u) <

S + c0
2

}
e

Γ = {A ⊂ (Σ ∩M) : A = h(Θ), h ∈ H}.

Notemos que Θ ⊂ (Σ ∩M).

Além disso, Θ = Q(V ) é compacto, pois Q é cont́ınua e V ⊂ IRN+1 é compacto.

Temos também que H 6= ∅, pois denotando por I a função identidade temos que

I ∈ H.

Finalmente, para todo A ∈ Γ temos que A é compacto, pois para todo A ∈ Γ temos

A = h(Θ), onde h ∈ H é cont́ınua.
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Lema 14 : Seja

F : V → IRN+1

dada por

F (y, δ) = (α ◦Q)(y, δ) =
1

S

∫
IRN

(
x

|x|
, σ(x)

)
|∇Φδ,y|pdx.

Então

d(F, V, (0,
1

2
)) = 1,

onde d(F, V, (0, 1
2
)) denota o grau topológico de Brower da aplicação F em relação a V

no ponto (0, 1
2
).

Demonstração:

Desde que Q e α são funções cont́ınuas segue que F = α ◦Q é cont́ınua.

Notemos que V ⊂ IRN+1.

Consideremos a homotopia Z : [0, 1]× V → IRN+1 dada por

Z(t, (y, δ)) = tF (y, δ) + (1− t)IV (y, δ)

onde IV é a projeção canônica de V em IRN+1.

Provaremos primeiramente que (0, 1/2) 6∈ Z([0, 1] × ∂V ), ou seja, que para todo

t ∈ [0, 1] e para todo (y, δ) ∈ ∂V temos

t(α ◦Q)(y, δ) + (1− t)(y, δ) = tα(Φδ,y) + (1− t)(y, δ) 6= (0, 1/2),

ou ainda, que

tβ(Φδ,y) + (1− t)y 6= 0 , ∀t ∈ [0, 1] e ∀(y, δ) ∈ ∂V (2.56)

ou

tγ(Φδ,y) + (1− t)δ 6= 1/2 , ∀t ∈ [0, 1] e ∀(y, δ) ∈ ∂V. (2.57)

Notemos que ∂V = Λ1 ∪ Λ2 ∪ Λ3 ∪ Λ4 onde

Λ1 = {(y, δ1) : |y| < 1/2},

Λ2 = {(y, δ1) : 1/2 ≤ |y| ≤ R},
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Λ3 = {(y, δ2) : |y| ≤ R}

e

Λ4 = {(y, δ) : |y| = R e δ ∈ [δ1, δ2]}.

Se (y, δ) ∈ Λ1, então (y, δ) = (y, δ1). Além disso, do Lema 11, temos que δ1 < 1/2 e

do ı́tem (b) do Lema 11 segue que γ(Φδ1,y) < 1/2. Dáı,

tγ(Φδ,y) + (1− t)δ = tγ(Φδ1,y) + (1− t)δ1

< t
1

2
+ (1− t)

1

2
=

1

2
, ∀t ∈ [0, 1] e ∀(y, δ) ∈ Λ1.

Logo (2.57) ocorre e portanto (0, 1/2) 6∈ Z([0, 1]× Λ1).

Se (y, δ) ∈ Λ2, então (y, δ) = (y, δ1) e |y| ≥ 1/2. Assim,

|tβ(Φδ,y) + (1− t)y| = |tβ(Φδ1,y) + (1− t)y|

=

∣∣∣∣∣(1− t)y +
ty

|y|
− ty

|y|
+ tβ(Φδ1,y)

∣∣∣∣∣ .
Usando desigualdade triangular,

|tβ(Φδ,y) + (1− t)y| ≥
∣∣∣∣∣(1− t)y +

ty

|y|

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣ ty|y| − tβ(Φδ1,y)

∣∣∣∣∣
=

|(1− t)|y|+ t|
|y|

|y| − t

∣∣∣∣∣ y|y| − β(Φδ1,y)

∣∣∣∣∣
= |(1− t)|y|+ t| − t

∣∣∣∣∣ y|y| − β(Φδ1,y)

∣∣∣∣∣
= (1− t)|y|+ t− t

∣∣∣∣∣ y|y| − β(Φδ1,y)

∣∣∣∣∣ .
Do ı́tem (c) do Lema 11 temos que∣∣∣∣∣β(Φδ1,y)−

y

|y|

∣∣∣∣∣ < 1

4

e dáı,

|tβ(Φδ,y) + (1− t)y| ≥ (1− t)|y|+ t− t

∣∣∣∣∣ y|y| − β(Φδ1,y)

∣∣∣∣∣ > (1− t)|y|+ t− t

4

≥ (1− t)
1

2
+ t− t

4
=

1

2
+
t

4
> 0

para todo t ∈ [0, 1] e para todo (y, δ) ∈ Λ2. Logo (2.56) ocorre e portanto (0, 1/2) 6∈

Z([0, 1]× Λ2).
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Se (y, δ) ∈ Λ3, então (y, δ) = (y, δ2). Além disso, do Lema 12, temos que δ2 > 1/2 e

do ı́tem (b) do Lema 12 segue que γ(Φδ2,y) > 1/2. Dáı,

tγ(Φδ,y) + (1− t)δ = tγ(Φδ2,y) + (1− t)δ2

> t
1

2
+ (1− t)

1

2
=

1

2
, ∀t ∈ [0, 1] e ∀(y, δ) ∈ Λ3.

Logo (2.57) ocorre e portanto (0, 1/2) 6∈ Z([0, 1]× Λ3).

Se (y, δ) ∈ Λ4, então |y| = R. Além disso, do ı́tem (b) do Lema 13 temos que

(β(Φδ,y)|y)IRN > 0. Dáı,

(tβ(Φδ,y) + (1− t)y|y)IRN = t (β(Φδ,y)|y)IRN + (1− t) (y|y)IRN .

Se t = 0, então

(tβ(Φδ,y) + (1− t)y|y)IRN = t (β(Φδ,y)|y)IRN + (1− t) (y|y)IRN

= (y|y)IRN = |y|2 = R2 > 0

enquanto que se t ∈ (0, 1],

(tβ(Φδ,y) + (1− t)y|y)IRN = t (β(Φδ,y)|y)IRN + (1− t) (y|y)IRN

> (1− t) (y|y)IRN = (1− t)|y|2 = (1− t)R2 ≥ 0.

Segue então que ocorre (2.56) e portanto (0, 1/2) 6∈ Z([0, 1]× Λ4).

Concluimos então que (0, 1/2) 6∈ Z([0, 1] × ∂V ) e dáı, d (F, V, (0, 1/2)),

d (IV , V, (0, 1/2)) e d (Z(t, .), V, (0, 1/2)) estão bem definidos e da invariãncia do grau por

homotopia temos

d (Z(0, .), V, (0, 1/2)) = d (Z(1, .), V, (0, 1/2)) ,

ou seja,

d (F, V, (0, 1/2)) = d (IV , V, (0, 1/2)) .

Desde que (0, 1/2) ∈ V , concluimos que

d (F, V, (0, 1/2)) = d (IV , V, (0, 1/2)) = 1.
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Lema 15 : Se A ∈ Γ, então A ∩Υ 6= ∅.

Demonstração:

Primeiramente recordemos que

Υ = {u ∈M : α(u) = (0, 1/2)} .

Se A ∈ Γ, então A ⊂ (Σ ∩ M) e dáı basta provar que para todo A ∈ Γ, existe

u ∈ A tal que α(u) = (0, 1/2). Mas desde que, para todo A ∈ Γ temos A = h(Θ) com

h ∈ H e Θ = Q(V ), é suficiente provar que para todo h ∈ H, existe (y0, δ0) ∈ V tal que

(α ◦ h ◦Q)(y0, δ0) = (0, 1/2).

Dada arbitrariamente h ∈ H, consideremos a função Fh : V → IRN+1 dada por

Fh(y, δ) = (α ◦ h ◦Q)(y, δ).

Desde que α, h e Q são cont́ınuas, temos que Fh é cont́ınua.

Notemos que Fh = F em ∂V . De fato, temos que

∂V = Π1 ∪ Π2 ∪ Π3, (2.58)

onde

Π1 = {(y, δ1) : |y| ≤ R},

Π2 = {(y, δ2) : |y| ≤ R}

e

Π3 = {(y, δ) : |y| = R e δ ∈ [δ1, δ2]}.

Se (y, δ) ∈ Π1, então (y, δ) = (y, δ1) e do ı́tem (a) do Lema 11 segue que

f(Q(y, δ)) = f(Q(y, δ1)) = f(Φδ1,y) <
S + c0

2
, ∀(y, δ) ∈ Π1. (2.59)

Se (y, δ) ∈ Π2, então (y, δ) = (y, δ2) e do ı́tem (a) do Lema 12 segue que

f(Q(y, δ)) = f(Q(y, δ2)) = f(Φδ2,y) <
S + c0

2
, ∀(y, δ) ∈ Π2. (2.60)

Se (y, δ) ∈ Π3, então |y| = R e δ ∈ [δ1, δ2] e do ı́tem (a) do Lema 13 segue que

f(Q(y, δ)) = f(Φδ,y) <
S + c0

2
, ∀(y, δ) ∈ Π3. (2.61)
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Segue então de (2.58), (2.59), (2.60) e (2.61) que

f(Q(y, δ)) <
S + c0

2
, ∀(y, δ) ∈ ∂V

e portanto, da definição de H, temos que para todo h ∈ H,

h(Q(y, δ)) = Q(y, δ) , ∀(y, δ) ∈ ∂V.

Dáı,

Fh(y, δ) = (α ◦ h ◦Q)(y, δ) = (α ◦ h)Q(y, δ)

= (α ◦Q)(y, δ) = F (y, δ) , ∀(y, δ) ∈ ∂V.

Agora, desde que Fh, F ∈ C(V , IRN+1) e que Fh = F em ∂V , segue da propriedade

dependência na fronteira da Teoria do Grau que para todo b 6∈ F (∂V ) tem-se d (F, V, b) =

d (Fh, V, b) e desde que (0, 1/2) 6∈ F (∂V ), concluimos que

d (F, V, (0, 1/2)) = d (Fh, V, (0, 1/2)) .

Do Lema 14 segue que

d (Fh, V, (0, 1/2)) = d (F, V, (0, 1/2)) = 1,

e portanto, existe (y0, δ0) ∈ V tal que

Fh(y0, δ0) = (α ◦ h ◦Q)(y0, δ0) = (0, 1/2)

e o Lema está demonstrado.

Demonstração do Teorema 3:

Primeiramente consideremos

c = inf
A∈Γ

max
u∈A

f(u) (2.62)

e para cada s ∈ IR,

f s = {u ∈ (Σ ∩M) : f(u) ≤ s}.

Observamos que c definido por (2.62) de fato existe, pois para todo A ∈ Γ temos que

A é compacto e desde que f ∈ C1(D1,p(IRN), IR), segue que existe max
u∈A

f(u) para todo
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A ∈ Γ. Agora, desde que f é uma função não-negativa, segue que para todo A ∈ Γ temos

max
u∈A

f(u) ≥ 0 e portanto, existe inf
A∈Γ

max
u∈A

f(u).

Vamos verificar que c definido por (2.62) satisfaz

S < c < 2p/NS. (2.63)

De fato, temos que

max
u∈Θ

f(u) = sup
u∈Θ

f(u) = sup
(y,δ)∈V

(f ◦Q)(y, δ) = sup
(y,δ)∈V

f(Φδ,y).

Desde que V ⊂ IRN × (0,+∞), obtemos

max
u∈Θ

f(u) = sup
(y,δ)∈V

f(Φδ,y) ≤ sup
y∈IRN

δ∈(0,+∞)

f(Φδ,y)

e do Lema 7 segue que

max
u∈Θ

f(u) ≤ sup
y∈IRN

δ∈(0,+∞)

f(Φδ,y) < 2p/NS.

Temos também que Θ ∈ Γ, pois I ∈ H, Θ ⊂ (Σ ∩M) e Θ = I(Θ). Assim,

c = inf
A∈Γ

max
u∈A

f(u) ≤ max
u∈Θ

f(u) ≤ sup
y∈IRN

δ∈(0,+∞)

f(Φδ,y) < 2p/NS.

Por outro lado, do Lema 15, temos que A ∩ Υ 6= ∅ para todo A ∈ Γ e portanto, para

todo A ∈ Γ, existe ū ∈ A ∩Υ. Dáı,

c0 = inf
u∈Υ

f(u) ≤ f(ū) ≤ max
u∈A

f(u) , ∀A ∈ Γ,

e com isso obtemos

c0 ≤ c = inf
A∈Γ

max
u∈A

f(u) < 2p/N . (2.64)

Do Lema 10 temos que S < c0 e de (2.64) conclúımos que (2.63) de fato ocorre.

Agora, da definição de c, segue que existe uma seqüência (An) ⊂ Γ tal que max
u∈An

f(u) →

c. Da definição de máximo, segue que para cada n ∈ INexiste un ∈ An ⊂ (Σ∩M) tal que

f(un) = max
u∈An

f(u). Portanto,

∃(un) ⊂ (Σ ∩M) : f(un) → c. (2.65)

Vamos agora provar que a seqüência (un) dada em (2.65) satisfaz

f ′
∣∣∣
M

(un) → 0.
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De fato, suponhamos por contradição que f ′
∣∣∣
M

(un) 6→ 0.

Segue então que existe (unj
) ⊂ (un) tal que ||f ′

∣∣∣
M

(unj
)||∗ ≥ K > 0 para todo j ∈ IN.

Usando um conhecido Lema de Deformação (veja o Lema 21), segue que existem uma

aplicação η : [1, 0]× (Σ ∩M) → (Σ ∩M) cont́ınua e ε0 > 0 tais que:

1 - η(0, u) = u;

2 - η(t, u) = u , ∀u ∈ f c−ε0 ∪ {(Σ ∩M)\f c+ε0} , ∀t ∈ [0, 1];

3 - η(1, f c+
ε0
2 ) ⊂ f c− ε0

2 .

De (2.62), segue que existe Ã ∈ Γ tal que

c ≤ max
u∈Ã

f(u) < c+
ε0

2
.

Observemos que

Ã ⊂ f c+
ε0
2 . (2.66)

De fato,

u ∈ Ã⇒ f(u) ≤ max
u∈Ã

f(u) < c+
ε0

2
⇒ u ∈ f c+

ε0
2 .

Desde que Ã ∈ Γ, temos que Ã ⊂ (Σ ∩M) e existe h̄ ∈ H tal que

h̄(Θ) = Ã. (2.67)

Da definição de η, segue que

η(1, Ã) ⊂ (Σ ∩M). (2.68)

Agora consideremos ĥ : (Σ ∩M) → (Σ ∩M) dada por ĥ(u) = η(1, h̄(u)).

Vale observar que, desde que h̄ ∈ C(Σ∩M,Σ∩M), temos que ĥ ∈ C(Σ∩M,Σ∩M).

Notemos que

f c+ε0\f c−ε0 ⊂ f 2p/NS\f (S+c0)/2. (2.69)

De fato, para todo u ∈ f c+ε0\f c−ε0 temos que

c− ε0 < f(u) ≤ c+ ε0

e de (2.63) segue que

c− ε0 < f(u) ≤ c+ ε0 < 2p/NS (2.70)
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para ε0 suficientemente pequeno.

Além disso, do fato de que S < c0 obtemos

S <
S + c0

2
< c0

e de (2.64) segue que

S + c0
2

< c0 − ε0 ≤ c− ε0 < 2p/N

para ε0 suficientemente pequeno e dáı, lembrando que u ∈ f c+ε0\f c−ε0 , segue

S + c0
2

< c0 − ε0 ≤ c− ε0 < f(u). (2.71)

De (2.70) e (2.71) temos

u ∈ f 2p/NS\f (S+c0)/2

e portanto, (2.69) de fato ocorre.

Seja agora u ∈ (Σ ∩M) tal que

f(u) <
S + c0

2
. (2.72)

Lembrando que h̄ ∈ H, segue que

h̄(u) = u.

Além disso, de (2.72) temos que u 6∈ f 2p/NS\f (S+c0)/2 e portanto, de (2.69), temos

u 6∈ f c+ε0\f c−ε0 e dáı, segue que

u ∈ f c−ε0 ∪ {(Σ ∩M)\f c+ε0}

e do Lema de Deformação, temos

η(1, u) = u.

Portanto,

ĥ(u) = η(1, h̄(u)) = η(1, u) = u

e dáı, concluimos que ĥ ∈ H.

Temos então que

ĥ(Θ) = η(1, h̄(Θ))
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e de (2.67),

ĥ(Θ) = η(1, h̄(Θ)) = η(1, Ã). (2.73)

De (2.68) e (2.73) obtemos

η(1, Ã) ∈ Γ

e de (2.62) segue que

c = inf
A∈Γ

max
u∈A

f(u) ≤ max
u∈η(1,Ã)

f(u). (2.74)

Do Lema de Deformação temos η(1, f c+
ε0
2 ) ⊂ f c− ε0

2 e de (2.66)

η(1, Ã) ⊂ η(1, f c+
ε0
2 ) ⊂ f c− ε0

2 .

Segue então que

f(u) ≤ c− ε0

2
, ∀u ∈ η(1, Ã).

Portanto,

max
u∈η(1,Ã)

f(u) ≤ c− ε0

2

e de (2.74) concluimos que

c ≤ max
u∈η(1,Ã)

f(u) ≤ c− ε0

2

o que é um absurdo.

Concluimos então que existem (un) ⊂ (Σ ∩M) e c ∈ (S, 2p/NS) tais que

f(un) → c e f ′
∣∣∣
M

(un) → 0

e dáı, a menos de subseqüência, un → ũ0 em D1,p(IRN) e desde que (Σ ∩M) é fechado,

temos ũ0 ∈ (Σ ∩M) e portanto ũ0 é uma função positiva.

Do fato de que f ∈ C1(D1,p(IRN), IR) e da unicidade do limite

f(ũ0) = c e f ′
∣∣∣
M

(ũ0) = 0

e de (2.63)

S < f(ũ0) < 2p/NS

e a demonstração do teorema está conclúıda.
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Apêndice A

A Regularidade do Funcional I e

Resultados Importantes

Definição 1 : Seja ϕ : A→ IRonde A é um subconjunto aberto de um espaço de Banach

X. Dizemos que ϕ possui uma derivada de Gateaux f ∈ X ′ em u ∈ A se, para qualquer

h ∈ X,

lim
t→0

1

t
[ϕ(u+ th)− ϕ(u)− f(th)] = 0.

A derivada de Gateaux em u é denotado por ϕ′(u).

Definição 2 : Seja ϕ : A→ IRonde A é um subconjunto aberto de um espaço de Banach

X. Dizemos que ϕ possui uma derivada de Fréchet f ∈ X ′ em u ∈ A se

lim
||h||→0

1

||h||
|ϕ(u+ h)− ϕ(u)− f(h)| = 0.

Definição 3 : Dizemos que o funcional ϕ ∈ C1(A, IR) se a derivada de Fréchet de ϕ

existe e é cont́ınua em A.

Observação 1 : A derivada de Gateaux é dada por

ϕ′(u)h = lim
t→0

1

t
[ϕ(u+ th)− ϕ(u)] .

Observação 2 : Toda derivada de Fréchet é uma derivada de Gateaux.

Proposição 1 : Seja ϕ : A → IR onde A é um subconjunto aberto de um espaço de

Banach X. Se ϕ possui derivada de Gateaux cont́ınua em A, então ϕ ∈ C1(A, IR).
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Demonstração:

Consideremos u ∈ A e ϕ′(u) a derivada de Gateaux de ϕ em u. Pelo o Teorema do

Valor Médio, existe θ ∈ (0, 1) tal que

|ϕ(u+ h)− ϕ(u)− ϕ′(u)(h)| = |ϕ′(u+ θh)(h)− ϕ′(u)(h)|

≤ ||ϕ′(u+ θh)− ϕ′(u)||X′||h||. (A.1)

Como ϕ possui derivada de Gateaux cont́ınua em A, então dado ε > 0, encontramos

δ > 0 tal que, para qualquer ||h|| < δ temos

||ϕ′(u+ θh)− ϕ′(u)||X′ < ε.

Segue então de (A.1) que

|ϕ(u+ h)− ϕ(u)− ϕ′(u)(h)| < ε||h||

de onde conclúımos que ϕ possui uma derivada de Frechet e esta é cont́ınua.

A partir de agora, estamos interessados em mostrar que o funcional I definido em

D1,p(IRN) por

I(u) =
1

p

∫
IRN
|∇u|pdx+

1

p

∫
IRN

a(x)|u|pdx− 1

p∗

∫
IRN
|u|p∗dx

é de classe C1(D1,p(IRN), IR).

Para tal, consideremos os funcionais I1, I2, I3 : D1,p(IRN) → IRdefinidos por

I1(u) =
1

p

∫
IRN
|∇u|pdx , I2(u) =

1

p

∫
IRN

a(x)|u|pdx , I3(u) =
1

p∗

∫
IRN
|u|p∗dx.

Proposição 2 : O funcional I = I1 + I2 − I3 ∈ C1(D1,p(IRN), IR).

Demonstração:

É suficiente provar que as derivadas de Gateaux de I1, I2 e I3 existem e são cont́ınuas.

Primeiramente observaremos que o funcional I = I1 + I2 − I3 está bem definido. De

fato,

(i) Para todo u ∈ D1,p(IRN) temos que |∇u| ∈ Lp(IRN) e portanto

I1(u) =
1

p

∫
IRN
|∇u|pdx < +∞;
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(ii) Para todo u ∈ D1,p(IRN) temos que u ∈ Lp∗(IRN) e desde que a ∈ LN/p(IRN) obtemos

pela a desigualdade de Hölder com expoentes N/p e N/(N − p) que a(x)|u|p ∈ L1(IRN) e

portanto I2(u) =
1

p

∫
IRN

a(x)|u|pdx < +∞;

(iii) Para todo u ∈ D1,p(IRN) temos que u ∈ Lp∗(IRN) e portanto

I3(u) =
1

p∗

∫
IRN
|u|p∗dx < +∞.

De (i), (ii) e (iii) conclúımos que o funcional I está bem definido.

Afirmação 1 O funcional I1 ∈ C1(D1,p(IRN), IR).

Demonstração:

Existência da derivada de Gateaux de I1

Consideremos t ∈ IR tal que 0 < |t| < 1, u, v ∈ D1,p(IRN) e a função f : [0, 1] → IR

definida por f(s) =
1

p
|∇u+ st∇v|p. Temos que:

(a) f ′(s) = t|∇u+ st∇v|p−2(∇u+ st∇v)∇v;

(b) f(1) =
1

p
|∇u+ t∇v|p;

(c) f(0) =
1

p
|∇u|p.

Sendo f diferenciável em (0, 1), então pelo o Teorema do Valor Médio, existe λ ∈ (0, 1)

tal que

f(1)− f(0) = f ′(λ),

ou seja,

1

p
|∇u+ t∇v|p − 1

p
|∇u|p = t|∇u+ λt∇v|p−2(∇u+ λt∇v)∇v.

Dáı,

1
p
|∇u+ t∇v|p − 1

p
|∇u|p

t
= |∇u+ λt∇v|p−2(∇u+ λt∇v)∇v.

Notemos que

lim
t→0

1
p
|∇u(x) + t∇v(x)|p − 1

p
|∇u(x)|p

t
= |∇u(x)|p−2∇u(x)∇v(x) q.t.p. em IRN

e ∣∣∣∣∣∣
1
p
|∇u+ t∇v|p − 1

p
|∇u|p

t

∣∣∣∣∣∣ ≤ (|∇u|+ |∇v|)p−1|∇v|
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onde (|∇u|+ |∇v|)p−1|∇v| ∈ L1(IRN).

Portanto, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

lim
t→0

∫
IRN

1
p
|∇u+ t∇v|p − 1

p
|∇u|p

t
dx =

∫
IRN
|∇u|p−2∇u∇vdx.

Concluimos então que

I ′1(u)v = lim
t→0

I1(u+ tv)− I1(u)

t

= lim
t→0

∫
IRN

1
p
|∇u+ t∇v|p − 1

p
|∇u|p

t
dx =

∫
IRN
|∇u|p−2∇u∇vdx

mostrando que existe a derivada de Gateaux de I1 em u com

I ′1(u)v =
∫
IRN
|∇u|p−2∇u∇vdx , ∀v ∈ D1,p(IRN).

Continuidade da derivada de Gateaux de I1

Consideremos (un) ⊂ D1,p(IRN) tal que un → u em D1,p(IRN).

Temos então que

|∇un| → |∇u| em Lp(IRN)

e segue que existe uma subseqüência de (un), que ainda denotaremos por (un), e uma

função g ∈ Lp(IRN) tais que

|∇un(x)| → |∇u(x)| q.t.p. em IRN (A.2)

e

|∇un| ≤ g , ∀n ∈ IN (A.3)

onde g ∈ Lp(IRN).

Para toda v ∈ D1,p(IRN) com ||v|| ≤ 1 temos

|I ′1(un)v − I ′1(u)v| =
∣∣∣∣∫

IRN
|∇un|p−2∇un∇vdx−

∫
IRN
|∇u|p−2∇u∇vdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
IRN

(|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u)∇vdx
∣∣∣∣

≤
∫
IRN

∣∣∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣∣∣ |∇v|dx

e usando a desigualdade de Hölder com expoentes p/(p− 1) e p obtemos

|I ′1(un)v − I ′1(u)v| ≤
(∫

IRN

∣∣∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣∣∣p/(p−1)

dx
) p−1

p

||v||

≤
(∫

IRN

∣∣∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣∣∣p/(p−1)

dx
) p−1

p

.
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Portanto,

||I ′1(un)− I ′1(u)||D′ ≤
(∫

IRN

∣∣∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣∣∣p/(p−1)

dx
) p−1

p

. (A.4)

Segue de (A.2) que

∣∣∣|∇un(x)|p−2∇un(x)− |∇u(x)|p−2∇u(x)
∣∣∣p/(p−1)

→ 0 q.t.p. em IRN

enquanto que de (A.3),

∣∣∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣∣∣p/(p−1)

≤ 2
p

p−1 (gp + |∇u|p) , ∀n ∈ IN

onde gp, |∇u|p ∈ L1(IRN) e portanto, 2
p

p−1 (gp + |∇u|p) ∈ L1(IRN).

Então, pelo o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

lim
n→∞

∫
IRN

∣∣∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣∣∣p/(p−1)

dx = 0.

Logo, de (A.4) concluimos que

||I ′1(un)− I ′1(u)||D′ → 0 quando n→∞,

ou seja,

I ′1(un) → I ′1(u) em
(
D1,p(IRN)

)′
mostrando que a aplicação u 7→ I ′1(u) é cont́ınua e o funcional I1 ∈ C1(D1,p(IRN), IR).

Afirmação 2 O funcional I2 ∈ C1(D1,p(IRN), IR).

Demonstração:

Existência da derivada de Gateaux de I2

Consideremos t ∈ IR tal que 0 < |t| < 1, u, v ∈ D1,p(IRN) e a função f : [0, 1] → IR

definida por f(s) =
1

p
a(x)|u+ stv|p onde a ∈ LN/p(IRN). Temos que:

(a) f ′(s) = ta(x)|u+ stv|p−2(u+ stv)v;

(b) f(1) =
1

p
a(x)|u+ tv|p;

(c) f(0) =
1

p
a(x)|u|p.
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Sendo f diferenciável em (0, 1), então pelo o Teorema do Valor Médio, existe λ ∈ (0, 1)

tal que

f(1)− f(0) = f ′(λ),

ou seja,

1

p
a(x)|u+ tv|p − 1

p
a(x)|u|p = ta(x)|u+ λtv|p−2(u+ λtv)v.

Dáı,

1
p
a(x)|u+ tv|p − 1

p
a(x)|u|p

t
= a(x)|u+ λtv|p−2(u+ λtv)v.

Notemos que

lim
t→0

1
p
a(x)|u(x) + tv(x)|p − 1

p
a(x)|u(x)|p

t
= a(x)|u(x)|p−2u(x)v(x) q.t.p. em IRN

e ∣∣∣∣∣∣
1
p
a(x)|u+ tv|p − 1

p
a(x)|u|p

t

∣∣∣∣∣∣ ≤ a(x)(|u|+ |v|)p−1|v|

onde a(x)(p−1)/p(|u| + |v|)p−1 ∈ Lp/(p−1)(IRN) e a(x)1/p|v| ∈ Lp(IRN) e portanto, pela a

desigualdade de Hölder com expoentes p/(p− 1) e p, temos que

a(x)(p−1)/p(|u|+ |v|)p−1a(x)1/p|v| = a(x)(|u|+ |v|)p−1|v| ∈ L1(IRN).

Portanto, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

lim
t→0

∫
IRN

1
p
a(x)|u+ tv|p − 1

p
a(x)|u|p

t
dx =

∫
IRN

a(x)|u|p−2uvdx.

Conclúımos então que

I ′2(u)v = lim
t→0

I2(u+ tv)− I2(u)

t

= lim
t→0

∫
IRN

1
p
a(x)|u+ tv|p − 1

p
a(x)|u|p

t
dx =

∫
IRN

a(x)|u|p−2uvdx

mostrando que existe a derivada de Gateaux de I2 em u com

I ′2(u)v =
∫
IRN

a(x)|u|p−2uvdx , ∀v ∈ D1,p(IRN).
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Continuidade da derivada de Gateaux de I2

Consideremos (un) ⊂ D1,p(IRN) tal que un → u em D1,p(IRN).

Segue que (un) é limitada em D1,p(IRN) e usando a imersão cont́ınua D1,p(IRN) ↪→

Lp∗(IRN) obtemos também que (un) é limitada em Lp∗(IRN).

Para toda v ∈ D1,p(IRN) com ||v|| ≤ 1 temos

|I ′2(un)v − I ′2(u)v| =
∣∣∣∣∫

IRN
a(x)|un|p−2unvdx−

∫
IRN

a(x)|u|p−2uvdx
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∫

IRN
a(x)(|un|p−2un − |u|p−2u)vdx

∣∣∣∣
≤

∫
IRN

a(x)
∣∣∣|un|p−2un − |u|p−2u

∣∣∣ |v|dx
=

∫
IRN

a(x)(p−1)/p
∣∣∣|un|p−2un − |u|p−2u

∣∣∣ a(x)1/p|v|dx.

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes p/(p− 1) e p obtemos

|I ′2(un)v − I ′2(u)v|

≤
(∫

IRN
a(x)

∣∣∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣∣∣p/(p−1)

dx
)(p−1)/p (∫

IRN
a(x)|v|pdx

)1/p

.

Da desigualdade de Hölder com expoentes N/p e N/(N − p) segue que

|I ′2(un)v − I ′2(u)v| ≤
(∫

IRN
a(x)

∣∣∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣∣∣p/(p−1)

dx
)(p−1)/p

|a|1/p
N/p|v|p∗

e usando a imersão cont́ınua D1,p(IRN) ↪→ Lp∗(IRN)

|I ′2(un)v − I ′2(u)v|

≤ C
(∫

IRN
a(x)

∣∣∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣∣∣p/(p−1)

dx
)(p−1)/p

|a|1/p
N/p||v||

≤ C
(∫

IRN
a(x)

∣∣∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣∣∣p/(p−1)

dx
)(p−1)/p

|a|1/p
N/p.

Portanto,

||I ′2(un)− I ′2(u)||D′

≤ C
(∫

IRN
a(x)

∣∣∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣∣∣p/(p−1)

dx
)(p−1)/p

|a|1/p
N/p. (A.5)

Notemos que∣∣∣|un(x)|p−2un(x)− |u(x)|p−2u(x)
∣∣∣p/(p−1)

→ 0 q.t.p. em IRN .

Além disso,∫
IRN

(∣∣∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣∣∣p/(p−1)

)p∗/p

dx ≤ 2p∗/(p−1)(|un|p
∗

p∗ + |u|p
∗

p∗)

≤ C , ∀n ∈ IN.

116



Portanto, desde que
p∗

p
> 1, temos pelo o Lema de Brézis-Lieb que

∫
IRN

∣∣∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣∣∣p/(p−1)

ϕdx→ 0 , ∀ϕ ∈ LN/p(IRN)

e desde que a ∈ LN/p(IRN), temos∫
IRN

a(x)
∣∣∣|un|p−2un − |u|p−2u

∣∣∣p/(p−1)
dx→ 0.

Logo, de (A.5) obtemos

||I ′2(un)− I ′2(u)||D′ → 0,

ou seja,

I ′2(un) → I ′2(u) em
(
D1,p(IRN)

)′
mostrando que a aplicação u 7→ I ′2(u) é cont́ınua e o funcional I2 ∈ C1(D1,p(IRN), IR).

Afirmação 3 O funcional I3 ∈ C1(D1,p(IRN), IR).

Demonstração:

Existência da derivada de Gateaux de I3

Consideremos t ∈ IR tal que 0 < |t| < 1, u, v ∈ D1,p(IRN) e a função f : [0, 1] → IR

definida por f(s) =
1

p∗
|u+ stv|p∗ . Temos que:

(a) f ′(s) = t|u+ stv|p∗−2(u+ stv)v;

(b) f(1) =
1

p∗
|u+ tv|p∗ ;

(c) f(0) =
1

p∗
|u|p∗ .

Sendo f diferenciável em (0, 1), então pelo o Teorema do Valor Médio, existe λ ∈ (0, 1)

tal que

f(1)− f(0) = f ′(λ),

ou seja,

1

p∗
|u+ tv|p∗ − 1

p∗
|u|p∗ = t|u+ λtv|p∗−2(u+ λtv)v.

Dáı,

1
p∗
|u+ tv|p∗ − 1

p∗
|u|p∗

t
= |u+ λtv|p∗−2(u+ λtv)v.
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Notemos que

lim
t→0

1
p∗
|u(x) + tv(x)|p∗ − 1

p∗
|u(x)|p∗

t
= |u(x)|p∗−2u(x)v(x) q.t.p. em IRN

e ∣∣∣∣∣∣
1
p∗
|u+ tv|p∗ − 1

p∗
|u|p∗

t

∣∣∣∣∣∣ ≤ (|u|+ |v|)p∗−1|v|

onde (|u|+ |v|)p∗−1|v| ∈ L1(IRN).

Portanto, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

lim
t→0

∫
IRN

1
p∗
|u+ tv|p∗ − 1

p∗
|u|p∗

t
dx =

∫
IRN
|u|p∗−2uvdx.

Conclúımos então que

I ′3(u)v = lim
t→0

I3(u+ tv)− I3(u)

t

= lim
t→0

∫
IRN

1
p∗
|u+ tv|p∗ − 1

p∗
|u|p∗

t
dx =

∫
IRN
|u|p∗−2uvdx,

mostrando que existe a derivada de Gateaux de I3 em u com

I ′3(u)v =
∫
IRN
|u|p∗−2uvdx , ∀v ∈ D1,p(IRN).

Continuidade da derivada de Gateaux de I3

Consideremos (un) ⊂ D1,p(IRN) tal que un → u em D1,p(IRN).

Temos então que

un → u em Lp∗(IRN)

e segue que existe uma subseqüência de (un), que ainda denotaremos por (un), e uma

função g ∈ Lp∗(IRN) tais que

un(x) → u(x) q.t.p. em IRN (A.6)

e

|un| ≤ g , ∀n ∈ IN. (A.7)

Para toda v ∈ D1,p(IRN) com ||v|| ≤ 1 temos

|I ′3(un)v − I ′3(u)v| =
∣∣∣∣∫

IRN
|un|p

∗−2unvdx−
∫
IRN
|u|p∗−2uvdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
IRN

(|un|p
∗−2un − |u|p

∗−2u)vdx
∣∣∣∣

≤
∫
IRN

∣∣∣|un|p
∗−2un − |u|p

∗−2u
∣∣∣ |v|dx.
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Usando a desigualdade de Hölder com expoentes p∗/(p∗ − 1) e p∗ obtemos

|I ′3(un)v − I ′3(u)v| ≤
(∫

IRN

∣∣∣|un|p
∗−2un − |u|p

∗−2u
∣∣∣p∗/(p∗−1)

dx
) p∗−1

p∗

|v|p∗

e usando a imersão cont́ınua D1,p(IRN) ↪→ Lp∗(IRN),

|I ′3(un)v − I ′3(u)v| ≤ C
(∫

IRN

∣∣∣|un|p
∗−2un − |u|p

∗−2u
∣∣∣p∗/(p∗−1)

dx
) p∗−1

p∗

||v||

≤ C
(∫

IRN

∣∣∣|un|p
∗−2un − |u|p

∗−2u
∣∣∣p∗/(p∗−1)

dx
) p∗−1

p∗

.

Portanto,

||I ′3(un)− I ′3(u)||D′ ≤ C
(∫

IRN

∣∣∣|un|p
∗−2un − |u|p

∗−2u
∣∣∣p∗/(p∗−1)

dx
) p∗−1

p∗

. (A.8)

Segue de (A.6) que

∣∣∣|un(x)|p∗−2un(x)− |u(x)|p∗−2u(x)
∣∣∣p∗/(p∗−1)

→ 0 q.t.p. em IRN

enquanto que de (A.7),

∣∣∣|un|p
∗−2un − |u|p

∗−2u
∣∣∣p∗/(p∗−1)

≤ 2
p∗

p∗−1 (gp∗ + |u|p∗) , ∀n ∈ IN

onde gp∗ , |u|p∗ ∈ L1(IRN) e portanto, 2
p∗

p∗−1 (gp∗ + |u|p∗) ∈ L1(IRN).

Então, pelo o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

lim
n→∞

∫
IRN

∣∣∣|un|p
∗−2un − |u|p

∗−2u
∣∣∣p∗/(p∗−1)

dx = 0.

Logo, de (A.8) conclúımos que

||I ′3(un)− I ′3(u)||D′ → 0 quando n→∞,

ou seja,

I ′3(un) → I ′3(u) em
(
D1,p(IRN)

)′
,

mostrando que a aplicação u 7→ I ′3(u) é cont́ınua e o funcional I3 ∈ C1(D1,p(IRN), IR). Isso

encerra a demonstração da proposição 2.
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Lema 16 : Sejam x, y ∈ IRN e seja (., .) o produto interno usual no IRN . Então

(|x|p−2x− |y|p−2y, x− y) ≥ Cp|x− y|p se p ≥ 2,

ou,

(|x|p−2x− |y|p−2y, x− y) ≥ Cp|x− y|2

(|x|+ |y|)2−p
se 1 < p < 2.

Demonstração:

Por homogeneidade podemos assumir que |x| = 1 e |y| ≤ 1. Além disso, escolhendo

uma base conveniente no IRN podemos assumir

x = (1, 0, 0, . . . , 0) , y = (y1, y2, 0, . . . , 0) e
√
y2

1 + y2
2 ≤ 1.

(i) Caso 1 < p < 2. Está claro que a desigualdade é equivalente a

{(
1− y1

(y2
1 + y2

2)
(2−p)/2

)
(1− y1) +

y2
2

(y2
1 + y2

2)
(2−p)/2

}
(1−

√
y2

1 + y2
2)

2−p

(1− y1)2 + y2
2

≥ C.

Mas

1− y1

(
√
y2

1 + y2
2)

2−p
≥ (p− 1)(1− y1) se 0 ≤ y1 ≤ 1

e

1− y1

(
√
y2

1 + y2
2)

2−p
≥ 1− y1 ≥ (p− 1)(1− y1) se y1 ≤ 0.

Então,

(p− 1){(1− y1)
2 + y2

2}
(1 + y1 + y2)

(2−p)/2

(1− y1)2 + y2

≥ p− 1.

Caso p ≥ 2. A desigualdade é equivalente a

[1− y1(y
2
1 + y2

2)
(p−2)/2](1− y1) + y2

2(y
2
1 + y2

2)
(p−2)/2

((1− y1)2 + y2
2)

p/2
≥ C.

Denotando t = |y|/|x| e s = (x, y)/(|x||y|) então, temos que mostrar que a função

f(t, s) =
1− (tp−1 + t)s+ tp

(1− 2ts+ t2)p/2

é limitada inferiormente.

Um cálculo direto mostra que, fixando t, ∂f
∂s

= 0, se

1− (tp−1 + t)s+ tp =
tp−2 + 1

p
(1− 2ts+ t2)
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então

f(t, s) =
tp−2 + 1

p(1− 2ts+ t2)(p−2)/2
≥ 1

p
min
0≤t≤1

tp−2 + 1

(t+ 1)p−2
≥ 1

2p
,

o que conclui a demonstração do Lema.

Definição 4 : Sejam X um espaço normado, ψ ∈ C1(X, IR) e V = {v ∈ X : ψ(v) = 1}.

O conjunto

TvV := {y ∈ X : ψ′(v)y = 0}

é definido o espaço tangente de V em v.

Dados ϕ ∈ C1(X, IR) e v ∈ V temos que a norma da derivada da restrição de ϕ a V

em v é dada por

||ϕ′(v)||∗ := sup
y∈TvV
||y||≤1

|ϕ′(v)y|.

O ponto v é dito ponto cŕıtico da restrição de ϕ a V se ϕ′(v)y = 0 para todo y ∈ TvV .

Lema 17 : Seja X um espaço normado. Se f, g ∈ X ′, então

sup
g(y)=0
||y||≤1

|f(y)| = min
λ∈IR

||f − λg||X′ .

Demonstração:

Para todo y ∈ X tal que g(y) = 0 e ||y|| ≤ 1 temos

|f(y)| = |f(y)− λg(y)| ≤ ||f − λg||X′||y|| ≤ ||f − λg||X′ , ∀λ ∈ IR

e portanto,

sup
g(y)=0
||y||≤1

|f(y)| ≤ ||f − λg||X′ , ∀λ ∈ IR.

Pelo o Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional f̃ ∈ X ′ tal que f̃(y) = f(y)

para todo y ∈ kerg e

sup
g(y)=0
||y||≤1

|f(y)| = ||f̃ ||X′ .

Desde que ker(f − f̃) ⊂ kerg, existe λ ∈ IR tal que f − f̃ = λg e portanto obtemos

sup
g(y)=0
||y||≤1

|f(y)| = ||f̃ ||X′ = ||f − λg||X′ .
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Proposição 3 : Sejam X um espaço normado, ψ ∈ C1(X, IR) e V = {v ∈ X : ψ(v) = 1}.

Se ϕ ∈ C1(X, IR) e u ∈ V , então

||ϕ′(u)||∗ = min
λ∈IR

||ϕ′(u)− λψ′(u)||X′ .

Demonstração:

É conseqüência imediata do Lema 17.

Observação 3 : u é ponto cŕıtico de ϕ
∣∣∣
V

se, e somente se, existe λ ∈ IR tal que

ϕ′(u) = λψ′(u).

Definição 5 : Sejam X um espaço de Banach, ϕ ∈ C1(X, IR) e c ∈ IR. Dizemos que

a seqüência (un) ⊂ X é Palais-Smale de ńıvel c para ϕ se as seguintes convergências

ocorrem:

ϕ(un) → c e ϕ′(un) → 0.

Dizemos que o funcional ϕ satisfaz a condição Palais-Smale no ńıvel c se toda seqüência

Palais-Smale de ńıvel c possui subseqüência convergente em X.
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Apêndice B

Resultados Básicos

Teorema 4 : D1,p(IRN) = {u ∈ Lp∗(IRN) : ∂u
∂xi

∈ Lp(IRN)} é um espaço de Banach

reflexivo.

Demonstração: Ver [5].

Teorema 5 : Seja (xn) uma seqüência fracamente convergente no espaço normado X,

isto é, existe x ∈ X tal que xn ⇀ x. Então:

1 - O limite fraco x de (xn) é único;

2 - Qualquer subseqüência de (xn) converge fracamente para x;

3 - A seqüência (xn) é limitada em X.

Demonstração: Ver [9].

Teorema 6 : Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se (xn) é uma seqüência limitada

em X, então existem uma subseqüência (xnj
) ⊂ (xn) e x ∈ X tais que

xnj
→ x em X.

Demonstração: Ver [5].

Teorema 7 (da Convergência Dominada de Lebesgue): Seja (fn) uma seqüência de

funções em L1(Ω). Suponhamos que:

(a) fn(x) → f(x) q.t.p. em Ω;

(b) Existe g ∈  L1(Ω) tal que |fn| ≤ g para todo n ∈ IN.

Então f ∈ L1(Ω) e ∫
Ω
fndx→

∫
Ω
fdx.
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Demonstração: Ver [3].

Lema 18 : Sejam (fn) uma seqüência de funções em Lp(Ω) tal que fn → f em Lp(Ω).

Então existe uma subseqüência (fnj
) ⊂ (fn) tal que

(a) fnj
(x) → f(x) q.t.p. em Ω.

(b) Existe h ∈ Lp(Ω) tal que |fnj
(x)| ≤ h(x) q.t.p. em Ω para todo j ∈ IN.

Demonstração: Ver [5].

Lema 19 (de Brézis-Lieb): Sejam Ω um subconjunto aberto do IRN , (fn) ⊂ Lp(Ω) e

f ∈ Lp(Ω) com p > 1. Suponhamos que fn(x) → f(x) q.t.p. em Ω e que exista C > 0 tal

que ∫
Ω
|fn|pdx ≤ C , ∀n ∈ IN.

Então ∫
Ω
fnϕdx→

∫
Ω
fϕdx , ∀ϕ ∈ Lq(Ω)

onde
1

p
+

1

q
= 1.

Demonstração: Ver [8].

Teorema 8 (de Brézis-Lieb): Seja Ω um subconjunto aberto do IRN e seja (un) ⊂ Lp(Ω)

com 1 ≤ p <∞. Se

(a) (un) é limitada em Lp(Ω);

(b) un → u q.t.p. em Ω,

então |un|pp = |u|pp + |un − u|pp + on(1).

Demonstração: Ver [15].

Lema 20 (Desigualdade de Young): Sejam p e q números reais satisfazendo 1 < p < +∞

e (1/p) + (1/q) = 1. Então, para todos A e B não-negativos e para todo ε positivo, vale a

desigualdade

AB ≤ C(ε)Ap + εBq

Demonstração: Ver [7].
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Teorema 9 (Desigualdade de Hölder): Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1 < p < +∞

e (1/p) + (1/q) = 1. Então fq ∈ L1(Ω) e

∫
Ω
fgdx ≤ ||f ||p||g||q

Demonstração: Ver [3].

Teorema 10 (do Valor Intermediário): Seja f : [a, b] → IR cont́ınua. Se f(a) < d <

f(b), então existe c ∈ (a, b) tal que f(c) = d.

Demonstração: Ver [10].

Teorema 11 : Se X é um espaço normado de dimensão finita, então todas as normas

em X são equivalentes.

Demonstração: Ver [9].

Teorema 12 : Seja X um espaço normado de dimensão finita. Então para todo M ⊂ X

temos que M compacto se, e somente se, é fechado e limitado.

Demonstração: Ver [9].

Teorema 13 : Sejam X e Y espaços métricos e consideremos uma aplicação T : X → Y .

Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) T é cont́ınua;

(ii) Se A é aberto em Y , então T−1(A) é aberto em X;

(iii) Se F é fechado em Y , então T−1(F ) é fechado em X.

Demonstração: Ver [9].

Teorema 14 : Sejam X e Y espaços métricos e T : X → Y uma aplicação cont́ınua.

Então a imagem T (M) de um conjunto compacto M ⊂ X é um subconjunto compacto de

Y .

Demonstração: Ver [9].
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Teorema 15 (Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions): Seja (un) ⊂

D1,p(IRN) uma seqüência tal que un ⇀ u em D1,p(IRN). Suponhamos que

νn = |un|p
∗ → ν e µn = |∇un|p → µ

no sentido das medidas de Radon, onde ν e µ são medidas limitadas e não-negativas sobre

IRN . Então:

1- Existe um conjunto J no máximo enumerável, duas famı́lias {νj}j∈J e {µj}j∈J de

números não-negativos e uma famı́lia de pontos {xj}j∈J do IRN tais que

ν = |u|p∗ +
∑
j∈J

νjδxj

onde δxj
é a medida de Dirac de massa 1 concentrada em xj ∈ IRN .

2- µ ≥ |∇u|p+
∑
j∈J

µjδxj
tal que Sν

p/p∗

j ≤ µj, para todo j ∈ J , onde S é a melhor constante

de Sobolev na imersão D1,p(IRN) ↪→ Lp∗(IRN). Em particular
∑
j∈J

ν
p/p∗

j < +∞.

Demonstração: Ver [8].

Lema 21 (de Deformação): Sejam X um espaço de Banach, ϕ, ψ ∈ C1(X, IR), V = {v ∈

X : ψ(v) = 1}, S ⊂ V , c ∈ IR e ε, δ > 0 tais que

||ϕ′(u)||∗ ≥ 8ε/δ , ∀u ∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ.

Então existe η ∈ C([0, 1]× V, V ) tal que

(i) η(t, u) = u se t = 0 ou se u 6∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2ε;

(ii) η(1, ϕc+ε ∩ S) ⊂ ϕc−ε;

(iii) ϕ(η(., u)) é não-crescente para todo u ∈ V .

Demonstração: Ver [15].

Teorema 16 (Prinćıpio Variacional de Ekeland): Sejam X um espaço de Banach,

G ∈ C1(X, IR) tal que G′(v) 6= 0 para todo v ∈ V = {v ∈ X : G(v) = 1}, F ∈ C1(X, IR)

limitado inferiormente em V , v ∈ V e ε, δ > 0. Se

F (v) ≤ inf
V
F + ε,

então existe u ∈ V tal que

F (u) ≤ inf
V
F + 2ε , min

λ∈IR
||F ′(u)− λG′(u)|| ≤ 8ε/δ , ||u− v|| ≤ 2δ.

Demonstração: Ver [15].
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Apêndice C

O Grau Topológico de Brower

Neste apêndice estudaremos os principais resultados sobre o grau topológico de Brower.

C.1 Definição do Grau

Seja Ω ⊂ IRN um aberto limitado e Ck(Ω; IRN) o espaço das funções

f : Ω → IRN que são k vezes diferenciáveis em Ω, tal que estas funções e todas as

suas derivadas de ordem k podem ser extendidas continuamente para Ω.

Seja f ∈ C1(Ω; IRN). Recorde que f ′(x) ∈ L(IRN , IRN) e logo, pode ser representado

por uma matrix n× n.

Seja S o conjunto de todos os pontos cŕıticos de f .

Definição 6 : Sejam f ∈ C1(Ω; IRN) e b /∈ f(S) ∪ f(∂Ω). Então, definimos o grau

topológico de Brower da aplicação f em relação a Ω no ponto b como sendo o número

inteiro

d(f,Ω, b) =


0 , se f−1(b) = ∅∑

x∈f−1(b)

sgn(Jf (x)) , se f−1(b) 6= ∅ ,

onde sgn é a função sinal que é definida por

sgn(t) =

 1 , se t > 0

−1 , se t < 0

e Jf representa a matrix jacobiana de f .
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Observemos que se d(f,Ω, b) 6= 0, então existe x0 ∈ Ω tal que f(x0) = b.

Gostaŕıamos agora de estender a definição de grau para funções que são apenas

cont́ınuas em Ω. Para isto, precisamos de alguns resultados preliminares. Iniciaremos

mostrando outra forma de se calcular o grau.

Proposição 4 : Seja f ∈ C1(Ω; IRN) e b /∈ f(S) ∪ f(∂Ω). Então, existe ε0 tal que, para

todo 0 < ε < ε0,

d(f,Ω, b) =
∫
Ω
ϕε(f(x)− b)Jf (x)dx, (C.1)

onde ϕε : IRN → IR é uma função C∞ cujo suporte está contido na bola Bε(0) e tal que

∫
IRN

ϕε(x)dx = 1 (C.2)

Demonstração:

Se f−1(b) = ∅, então tomemos ε0 < ρ(b, f(Ω)), onde ρ(x,A) denota a distância do

ponto x ao conjunto A. Se ϕε satisfaz a condição acima, então temos que ϕε(f(x)−b) = 0

e logo, (C.1) é verdadeira.

Tomemos agora f−1(b) = x1, x2, ..., xm. Para cada 1 ≤ i ≤ m, temos que Jf (xi) 6= 0,

e mais, pelo teorema da função inversa, existe uma vizinhança Ui de xi e uma vizinhança

Vi de b tal que as Ui são disjuntas duas a duas e

f |Ui
: Ui → Vi

é um homeomorfismo. Além disso, no interior dessas vizinhanças se necessário, podemos

supor que Jf |Ui
tenha sinal constante. Agora, tomemos ε0 > 0 tal que

Bε0(b) ⊂
m⋂

i=1

Vi.

Seja Wi = f−1(Bε0(b))∩Ui. Então, os Wi são disjuntos dois a dois e Jf tem sinal constante

em cada um deles. Dáı, se 0 < ε < ε0, como ϕε(f(x)− b) = 0 fora dos Wi, temos que

∫
Ω
ϕε(f(x)− b)Jf (x)dx =

m∑
i=1

∫
Wi

ϕε(f(x)− b)Jf (x)dx

=
m∑

i=1

sgn(Jf (xi))
∫

Wi

ϕε(f(x)− b)|Jf (x)|dx

=
m∑

i=1

sgn(Jf (xi))
∫

Bε(0)
ϕε(y)dy
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por uma mudança de variável em cada Wi e por (C.2), o lado direito é exatamente

d(f,Ω, b).

Usaremos a fórmula (C.1) para provar que o grau permanece estável quando b e f são

ligeiramente perturbadas. Para isto precisamos do seguinte resultado técnico.

Lema 22 : Seja g ∈ C2(Ω, IRN−1) e

Bi = det(∂g, ..., ∂i−1g, ∂i+1g, ..., ∂ng).

Então

n∑
i=1

(−1)i∂iBi = 0. (C.3)

Demonstração:

Seja 1 ≤ i ≤ N e Cii = 0. Se j < i defina

Cij = det(∂1g, ..., ∂j−1, ∂ijg, ∂j+1g, ..., ∂i−1g, ∂i+1, ..., ∂Ng),

e se j > i, defina

Cij = det(∂1g, ..., ∂i−1, ∂i+1g, ..., ∂j−1g, ∂ijg, ∂j+1g..., ∂Ng).

Então, ∂iBi =
N∑

j=1

Cij, pela regra de diferenciação de determinantes. Assim, o lado

esquerdo de (C.3) será igual a
n∑

i,j=1

(−1)iCij.

Como g ∈ C2, ∂ijg = ∂jig e mais, pela propriedade dos determinantes relacionada com a

transposição de colunas, vemos que

Cij = (−1)j+i−1Cji

e o Lema está demonstrado.

Lema 23 : Seja f ∈ C2(Ω; IRN). Seja Aij(x) o cofator da entrada ∂ifj(x) em Jf (x).

Então, para todo 1 ≤ j ≤ N ,

N∑
i=1

∂iAij = 0.
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Demonstração:

Lembrando que Aij é dada por

Aij = (−1)i+jdet(∂lfk)k 6=j,l 6=i,

basta tomar j fixo, e aplicar o lema anterior para

g = (f1, ..., fj−1, jj+1, ..., fN)

para obter o resultado desejado.

O Lema anterior é basicamente uma consequência do fato de que a ordem de derivação

é irrelevante para funções C2. Por exemplo, se N = 2, então

A11 = ∂2f2, A21 = −∂1f2

A12 = −∂2f1, A22 = ∂1f1,

e verificamos que, se f ∈ C2,

∂1A11 + ∂2A21 = ∂1A12 + ∂2A22 = 0.

Proposição 5 : Seja f ∈ C2(Ω; IRN), b /∈ f(∂Ω), ρ0 = ρ(b, f(∂Ω)) > 0 e bi ∈ Bρ0(b)

para i = 1, 2. Se bi /∈ f(S), temos que

d(f,Ω, b1) = d(f,Ω, b2).

Demonstração:

Claramente vamos supor, bi /∈ f(∂Ω). Assim, por hipótese, o grau d(f,Ω, bi) está bem

definido para i = 1, 2. Seja

δ < ρ0 − |b− bi| , i = 1, 2.

Então, existe ε < δ tal que

d(f,Ω, bi) =
∫
Ω
ϕε(f(x)− bi)Jf (x)dx , i = 1, 2,

onde ϕε satisfaz as mesmas condições da proposição 4. Então,

ϕε(y − b2)− ϕε(y − b1) =
∫ 1

0

d

dt
ϕε(y − b1 + t(b1 − b2))dt

= (b1 − b2)
∫ 1

0
∇ϕε(y − b1 + t(b1 − b2))dt

= div(w(y)),
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onde

w(y) =
(∫ 1

0
ϕε(y − b1 + t(b1 − b2))dt

)
(b1 − b2).

Agora, se y ∈ f(∂Ω),

|y − (1− t)b1 − tb2| = |(y − b) + (1− t)(b− b1) + t(b− b2)|

> ρ0 − (1− t)(ρ0 − δ)− t(ρ0 − δ)

= δ > ε.

Como o suporte de ϕε esta contido na bola Bε(0), teremos que w(y) = 0 para y ∈ f(∂Ω).

Agora, para 1 ≤ i ≤ N , definimos

vi =


N∑

j=1

wj(f(x))Aij(x), x ∈ Ω

0, x ∈ IRN \ Ω.

Pelas considerações feitas anteriormente, vi = 0, sobre ∂Ω. Agora,

∂vi

∂xi

=
N∑

j,k=1

∂wj

∂xk

(f(x))
∂fk

∂xi

Aij(x) +
N∑

j=1

wj(f(x))
∂

∂xi

Aij(x).

Assim,

div(v(x)) =
N∑

j,k=1

∂wj

∂xk

(f(x))

(
N∑

i=1

∂fk

∂xi

Aij(x)

)
+

N∑
j=1

wj(f(x))

(
N∑

i=1

∂

∂xi

Aij(x)

)
.

Pelo Lema 23, o segundo termo do lado direito é igual a zero. Notemos que, pela definição

dos Aij,
N∑

i=1

∂fk

∂xi

(x)Aij(x) = δjkJf (x).

Assim,

div(v(x)) =
N∑

i=1

∂fwj

∂xi

(f(x))Jf (x) = div(w(f(x))Jf (x).

Portanto temos que

d(f,Ω, b2)− d(f,Ω, b1) =
∫
Ω
div(w(f(x))Jf (x)dx

=
∫
Ω
div(v(x))dx = 0,

visto que v é igual a zero sobre ∂Ω.

Seja f ∈ C2(Ω; IRN), b /∈ f(∂Ω) e ρ como na proposição anterior. Como, pelo teorema

de Sard, os valores singulares de f possuem medida nula, existem valores regulares em
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Bρ0(b) e o grau é o mesmo em todos estes pontos. Somos assim conduzidos a próxima

definição.

Definição 7 : Seja f ∈ C2(Ω; IRN), b /∈ f(∂Ω), e ρ0 = ρ(b, f(∂Ω)). Definimos grau da

aplicação f em relação a Ω no ponto b no que segue-se:

d(f,Ω, b) = d(f,Ω, b′),

onde b′ é algum valor regular em Bρ0(b).

Proposição 6 : Seja f, g ∈ C2(Ω; IRN) e b /∈ f(∂Ω). Então, existe

ε = ε(f, g,Ω) tal que, para 0 < |t| < ε,

d(f + tg,Ω, b) = d(f,Ω, b). (C.4)

Demonstração:

1o caso: Seja b /∈ f(Ω). Então, ρ̃ = ρ(b, f(Ω)) > 0. Tomemos ε = ρ̃/2||g||∞, onde

||.||∞ denota a norma em C(Ω; IRN). Se |t| < ε, então ρ(b, f − tg(Ω)) ≥ ρ̃/2 > 0 e assim

b /∈ (f + tg)(Ω). Portanto, (C.4) se verifica, visto que todos os lados se anulam.

2o caso: Seja b /∈ f(S) e f−1(b) = {x1, x2, ..., xm} tal que Jf (xi) 6= 0 para 1 ≤ i ≤ m.

Definamos

h(t, x) = f(x) + tg(x)− b.

Então, para 1 ≤ i ≤ m,

h(0, xi) = 0,

∂xh(0, xi) = f ′(xi)

e f ′(xi) é invert́ıvel, por suposição. Logo, pelo Teorema da função impĺıcita, existe uma

vizinhança (−εi, εi) de 0 em IR, vizinhanças Ui de xi em Ω disjuntas duas a duas, e

funções ϕi : (−εi, ε) → Ui tais que as soluções de h(t, x) = 0 em (−εi, ε)×Ui são da forma

(t, ϕi(t)). Além disso, para diminuir as vizinhanças, se necessário, podemos garantir que

sgn(Jf+tg(x)) = sgn(Jf (xi)) em cada Ui. Agora tomemos

ε = min
1≤i≤m

εi.

A relação (C.4) será consequência da definição de grau para o caso regular.
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3o caso: Assumamos agora que b ∈ f(S). Seja ρ0 a distância de b a f(∂Ω). Tomemos

b1 ∈ Bρ0/3(b) tal que b1 é regular e existe ε0 > 0 tal que, para todo 0 < |t| < ε0,

d(f + tg,Ω, b1) = d(f,Ω, b1) = d(f,Ω, b).

Agora tomemos ε < min{ε0, ρ0/3‖g‖∞}.

Claramente, b /∈ (f + tg)(∂Ω) para |t| < ε. De fato, ρ(b, (f + tg)(∂Ω)) ≥ 2ρ0/3 quando

|b− b1| < ρ0/3 ≤
1

2
ρ(b, (f + tg)(∂Ω)).

Consequentemente,

d(f + tg,Ω, b1) = d(f + tg,Ω, b)

e a demonstração está completa.

Agora estamos em condições de definir o grau para toda função cont́ınua. Seja

f ∈ C(Ω; IRN), b /∈ f(∂Ω) e ρ0 = ρ(b, f(∂Ω)). Podemos sempre encontrar g ∈ C2(Ω; IRN)

tal que ||g − f ||∞ < ρ0/2. Então, b /∈ g(∂Ω) e o grau esta bem definido. Se g1 e g2 são

funções satisfazendo a condição acima, tome g̃ = g1 − g2. Então, para 0 < t < 1, temos

||f − (g2 − tg̃)||∞ < ρ0 e, pela proposição 6, a função

d(t) = d(g2 + tg̃,Ω, b)

é localmente constante, e portanto, pela conexidade de [0, 1], é constante neste intervalo.

Assim,

d(g1,Ω, b) = d(g2,Ω, b).

Este comentário motiva a próxima definição.

Definição 8 : Seja f, b e ρ0 como acima. Então, o grau da aplicação f em relação a Ω

no ponto b é dado por

d(f,Ω, b) = d(g,Ω, b)

para algum g ∈ C2(Ω; IRN) tal que ||f − g||∞ < ρ0/2.

Proposição 7 : Seja f ∈ C(Ω; IRN) e b /∈ f(∂Ω). Então,

d(f,Ω, b) = d(f − b,Ω, 0). (C.5)
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Demonstração:

Se ρ0 = ρ(b, f(∂Ω)) = ρ(0, (f − b)(∂Ω)) e se g ∈ C2(Ω; IRN) tal que ||g − f ||∞ < ρ0/2,

então

||(g − b)− (f − b)||∞ = ||g − f ||∞ < ρ0/2

e mais, por definição,

d(f,Ω, b) = d(g,Ω, b) e d(f − b,Ω, 0) = d(g − b,Ω, 0)).

Se b é um valor singular de g, então podemos encontrar um valor regular b1 de g tal que

|b− b1| < ρ(b, g(∂Ω))/2

e

d(g − b1,Ω, 0) = d(g − b,Ω, 0) e d(g,Ω, b1) = d(g,Ω, b).

Como b1 é um valor regular de g, então

d(g,Ω, b1) = d(g − b1,Ω, 0)

e a demonstração esta completa.

C.2 Propriedades do Grau Topológico de Brower

Nesta seção demonstraremos algumas propriedades do grau topológico de Brower.

Teorema 17 (Continuidade): Sejam f ∈ C(Ω; IRN) e b /∈ f(∂Ω). Existe uma vizinhança

U de f na topologia de C(Ω; IRN) tal que, para toda g ∈ U ,

d(g,Ω, b) = d(f,Ω, b).

Demonstração:

Definamos

U = {g ∈ C(Ω; IRN) : ||f − g||∞ < ρ0/4}

onde ρ0 = ρ(b, f(∂Ω)) ≥ 3ρ0/4. Assim, b /∈ g(∂Ω) e o grau está bem definido. Seja

h ∈ C2(Ω; IRN) tal que ||f − h||∞ < ρ/8. Então,

||g − h|| < 3

8
ρ0 ≤

1

2
ρ(b, g(∂Ω)).
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Portanto, por definição,

d(g,Ω, b) = d(h,Ω, b) = d(f,Ω, b).

Teorema 18 (Invariância do grau por Homotopia): Seja H ∈ C(Ω × [0, 1]; IRN) tal que

b /∈ H(∂Ω× [0, 1]). Então, d(H(., t),Ω, b) é independente de t.

Demonstração:

Pelo passo anterior, d(H(., t),Ω, b) é localmente constante, logo, cont́ınuo e portanto

constante em [0, 1] por conexidade.

Teorema 19 : O grau é constante, com relação a b em cada componente conexa de

IRN \ f(∂Ω).

Demonstração:

Em virtude de (C.5), d(f,Ω, b) = d(f − b,Ω, 0) e mais, se |b − b1| é pequeno, então

d(f − b,Ω, 0) = d(f − b1,Ω, 0). Assim, o grau é localmente constante e, logo, cont́ınuo e

constante sobre componente conexa.

Teorema 20 (Aditividade): Seja Ω = Ω1 ∪Ω2 com Ω1, Ω2 abertos, disjuntos e limitados

e seja f ∈ C(Ω; IRN). Se b /∈ f(∂Ω1) ∪ f(∂Ω2), então temos que

d(f,Ω, b) = d(f,Ω1, b) + d(f,Ω2, b).

Demonstração:

Seja ρ0 como no teorema 17 e g uma função de classe C2 tal que ||f − g||∞ < ρ0/2.

Então, temos que

d(g,Ω, b) = d(f,Ω, b)

d(g,Ωi, b) = d(f,Ωi, b), i = 1, 2.

Agora, B = Bρ0/2(b) é conexo e está contido em IRN\g(∂Ω), assim como em IRN\g(∂Ωi)

para i = 1, 2, e portanto, em uma componente conexa para cada um destes conjuntos.

Pelo teorema de Sard, existe c ∈ B tal que este é um valor regular de g e mais,
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d(g,Ω, b) = d(g,Ω, c) e d(g,Ωi, c) = d(g,Ωi, b)

para i = 1, 2. Como g é de classe C2 e c é regular, segue imediatamente da definição de

grau que

d(g,Ω, c) = d(g,Ω1, c) + d(g,Ω2, c)

e o resultado está demonstrado.

Teorema 21 (Normalização): Seja I a projeção canônica de Ω em IRN , isto é, I : Ω →

IRN é dada por I(x) = x. Então,

d(I,Ω, b) =

 1 se b ∈ Ω

0 se b /∈ Ω.

Demonstração:

Se b ∈ Ω, então

d(I,Ω, b) =
∑

x∈I−1(b)

sgn(JI(x)) = sgn(JI(x)).

Como JI(x) = 1 > 0, temos que

d(I,Ω, b) = 1.

Agora, se b /∈ Ω, temos

d(I,Ω, b) =
∑

x∈I−1(b)

sgn(JI(x)) =
∫
Ω
ϕε(I(x)− b)JI(x)dx

Notemos que {x ∈ Ω : |I(x)− b| < ε} = ∅ e portanto,

∫
Ω
ϕε(I(x)− b)JI(x)dx =

∫
{x∈Ω:|I(x)−b|<ε}

ϕε(I(x)− b)JI(x)dx = 0.

Logo,

d(I,Ω, b) = 0.

Teorema 22 (Existência de Solução): Sejam f ∈ C(Ω; IRN) e b /∈ f(∂Ω). Se d(f,Ω, b) 6=

0, então existe x0 ∈ Ω tal que f(x0) = b.
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Demonstração:

Suponhamos por contradição que b /∈ f(Ω) e seja ρ0 = ρ(b, f(Ω)). Se g é de classe C2

tal que ||f − g||∞ < ρ0/2, então b /∈ g(Ω). Assim, como b é um valor regular de g, temos

que

d(f,Ω, b) = d(g,Ω, b) = 0,

o que é uma contradição.

Teorema 23 (Dependência na Fronteira): Suponhamos que f = g em ∂Ω e f, g ∈

C(Ω; IRN). Então, tem-se que

d(f,Ω, b) = d(g,Ω, b)

para todo b /∈ f(∂Ω) = g(∂Ω).

Demonstração:

Consideremos a aplicação H ∈ C(Ω× [0, 1], IRN) dada por

H(x, t) = t.f(x) + (1− t).g(x).

Observemos que

b /∈ H(∂Ω× [0, 1]).

De fato, pois caso contrário existiria x0 ∈ ∂Ω e t ∈ [0, 1] tal que b = H(x0, t). Desde que,

por hipótese, f = g em ∂Ω, temos que, para todo x ∈ ∂Ω

H(x, t) = t.f(x) + (1− t).f(x) = f(x) = g(x).

Considerando x = x0, segue que

b = H(x0, t) = f(x0)

e isso contradiz o fato de que b /∈ f(∂Ω).

Sendo o grau topológico de Brower invariante por homotopia, concluimos que

d(H(., 0),Ω, b) = d(H(., 1),Ω, b),

de onde segue que

d(f,Ω, b) = d(g,Ω, b).
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