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Resumo

A proposta deste trabalho é estudar um resultado de existéncia de solugao fraca

positiva do seguinte problema com falta de compacidade:

—Apu+ a(z)|ulP?u = |ulP""2u em RY
u € DVP(IRY),

cujas hipdteses sobre a funcao a serao introduzidas oportunamente.

O resultado em questao sera obtido utilizando métodos variacionais.

Palavras-chave: Equacao Eliptica. Falta de Compacidade. p-Laplaciano. Método

Variacional. Principio de Concentracao e Compacidade de Lions.



Abstract

The purpose of this work is to prove the existence of positive solution for the following

problem with lack of compactness:

—Apu+ a(@)|uP~?u = [ul”" 2u em RY

u € DVP(IRY),

whose hypotheses about the function a will be introduced opportunely.

Variational methods will be used to prove this result.

Key-words: Elliptic equation. Lack of Compactness. p-Laplacian. Variational Method.

Concentration-Compactness Principle.
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Introducao

Nesta dissertacao estudaremos um resultado de existéncia de solugao para o problema

—Apu+ a(@)ulP?u = |ulP""2u em RY
(P)
u € DYP(IRY)
onde p* = Np/(N —p)(N >p >2),a: RY — R' é uma fungdo com a € LV?(RY), A,
¢ o operador p-Laplaciano, ou seja,

N0 _,0u
=L (957

J=1

DYP(RY) = {u e LF' (RY) : |Vu| € LP(IRY)}.

Este estudo serd feito seguindo um artigo de C. O. Alves [1], que usou técnicas
variacionais e topoldgicas para tratar o problema (P), os quais descreveremos abaixo.

Este problema apresenta algumas dificuldades, como por exemplo a falta de
compacidade pelo fato de estarmos trabalhando no IRY e a néo linearidade ter crescimento
critico. Quando isso ocorre, em geral, a condicao Palais-Smale nao é valida. Para
contornar estas e outras dificuldades, usamos o caso limite do Principio de Concentragao
e Compacidade de Lions [11], o Resultado de Compacidade Global de Struwe e Teoria do
Grau.

Para estabelecer o nosso principal resultado, precisamos de algumas defini¢oes e
notagoes prévias.

Vamos denotar por S a melhor constante da imersao

D"(RY) — L' (RY),
ou seja,
g Jry [VulPdx
s ([ [l dr)
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Denotamos por I : D'?(IRY) — IR o funcional energia relacionado a (P), dado por

.
P dzx.

1 1 1
I(u) = 7/ |Vul|Pdz + f/ a(z)|ulPdr — —/ lu
P JRY pJRY p*JRY

O nosso principal teorema € o seguinte:

Teorema 1 : Seja a : RY — IR uma fun¢do ndo-negativa tal que

(al) a(x) > 0 em uma vizinhanca de um ponto xo € RY,
N
(a2) a € L*(RY) Vs € [p1,pa), onde 1 < py < " <p2 compy < (N(p—1))/(p* = N)
se N <p?e
(an?) |CL|LN/p(IRN) < S(2p/N - ].)

1 2
Entio (P) tem uma solugdo positiva ug € DY (IRY) com NSN/” < I(ug) < NSN/I’.

Para uma melhor compreensao, este texto sera escrito com a seguinte estruturacao.

No capitulo 1 comegaremos apresentando alguns resultados preliminares que serao
usados na demonstracao do Teorema principal, como por exemplo propriedades sobre
a seqiiéncia Palais-Smale do funcional associado ao problema limite, o Lema de
Compacidade Global de Struwe e um resultado do tipo Brezis-Lieb para nao linearidades
que aparecerao no decorrer dos estudos.

No capitulo 2 mostraremos a existéncia de solugao para o problema (P) combinando
a Técnica de Minimizacao e Teoria do Grau.

Para a completeza deste trabalho, colocaremos alguns resultados em apéndices,
conforme descreveremos abaixo.

No apéndice A mostraremos a regularidade do funcional associado ao problema (P),
bem como alguns resultados importantes.

No apéndice B enunciaremos os resultados que foram usados nesta dissertacao
indicando a bibliografia onde as demonstracoes poderao ser encontradas.

No apéndice C faremos a definicao do Grau de Brower e demonstraremos algumas de
suas principais propriedades.

No corpo desta dissertacao usaremos as seguintes notagoes:

1 = 1oy

|-|p = ||-||LP(]RN)

o = 1wy



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Para provar a existéncia de solugoes para (P), mostraremos um lema que estuda as
seqiiéncias (P.S.). do funcional energia I relacionado a (P), dado por
1

1 1 .
I(u) = f/ |Vul|Pdz + 7/ a(z)|ulPdr — —/ lulP"dz , Yu € D*P(IRY).
p Jmy p Jmy p* Sy

Usando o caso limite do Principio de Concentracao e Compacidade de Lions [11],

estudaremos a seqiiéncia Palais-Smale do funcional energia I, : D'?(IR") — IR dado por

1 1 .
Lo(u) = 7/ VulPdz — f/ | dx
pJRY p*JRY
relacionado ao problema limite
(P.) ~Apu = [uf""2u em RY
” u e D'P(RY).

Lema 1 : Seja (u,) uma seqiéncia (P.S.). para I. Entdo:

(a) (un) € uma seqiiéncia limitada em D'P(IRY).

(b) Eziste u € D"?(IRY) tal que I’ (u) = 0.

(c) Sec < ;SN/p, entdo a menos de subseqiiéncia, u, — u em DYP(IRY), mostrando que

I satisfaz a condi¢io (P.S.)..

Demonstracao de (a):

Desde que (u,,) é uma seqiiéncia (P.S.). para I, temos que:

Ioo(un) — ¢ (1.1)

115 (un)|[pr — 0. (1.2)
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De (1.1), temos que (Is(uy)) é uma seqiiéncia limitada de nimeros reais e portanto

podemos tomar k = sup I, (uy,).
nelN

De (1.2), por defini¢ao, segue que tomando £ = p* > 0, existe ny € INtal que
1% (ua)llpr < ™, ¥n > no.
Dai,
1

1 1
e Lootn)un < oo (un)un] < ()l [l < [funl | ¥ > mo.

Temos entao que
1 !
Too(tn) — — I (un)un <k + ||un|| , ¥n > ne.
p
Notemos que
ofutn) = I (1)
oo\Un) — ¢ %) Up JUn
p*
1 1 . 1 .
= 7/ |Vu,|Pde — —/ |un P de — — (/ |Vun]pdx—/ [un [P dm)
p JRY p* JRN p* \JRY RN

11 1 L
= (55 fowmabte = 5 [ 19 = Sl

Assim

1
N\|un\|p<k+|\unH , Vn > ny. (1.3)

Suponhamos por contradicdo que (u,) ndo seja limitada em D'?(IRY). Entdo existe
uma subseqiiéncia (u,;) C (un) tal que |[uy,|| — +o0c. De (1.3) temos que,

1 k 1

— < +
N lung [P e [P~

, an > Ny
e fazendo n; — oo segue que

1<O
N_’

o que é uma contradicao.
Portanto (u,) é uma seqiiéncia limitada em D'?(IRY).
Demonstracao de (b):
Do fato de que (u,) é limitada em D'?(IRY) existe u € D'P(IR") tal que, a menos de

subseqiiéncia, u,, — v em D'?(IRY) e por outro lado obtemos também que (u,,) é limitada

4



em D'P(Bg) para todo R > 0. Desde que p € [1,p*) segue que D"P(Bg) — LP(Bg) ¢
uma imersao compacta para todo R > 0. Logo fixando R = 1, existe (uy,) C (u,,) tal que
U1, — wem LP(By) e dai, uy, () — u(x) q.t.p. em B;. Fixando R = 2, temos que (uy,) é
limitada em D'?(B,) e portanto existe (ug,) C (u1,) C (uy,) tal que ug, — u em LP(By)
e daf ug,(x) — u(x) q.t.p. em Bs. Seguindo este mesmo raciocinio fixando k € IN, existe
(ugn) C (uy) tal que ug,(z) — u(z) q.t.p. em By.

Agora vamos mostrar que a seqiiéncia (uj;) é tal que u;;(z) — u(z) q.t.p. em RY.
Consideremos S = Ej Sk, onde Sy = {z € Bg;ugn(x) > u(zx)}.

Temos que |S| :k:()1

Seja agora x € IRV\S.

Entao existe jo € INtal que z € Bj, e ujy,(z) — u(z).

Para j > jo temos que x € B, e (u;;(z)) é uma subseqiiéncia de (uj,,(x)) e portanto
uji(x) — u(z).

Concluimos entdo que uj;(z) — u(z) q.t.p. em RY.

Denotando ainda tal subseqiiéncia por (u,) obtemos que
Up(z) — u(x) q.t.p. em RY.
Queremos mostrar que
/]RN | [P 2 uppdr — /]RN lulP" ~updz |, Yo € D'YP(IRY)

e para isto vamos usar o Lema de Brezis-Lieb (veja [8]).

P2 P 2(x).

Consideremos a seqiiéncia f,(x) = |u,(x) un(z) e a fungao f(x) = |u(x)

Temos que, a menos de subseqiiéncia, f,(z) — f(x) q.t.p. em IRY e que

*

p

> 1.
pr—1

p
p

CE I

todo n € IN e com isso obtemos também que (f,) C LF/®~U(RY). Além disso

f e P/ =U(RY), pois /N |7/ Ve = /N lu[""dz e desde que u € D'P(IRY),
R R

segue que / |7/ Vde < 4o0.
]R,N

Notemos que, / N . e desde que (u,) é limitada
R

em L (IRY), temos que existe M > 0 tal que /N | fr
R

p*/(p*il)dl’ = / |Un|p*d$ = |Un
IRN

p*
» < M para

Entao do Lema de Brezis-Lieb, segue que
/]RN [ |7 2 uppdr — /]RN lul?" “updr , Vo € DYP(IRY). (1.4)
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Ou,(x) Ju(x)

Vamos mostrar que, a menos de subseqiiéncia, — q.t.p. em IRY para

cadat1=1,2,..., V.

De fato, seja ® € C°(IRY) tal que 0 < ®(x) < 1 para todo z € RY e

L se x € By2(0)
0 se x € B{(0).

O(x) =

Para cada € > 0 definamos

U.(z) = & (x_xj)

€
onde {z;};es ¢ uma familia de pontos do IRY que sera fixada posteriormente.

Notemos que

Lse x € B.js(x;)

0 se x € BS(xy).

U () =

Mostraremos que para cada ¢ > 0 a seqiiéncia (¥.u,) é limitada em D'(IRY). De

fato,
el = [ V(Wa)lPde = [ VW, + 9T, e
RY RY
< or / VW, [P + 2P / 0.V, [P
RY RY
< 2p/ V[P Pl + 27| |un] 7.
]];{N
Da desigualdade de Holder com os expoentes N/p e N/(N — p) temos

|’\I]€Un||p < 2p|v‘;[l€|117\7|un

e 2P| [ug ||
e da imersio continua D*(IRY) — L"(IRY), obtemos
[ Weun|” < Cllun|”

e desde que (uy,,) é limitada em Dl’p(RV), segue que (V.u,) ¢é limitada em Dl”’(IRN).

Assim,
I’ (up)(Pou,) — 0 em IR (1.5)
Por outro lado,

I</>o (un) (\Ijeun)

= /N |V, [P 2Vu, V(V.u,)dr — /N |t |21, Uty de
R IR

— /]RN |Vun|P\I/5dx + /]RN |Vun|P_2vunV\Ilsundx — /]RN |Un|p*\115dl’,
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ou seja,
/ (VP 2Vu, V¥ u,ds (1.6)
]R,N
= L () (Wewn) + [l Weda = [ V[P0
RN RN

Desde que (u,) é uma seqiiéncia limitada em D'?(IRY), temos que (|u,[’") é limitada
em L'(IRY) e assim, a menos de identificacdo, (Ju,|P") é uma seqiiéncia limitada em
M(RY), onde M(IRY) denota o conjunto das medidas de Radon. Dai, a menos de

subseqiiéncia, |u,|”” — 7 em M(IRY), ou seja,
/ | |7 wdz —>/ bwdz |, Yw € Co(RY).
RY RY
Analogamente justifica-se que
/ |Vu, [Pwde — / fiwdz , Yw € Co(IRY).
RY RY

Do Principio de Concentragao e Compacidade de Lions (veja o Teorema 15 no apéndice

B), temos que as medidas © e i sdo da seguinte forma:
v=lu" +v e > |Vul’ +p,

onde v = Z Vilg;y b= Z 0z, € pij,v; > 0, com J no maximo enumerdvel.
jeJ jed
Temos entao que

/N | |7 wdz — /N |u|p*wdx—|—/Nwdl/
R R R

/ |Vun|pwdx—>/ /lwde/ |Vu|pwdx+/ wd.
RY RY RY RY

Desde que ¥, € CO(RV), entao existem medidas v e p tais que

/]RN |un

/ V[P0 de — / Av.de > / VulPW.dr + / W.dy. (1.8)
RN RN RN RN

P*\Ifadl‘—)/ |u|p*\118dm+/ V. dv (1.7)
RN RN

Entao de (1.5), (1.6), (1.7) e (1.8) obtemos

lim sup YV, P2V, VU . u,dr
IRN

n—oo

§/ |u|p*\118dx+/ \Ifady—/ |Vu|p\115dx—/ U.du
RY RN RN RY



e lembrando que supp(V.) C B.(z;) temos

lim sup . \Vu, [P 2Vu, V. u,dr (1.9)
n— 00 R
< lulP" W dx + U.dv — / |Vul|PU. dx — / U dp.
Be(x;) Be(x;) Be(z;) Be(z;)

Notemos que para cada € > 0,

Jroy
Be(z;)

p*\Ifgdl’ = /[RN |u|p*\If€XBS(Ij)dl'

*

p

Y

(@) e (2)X B 0 ()] < Jul2)

onde |uP" € LY(IRY). Além disso, se ¢ — 0
|u(@)[”" U (2)XB. (2 () = 0 q.t.p. em RY.
Logo, pelo o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim |ulP" W dx = 0. (1.10)

¢=0JB. ()

De modo andlogo ao que fizemos anteriormente concluimos que

lim | |Vu|PU.dx = 0. (1.11)

e—0 Bs(zj

Notemos ainda que para cada ¢ > 0,

W (2)XB.(2;) ()] < 1

e se ¢ — 0, entao
\Ijs(x)XBs(wj)(m) — X{z;}-

Desde que as medidas de Radon sao finitas, temos que 1 é integravel com relagao a v

e dai, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, tem-se que

li_r}r(l) e V. dv = 11_1% /]RN Vo XB.(o))dV = /IRN X{z;} AV = /{Ij} dv. (1.12)

Do mesmo modo tem-se que

lim U .dy = dpu. 1.13
¢=0JBe(x;) {25} ( )



Verifiquemos agora que

lim |limsup | |Vun|p_2VunV\I/aundx} = 0. (1.14)
R

e—0 { n—o0

De fato, primeiramente observemos que

‘/IRN \Vun|P2unVunV\Il€da:’ < /IRN |V P2 un || Vu, VU, |dx

< / V| | |V 0. | .
RN

Usando a desigualdade de Holder com expoentes p/(p — 1) e p, encontramos

(p—1)/p 1/p
< ( / |Vun|pdx) ( / |un|p]V\I/5|pdx)
RN RN

Desde que (u,) é limitada em DY?(IRY), U, = 1 em B.s(z;) e supp(¥.) C Be(z;), temos

’/]RN V[P~ *u, Vu, VU dr

que
(r—1)/p 1/p
( / |Vun]pd:1:) ( / |V\Ils|p|un\pdx)
RN RN
1/p
~ lunll? ( 70.Plu e
Be(z)\Be j2(5)
1/p
<C </ |V\I/5|p|un|pdx> ,
Be(z;)\Bej2(x5)
ou seja,

1/p
’ / Vit [P~ Vi, VU dz| < C ( / ]un|p|V\If€\pd:c> . (1.15)
RY Be(z5)\Bg j2(x4)

Da imersdo compacta D"P(B.(x;)\Be2(zj)) — LP(B:(x;)\B.2(z;)) obtemos que, a

menos de subseqiiéncia, u, — u em LP(B.(z;)\B./(z;)) e portanto, a menos de
subseqiiéncia, u,(x) — u(zr) q.t.p. em B.(z;)\B./2(x;) e existe g € LP(B.(x;)\Bz/2(;))
tal que |u,(z)] < g(z) qtp. em B.(z;)\Bcp(x;). Assim, fazendo f,(z) =
[ty () [P|VW(2)P, concluimos que fn(x) — f(z) q.t.p. em B.(x;)\B:a(x;), onde
f(z) = |u(x) PV (x)P. Além disso,

|[fn(@)] = [un(2)[PIV Ve (2) [ < g(2)"|V Ve (2) 7

e desde que |V, | € L®(B.(x;)\B:j2(x;)), segue que ¢?|VU.|P € L' (B.(x;)\B:j2(x;)).

Segue entao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim lun|[P| VWPl = / |V, Pdz.

7700 J Be () \Be j2(7;) Be(2)\Be 2(2;)

9



Portanto de (1.15) temos que

1/p
lim sup ‘/ \Vun]p_QunVunV\Ifgdx’ <(C (/ \u|p]V\I/5\pdx> )
RN Be(

n—00 zj)\Be2(z;)
Usando novamente a desigualdade de Hélder com expoentes N/(N —p) e N/p no

segundo membro da desigualdade obtemos

lim sup / |V, |p_2unVunV‘Ilsd:B‘
RN

n—oo

(N—p)/N p/N
<C (/ |ul? dx) </ |V\I/5|Ndm>
Be(2)\Be j2(z5) Be(x5)\Be j2(x5)

e desde que B.(x;)\B./2(x;) C B:(x;), segue que

lim sup ‘/N |V, [P~ *u, Vu, V. dr (1.16)
n—00 R
(N—p)/N p/N
<C (/ Jul? dx) (/ \WJ%@)
Be(x;) Be(x;)
Notemos que fazendo y = — Y , pela regra da cadeia, obtemos
ov. 109
(z) = - ) , paracadat=1,2,... N
ox; e Oy
e portanto
1
Obtemos também
de = eNdy
e além disso, se © € B.(x;) tem-se y € By(0). Assim,
p/N 1 p/N p/N
(/ |V\D£]Nd9:> — (/ N|V<I>|N5Ndy> - </ yvq>|Ndy>
Be(x;) B1(0) € B1(0)
e de (1.16) obtemos
(N—p)/N
lim sup / |V, P21, Vu, V¥ dr| < Oy </ |ul? dx) : (1.17)
Nn—00 RN Be(z4)

Agora notemos que para cada € > 0

*

p

(@) X o) (7)] < Ju()
com |uP” € L'(IRY). E além disso, se ¢ — 0, entio

lw(@) [P XB.(2;)(x) = 0 q.t.p. em RV,

10



Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

i P dr = 1 P —
lim |ulP dx = lim /]RN [ul” XB.(z;ydr =0

¢=0./B. ()

e portanto decorre de (1.17) que

lim {lim sup ‘/ (V[P 1, Vu, VU dx
€ RN

—0 n—oo

| =0

Assim podemos passar ao limite de ¢ — 0 em (1.9) e dai, de (1.10), (1.11), (1.12),
(1.13) e (1.14) segue que

e (1.14) de fato ocorre.

0< dv — du,
{z;} {z;}

ou seja,

n{z;}) < v({z;}). (1.18)
Além disso,

v({z;}) = . dv = . U.dv =1,V (x;) = v,

e da mesma forma

o) = [ dp= [ Wedp = p0e(a;) = .
{x;} {zi}
Do Principio de Concentragao e Compacidade de Lions temos que
Syp/p* <
i Sy

e por (1.18) obtemos

Suf/ P <.
Portanto,
SN/P < v,
implicando que v; # 0 e sendo > _ v/} /7" < 400, concluimos que J é finito ou vazio.

j€J
Agora estudaremos os seguintes casos.

1° Caso: Existe uma quantidade de indices j tal que v; > 0.
Seja g9 > 0 tal que B.((21) C Bi/2,(0), By (r2) C Bij2:,(0), ..., Bey(wr) C Biyas, (0)
e Bey(2;) N Bey () = 0 para todo ¢ # j, onde R é a quantidade de indices j tais que

I/j>0.
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Definamos ¢.(z) = ®(ex) — > _ @ (:v — xj) onde 0 < € < gg. Dessa forma

J=1 <

R
Isex € A. = Bi2.(0)\ U B.(z;)

pe(7) = =

R
0sez € J Bepalz;).

j=1
Fixemos p,e > 0 com 0 < € < p < g.

Definamos agora
Gn(z) = (|Vun\p’2Vun — |VulP~*Vu, Vu, — Vu) (x)
= |V, (2)]P — [V, (2)|P2Vu, (2)Vu(z) — |Vu(z) P2 Vu(z) Vu, (x)

+ [Vu(@)]”.

Temos que 0 < C,|Vu,, — Vul? < G, (veja o Lema 16 no apéndice A).

Agora observemos que A, C A.. Assim:
0 < / Cp|Vu,, — Vul|Pdx < / G,dx = / Gpp-dr < / Grp-dx
Ap Ap Ap AE

< / Gngagda::/ \Vun|pg0ad:)3—/ |Vun,|P20.Vu, Vudz (1.19)
RN RN RN

- / |Vu|p_2<p5VunVudx+/ |VulPp.dz.
RY RV

Consideremos

I, = /]RN |V, |Pode — /]RN | |P” poda

I, = /N |V, [P~ 0. Vu, Vuds — /N [ |7 2 upuip.da
R R
I; = —/ |Vu|p_290€VuVundx—|—/ |VulPp.dx
RN RN
I4 = /]RN |un|p*(psd;p — /]RN |un’p*_2unugp€dl’-

Notemos que /N Gpodr =1, — Iy + I3 + 1.
R

Vamos agora estimar cada uma das 1;.

Estimativa de [;:

Notemos que

I (up)(unp:) = /]RN |V, [Po.de + /]RN |V, [P 2V, Ve u,dr — /]RN |un|?" ped,

ou seja,

I = I (uy) (unpe) — /]RN |V, P 2Vu, Vo u,dz.
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Desde que (u,p.) é limitada em D"P(IRY) e I’_(u,) — 0 em (Dl’p(]R,N)), temos que
I (un)(unpe) — 0 e daf,

limsup [; = — lim sup/N IV, |P2Vu, Vou,de.
n—00 R

n—oo

Passando ao limite com € — 0 obtemos

lim {lim sup ]1} = —lim {lim sup |V, P2 Vu, Vou,dr| = 0.
e—0 e—0 IR,N

n—oo n—oo

Portanto,

limsup I; = o.(1) quando € — 0.

Estimativa de I:

Observando que

I (up)(up.) = /N |V, P2V, p. Vudz + /N |V, |P~*Vu,V.udz
R R

- /]RN | |7 2 upuipede,
ou seja, que
I =1 (u,)(up:) — /]RN \Vu, [P~ ?Vu,Ve.uds
e procedendo de maneira andloga ao que fizemos anteriormente obtemos que

limsup Is = 0.(1) quando £ — 0.

Estimativa de I5:
Consideremos F(w) = /N |VulP"2Vup,Vwdr com w € D'Y?(IRY). Temos que F é
R
linear, pois
Flew) +ws) = /N |VulP2Vup. V(cw; + wy)dx
R
= / IVulP2Vup. (cVw;, + Vws)de
IRN
= c/ |VulP2Vup, Vw do —i—/ |VulP2Vup, Vwds
RY RN
= cF(wy) + F(w2).

Além disso, F' é limitado, pois

|F'(w)]

IN

‘/ |VulP~2Vup, Vwdr
IRN

§/ IVulP~2|¢c || VuVw|dr
RN

IN

/ |Vu|p_1|g05||Vw]dx§/ IVl |Voldz.
RN RN
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Da desigualdade de Holder com expoentes p/(p — 1) e p obtemos

|F(w)| < |Vu|p_1|Vw|dx
IRN

(—1)/p 1/p )
< ([ vards)” ([ Vepde) T = (fal el

para todo w € D'P(IRY).
Portanto F' é um funcional linear continuo definido em D'?(IR") e desde que u, — u

em D'P(IRY), temos que
/ VP2V, Vundz — / VP2 Vup, Vudz = / VulPy.dz
RY RY RY

e dai

Estimativa de I;:

Recordemos que usando o Lema de Brezis-Lieb verificamos que
-/IRN |t |7 "2 upn pdr — /]RN lulP" “updz, Vo € LP(RY).

Daf, desde que up, € L (IRY), segue que

/]RN | |P 2 upupede — /]RN ul?" p.da. (1.20)

Por outro lado, do Principio de Concentracao e Compacidade de Lions, temos que

/]RN | |P” pedr — /]RN [l peda + > v, (0.) = /IRN lul?" p.da. (1.21)

JjeJ

Entao de (1.20) e (1.21) concluimos que

n—oo

Feitas as estimativas de cada uma das I;, obtemos de (1.19) que

lim Cp|Vu,, — Vul|Pdz = C,, lim |V (u, —u)Pdz =0
Ap

n—oo n—oo Ap

ou,, ou
implicando que 5 By O LP(A,).
ou,(x ou(x
Assim, a menos de subseqiiéncia, 3( ) — 8( ) g.t.p. em A,, e desde que p é
ZT; €T;

arbitrario, por um argumento diagonal concluimos que

Oup(x)  Ou(x)
oz, — oz, q.t.p. em RY.
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2¢ Caso: v; = 0 para todo j € J ou J ¢ vazio.
Nesse caso ¢. se reduz a ¢ (x) = ®(ex) e A, = Bi9,(0) e repetindo os mesmos

argumentos aplicados no 1° Caso obtemos

Oup(z)  Ou(x)

t.p. em RV,
ox; - ox; a-5:p- e
Consideremos entdao para cada i, com ¢ = 1,...,N, a seqiiéncia g¢;,(z) =
ouy, . 0 .
\Vun(x)]p2ua<x) e a fungao g;(z) = \Vu(x)|p2g(x). Temos que, para cada i,
ZT; Ty

gin(z) — gi(x) q.t.p. em RY. Temos também que, para cada i, /N |gin”/ P Vde < M
R

para todo n € N, pois

gl = [ rwwa@z S
_ /]R N (!wn\“ ZZ’: )p/(pl) di.
Desde que, para cada 7, temos que
Ottn | (au” 2+...+‘aun 2>1/2 V|
Or; | — \|0x; 0r N ’
entao segue-se que
|V, P2 % < V[P Vuy|.
Logo, obtemos que
/IRN |gin?/ @ Ve = /]RN <|Vun|P2 ?;;7: )P/(pl) "

< [ (VPO = [ |
]];{N

e como (u,) é limitada em D'P(IRY), segue que /N |gin[P/®P~Vdz < M para todo
R

n € IN. Com isso obtemos também que, para cada i, (gz) C LP/®"D(IRY). Além

disso, para cada i, temos que ¢; € LP/ (p_l)(RV), pois analogamente ao que foi feito

anteriormente verifica-se que /N |gi |/ PV < /N |VulPdx e como u € DP(IRY), segue
R st

que/ |g:|P/ P~ Vdz < 4o0.
RN

Entao desde que

P 1 > 1, segue do Lema de Brezis-Lieb que, para cada i,

_oOuy, Op _, 0u Dy
p—2 n N p—2 7 1,p
/]RN |Vu,| 3z, oz, dx /]RN |Vul 9. O dx , Yo € DYP(IRY)
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e observando que

/ L Vu, P2V u, Vods
R

:/ |Vu,|P~ 20t 8g0d + . .—|—/ |V, P~ 2(9un ¢ ——dx
RN RN

0xq 014 Oxy Oz
e que
/]RN |VulP2VuVpds
ou Oy ou (9<p
— p—2 p—2
/IRN [Vl oxy 8:1:1d T +/ [Vl 8:6N8x
segue que

/]R VAV, Vioda — /]RN IVl 2VuVpds | Yo € DYP(IRY). (1.22)

Desde que (u,) é uma seqiiéncia (P.S.). para I, temos que I’ (u,) — 0 em

(Dl’p(RV)),, onde
I (un)p :/ |Vu,|P~2Vu,Vods —/ lun P 2uppde , Yo € DYP(IRY).
RN RY
Fazendo n — oo, de (1.4) e (1.22) e da unicidade do limite obtemos
0= / |VulP2VuV pdr — / lul?" Pupdr = I (u)p , Vo € DVP(IRY)
RN RY

e portanto

Demonstragao de (c):

Seja v, = U, — u.

Ouy, () _ Ou(x)
8$i 81’1

portanto Vu,(r) — Vu(z) q.t.p. em RY. Além disso, (|Vu,|) é limitada em LP(IRY),

Ja mostramos no item anterior que q.t.p. em RY, para cada i, e

pois (u,) é limitada em D'P(IRY). Temos também que u,(z) — u(z) q.t.p. em RY e que
(u,) é limitada em LP" (RY).

Portanto, do Teorema de Brezis-Lieb,

|Vup b = [Vulp + [Vu, — Vulb + 0, (1) = [Vulb + [V, ) 4 0,(1) (1.23)

ul% 4 v B+ 0n(1). (1.24)

e |un —ulpe +on(1) =

|Un, ﬁ* =

. —
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Dai,

on(l) = I(’)O(un)un:/ |Vun|p_2VunVundx—/ | |P" 2 up da
RY RN

p*
p*

= |Vu, [’ — |u,
e de (1.23) e (1.24) segue que

on(1) = I' (u,)u, = |V, [P — |u,|P 1.25
o) P p

= |Vulp + [Vu,[) — |u g: + on(1).

g: — |on

Desde que u é solugao fraca do problema (P,), temos que

P “2upde, Vo € DVP(IRY)

/ VP~ 2VuVeds = / lu
RY RY
e visto que v € D'P(IRY), em particular temos

VP = |ulb..

Portanto de (1.25) obtemos

0 (1) = I () un = [V, 2 — |v, |5 + 0,(1). (1.26)

g*) sao limitadas e de ntimeros reais, passando

Desde que as seqiiéncias (|Vv,[?) e (v,

a subseqiiéncia se necessario, temos de (1.26) que

T}LIEO(|VU71|§ — |vn
o que implica que

:
r

lim |Vo,[b = lim [v,
n—oo n—oo

.
z*.

Seja p = lim V) = lim |up,

g: > 0 para todo n € IN, temos p > 0.

Desde que |[Vv,[? >0 e |v,
Provaremos agora que p = 0.
Suponhamos por contradicao que p > 0.

Da definiciao de melhor constante de Sobolev na imersao D'?(IRY) «— LP"(IRY) temos

S(/IRN]vn

Slop

. p/p*
p dx) < /N Vo, |Pdx
R

isto é,

o < Vo, b,
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Passando ao limite de n — oo temos SpP/?" < p e portanto
SNIP < p, (1.27)
Observemos que

c = Io(uy) +o0,(1) = Io(uy,) — pl*]éo(un)un +0,(1)
1 1

= —|Vu, [ - E\unm — E|an|§ + E'Uﬂlg* + 0,(1)
1 1 1 « 1 « 1 1 .

= —|Vull + =|Vu, |l — —|ulbs — —|valh — = |V, 2 + —|vn|be + 0,(1
SIVulp 21Vl = lulp = lonlpe = ZIVelp 4 lenfr 4+ 0a(1)

1

1 1 1 ..
= §|an|g — E|an]£ + ];|Vu|£ — E|u e on(1)

1
- N|an|§—|—loo(u)+0n(1). (1.28)
i:, temos

1 1
Io(u) = —/ |VulPdx — —/ lu
P JRY p* IRy

Portanto de (1.28)

Lembrando que [Vu[b = |u

1

p*

. 1 * 1
Pdr = —|Vulf — Pe = —=|Vull > 0.
v =Vl — full = 5IVul >

1 1 1
c= N|an|£ + Io(u) + 0,(1) > N|an]§ +o,(1) = N4
e por (1.27)
1 1
> —p> SN

“=NP=N
o que ¢ uma contradicao.
Logo p = 0 e portanto

Vet = [Vt — )l = [l — ul? 0.

Concluimos entao que, a menos de subseqiiéncia, u, — u em D' (IR,N)
|
O seguinte resultado é um Lema técnico devido a C. O. Alves e que usaremos neste

trabalho. Na sua demonstracao o autor usou argumentos encontrados em Brezis e Lieb

6].

Lema 2 : Sejan, : RN — RE (k> 1) comn, € (L”(IR,N)>K (p>2), nu(xz) — 0 ¢.t.p.
em RY e A(y) = |y|P~%y, Vy € RX. Entdo, se |n.|, < C Vn € IN, temos

o 140 1) = Al = A(w)P OV = 0,(1)
para cada w € (LP(IRN))K fizado.
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Demonstragao:

Observemos que a fungao A;(y) = |y[P~2y; satisfaz a seguinte igualdade:

Ai(n +w) — Ai(nn) = /01 (;A (1 + tw)) dt.

De fato, considerando ¢(t) = A;(n, +tw) temos do Teorema Fundamental do Célculo que

/01 (th (1 + tw)) dt = /01 g ()t = g(t)]y = Ai(m, +w) — A;(m,).

Considerando agora 7 : IR— IR tal que ¥(t) = 1, + tw, temos que

1d
AN +w) = Ai(na) = | Ai(y(8))dt.
Da Regra da Cadeia obtemos
A+ )= Al = [ 32 LG
i +w) — Ai(nn) = — A;(y(t))5(¢)dt.
0 = 0 J

Assim,

[Ai(mn +w) — Ai(mn)| =

||7]|dt /

t))’dt. (1.29)

t>>| |t

<

Observemos que para todo y € IRX temos

S| :
—Ai(y)| < ClyP=.
j=1 8yj
De fato,
K 1—1
) 0,
Ry
j=1 | i1 19y, Dy j=it1
1—1
= Z\ = 2yl yu] + |0 — 2yl + 1P + Z \(p—2)|y|p‘4yjyz-
Jj=1 j=i+1
1—1
< (=P D lyillyil + (0 = 2y wil* + |yl
j=1
K
—4
+ (=2 D lysllvil
j=it+1
< (p=2|y* G = Dlyl>+ (o= 2y yl* + |y

+ (p=2)ylP~ (K —i)|y?

ClylP~2.
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Temos entao de (1.29) que
Ao 1) = Au)] < Colo] [ (ot
ou seja,
A+ 0) = )| < Calwl [+ tuP~2de < Coful [ (il + el .
Desde que 0 <t < 1, segue que

1
[Ai(nn +w) = Ai(m)| - < 02|w|/0 (7] + It ] )P~ dt

1
< @mmﬁu%wwwf”ﬁzcuwu%wHMV”
< Colw]22 (o [P~2 + Jw]P~2)
= 27 (JwP~" + [w||mal"72) .
Dali,
Ay +w) — A(mn)|s = [A1(n +w) — Ai(m)| + .+ [Ax (90 +w) — Ag ()]

< KC27 (|w]™ + |wl[na ")
e da equivaléncia de normas em IR® obtemos
A+ w) = Amn)| < Cs (JwP™" + [w]na[P~?) = Calw"™ + Cslw||n. ">

Para cada ¢ > 0, usando a desigualdade de Young com os expoentes p — 1 e

(p—1)/(p — 2) na segunda parcela do segundo membro da desigualdade acima obtemos
[ A + w) = A(na)| < Cs|w]™ + C5C(e)[wl"™! + Cselnal,
ou seja,
| A +w) = A(a)| < CalwP™" + Caelna [P~ (1.30)

onde Cy = C3 + C5C (e).

Para cada € > 0, consideremos a seqiiéncia de fungoes G, dada por
Gen(r) = max {|A(7a(z) + w(x)) — Ama(2)) — A(w(z))| — Cselma(a)P~, 0}

Desde que A : R® — IRX dada por A(y) = |y|P~2y é continua e que n,(z) — 0 q.t.p.
em RY, segue que G, (r) — 0 q.t.p. R e portanto

|Ge,n(I)|p/(p71) — 0 q.t.p. em RY,

20



Além disso,

0 < G < max {|A@, +w) — A(na)| + |A(w)| — Caelna"", 0}

e de (1.30) segue que

0< CGen < max {|A(n, +w) = A(n.)| + | A(w)] — Caelna ™", 0}

S C4fw|p_l + 03€|77n‘p_1 + |w|p—1 - C36|77n|p_1 = 05|w’p—1’
e portanto,

|G€n|p/(p—1) < Cg/(p—1)|w|p
onde CZ"V|wlr e LY(RY).

Entao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que

/N |Genl?/ P Vdx — 0. (1.31)
R

Da definicao de G, temos

[A(mn +w) = A(nn) = A(w)] < Gen + Caelnal”™

Portanto,

’A<77n + 'll)) — A(T]n) — A('w)lp/(pfl) < (Ge,n + 036|77n‘p,1>p/(p71)

AN

< Cﬁ\Gen\p/(p_l) + C7€p/(p—1)|77n|p’

e assim,

_ _ /(p—1)

[ AG +w) = Aln) = Alw)P/# Vda

< Cﬁ/ \G€7n|p/(p_l)dx+C’7ep/(p_l)/ \Un’pdﬂﬁ-
RN RN

Recordando que |n,|, < C, obtemos

/]RN |A(1, +w) — A(nn) — A(w) /P Vdx < Cg /]RN |G e PPV 4 Cge?/ D).

Dai, usando (1.31) segue que

limsup | [A(n, +w) — A(n) — A(w)[P/PVdy < Cee?/ P~V | Ve > 0.
R

n—oo

e fazendo € — 0 obtemos

lim sup |A(77n + w) - A(nn) - A(w>|p/(p_1)dx <0
IRN

n—o0
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e dai concluimos que

lim |A(n, +w) — A(n,) — A(w)|p/(”_1)dw = 0.

n—oo IRN

O préxima Lema foi provado por Struwe em [12] (veja também [13]) quando p = 2 ¢

) é um dominio limitado.

Lema 3 (O lema principal): Seja (u,) uma seqiiéncia (P.S.). para o funcional I, com

u, — 0 eu, £ 0. Entdo, evistem seqiiéncias (R,) C R, (z,) C IRY, vy uma solucdo

nao-trivial para o problema (Py) e uma seqiiéncia (w,) o qual € (P.S.)z para I, tais que,

para uma subseqiéncia de (uy,), temos
w,(2) = up(x) — RY"PVPyo(R, (x — ,)) + 0n(1).

Demonstragao:

Seja (u,,) uma seqiiéncia (P.S.). para I, ou seja,
Io(uy) — ¢ e I (u,) — 0.

Do Lema 1 temos que (u,,) ¢ limitada em D%P(IRY).
1
Desde que u,, — 0 e u, # 0 segue do Lema 1 que ¢ > NSN/”.

Observemos agora que

1
Io(un) — =1 (un)uy,
(un) pe (un)
1 1
= 7/ |V, [Pdx — —/ |[un
pJRY p*JRY

1 1 1
= ( — ) / |Vu,|Pde = —/ |Vu,|Pdx
p p*)Jmy N JRVY

e dai, de (1.32) obtemos

1
lim —/ |Vu,|Pdz = ¢,
]R,N

n—oo [\

de onde segue que

lim |V, |Pde = Nc > SN/P.
IRN

n—oo

Desde que By(0) € IRY é compacto e {B;(y)}
L

yEBg(O)

entao existe L € INtal que B2(0) C | J Bi(yx) e em particular temos

k=1

By(0) < U Bilye).
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é uma cobertura aberta de By(0),



Provaremos que

SN/p

sup |Vu,|Pde = / |Vu,|Pde =
)

yeRN Y Bg, —1(y Bp, —1(zn) pL
onde (R,) C R" e (v,) C RY.
Para n fixado, consideremos a funcao Concentragao de Levy

Qn(X) = sup : |Vu,|Pdz.

Provaremos primeiramente que dado f € L'(IRY) a funcio
Q(A) = sup |fldz
yeRN Y Ba(y)

¢ continua.

Consideremos primeiramente o caso f € Cg°(IRY).

Seja (A,) uma seqiiéncia de niimeros positivos tais que A, — ¢ para algum \q fixado.

Consideremos (An;) C (An) € (An,) C (An) tais que Ap, < Ag e Ay, > Ao, Vn; € Ne
Vn, € IN.

Vamos provar que Q(X,,) — Q(Xo) com f € Ci°(RY).

Desde que A, < Ao para todo n; € IN, temos que By, (y) C By, (y), paratodoy € IRY.
Assim,

[ < [
B, . (y) B

nj 0

|f|dx§/ fldz < +o0 , Vy € RY | ¥n; € N
() RY
Portanto,

/ ]f|dx§/ |f|dz < sup Ifldz = Q(No) , Vy € RY | Vi, € N
By, (v) Bxo (v) (v)

yeRN Bxg

€ da’l,a Q(ARJ) < Q()\O)7 vnj €N
Logo

limsup Q(An;) < Q(No). (1.34)

Observemos agora que, desde que B,\nj (y) C By, (y) para todo y € RY, podemos
considerar Q,, = B, (y)\Ba,, (y) e com isso obtemos que, dado ¢ > 0, existe ny € N tal

que, para todo n; > ny, tem-se |, | < e.
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Assim,

B 1145 = e (1300 = 1052,10)
/Bko(y)lflx o 18 = o (IXBrw) = 1 IXB,, ) ) o

J

= /]RN |f] (XBm(y) — XBs,, (y>> d = /]RN | 1XBs, \BA,, )0

= /]RN |fIxe,, dz < K’an‘ <e, YyeRY, Vn; >n,.

Dai,
[ s <es+ [ |flde, vy e R, v, >,
By (v) Bx,, (¥)

e logo,
QM) <e+Q(\y)) , Vn; > ny.
Obtivemos entao que para todo € > 0, existe n; € IN tal que, para todo n; > ny,

Q(X) — e < Q(Ay;) e portanto

liminf Q(A,,) > Q(Ao)- (1.35)

Temos entao de (1.34) e (1.35) que (Q()\nj)) converge e

im Q(An,) = Qo). (1.36)

Por um raciocinio anélogo, mostra-se que

lim Q(An,) = Q(Xo)- (1.37)

M j— 00

De (1.36) e (1.37) obtemos que, dado € > 0, existem ny, ny € IN tais que

Q) — Q)| <&, Vn; > my

e
Considerando ny = max{n,ns} temos
QM) — QM) <&, Vn =ng
provando que Q(A) = sup | | fldx é continua com f € Cg°(IRY).

yE]:RN B (y
Usando o fato de C$°(IRY) ser denso em L'(IRY) provaremos a continuidade de ) com

f € LYRY).
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Tomemos arbitrariamente f € L'(IRY).
Desde que C5°(IRY) é denso em L'(IRY) segue que dado £ > 0, existe f € C$°(IRY) tal
que ‘f — f’l < g, ou seja,

/ |f — flde < e.
IRN

Assim,

QX)) —Q(\y;) = sup )|f|dl’— sup |fldx

yGIRN BAO (y ye]RN Bknj (y)

< swp ([ Aflde— [ |flas
yeRY \/Bx,(¥) Ban; (%)

[ Afldz= [ |flda
B (v) Ban; ()

Recordando que Q(A,.) < Q(\o) para todo n; € IN, temos

J

< sup
yeRN

Q) — Q)

= Q()\O) - Q(An])

e dai,
Q%) — Q)

L= [ fldes [ (e[ | flds
B, (y) B (y) B (y) Bin; ()

+ [ Aflde= [ |flda
Bin; () Bin; ()

<swp [ (f1=1fl)da|+ sup | [ |fldz— [ |flde
yeRYN |/ Bxy(¥) yeRY [/ Bx (v) Bin; ()

wsup | [ (If1=1fl)da
yeRN |/ Bxy; (v)

< sup |f = fldz + sup K|Q,,| + sup |f = fldx
yeRY 7 Bxo (¥) yeRN yeRN 7 By (4)

S/ |f—f|d$+K|an|+/ \f = fldz <&, Vn; >mny
RY RN

concluindo que Q(A,,) — Q(Ag) com f € L'(IRY).
Analogamente verifica-se que Q(\,,) — Q(\g) com f € L'(IRY).
Portanto Q(\,) — Q()\) e com isso concluimos que @ é continua com f € L'(IRY).

Dai, para todo n € IN, a funcao

Qn(A) = sup | |Vu,|Pdx

yE]R,N BA (y
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é continua.
Notemos que,

lim Q,(\) =0, ¥n e N

A—0
e dai, existe 0 > 0 tal que
SN/p
Qn(N) < R VA€ (0,9), Vne N (1.38)

Por outro lado, observando que pL > 1, obtemos de (1.33) que

SN/p
lim |V, |Pde > SNP > ——
n—00 JIRN pL
e portanto existe ng € IN tal que
SN/p
/ |Vu,|Pdx > , Vn > nyg.
RN pL
Tomando arbitrariamente y € IRY, temos
SN/p
lim |Vu,|Pdx :/ |Vu,|Pde > —— | Vn > ny,
A—+00 J By () RN pL

ou seja, existe K > 0 tal que

N/p

S
Vu,[Pdx >
/BA(?J) | ’ pL

, VA> K | Vn > ny.

Dali,
SN/p
Qn(\) = sup Vup|Pdz > / IV, |Pdz > CYAS K, Vi > g
yeRN Y Ba(y) Bi(y) pL
e podemos dizer sem perda de generalidade que
N/p
Qn(N) > 7 VA> K, VnelN (1.39)
p

Segue de (1.38), (1.39) e do Teorema do Valor Intermediério que, para todo n € IN,
existe R, € IR tal que

N/p

pL

Qn(R;I) = sup : |Vu,|[Pdr =

yeRN /Bp-1(y
Da defini¢ao de supremo podemos considerar, para cada n € INfixado, uma seqiiéncia
(Yn k) ke €m RY tal que

SN/p
pL

lim | |V, |Pde = (1.40)

k—o0 BRgl (Yn,k
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Para cada n € IN temos que (ynx)rew ¢ limitada pois caso contrario, a menos de
subseqiiéncia, teriamos klim |Yn k| = +00.
— 00

Assim, definindo a seqiiéncia f,, x(z) = [Vu,(z)[ XB 1 (ya) (¥), temos que

fnx(x) — 0 quando k — oo

| fok] < |Vun|", Vk € N
onde |Vu,|? € L'(IRY).

Entao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

: o B
lim |Vu,|Pde = ]}LIgo /IRN | fokldz =0,

k—oo BRfl (yn,k)
n

o que contradiz (1.40).
Agora, desde que (ynx)rew ¢ limitada em IR segue que, a menos de subseqiiéncia,

Ynk — Tp €I RY para cada n € IN. Dai,

IV (2) P8, 130 (2) — [Vt ()X, ey (2) quando & — oo

|vun’p|XBR;1(yn,k)| < ’vun|p , Vk € IN

onde |Vu,[? € L'(RY).

Entao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos para cada n € IN

lim |Vu,|Pdx :/ |Vu,|Pdx
k—oo BRT—ll(yn,k) BR'r_Ll xn)
e de (1.40) e da unicidade do limite concluimos que
SN/p
/ |Vu,|Pde = —— = sup |Vu,|Pde , Vn € IN
B, 1 (wn) PL yemy /B, )

onde (R,) C IR" e (v,) C RY.

Agora, para cada n € IN, consideremos a fungao
— pE=N)/p -
vn(z) = R)! tn | 15 +x, ).

Provaremos que

SN/p
/ |V, |Pde = = sup |V, |Pdx.
B1(0) pL )

yeRN Bi(y
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De fato, observemos que tomando arbitrariamente y € IRY temos que

Vu, (I + xn)

p
R dzx.

[ Ve = Y
B1(y)

Bi(y)

x
Fazendo z = — + z,,, obtemos
mn

u, [ x 1 Ouy(2) x 1
oz, (Rn + xn> R 0. = Vu, (Rn + In> = R—nVun(z)

z:Ri+xn:>x:Rn(z—xn):>dx:Rinz.

Além disso, notemos que para todo = € Bi(y) temos,

1
z—(xn+y)‘<.

-y <1l=|R,(z—x,) —yl<1=
|z —y |Rn(2 — 2,) — v R R

Fazendo ¢ = x, + Ri segue que 2 € Bp-1(y’). Portanto,

n

p
Vu, (;n + :cn> dx

Bi(y)
R—M) / R\ V() PRV dz
Bp-1(y)

n

/ Vun(z)Pdz = RPN
Bi(y)

= / » |Vu,(2)|Pdz , Yy € RY,
—1(y’

BR
e dai,

SN/p

= sup |Vu,|Pde = sup / |Vu,|Pdz
pL y/GIRN BR:ll (y/) yGIRN BR;I (.Tyrl*RLn)

= sup |V, |Pdx.

yeRN Y B1(y)
Por outro lado,
N x b
[ IVen(@)Pde = R Vi, ( 4 a:n> du.
B1(0) B1(0) R,

x
Fazendo novamente z = R + x,, e observando que para todo x € B;(0) temos,

1
2] < 1= |Ry(z —xp)| < 1= |z —x,] < BT € Bp-1(zn),

n

obtemos que

P
dx

Vu, (gn + xn>

B__1(xn
Rn

/ Vo,(2)[Pds = RO
B1(0)

B1(0)

= Vu, (2)|Pdz.
/. G

Ry,
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Dali,
SN/p

:/ |Vun|pdx:/ |V, |Pdx.
pL B, 1 (zn) B1(0)

Agora, para cada ® € D'P(IR"), definamos a seguinte seqiiéncia:

én(m) = R;N_p)/p®(Rn(x —Ty))-

Notemos que

|®,]] = ||®|| , Vn € IN

De fato, temos que

n

0 Pip — RIN-D) _ P
/m |V, (@)Pda = R /]RN|V<I>(Rn(a: ) |Pde.

Fazendo z = R, (z — x,) obtemos

0P (Ro(s — 1)) Rﬂ@@(z)

= VO(R,(x — z,)) = R,V®(2)

8@ 82@'
e
< -N
z=Ry(x —x,) :>x:R—+xn:>dx:Rn dz.
Portanto,
/ IV, (2)[Pdr = RN / RY|VO(2)|PR-Ndz = / VO(2)[Pdz , Vn e N
RN RN RY
e dai ||®,|| = ||®|| para todo n € INe com isso concluimos também que (®,,) é limitada
em D'?(IRY).
Observemos que sao validas as seguintes identidades:
/ Vit [PV, Vb, dr = / Vo, [P2V0,Vodr  (P)
RY RY
e

/ |Un‘p*_2unéndx == / |Un|p*_2vn(l>dx (PQ)
RN RN
De fato, temos que
/]RN |Vt (2) P2V, () VO, (z)dx
= RO [V (@) 2V (@) V(B (2 = )

Fazendo z = R, (v — z,,), segue que

od L 09(2)
o, (Ry(z —x,)) = R, 2,

= VO(R,(x — z,)) = R,V®(2),
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z:Rn(x—xn):>x:Ri+xn:>dx:R;Ndz

Quy, ( =z 1 Oup(x) B 5

Dali,
/RN Vi (2) P2Vt (2) V() da =
Vu, (}; + xn>

T
Lembrando que v, (z) = RP~N)/Py,, ( - :L‘n), vemos que

(N—p)

—R.7 [ R
rY "

p—2

RuVu, (; + xn) R.Vd(2) RN dz,

mn

Logo,

[ V)70, (2) 9, )

(N—p)

=Rn "’ RZ_N/N RWN=P)=2)/p| 7y, (2)[P~2RIN=PVPTy, (2)VO(2)dz
R

- /]RN Vv, (2)|P 2V, (2)VO(2)dz,

e portanto a identidade (P;) ¢é vélida.

Vamos agora verificar que vale a identidade (P,). Temos que

/IR (@) g (2) @y (2)da = RN /}R (@) () (R — )

Fazendo novamente z = R, (v — z,,) segue que

x:};L+xn:>dx:RnNdz.

Dai,

/IRN ()72t () ()
p*—2 U, (Z + xn) (I)(Z)R;Ndz

_ p(N-p)/p 2 )
&, / tn <Rn + 2 R,

IR,N
= R;N—p)/p/N RﬁLN_p)(p*_Q)/pwn(z)|p*_2R$LN_p)/pvn(Z)CD(z)R;Ndz
R

= [ [P 0 (2) ()

e portanto a identidade (P) é valida.
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Ja vimos que

/ |V, |Pde = / |Vu,[Pdx , Yy € RY
Bl(y) BRZI(y/)

onde y' = Ri + x,, e desde que RY é invariante por translacoes e dilatacoes, segue que
n

/]RN |V, |Pde = /]RN |Vu,|Pdx.

Da mesma forma concluimos que

Portanto temos

1
Io(v,) = = Vo, |Pde — — [Up,
pJmy p* IRy

e de (1.32) segue que

Io(vy,) — c.

Além disso, por (Py) e (P,), temos

]éo(un)&)n = /N |Vun|p_2VunV<i>ndz— /N |un|p*_2un<i>ndx
R R

= / |an|p*_2anV(I>dx—/ v [P 20, ®dx = T/ (v,)®.
RN RN
Para todo ® € D'?(IRY) com ||®|| < 1
|1 (00) @] = 115 () @] < (115 (wa) ||| @l = 172 () [ | @] < (|1 ()| -

Dai,
0 < [ (ua)llpr = sup I (vn) @] < (|15 (un)l| o

oeDL.P(RN)
[le]|<1

e passando ao limite de n — oo segue que
|15 ()| — 0.

Temos entao que (v,) é uma seqiiéncia (P.S.). para I, e segue do Lema 1 que (v,) é
limitada em D'?(IRY). Desde que D'?(IRY) é reflexivo segue que existe vy € D'P(IRY) tal
que, a menos de subseqiiéncia, v, — vy em D'P(IRY) e pelo o ftem (b) do Lema 1 segue

que vy é ponto critico do funcional .
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Como conseqiiéncia do Principio de Concentragao e Compacidade de Lions temos que

/IRN |Un\p*¢dx — /JRN [vo

para alguma familia {z;};c; C RY e para alguma familia {;},c; C R'.

Pode+ Y ¢z, Vo € CP(RY) (1.41)

jeJ

Na demonstracao do item (b) do Lema 1 mostramos que J é vazio ou finito.

Denotemos J = {1,2,...,s5} e I' € IRY o conjunto dado por
I'={z; € {zj}jes : |;| > 1},

Queremos provar que vy % 0.
Suponhamos por contradi¢ao que vy = 0.

Assim de (1.41) temos
/]RN |?Jn|p*¢d$ — 0 ) VQS € Cgo(IRN\{xla To,. .. 7m8})' (142)

Seja ¢, = dv, com ¢ € C(RV\{z1,79,...,2,}).
Temos que (¢,) é limitada em DP(IRY). De fato,

loall? = [ [ IVoulda = [ [9(ovn)Pide = [ [0,.V6+ 690, 'da
< or / 0,V |Pda + 27 / |6V v, [Pd
RN RN

< 2 [ |l |VePd+2C; [ (Vo
IRN IRN
Usando a desigualdade de Holder com expoentes N/(N — p) e N/p obtemos

l|onl]? < 2P|vy,

5 ([ 19614 dz) " + 2 Cullonll? < Colloal P + Coluall”

e daf, a limitacdo de (¢,) em D'?(IRY) segue da limitacdo de (v,) em D'P(IRY).

Temos entao que

ou seja,
p—2 _ p*—2 —
/]RN Vo, [PV, Vo,dx /IRN [on P ~“vpdndr = 0,(1),
o que é equivalente a
p—2 _ pr—2 —
/]RN |Vu,|P*V v,V (pv,)dx /]RN |on P " “updvndr = 0,(1).
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Entao segue que

/ |an|p_2anvnV¢dx+/ |an|p¢>dx—/ o |P” pda = 0,,(1)
RN RN RN

e portanto,

‘/ |Vo,|[Podx P pdx —/ |V, P2 Vu,v, Vodr + on(l)‘
RN RN

Lo
RN

/IRN ]vn|p*¢dx
/IRN ’Un|p*¢d£€

Usando a desigualdade de Holder com expoentes p/(p — 1) e p, obtemos

IA

+ 0,(1)

+ ‘ / V0 P2V 0,0,V il
IRN

IN

[ 190 ol [Volda + ou(1).

’/]RN |V, |Podz

p*
< ‘/N |vn|? Pdx
p—1

o ([ rwupa) ([ pvepds)” +o,00)

de onde segue que

-

[ Vo ol ([, lVoPas)” 0,0
RN Br(0)

<|[, loal” s

onde Bg(0) D supp¢. Dali,

0< ‘/ Vo, [P ddz +C (/ |vn|de> Chon(1).  (L43)
RY Br(0)

Sy
RN

Desde que (v,,) é limitada em D'?(IRY), segue que (v,) é limitada em D'?(Bz(0)) e usando
a imersao compacta DVP(Bg(0)) — LP(Bg(0)) segue que, a menos de subseqiiéncia,
v, — 0 em LP(Bgr(0)). Assim, passando a uma subseqiiéncia se necessario em (1.43),

fazendo n — oo, segue de (1.42) que
/]RN Vo, Podz — 0, Vo € CF(RY\{a1, 22, . .., ,}). (1.44)

Seja p € Rverificando a desigualdade 0 < p < min{dist(T, B;(0)), 1}.

Vamos mostrar que

/ |Vu,|Pdz — 0. (1.45)
Bi4p(O\B,, £(0)

Consideremos ¢ € Cg°(IRY) tal que 0 < ¢(x) < 1 e ¢(x) = 1 se € By1,(0).

/]RN Vo, |Podz — 0.
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Desde que

0 < \an]pdxg/ \an]pdx:/ Vo, |Ppda
) B ) Bi14,(0)

/131+p(0)\31+§(0
b7
< /]RN |Vo,[Podz,

1+p(0 1+p

segue que (1.45) ocorre.

Seja agora ® € C°(IRY) tal que 0 < ®(z) < 1 para todo x € IRY e

lsex € Byy2(0)

O(z) =
0sex € By ,(0)
3

e seja a seqiiéncia (9,,) dada por ®,(z) = ®(z)v,(z).

Notemos que

V@, [Pdr = / IV (o) P

Bi4p(0\B, ;¢ (0)
< zp/ |||V, [P + 2p/ (07| V[P .
Bi1p(0\B, ;£ (0) Bi4p(0\B, ;£ (0)

Desde que 0 < ® < 1, segue que |®P < 1. Além disso, |[V®|? é limitada. Dali,

/BI+P(O)\B1+§ (0)

0 < VP, [Pdx

/Bl+p(0)\Bl+§ (0)

<>/
Bi14,(0)\B

Recordemos que v, — 0 em D'(IRY) e usando a imersio compacta

D'Y(Bi1,(0)\B142(0)) < LP(Bi1,(0)\By142(0)) segue que, a menos de subseqiiéncia,

o |V, |Pdx + 2pC/ |v, [Pdz.
0 B

1+§ 1+P(0)\B1+§(0)

vp — 0 em LP(B14,(0)\By12(0)). Assim, passando ao limite de n — oo na desigualdade

acima, segue de (1.45) que

/ V@, Pdz — 0. (1.46)
Bi1p(0\B, ;£ (0)

Usando os mesmos argumentos que usamos anteriormente para mostrar que (¢,) é

limitada em D'?(IRY) mostra-se que (®,) é limitada em D'?(IR") e segue desse fato que
I (0n)(®n) = 0n(1).
Portanto,
/]RN Vv, [PV, VO, dx — /]RN (o [P 20, @, dz = o, (1).
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Da definicao de ¢

/ Vo, P2V, V®,dr — / [0 [P 20, ®pdz = 0, (1),
Bi14,(0)

ou ainda,

A A X / Vel V0,V dr
0 B

1+§(0

/Bl+p(0)\31+§

- ol @ — [ o7 bde = 0,(1).
Bi4p(0\B,, £(0) B, »(0)

1+£

Mas em By, £(0) temos que ® =1 e assim ®, = v,,. Dal,
/ V0, [P~2V0, V&, da + / Vo, [Pdz (1.47)
Bi4p(0\B, ;¢ (0) By, p(0)
. (o | Ddr — / 1@, 7" dz = o0n(1).
Bitp(0\B, ;¢ (0) By, p(0)
Notemos que
(1.48)

/ V0?2V 0, V®,dz = 0,(1).
Brip(O\By, 4 0)

4
3

De fato,
Vo, [P HV®, |ds.

<),
Bi1p(0\B, ;£ (0)

/ Vo, |2V 0, VO, dx
Bl+P(O)\B1+§ (0)

Usando a desigualdade de Holder com expoentes p/(p — 1) e p,

0 <

/ V0, P20, Vb, da
Bl+p(0)\31+§(0)

< / Vo [Pda / VO, [Pdr
B1+P(O)\Bl+§(0) Bl+P(0)\Bl+§(O)

Desde que (v,,) é limitada em D'?(IR") e (1.46) ocorre, segue da desigualdade acima que

p—1

P

1
P

/ |V, [P?Vv,V®,dr — 0 quando n — oo.
Bi1p(0\B, ;£ (0)

Notemos também que
(1.49)

/ (o[ Bdar = 0n(1).
Bl+F’(0)\B1+ﬁ (0)

3
De fato, considerando ® = PN\ (41,...2,}, SEGUE queE d € CEMR\{xy,...,z,}) e

O(r) =®(z)sex € Bi4p(0)\B142(0). Dai,

p*q)dx:/ |vn|p*§>dx§/ v, [P ®da.
Bl+ﬂ(0)\Bl+§(O) IRN
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De (1.42) temos que
/ v, [P ®dx — 0
RN

e portanto,
/ |v, [P ®dx — 0 quando n — oco.
B14p(0\B,, 2(0)
Voltando a igualdade (1.47), segue de (1.48) e (1.49) que
/ VO, [Pdr — / 1,7 dz = 0,(1). (1.50)
Bl+§(0) Bl+§(0)

Agora observemos que
/ VO, [Pdr = / VP, [Pda
RN Bl+p(0)

= /B1+p(0)\Bl+§

— ou(1) +/ VP, [Pda
Bl+§(0)

VO, [Pdr + / VO, [Pdz
0 BLp(0)

e da mesma forma

/IRN ‘CI)n

Py = / 1B, da
Bl+p(0)

/ |<Dn|p*dl‘+/ D, [ da
Bi1p(0\B, £ (0) By, p(0)

.
Pdx.

/ o |P" D" da: + / |D,,
Bi4p(0\B, ;¢ (0) Biyg(0)

De forma andloga ao que fizemos para mostrar (1.49), mostra-se que

/ [on|P" ®" d = 0,(1)
Bi4p(ON\B,, £(0)
e dai,
/ 1B, 7" dz = op(1) +/ 1B, |7 d.
RY B, r(0)
1+4
Entao da igualdade (1.50) segue que
/ VO, |Pdx —/ (B[P dz = o, (1),
RN RN
ou ainda,
H(I)an - |q)n ﬁ* = On(l)-

Da definicio de melhor constante de Sobolev na imersio D'P(RY) — LP"(RY)
obtemos

1
Sp*/p

|®,, DLSPIP < ||®, |7 & — || ®n|P” < —|®,

.
z*.

PSS < ||| P & [P,
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Portanto,

]_ * 1 *
p _ p —p — p_ p
< |@nlf” = [y ZI = 0,(1).

Notemos agora que

@ = f
Bl+P(O)\B1+§(

= on(1)+/ IV, |Pdx.
Bl+§(0)

VP, [Pdr + / VP, [Pdz
0) B

14+£(0)

Recordando que ®,, = v, em By, ¢(0) e observando que B ,¢(0) C By(0), obtemos

[®,]” < 04(1) +/ Vo, |Pde.
B3(0)

L
Recordando que Bs(0) C | J Bi(yx) seque que
k=1

L
d,11P < o,(1 +/ Vo, [Pdx < o0,(1) + / Vo, [Pdx
2P <on)+ [, vl W+ [, 17

k)

< 0,(1) + L sup | |Vu,|Pdz,

yeRN 7/ Bi(y
SN/p
e desde que sup Vo, |Pdx = , temos
JeRN /B1(v) pL
0l < on(1) + 5
D117 <on(l)+ ,
p
e dai,
N/p? ) GNP\ PP
Il < on) + 5 = el <o + (250
SN/p? PP X
= On<].) - <1/p> S —||®n p _p.
p

Combinando (1.51) e (1.52) temos que

1 (SN
1 +0n(1) - Sp*/p ( pl/p )

- (2]

7] = 0,1,

[|©n[”

1
- r@nup{u o

1

WH@"

< ([ |1~
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e portanto,

Notemos que

e dai,

p*—p
P

1
Desde que 1 — () > (), temos
p

P —p

1 P
o<l (- (5) 7 | <o
p

e passando ao limite de n — oo concluimos que ®,, — 0 em D'P(IRY) .

Agora, desde que v, = ®,, em B;(0), segue que

0< [ (Vupdr= [ Ve pdr< [ V0P
B1(0) B1(0) RY

Dai,

lim |Vu,|Pdz =0
B1(0)

n—oo

contradizendo a igualdade

N/p

S
Vo, [Pdx =
/Bl<0) [Venl pL

, Vn e IN.

Logo
Vo §é 0.
Agora s6 nos resta provar a existéncia de (w,,) em D"?(IRY) onde (w,,) é uma seqiiéncia
(P.S.)z para I, verificando

Wy () = up(x) — RN P/Pyg(R, (2 — x,)) + 0n(1)

para alguma subseqiiéncia de (u,) que ainda chamaremos de (u,,).

Seja U € C2(IRY) tal que 0 < W(z) < 1 para todo 2 € IRY e

1 se z € By(0)
0 se z € BS(0)

U(z) =
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e seja

Wy (x) = uy(z) — R;N’p)/pvo(Rn(:r —2,)) V(R (z — ), (1.53)

onde a seqiiéncia (R,) é escolhida verificando R, = — — 400 .

De (1.53) obtemos

RYN/Pw, (2) = RPN Pu, () — vo(Rp(x — ) W(Ru(z — )
e fazendo z = R, (z — x,) segue que

RP=N)/pqy, (]; + xn> = RP=N)/py, <P§ + IEn) —vp(2)¥ (%) :

Definindo agora

W, (2) = RPNy, (; + xn)

n

e recordando que

v, () = RP=N)/pyy, (Rx + xn)

n

segue que

Wn(2) = vn(2) — vo(2) T (;) . (1.54)

Definamos

U,(z) =0 (1%) . (1.55)

Notemos que 0 < ¥, (z) < 1 para todo z € R" e

¥, (2) 1se z € By (0)
n\%) =
0se z € By (0).

Substituindo (1.55) em (1.54) obtemos
W (2) = vn(2) — vo(2) Wy (2).

O Lema estaré provado se provarmos que vo¥, — vo em D'P(IRY) e que (w,) é uma
seqiiéncia (P.S.); para Io.

Vamos primeiramente provar que voW, — vy em Dl’p(RV). Temos que

llooW, — wol[? = /N IV (000, — vo)[Pdz = /N IV (0 (W, — 1))[Pdz (1.56)
R R

< 2?/ ]v0|p\V(\I/n—1)|pdz+2p/ 0, — 17| Vuo|Pdz.
RN RN
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Notemos que
[ [0l 19 (W = DlFdz = 0u(1).
RN

De fato,
Sy N0l 10, = D
R

=[PV,
B, g, (0)

-/ 0o [V Pdz + [ ol |V
By, (0\Bg (0) Bp, (0)

Rn

Desde que ¥, (z) = 1se x € By (0), segue que

/]RN l0o|P|V (W, — 1)[Pdz = /B

e usando a desigualdade de Holder com expoentes N/(N — p) e N/p obtemos

00|V [Pdz,
~ 0)

2R"n(0 BRn

| ol 1V (%, = 1P

* P
< ( / oo dz)
By, (0\Bg (0)

« P
< ( / vl dz)
B, g, (0\Bg, (0)

z
Observemos que fazendo y = 5 segue que

OWu(z) OV [ 2\ 5 -10V¥(y) 51
0. 0a <Rn> =R, ;s = VVU,(2) =R, VV¥(y),

Z

2fs

( / \vqfn\Ndz>
By, (0\Bg (0)

( / |V\Ifn]Ndz>
By, (0)

2Rn

2
s

zs

z=Ryyy=dz=R, dy

€

2 € By (0) = |2| < 2R, = |y| < 2=y € By(0).
Dai,

[ wuere = [ ReePE
2R, ( Bs(0)
= VY (y)|Vd
L, [V ¥y

e portanto,

N-p
/ 0P|V (W, — 1)|Pdz < C (/ o p*dz>
RY By (O\By, (0)
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Notemos agora que para cada n € IN,

100l X5, . OBy, )] < 00l

onde |vo|P” € LY(IRY). Além disso, quando n — oo temos que

*

p

|vo(2) Xan(o)\BR-n(o)(Z)*O qt.p. RY,

Entao, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

/ lvo[P"dz — 0 quando n — oo
By, (0\Bg (0)

e concluimos de (1.57) que
/]RN l0o|P|V (W, — 1)[Pdz = 0, (1). (1.58)
Notemos também que
/]RN 0, — 1P| Voo |Pdz = o0,(1).
De fato, recordando que ¥,, =1 em B (0) e 0 < ¥, (z) < 1, segue que
/ U, — 1P|VoolPdz = / U, — 1P| Voo |Pd=
RY RY\By (0)
= 1—W,)P|Vu|Pd
/I\RN\BR"’”(O)( ) ‘ UO| <

< Vg Pdz. 1.59
= /]RN\BR%(O)| Uo| z ( )

Para cada n € IN,

1V Xmv 5 ()] < 1V00l?

onde [VuolP € L*(IRY). Além disso, quando n — oo temos que

|VU0(Z>|pX]RN\BR~n(0)<Z) —0 qtp. R
Entao, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

/ |Vug|Pdz — 0 quando n — oo.
RY\By (0)

Concluimos entao de (1.59) que
/}RN 0, — 1PP|Voo|Pdz = 0,(1). (1.60)
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Voltando a desigualdade (1.56), segue de (1.58) e (1.60) que
vV, — vy em D'P(IRY),

e portanto,

Wy, = Uy — Vo + 0,(1)

onde 0, (1) — 0 em D'P(IRY).

Mostraremos agora que, a menos de subseqiiéncia, (w,) é uma seqiiéncia (P.S.); para
I

De forma andloga ao que fizemos para mostrar que I (u,) = I(v,), mostra-se que

Lo(wy) = Io(15,). Dai,
Io(wy,) = Io(Vy — vo + 0,(1)) = Ino (v, — o) + 0, (1).

De forma andloga ao que fizemos na demonstragao do item (b) do Lema 1 mostra-se
que v, (x) — vo(z) q.t.p. em RY, (v,) é limitada em LP"(RY), Vu,(z) — Vue(z) q.t.p.
em IRY e (|Vu,|) é limitada em LP(IRY).

Segue entao do Teorema de Brezis-Lieb que

Vo, |b = [Vug[b + [V, — Vug[b + 0, (1)

b= JvolBe + |vn — volBe + 0,(1),

|vn
e portanto,
Io(wy) = Io(vy —vg) + 0n(1) = Io(vn) — Ino(vo) + 0n(1).
Desde que (v,) é uma seqiiéncia (P.S.). para I, segue que
Io(wy) = ¢ — I(vo) + 0n(1),
e fazendo ¢ = ¢ — I (vg) concluimos que
Io(w,) — ¢ quando n — oo.

Finalmente estamos interessados em provar que ||I. (w,)||[pr — 0 e para isto é

suficiente provarmos que

115 (@)l — 0, (1.61)
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porque supondo provado que (1.61) ocorre, para cada ® € DP(IRY) podemos definir a
seqiiéncia

bfa) = BP0 (2 4, )

mn

que satisfaz

121 = [|@]], vn € N

I' (w)® = I (i0,) P,
Dai, tomando ® € D*(IR") com ||®|| < 1 temos
Lo (wn) @] = I (@) @] < || I (@) | 1@ | = (|1 (@) | ]| 1] < (| T2 () 4

e portanto,
0 < L (wn)llpr < (@)l pr,
e passando ao limite de n — oo segue que || (w,)||p — 0.

Observemos que
1156 (0n) = L5 (vn) + I (v0) [ — 0. (1.62)
De fato, para todo ® € D*(IRY) com ||®|| < 1 temos

|15 (t0n) = I3 (vn) + 15 (v0)] @]

=\ Va2, vede ~ [
RN RN

p*_Qﬁzn(I)dx—/ |V, [PV, Vddr
RN

—l—/ |vn\p*’2vnq>da§—l—/ ]Vvo\p’QVUOV@dx—/ o[ v ®da
RY RY RY

- /]RN [(Wﬁ)"wszn — Vo, P72V, + \Vvo|p72Vvo) VCI)} dx

= o L0

< /]R N Mvwn\p*vwn — VU [PV, + yvUO\HWO\ IV®| da

P 20D, — |oa P20, + |U0|p*_21)0> (1)} dx

+ /IRN ’an|p*_2u~1n - |Un‘p*_2vn + ‘UO

p*_2v0’ |D| dx.

Usando a desigualdade de Hoélder com expoentes p/(p — 1) e p na primeira parcela e
p*/(p* — 1) e p* na segunda, encontramos
|5 (@) — I () + 12 (v0)] @]

(p—1)
P

< ([ NI9@a 29, — (Vo =2V0, + (Voo 29w dz) 7 o]

(P*;l)
“()
RN

* *_1
P2, ol e+ ool 2w da) T (@)

|,
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Usando a imersdo continua D'P(IRY) — LP"(IRY), segue que

[T (t0n) = I3 (vn) + 15 (v0)] @]

< ( [ (\vwm—?vwn — Vo2V, + [Vl 2 [ dx)

(®*-1)
+o(/

* *_1 p*
p*/(p )dx) H(I)H
~ 2 ~ ) ) p/(p—1) P
<(/N“vwm Vi, — [Voa[P 2V, + Voo 2V, d@
R

p*—2

2w, — ]vn]p*’Q Vo

(p—1)

+C(Aw

. P/ —1) dx) s

*_
Wy, — pr=2

P2y 4+ [vo

Vo

Considerando A(y) = [y|~?y, A'(y) = [y|"" >y, m = Vv, — Vg, w = Vg, T, = v, — g

e W = vy temos que

[T (0n) = I (vn) + L5 (v0)] @]

(p—1)

< ( ‘|an\p N, — |V P2V, + |Vue|P~ 2Vv0‘ Py dx) ’

Sy |\ G
+ C(/ P2, — p*_2v0p P dx) !

(p—1)
= ( - mwmm+A(WW*wQ ’

(P*;U
+c(/|4mu A, +w) + A@ V) T o)
e portanto,

|5 (t0n) = I (vn) + I (o)

< ([ 140) = Al +0) + A o)

(p—1)
p

(P*:l)

-w(éMA@J—AmMH@+A<W/ ”m)p +on(1).

Agora desde que
N *
m,w € (LP(IRY)) " e 7, w € L7 (RY),

Nn(z) — 0 e 7, () — 0 q.t.p. em RY

aly < Cr € [l < Ca, Vi€ N
segue do Lema 2 que

A(nn) — Al + w) + A(w)[P/P™V d — 0
| 1AGR) = A+ w) + Alw)

| 4@ = A+ ) + A @) e — 0.
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Portanto de (1.63) obtemos
|12, (0y,) — I (v,) + I (vo)||pr — 0 quando n — oo,

e dai, temos que

[{)o(wn) = ]c/x;(vn) - Ic/x;(UO) + 0,(1)

onde 0,(1) — 0 em (Dl’p(]RN))

Desde que vy é ponto critico do funcional I, segue que
I (@) = I3, (vn) + 0n(1),
e portanto,
1% (@)l = (115 () + 0n (D) < [ (va)[pr + [on(1)]] -
Desde que (v,) é uma seqiiéncia (P.S.). para I, concluimos que
|1 (0,)||pr — 0 quando n — oo

e a demonstracao do Lema esta concluida.

Teorema 2 (Um Resultado de Compacidade Global): Seja (u,) uma seqiéncia (P.S.).
para I com u, — ug em D"P(IRY). Entdo, a menos de subseqiiéncia, (u,) verifica uma, e

somente uma, das afirmacoes abaixo.
(a) u, — ug em DVP(IRY) ou,

b) Eziste k € IN e solugoes ndo triviais 2%, - -, z¥ para o problema (Py), tais que
0 0

k
lunllP = ol P+ D 1120]1”
j=1

Demonstragao:
Usando argumentos andlogos aos utilizados na prova do item (b) do Lema 1 mostra-se

que
/IRN V[P~ 2V, Verda — /}R | VuolP?VueVeds , ¥ € D'P(RY) (1.64)
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P “2uopdr , Vo € DVP(IRY). (1.65)

/]RN [P " 2uppd — /]RN luo

Observemos agora que
altn P2 und = PP, [P 20,0 Pg | Yo € DYP(IRY)

onde a®~V/P|y, [P~2u, € LP/-D(RY) e a'/?¢ € LP(RY).
Consideremos a seqiiéncia de fungoes f,(r) = a(z)P~V/P|u,(z)|P~u,(z) e a funcio
f(z) = a(z)®P=Y/P|ug(x)|P~2ug(x). Temos que, a menos de subseqiiéncia, f,(z) — f(z)

q.t.p. em IRY. Temos também que
p/(p—1) g, — P p
/]RN | f|P/ PV = /]RN alun|Pdz < |alnplunlte < O, ¥n € N

Além disso

r_
*

— * P
/]RN |f|p/(p Vdr = /]RN alug|Pdx < |a|N/p </]RN |uo|P dx) < 400.

Entao desde que > 1, segue do Lema de Brezis-Lieb que

p
(r—1)
/ fnpdx —>/ fodz |, Yo € LP(RY)
RN RN
e desde que a'/?¢ € LP(IRY) para todo ¢ € D'P(IRY), obtemos
/ a(p’l)/p|un\p*2una1/%d:c N / a(pfl)/p|u0‘p72an1/p¢dx7
RN RY
ou seja,
/ alu, [P~ u, pdx —>/ aluelP?uppdr | Yo € D'P(IRY). (1.66)
RN RY

Desde que (u,,) é uma seqiiéncia (P.S.). para I, temos que I'(u,) — 0 em (Dl’p(IR,N)),

onde

I'(uy) ¢ = /N |V, [P 2 Vu, Védr + /N alw, [P *u,pdr — /N ||~ 2u, pd
R R R

para todo ¢ € DP(IRY).
Fazendo n — oo segue de (1.64), (1.65), (1.66) e da unicidade do limite que

/N |Vuo[P2VugVodr + /N alug|P 2ugpdr — /N luo|P” "2upddr = 0
R R R
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para todo ¢ € D'P(IRY) e portanto ug é ponto critico do funcional 1.
Suponhamos que u,, /4 ug em D(IRY) e seja (z}) ¢ D'?(IRY) dada por z} = u, —uo.

Entao
2zt = 0 em D"P(IRY) mas z} £ 0 em D'P(IRY).

Provaremos que (z}) é uma seqiiéncia (P.S.)., para I.

De fato, do Teorema de Brezis-Lieb

12E1P = [V, — Vu0|§ = ]Vun|§ — |Vu0|§ + 0,(1) (1.67)
EA ﬁi = [un — ug g: = [uy Z: — |uo ﬁ: + 0,(1). (1.68)

Por outro lado, temos que, a menos de subseqiiéncia, |u,(z)|? — |uo(z)P q.t.p. em

RY e que

(N —p)
Notemos também que

/N(|un|p)N/(N_p)dx = /N lup|P de < C', ¥n € IN
IR IR

e além disso
luo|P € LN/(N—p)(IRN)'
Portanto, do Lema de Brezis-Lieb, obtemos
/JRN |un [Podr — /IRN lug|Ppdx , Yo € LN/P(IRY)
e desde que a € LN/?(IRY), temos

/]RN alu,[Pdr — /]RN alup|Pdx,

e portanto,

/IRN alu,[Pdr — /]RN alup|Pdx = 0,(1). (1.69)

Assim, de (1.67), (1.68) e (1.69) obtemos

1 1 «
Io(2)) = Io(u, —ug) = Z;|Vun — Vgl — E|un — Ul

1 1 1 . 1, .
= —|Vu,|? — =|Vugl? — —|u, [P + —|uglbs + 0,(1)
P p P p p* p p* p
]- 1 ]. *
= Vo [ alulde = el
p p JRY p*

1 1

]_ *
- = p_ p o gal?
p[Vuo\p p/Na|u0| dx + —|uglp- + 0n(1),
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e portanto,
Io(2)) = I(uy) — I(ug) + 0,(1). (1.70)
Além disso, considerando 7, = Vz!, w = Vug, 7,, = 2} e W = ug temos que
Ty W € (Lp(]RN))N e 7, w e L (RY),

Nu(x) — 0 e 7, (r) — 0 qt.p. em RY,

nlp < Cr e [i,lpr < G VR e N

e do Lema 2 obtemos os seguintes limites:

P e 0, )

/N “VUHVFQVU” — | V2 P2V 2! — |Vue|P*Vug
R

Por outro lado, temos que, a menos de subseqiiéncia,

p*—2 1

n

pr—2 * ‘p*/(p*fl

p 72u0

L dr — 0. (1.72)

z}l — |ug

Up — |2

ln @) 2un() = uo(@) o) =0 q.tp. em R

Temos também que
_ Lo p/=1\P'/P
e e e
_ _o P/ (p—1)
= [ a2 = a2

— — p*/(p_l) * *
g/]RN (lenlP~* + fuaol” ™) dz g/]RNO(]un]p + [ugl?" ) de

P<K,V¥neN

dx

= Clun |2 + Clug

*

Entao, desde que P > 1, segue do Lema de Brezis-Lieb que
p

P pde — 0, Ve € LVH(RY),

o D=2 = a2
e desde que a € LV/?(IRY), temos

‘p/(pfl)

/IRN a “un\p’Qun — |uo|Puq dx — 0. (1.73)

Para todo ¢ € D (IRY) com ||¢|| < 1 temos
[T (20) = T'(wn) + T'(wo) ] 6]
< (/]RN ‘|Vz7ﬂp_2Vz,1l — |V, [P 2V u, + |Vug|P~*Vug
O ([ 122 =

+C (/]RN a ‘|un\p_2un - |u0|p_2u0

1 (P*l)/P
’p/(p ) d:l?)

dx

P2+ |uo

P2, ’p*/(p*—l)
0

)(p*l)/p*

1 (P*l)/P
’p/(p ) d:l?) ’
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e portanto,

125 (20) = I'(wn) + I'(uo)| |
< (/IRN ‘|Vz,11]p’2Vz}L — |V, P2V, + |Vug [P *Vug

40 ([l =,
RN

+C (/ a Mun\p’Qun — |u0|p’2u0
RN

- (p—1)/p
‘p/(p 1) dx)

*

pr—1) |\ =D/
P+ Jug P/ (p"—1) )

P ’Quo‘ dx

- (p—1)/p
‘p/(p 1) dx)

e de (1.71), (1.72) e (1.73) concluimos que
175 (20) = I'(un) + I'(u0)| |y — 0 quando n — oo.
Assim,
I (2)) = I'(up) — I'(uo) + 0, (1). (1.74)

Concluimos entao de (1.70) e (1.74) que (z!) é uma seqiiéncia (P.S.)., para I..
Portanto, do Lema 3, existem seqiiéncias (R,;) C R, (7,;) C RY, z{ € D'?(IRY) solucio
nio-trivial para o problema (Ps,) e uma seqiiéncia (22) C D'?(IRY) o qual é (P.S.)., para

I e tais que

Se definirmos

va(z) = RV ) ( ca a:m) (1.75)
’ Rn,l
(§]
ﬁ@%J#ﬂW%<JT+%O7
’ Rn,l
segue que

2(x) = vl () — z5(x) + 0n(1). (1.76)

Analogamente ao que fizemos na prova do Lema 3, usando mudanca de varidvel,

mostra-se que

[loall = Izl (1.77)

1
n

pr = |Zi

|U p*
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e dal segue que
Io(v}) = Io(2}). (1.78)
Para cada ® € D'?(IR"), definimos a seqiiéncia
() = Ry """ (R (= 20,1)

e usando mudanca de variavel mostra-se que

12]] = [|@all . V€ N

/ VPV, dr = / VoLVl Vada
R R

P2l dda.

[ i = [ el

Logo,
L (2)®, = I

o0

(v,)®
e com isso obtemos que, para todo ® € D'P(IRY) com ||®|| <1,
L (v2) @] = 1 (2) @l < 1T )l @l = 1115 ) [/ 1@]] < (115 (2)
e portanto,
0 < (2% (wa)llpr < (115 (201
Fazendo n — oo segue que
I (v}) = 0 em (D*(RY))". (1.79)

De (1.78), (1.79) e do ftem (a) do Lema 1 temos que (v}) é limitada em D'?(IRY) e

n

portanto, a menos de subseqiiéncia,
vl — 2. (1.80)
De (1.76), usando o Teorema de Brezis-Lieb, segue que
122l = [lonllP = 112011 + 0a(1), (1.81)
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E D+ 0,(1)

b=l

b =lv

e dai obtemos
Io(22) = Ino(v,) — Too(zg) + 0n(1). (1.82)

Por outro lado, considerando A(y) = |y[P~2y, A'(y) = |y|P" 2y, n. = Vvl — Vzi,

v O | 1o — o1
w=Vzy, N, =1, — % €W = 2y, usando o Lema 2, mostra-se que

/ |A(,) — A +w) + A@w) [P dz — 0
RN

|14 = 4@, + @)+ A@P T de -0,
R
Para todo ® € D"?(IRY) com ||®|| < 1 temos

150(22) = I (0}) + oo (20)]]

< (o 140) = Al +0) + A do)

p—1

p

pF—1

E3

O ([ 1AG,) ~ A, +0) + A @V da) T+ o,(1),
e portanto,

175(20) = I (vn) + I (20) |

< (o 1400 = Al + ) + A da)

p—1

P

pF—1
p*

L ( J o NA@) = A+ )+ A @) dq;) + on(1).
Entao, fazendo n — oo concluimos que
I (Z7) = Iio () — Ii(20) + on(1). (1.83)
Combinando (1.77) com (1.81) obtemos
122117 = llznll” = [20]1” + 0n(1)
e de (1.67) segue que
IZ2IP =l = [fuoll” = [25]1” + 0n(1). (1.84)
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De (1.78) e (1.82) obtemos

e de (1.70) segue que
Ino(32) = I(uy) — I(ug) — Ino(28) + 0n(1). (1.85)

Se 22 — 0 em D'?(IRY), temos que o teorema fica provado com k = 1, pois ||Z2||? — 0

e de (1.84) temos que
[P — [Juol[” + [|zo]|”

e além disso, da continuidade de I, temos que I, (Z2) — 0 e de (1.85) obtemos
I(u,) — I(ug) + Io(2p)-

Se z2 4 0, desde que temos por (1.76) e (1.80) que z2 — 0 e por (1.82) e (1.83) que
(22) é (P.S.)., para I, podemos aplicar o Lema 3 e encontramos (R, 2) C IR, (z,,2) C RY,
22 € D'P(IRY) solugao nio-trivial para o problema (Ps,) e uma seqiiéncia (z2) ¢ D'P(IRY)

o qual é (P.S.)., para I e tais que
Z3(ZE) _ 22(1,) . R(N—P)/’Pzz(R ( . 1
n — “n n,2 o {tn,2(T xn,z)) +0n( )
Se definirmos

vi(z) = R,(lp;N)/p.éi (x + I'mg)
’ Rn,Z

e
_ x
i) = Rt (G a).
’ Rn,2
segue que
Z(x) = vi(x) — 25(z) + on(1). (1.86)
Argumentando de forma analoga que fizemos anteriormente, obtemos os seguintes
resultados:

[loall = 11221, (1.87)
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Io(v?) = Io(3%), (1.88)

IL,(12) — 0 em (D'(RY)), (1.89)
V2 22 (1.90)

120l = [lva][? = [|25]7 + o (1), (1.91)
Io(33) = Io(v2) — Io(22) + 0n(1) (1.92)
IL(Z) = I (vn) = I (25) + on(1). (1.93)

Combinando (1.87) e (1.91) obtemos
1ZallP = 1122117 = llz5]” + 0n(1)
e de (1.84) segue que
12217 = [Junl [P = [luol P = 1|25| " — 112517 + 0n(1). (1.94)

De (1.88) e (1.92) obtemos

e de (1.85) segue que
Loo(Z3) = I(un) — I(uo) — Iso(%5) — Ioo(25) + 0a(1). (1.95)

Se 22 — 0 em D'?(IRY), temos que o Teorema fica provado com k = 2, pois ||Z3[|P — 0
e de (1.94) temos que
2 .
[lunll” = [luol P+ >_ [l=5|I°
=1
e além disso, desde que I, (Z2) — 0, temos por (1.95) que
2

I(un) — I(ug) + > Io(2).

Jj=1
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z r im rgumen ncontramos z,, 25, ..., 2y ucoes nao-triviai
Sef; 0, repetimos os a entos e encontramos é, g, , é“lsol oes nao-triviais

para (P) satisfazendo

k-1
[1Zl1” = " = ol P = > 1125]” + 0a(1) (1.96)
j=1
e
k-1 ,
Ioo(ZF) = I(un) — (o) — > Too(20) + 0n(1). (1.97)
j=1
Da definicio de melhor constante de Sobolev na imersio D'?(IRY) < LP"(IRY), temos
que
|AL.S<|IZ|P, j=1,2,....,k— L (1.98)
Desde que 2} é solucio fraca do problema (Ps) para j =1,2,...,k — 1, temos que

/]R VRV pda = /]RN |27 2 eda , Vo € DYP(IRY),

e desde que 2} € D'Y?(IRY) para j = 1,2,...,k — 1, vale em particular que

153117 = 12315

e portanto,

1P = |8

oy J=12,... k=1 (1.99)
Substituindo (1.99) em (1.98) obtemos
(1A ) s <NAlP s G=1,2,....k=1.
Dai,

1—-2

(1311P7)" s < [1411P & 5 < (II4]F) 7 & s <[],

e portanto,
—|A|P < =SNP | j=1,2,... k-1 (1.100)

Entao de (1.96) e (1.100) obtemos

k-1
12l = lunll?” = [Juol[” = D ||23][” + 0a(1) (1.101)
j=1
k-1
< fun| P = [Juol[” = D= S™P 4 0,(1)
j=1

= [uall” = lluol [ = (k = 1)S™7 + 0,(1).
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Desde que (u,) é limitada em D'?(IRY), temos que
[lun[” = Juol[” + 0n(1) < €', ¥n € N
Entao de (1.101) segue que
0<|IZFP<C—(k-1)SN?  vnelN
Desde que existe k € INtal que C' — (k — 1)SN/P < 0, segue que existe k € IN tal que
liflrisc}ip |2F]|P < 0.

Entao lim |Z¥||P = 0 e assim, 2¥ — 0 em D'P(IR") e o Teorema esté demonstrado.
—

Corolario 1 : Seja (u,) uma segiiéncia (P.S.). para I com ¢ € (0,(1/N)SN/P). Entdo

(un) possui uma subseqiiéncia que converge fortemente em DYP(IRY).

Demonstragao:

Desde que (u,) é (P.S.), para I temos que (u,) é limitada e sendo D'?(IRY) um espaco
reflexivo segue que, a menos de subseqiiéncia, u,, — 1y em D'P(IRY).

Suponhamos por contradicdo que u, 7 uy em D'P(IRY).

Entdo, do Teorema 2, existem k& € IN e solugdes nao-triviais 2}, ..., 28 do problema
(Py) tais que, a menos de subseqiiéncia,

k

[leal [P = [fuol [P + > 11257
=1
e
k: .
Iun) — I(wo) + > Io(2).
j=1

Na prova do Teorema 2 mostramos que nessas condicoes ug € ponto critico do funcional

I e dai segue que

g*zo,

]/(Uo)uo = ||U0||p + /]RN G|UO|pdlL’ — |UO

e portanto,

.
pe — lluol[”.

/]RN alup|Pdx = |ug
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Com isso obtemos

1 1 1 .
I{ug) = —|lu p—i—f/ aluglPdr — —|ug|P-
(uo) pH ol > Iy |uo p*\ olp
1 1 « 1 " 1 X
= ];||uO||”+]3(|uo§*—||u0||p)—]§yuog*:ﬁ\uog* > 0.
Da unicidade do limite
k
¢ =1I(uo) + Y Ioo(2)
j=1

e dai temos que
k . . k 1
c=1I(up) + > Io() > Y Io(2) > NSN/P > NSN/P.

Temos entdo que ¢ & (0, (1/N)S™/?), o que é uma contradigao.

Corolério 2 : O funcional I : D'?(IRY) — IR satisfaz a condicio Palais-Smale no

intervalo ((1/N)SN/P (2/N)SN/P).

Demonstragao:

Seja (u,) uma seqiiéncia (P.S.). para I, ou seja,
I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0.

Na prova do Corolario 1 argumentamos que, a menos de subseqiiéncia, u,, — ug em

D' (IRY).

Suponhamos por contradicdo que u, 7 uy em D'P(IRY).

Entdo do Teorema 2, existem k& € IN e solucdes nao-triviais z{,..., 25 do problema

(Py) tais que, a menos de subseqiiéncia,

k
[lnl[” = [luoll” + > ll25]”

j=1
e
k .
I(up) — I(uo) + > Io(2).
j=1
Da unicidade do limite temos
k
¢ = I(ug) + Y (=)
j=1



Na prova do Coroldrio 1 mostramos que I(ug) > 0 e dai, segue que k nao pode

ser maior do que 1 e z} ndo pode mudar de sinal, pois caso contrdrio, terfamos
c g ((1/N)SNP (2/N)SN/P) e entdo ja terfamos uma contradicdo.

Portanto temos
1
c=I(ug) + Io(z3) = I(ug) + NSN/”.
Da definicdo de melhor constante de Sobolev na imersao D*P(IRY) — LP"(IRY), temos

Slu

o< |ullP, Vu € D"P(RY). (1.102)

Desde que, por argumentos usados na prova do Teorema 2, ug é ponto critico do

funcional I, segue que

I'(ug)ug = ||uo]|? + /]RN alug|Pdx — |ug ﬁ: = 0.
Dai,
0< /]RN alup|Pdx = |ug g: — ||uol |,
e portanto,
lluoll < Juol-.

Combinando esta ultima desigualdade com (1.102) obtemos

S”LLO

*
g*.

Dali,

.
5*

* o N 1 1
S S ‘ong*ip - ‘UO‘Zi/(N 2 = SN/p S ‘uo‘g* = NSN/p S N‘UO
e logo,
2 1 |
ZGNIP < —\yalts + =GN/,
NS b

Por argumentos usados na prova do Corolario 1 temos que

1

I(UO) = N

|U0 giv

e dai,

2 1
NSN/I’ < I(ug) + NSN/” =c

e isso contradiz o fato de ¢ € ((1/N)SN/? (2/N)SN/P).
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Corolario 3
: Seja (u,) uma seqiiéncia (P.S.), para I com ¢ € ((k/N)SN? ((k+1)/N)SN/P) onde

k € IN. Entdao o limite fraco ug de (u,) € nao-nulo.

Demonstragao:

Suponhamos por contradicao que ug = 0.

Entdo u, — 0 ou u, £ 0 em D**(IRY).

Se u,, — 0 em D'?(IRY), entdo da continuidade de I e da unicidade do limite, segue
que ¢ = 0 e isso contradiz o fato de ¢ € ((k/N)SN/P, ((k+1)/N)SN/P).

Se u, # 0 em D'P (RV), entao do Teorema 2 temos que para uma subseqiiéncia de

(u,) vale

k
unlP — > ||25] P
j=1

I(un> - Z IOO(ZS)-

=1

Da unicidade do limite temos
k .
c= Z I ().
=1

Se para todo j = 1,...,k, zg é solugao positiva do problema (P,), entao
¢ = (k/N)SN/P.  Se para algum j, 2z} é uma solucio que muda de sinal,
entdio ¢ > ((k+1)/N)SN/P. Ambos os casos contradizem o fato de ¢ €
((k/N)SY, (s + 1)/N)S™),

Concluimos entao que uy Z 0.

Daqui em diante, denotaremos por f : D'?(IRV) — R o funcional dado por
fw) = [ (Vul +a(e)ul)da
e por M C D'?(IRY) a seguinte variedade:
M = {u € Dl’p(]RN);/ |ul?"dz = 1}.
IR,N
Observamos que se (u,) C M satisfaz

flun) —c e f

M(“ﬂ) — 0,
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a seqiiéncia (v,) C D"(IRY), onde v, = ¢(N=P)/P*y,  verifica os seguintes limites:
1 N/ /
I(v,) = =P e I'(v,) — 0.
N
De fato, temos que

1 1 1 .
I(v,) = —/N |V, |Pdx + f/Na\vnV’dx— —*/N v, [P dz.
PR PR PR

Da definicao de v,, obtemos

1 1 * *
](Un) — ZcWN-p)/p </ |Vun|pdx +/ a|un|pd:p> _ ~ N=p)p /p2/ |Un Py
p RN RN p* RN
L (vp)/ Low _ L wvpm, L n
=TI f(uy) — — P = =P Pe — —cMP 40, (1)
p p p
lcN/p — icN/p +0,(1) = icN/p + 0,(1)
p p* N
e com isso concluimos que
I(v,) — NC P quando n — oo.
Além disso, temos que
/ . / . / )
F ()l = min || f'(w) = A (u)][p
onde ||.||s é a norma da derivada da restrigao de f a M em u e ¥(u) = /N |ul?" d.
R

Observemos que 1 € C*(D'"?(IRY),IR) e que ¢'(u)¢p = p*/N ulP" ~2ugdz.

R
Agora para cada n € IN, seja \,, € Rtal que || f'(u,)||« = ||.f (un) — Aa?' (wn)|| pr-
Para todo ¢ € D*(IRY) com ||¢|| < 1 temos que

|I'(vp)g| = ’ / Vo, P2V, Vodr + / alv, [P v, 0dr — / [vn [P 20, 0da:
RY RN RN

(N=P)p-1)/p* </ |Vun\p_2VunV¢das+/ a\un\p_zunqﬁdx)
RY RN

a0 ([ )
]RN

1

— N -1/p? 2 (p / VP> Vu,Vodz + p / alunlp‘zuncbdx)
P RY RN

_ C(pr)(p**l)/ﬁi (p*/ ]un]p*Qungbdx)‘.
p* IRN

Desde que f'(u,)¢ = p/N IV, P~ 2Vu, Védr —l—p/N alun [P 2updr e que Y (u,)d =
R R

p* /]RN lun [P ?unddr, segue que

[ (vn)g] =

*

1 . 1
c(N_”)(”_l)/pQEf’(un)gb _ N=p)(p —1)/p2w/(un)¢‘
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1 1
— C(pr)(pfl)/p:;f’(un)(ﬁ — (N=P)P=D)/p 2p)\n¢ (un)@

p2i

1 *
4+ C(N—p)(p—l)/p2 ];)\nw,(un)gb _ C(N—P)(P -1)/ p*d}/(un)qb .

Usando desigualdade triangular, temos que

I'(va)p] < NP/ |f< )6 — At (1))

4 C(N_p)(p_l)/pt/\n _ C(N—p)(p*—l)/zﬁi* [0 (1) B
p p
< NI/ ||f (tn) = Ant)' (un) || 1]
2 1
D
Desde que [[o]] <1 e [[f(un) = At (un)|[r = |[f'(un)[|+, segue que

,, — =Rt/

1
_ _ 2
4 | -pe-/p 5)\ 14" (un) || o[ 9]

1
|],<Un)¢| < C(N_p)(p_l)/p2];||f,(un)||*

+ C(N—p)(p—l)/ﬁl)\n _ C(N—p)(pg—l)/l’Zi |10 (un)]| D
p*
= on(1) + oty et L i
p P

e portanto,

W-pe-0/ Ly ety

1 (va)l|pr < 0n(1) + € "(un)l|p- (1.103)

Mostraremos que
1 (un)l|lr < p*C, ¥n e N (1.104)

e que

C(N’p)(pfl)/’ﬁl)\n (NP =1/p ' — 0 quando n — oo. (1.105)
p

Temos que (1.104) de fato ocorre, pois para todo ¢ € D'P(IRY) com ||¢|| < 1 temos

que
W (u)d| = |p* / Nl e
R
* p*—2 ok
< 9 [l P ulidldr = p7 [,
Usando a desigualdade de Hélder com expoentes p*/(p* — 1) e p*, obtemos

Y (un)o| < p* </]RN |Un|p*dx) (*—1)/p* </]RN )1/1,*
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Recordando que (u,,) C M, segue que

. - (r*-1)/p o 1/p i
D </]RN |u, dm) (/]RN | dx) = p*|o

p*Cll¢|| < p*C

IA

p*

IN

e portanto

19 (un)l|pr < p*C", ¥n € N
Observemos agora que
|1 (wn)ll+ = 0 & [[f(un) = Ant' (un) || — 0.
Desde que (u,) ¢ limitada em D (IRY) e que
[ () un = At (un )un| < J[f (un) = Ant (un) | ol |

segue que
|f ()t — A (un)un| — 0.

Dai,
‘f/(un)un - )\nw/(un)un’ - O

o que implica que

)p </ |Vu, |Pdx +/ a|un|pd:r) — )\np*/ |un|p*da:‘ — 0.
RY RN RY

Logo,

|pf(un) - /\np*| — 0= pf(un) —A\p" = On(l) = A = Tf(un) + On(l)

de onde concluimos que

Portanto,
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e de fato (1.105) ocorre.

Concluimos entao de (1.103) que
17" (vn)]|pr — 0 quando n — .

Notemos agora que se existem (u,) C M e c € (S, 2P/ S) tais que

flun) —c e f

M(un) — 0,

entdo, a menos de subseqiiéncia, u,, — u em D(IRY).
De fato, temos que a seqiiéncia (v,) C D'?(IR") dada por, v, = cN=P)/P*y 6 Palais-
Smale de nivel +c"/? para I.

Desde que ¢ € (S, 2P/VS), temos que

1 N/p <1 N/p 2 N/P)
NC € NS ,NS

e do Corolério 2 segue que, a menos de subseqiiéncia, v, — v em D' (IRN) Dai, fazendo

u = cP=N/P*y temos
c(N’p)/pQHUn —ul| = Hc(N’p)/pzun _ c(N’p)/p2uH = |jv, —v|| = 0
e portanto
[|tun, — || — 0.
Corolario 4 : Se existem (u,) C M e c € (S,2P/NVS) tais que

flun) —c e f

M(“ﬂ) — 0,

1
entdo I tem um ponto critico vg € DYP(IRY) com I(vg) = NCN/p.

Demonstragao:
Da observacéio anterior, a seqiiéncia (v,) € DP(IRY) dada por v, = ¢N="P)/P*q,, verifica

os seguintes limites:
1
I(v,) = —cVP e TI'(v,) — 0.
N
Desde que ¢ € (S, 2P/NS), segue que

Lo o (L onp 2 N/p>
¢ G(NS N

e do Corolario 2 temos que, a menos de subseqiiéncia, v, — vg e do fato de que

I € CY(D"?(IRY), IR) e da unicidade do limite obtemos que vy é ponto critico do funcional

1
I eque I(v) = NCN/p.
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Capitulo 2

Existéncia de Solucoes Positivas para

(P)

Nesta segdo, mostraremos a existéncia de solugdes positivas para (P). Para este
proposito, usamos argumentos que poderdo ser encontrados no artigo [1] e que sao
parecidos aos utilizados por Benci e Cerami [4]. Daqui em diante, denotamos por
®;, € D'P(IRY) a funcio

L [NV =p)/(p— 1)) N2

(I)é,y(m) = S(N—p)/P2 [5 + ’l’ _ y’p/(p—l)](N—p)/p 5 $,y € ]R,IV (§ 6 > O

Por um resultado de Talenti [14], segue que

[ @s54l|P =S e [Psy

» = 1. (veja também Aubin [2])
O principal resultado estudado neste capitulo é o seguinte:
Teorema 3 : Seja a : IRY — IR uma fungio nao-negativa tal que
(a1) a(z¢) > 0 para algum x, € RY

N
(a2) a € L5(RY) Vs € [p1,ps], onde 1 < py < " <ps comp; < (N(p—1))/(p* = N) se
N<p?e

(a3) |alxsp(RY) < S/ — 1),

Entao existe um ponto critico g € M do funcional f’M com S < f(iy) < 2P/NS.
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Para provar o Teorema 3, primeiramente comegamos observando que ®;, satisfaz

P5, €Y ={ue D""(RY) :u >0} (2.1)
e
—1)N
®;, € LY(IRY) para g € <(pN—)p’p*] ,Vo>0eVyeRY. (2.2)

De fato, (2.1) é imediato da definicao de Py ,,.

Com relagao a (2.2), temos que

Cn  §(N-D)/p “
/ | s, |"dr = / N dzx
RN ’ RY [5 —+ ‘CL’ — y‘p/(p—l)](N—p)/p
1
— 4 §(N-pa/p? / dz
N,p RN ey \P/ (=) (N—p)a/p
0|1+ (5<p—1>/p)
1
— (1 §(N=-p)a/p* 5(p—N)a/p
- ON,pé 0 /IRN o P/(0-1) (N—p)g/p dz
{1 + 5w ]
onde N 2
C B 1 N(N _p> (N—p)/p
Np T gN-p)p? | p— 1 '
Fazendo z = % segue que x = 6P~ V/Py 4y e daf do = §P"IN/Pdz.
Portanto,

§P=1VN/p g,

1
& |9dr = 1 5(pr)q(17p)/p2/
/IRN | 6,y| N.p R [1 + |Z|p/(p_1)](N*p)Q/p

[ 1 ] (N—p)q/p

14+ |Z‘p/(p—1) dz.

_ N—p)(p—1)(p*—q)/p>
= Y NP WPAW

Observemos agora que

(N—p)g/p
] dz

1
/]RN [1 + |z [P/ (=1)

(N—p)q/p
] dz.

1 ] (N—p)q/p

1
. SN S | AR
/]RN\BR(O) [1 + |Z|p/(p—1) z+ Ba(0) [1 T |Z|p/(p—1)

1 (N—p)a/p
] é continua e

Desde que a funcao f : RV — IRdada por f(z) = lHHp/(p_l)
z

Bg(0) é compacto, segue que

(N—p)q/p
] dz < +00.

1
/BR(O) ll + |z|p/ =)
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Por outro lado

(N—p)g/p
] dz.

1 (N—p)g/p
e[ 1
RV\BR(0) | |z[P/(P~D

Fazendo mudanca de variavel para coordenadas esféricas, obtemos

1
/IRN\BRm) [1 + [P/ =D

(N—p)q/p
] dz

(N-p)a/p
/ ! de < / b
_— 2z
RM\BRr(0) | 1 + |2/~ = JrRM\BR() | |2[P/P-D

e 1 (N—p)a/p No +oo (1) NP/ (1)
—/R o/ (o=1) poap = /R 0

= lim /Rp((P—N)q/(p—l))Jqudﬂ

s—+00

pN—ldp

Mas temos que

lim / AN G-DN-1g |
R

§——+00

se, e somente se,

w+N_1<_1
p—1

que por sua vez é equivalente a

(p— 1N

, entao
N—p 7p

Portanto, temos que se q € <

/ @5, )0da = Cfp oV PN/ / dz < 400
R 2.

1 (N—p)q/p
o [T 7]

11 |2/

e daf (2.2) de fato ocorre.

Lema 4 : Para caday € RY fizado, temos
(i) ||®sy| 1.0 (rvy — +00 quando 6 — 0,
(i) [|Psy|lwr.ocryy — 0 quando § — +o0,

— 1N
(iii) |®sylq — 0 quando 6 — 0, Vg € (@N_)p,p*),

(w) |Ps,|q — +00 quando § — +oo, Vg € (

N—p’p)
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Demonstragao:

Temos que
§(N=p)/p* ) Ny
- — (N=p)/p _ylp/e=D|
sy(@) = Oy [0+ |z — y|p/(p—1)](N—p)/p = Onpd [5 +lr -yl } ’
(N=p)/p*
1 N(N —
onde Cy, = SN [ i)_ 1p)] . Portanto,
8<I>5,y(:c)
&ici

p—N

_ 2
= CNJ?(;(N p)/P (p —

) (z; — y;)|x — y|(—p+2)/(p—1)[5 + |x — y|p/(p—1)]—N/p

e dai

=1

Vs, (2)] = (i (aq’ax”)) s

= C']\,J)(;(N—ya)/p2 (N _f> |z — y|(—p+2)/(p—1)[5 + |z — y|p/(p—1)}—N/p|x — |
p —
= KNp(;(pr)/p2|x — y|V O[S 4 | — y|p/ )N
KNP(S(I\F;D)/I72 |z — y|V/ =D
[0+ |z — y|p/(p—1)]N/p

N-—p
p—1)
Considerando a funcao h : IR" — IR definida por

onde Ky, = Cy, (

B KN7p5(pr)/p2t1/(p71)

_ (N=p)/p* 41/ (=1) p/(p=1)]=N/p
h(t) = 6L TN Knpo t [0+t ]

temos que h(0) = 0, h(t) — 0 quando t — +oo e h(t) > 0, e desde que a funcao h é
continua, concluimos que h admite valor maximo.
Estamos agora interessados em calcular o valor méaximo de h.

Temos que

1
h'(t) = Kva(g(l\f—p)/p2 [p_lt@—p)/(p—l)((;+tp/(p—1))—N/p

4+ /D P 41/(p-1) (_N> (6 + P/ (P~ 1)) =(N/p)=L
p—1 p
= KN7P5(N—p)/p2pi1t(2—p)/(p—1)(5+tp/(p—1))—N/p
N
KNm(;(pr)/p?t?/(pfl)Zfl((g + P/ (= 1)) =(N/p)—1,
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Resolvendo a equacao h/(t) = 0 segue que
R'(t) = 0
se, e somente se,
K, 6N/ 11t<2—p)/<p—1> (6 + /D) =Ny

p _
= Koy g0 N5 o) — i
P p _ 1

que por sua vez é equivalente a

t = 1 5=1)/p

(N - )0/

-N,
h sV ) — Ky 5(pr)/p2¥51/p (5 + 15) v
(N —1)-1/p P (N —1)i/r N-—1

.1 Ns \ NP
- K (N—p)/p 1/p
N (N — 1)1/p5 N-1

KJ(\};(SN(l_p)/ﬁ

—N/p
1 _ ! N
onde KNJ,—KN,:D(N_l)l/p (N—l) .
Temos entao que

|| Ps,y | |W1,oo(]RN) = K](V{)p(;Nu_p)/pz

e desde que Kj(vlzn >0e N(1—p)/p? <0, segue que (i) e (i) ocorrem.

Afim de provarmos que valem (iii) e (iv), recordemos que

(N—p)(p-1)(p* ~a) 2 1 e
q _ q -p)(p—1)(p*—q)/p -
|(I)57y‘q - CN,p5 /IRN [1+’z|p/(p1)] dz
onde
(N—p)q/p
1 (p—1)N
I dz < , Vge | ————,p"|.
_/IRN 1+|Z|p/(p—1)] Fs e 1 <N—p p)

Desde que g < p* segue que

(N—=p)p—1)(p*—q)

>0
2

e daf concluimos que (iii) e (iv) ocorrem.
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Lema 5 : Para cada € > 0,
/ |V®s0Pdr — 0 quando § — 0.
RN\ B:(0)

Demonstragao:

Usando a defini¢ao de ®5, obtemos por contas ja feitas na demonstracao do Lema 4

que
K 5ON=0)/P?| |1/ (p—1)
Vago(a)] = a0 TN
x
’ [0+ | |p/(p—1)]N/p
(N=p)/p*
1 N(N — N —
onde Ky, = . ( p) N=p)
' S(N=p)/p p—1 p—1
Dali,
U, [P Ky 0N =P)/P? | | 1/ (= 1) pd
/IRN\BE(O) Vsol'de = /]RN\BE(O) [0 + |x|p/—D)N/p t
p/(p—1)

_ gP §N-p)/p / |z .
N,p RV\ B, (0) [5 + |$|p/(p71)]N Xz

e mudando para coordenadas esféricas encontramos

400 pP/(P=1)
p — p S(N-p)/p k- N-1
/]RN\Bg(O) VO 0[P dx Ky 0 / i pp/(p_l)]Np dp

£

00 -1
< Ky g /+ P g

e peN)/(p-1)
+oo
— K% g / p(I=Np/ (=D +(N=1) g, (2.3)

£

+oo
Notemos que / =N/ (e=1)+(N=1) g, ¢ convergente. De fato,
€

/ T =N =D+ D) g, < 4o
3

se, e somente se,

1-N
U=Np Ny
p—1

que por sua vez equivale a
p < N.

+o00 N —
Dai, desde que / plA=Np/(p=D+N=-D) ) < 400 e (719) > () segue que
p

£

+o00o
K% N0/ / P=Np/G=D+(N-D) g, () quando § — 0

&€

68



e por (2.3) segue que
/ |V®s4Pdr — 0 quando § — 0.
RY\ B:(0)
u

N
Lema 6 : Suponhamos que a € L*(IRY), Vs € [p1,ps] onde 1 < p; < — < py com
p

N(p—1 _
P2 < gpN) se N < p?. Entao para cada € > 0, existem § = §(g) >0 e d = d(g) > 0
p —
tais que
sup f(Psy) <S+e, Vo€ (0,8 U D, 0).
yeRY
Demonstragao:

N 1 1
Fixemos y € RY, s € <,p21 et € (1,400) com — + 7= 1.
p s

Temos que

N
<pt<p". (2.4)
De fato, primeiramente observemos que se s € (, pgl , entao s > 0 e conseqientemente
p

->0. (2.5)

S

N 1
Desde que — < se — + i 1, temos que
P s

1 1 p 1 P 1 N—-p 1 N-—p 1
l="+-<=4- =2 1l-—<-=3 —— <= — "< —
S + t N + t N t N t Np pt
e portanto
Np
t < =p" 2.6
P, =P (2.6)
Agora, suponhamos por contradi¢ao que
s o =N
=TNZ,
Dali, obtemos que
p(N—-p) _1
(p—1)N — t
Obtemos entao que
1 N — 1 1 1 N —
L p)S7+7_1§ <1 p(N —p)
s (p—1)N — s t s (p—1)N



e portanto,

1 2 —

Lo =N

s~ (p—1)N

Agora temos dois casos a considerar: N > p? ou N < p?.

Se N > p? temos por (2.7) que

2 _
1o pr=N _,
s~ (p—1)N —
e isso contradiz (2.5).
Se N < p?, por hipdtese, segue que
N(p—1)
P2 < P2 —N
e de (2.7) obtemos
Np—1)
P < p2 N 2> S
e isso contradiz o fato de
e
se|—,p2| -
p
Concluimos entao que
(p— 1N
< pt
N—p b
e (2.4) de fato ocorre.
Agora, desde que ®;, € LY(IRY), Vq € TN, P sesue que
-P
@5, " € L'(IRY)

e dai, segue da desigualdade de Holder com expoentes s e t que

1/t
[alospar < lol [, 19a,a0)

B Cn o0& -p)/p?
= al. { [,

[0 + |z — y|p/e=D](N=p)/p
1 lN(N _ p)l (N—p)/p*

S(N=p)/p? p—1
Fazendo z = © — y, segue que dx = dz e dai,

pt 1/t
dac)

onde Cy, =

1/t
Chp §(N=p)/p? Pt
p
/IRN a(x)|PsylPde < als (/ [0+ [ — y|p/e-D](N=2)/p dr
Cy oot A\
- N[ + |z[p/ (-] (N=p)/p dz

1/t
= ( |(I)50|p dZ) = |a|s’q)5,0|£t ) vy € ]R‘N

(2.7)



Pelo o item (iii) do Lema 4 segue que dado ¢ > 0, existe § = d(g) > 0 tal que

|Bsol? < Vs € (0,0

&
2lals
Assim,
/N a(2)| @5, Pdz < |a]s|@s0l%: < % L Vo€ (0,8] e Wy € RY
R

e dal segue que

S fo a(z)|®s,|Pdr < g V5 € (0, 4].
Logo,
F@s) = [ VO, lda+ [ a@)|@s,lPde =5+ [ a(w)|@s, de
< S+ sup ()](IJ(;y\pda:<S+f vy € RY e Vs € (0, 4]
yeRN JIRY
e portanto,

sup f(®s,) §S+% <S+e, Ve (0,0

yeRN

Agora fixemos novamente y € IR, suponhamos s €

1 1
novamente ¢ € (1, 4+00) com — + ;= 1.

Notemos que nessas condig¢oes temos

p1, — | e consideremos
p

pt —p* > 0.
De fato,
N) 1
se \p1,— | = =< -
D S
Dali,
p 1 1 1 p N-—p 1 N—p 1
—t+o<o+o=1 = —<1l-=="—+ = —
N+t S+t t N N pt pN p*

= pi<pt=0<pt—
Notemos agora que

|®5,| € L(IRY). (2.8)
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De fato,

Cy o N—P)/7? C 0 N=P)/P?

— — N
[®sy(2)] = @ay(2) = o = T S g0 T ERT(29)

(N—p)/p*
1 N(N —
onde Cy, = [ ( p)l i

S | p_1
Agora, desde que (2.8) ocorre e desde que |®s,[P" € L'(IRY) segue que

T oo IRN dx

/IRN ’q)&y‘ptdx - / ’q)Jy‘p |(I)6 ‘pt Ve </
= 105, Bty [, 1@5y 7" da < 400

Lo°(IRN)

e portanto

|(I)57y|p c Lt(]RN)

Dai, aplicando a desigualdade de Holder com expoentes s e t, temos que

1/t 1/t
L a@los,rae < fal ([ 100, 1de) = lal. ([ 10sl"dz)
= lal ( / |pt—p*dz)1/t
s RY X
1/t
< |a|s(/N 2

L ]RN
(pt— p y 1/t

» = 1 segue que

Recordando que
| al@)@s, e < lal, |25l
e de (2.9)

- —((N— (pt—p*)/t
/IRN a(x)|®s,[Pdr < als|Pso| VL ﬁRg/t < lal, (CN,pcS(((N p)/p%)~((N p)/p»)

— ’a|801(€; P/t 5(((N=p)/p*)=((N=p)/p))(pt—p") /1) Yy e RY

e dai,

sup | a(x)|s, Pda < ’a‘SC](\I;ZP*)/t(;(((pr)/pz)f((pr)/p))((ptfp*)/t). (2.10)
yeIRN R

Notemos agora que

<N_p—N_p>pt_p*<o (2.11)

t
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De fato, ja mostramos que

pt—p" >0

e assim, é suficiente mostrar que

Temos que

N-p N-p N—-p—p(N—p) (@=p)N-p)
p? p p? p?
Desde que 1 < p, N > p e p? > 0, segue que

N-p N-p_ (1-p){HN-p)

<0
p? P p?

e portanto (2.11) de fato ocorre.

Segue entao que dado £ > 0, existe § = d(¢) > 0 tal que

5(((N—P)/P2)—((N—P)/P))((Pt—P*)/t) < ;* ) [3’ _}_OO).
2|CL|SC](\I;;7P )/t

Temos entao de (2.10) que

sup Na($)|<1>5,y|pdx < lals C )/t 5((N=p)/p*~(N=p)/p)((pt=p") /1)
yG]RN R

< g , V0 € [3, +00).

Assim
(@) = [ VO, lda+ [ al \%wmfs+/ ©)| s, [Pda
< S+ sup a(x )\¢5y]pdx<5+ , Vye RY e V6 €[5, +00)
yeRN RY
e portanto

sup f(@5,) < S+ < S+e, Voels+oo).
yeRN 2

Lema 7 : Suponhamos que |a|n/, < S(2P/N —1). Entdo

sup  f(®s,) < 2P/NS.

yE]RN
6€(0,+00)
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Demonstragao:

Temos que

F(®s,) = /IR Vs, P + /IR _a@)|®s, Pda

= S+/ a(z)|®s,|Pdr , Yy € RY e Vo > 0.
IRN
Usando a desigualdade de Holder com expoentes N/p e N/(N — p) obtemos

F(®s,) = S+ /]RN a(2)|®s, [Pdz

NN
< S+ya\N/p</N\q>5,yyp da:) Wy ERY e V6> 0
R

e recordando que |®;, [, = 1, segue que

.
Pdx

(N-p)/N
f(@sy) < S+ lalnyyp (/}RN D,y )

= S+lalnp, Yy eRY e Vs > 0.
Dali,

sup  f(Psy) < S+ la|nyp

ye]RN
3€(0,+00)

e lembrando que, por hipétese, temos |a|y/, < S(2?/Y — 1), concluimos que

sup  f(®s,) < S+ SN —1)=2w/Ng.
ye]RN
§5€(0,400)

Consideremos a funcao

0, se |z|<1
o(r) =
1, se |z|>1.

Definamos a : D'?(IRY) — RY*! dada por

)= [ ({507 ) I9upas = (3.2 (0)

onde

1 x
— p
B(u) = S/N $’|Vu| dx

v(u) = S /]RN o(z)|VulPdx.
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Provaremos que a é continua.

De fato, temos que 3 é continua, pois caso contrario existiria (u,) C D'?(IRY) tal que
u, — ug em D'P(IRY) (2.12)

e (un;) C (un) tal que
\5(%)—5(%)] >K>0,VjieN (2.13)

De (2.12) terfamos que u,, — ug em D'?(IRY) e dai [Vu,,| — |Vue| em LP(IRY).

Segue entao que existiria (unjk) C (uy;) tal que

[V, (2)] = [Vug(z)] g.t-p. em RY

IV, | <h, VkeN

com h € LP(IRY).

Teriamos entao que, para:=1,2,..., N,
€T; p ZT; ) IR,N
H\Vunjk (x)|P — m|Vu0(a:)\ q.t.p. em
e
L\, P = |xi||vu P < |Vu, [P <h?, Vke N
|,I'| njk - |,I'| njk — njk —_ Y

onde h? € LY(IRY).

Entao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/ ﬁ|Vun. |pda:—>/ ﬁ|Vuo|pdx, parai=1,2,...,N
BY |z B ||

e portanto,

1 1
B, ) |V, [Pz — / 2 \Vug[Pdr = Blu)
K ’ k S JRrY ‘x|

- S Jmv |?
e isso contradiria (2.13).
Portanto  é continua.

Temos também que y é continua, pois caso contrario existiria (u,) C D"P(IRY) tal que
u, — up em D'P(IRY) (2.14)
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e (un;) C (un) tal que
Y (un,) = y(uo)| > K >0, Vj €N (2.15)

Argumentando de forma andloga ao que fizemos anteriormente, usando (2.14)

obterfamos (un,;, ) C (un,;) tal que

[V, (2)] = [Vug(z)] g.t-p. em RY

Vi, | <h, Vke N

com h € LP(RY).

Teriamos entao que

o(2)|Vuy, (2)[P — o(z)|Vue(x)[” q.t.p. em RY

o(2)|Vun, [P| < |[Vu,, [P <h?", VkeN
Jk Jk

onde h? € LY(RY).
Entao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

1 1
Y(ny, ) = S /]RN o(2)|Vuy,, [Pdz — g /]RN o(2)|Vug[Pdr = v(uo)

e isso contradiria (2.15).
Portanto « é continua.

Desde que a(u) = (B(u),y(u)), concluimos que « é continua.

Lema 8 : Se |y| > 1, temos

B(Ps,) = |’Z| + 05(1) quando § — 0.

Demonstragao:

Fixado € > 0 temos que

Vo, [Pdr — / YV, |Pdz
/IRN\BE@)’ o1 AL
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e pelo o Lema 5 existe 5 >0 tal que

1

S Jeevs, |V(I>5y|pd:r <e, Ve (0,0). (2.16)

Entao

1 T
o _7/ P, Pd
‘ﬁ( 5y) 5 o mW sylPdx

1 T 1 T
— —|V®;s,|Pd ——/ — Vs, |Pd
|S /IRN |:L'|‘v fiy‘ z g ) | |‘V 5,1/‘ z

2]

1
= |= Vs, |Pdz| < C Vs, |Pd
‘S/IRN\BE IfCI‘ sl 15 R\ B (y) \xly sl
1
:C—/ vV, [Pd
IS IRN\BS(y) | 5»y| x
e de (2.16) segue que
3 / Vs, |Pdr| < C Vs, |d
‘B( W)~ g W |z || sl 15 IRN\BE(y)l sl d
< Cie, V6 €(0,6). (2.17)

Agora notemos que se € > 0 é suficientemente pequeno e |y| > 1/2 entao temos que

SR de |, Vx € B.(y).
2| [yl
1
De fato, se @ € B.(y) entao |z —y| < ¢ e além disso, se |y| > 1/2 entdo ol < 2. Dal,
y
xr xr xr X y s xr xr
- _ <2 — _— 4 — - = _ _ _ <
[yl || |y| ] |y\ |yl Jlyl [yl
1 —yl _ =] =yl [z —y|
- |-t + et o] +
x|yl !yl |||y [y
N ] e | O | RO el I O ol '/ P NRPY
|| || || ||
Portanto,
Y 1 x Sy 1 x
A Vs, [Pdz| = | == — = |V s, |Pda] .
lyl S /B 2| ! Slyl S /. |z] !

Recordando que / V&5, [Pdx = S segue que
IRN

X
g Vs, Pd
||y| S JB.() le| sldr

- L/ Vo, [Pdr — Loy, [Pdx
‘S|y| N | 5,y| S B.(y) ‘l’|| 6,y|

1
- Vs, |Pd / Vo, [Pd
‘S/IRN| || Qbéyl xr — S E(y | " éy‘ x
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Observando que

1 Y 1
5 | ilVes e = < [ Vs, |7d / Vs, |Pd
5 oo W1V O = 5 Jeo T VO 5 S O
obtemos
Y 1
_— — = |V(I)5 | dx
yl S b |2
! (y )|V<I> Pde + Y \va,,Ird
— €T i
Sy \Jyl |2 o S Jevsew Y
1 Y 1
< Vo, [Pdr| + / Vo, [Pdx
5 Bgy><|y| e |>' sl ’S s ol Vo
1 y |y
< Oy Y / Vs, [Pde
28 Js.w) |y |:B| S Jr¥\B.(y Iyl| ol
< OQS/ 4e|vq>5y|pdx+035/N\ [V, e
— 045—/ |V<I>5y|de+Cgs/ |V<I>5y|pdx

Lembrando agora que

p p —
/s(y) VO, |Pdz < /N V&, |Pde = S
segue que

X
Y2 Ly, rd
’|y| S Jo. Ja] ¥ sl

1 1
Cie=S cf/ O, |Pd

1
— Cie+Cyg [ Vs, 7
TG frvipg 1Y ol
e de (2.16) obtemos que

T
’ |V<I357y‘pdl‘

‘M_S B.(y) || < Cye + Cye = Cse , V6 € (0,0). (2.18)
ey

De (2.17) e (2.18) temos que
s

‘ﬁ%y s/ |||V<I>5y|”dx+ $|\V<1>5,yv’dx y|‘
y

S JB.(y) |z
1

Vo
’S/ y||| 8y

1
< Cie+ Cse = Coe , se |y| > 5 e Vo € (0,9).

Pdx —

R p
5(61)5,14) S/ |x||vq)5y| dCL’

i ’
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N
Lema 9 : Suponhamos que a € L*(IRY), Vs € [p1,ps] onde 1 < p1 < — < py com
p

N(p—1
Py < gpN) se N < p?. Entdo para qualquer § > 0 fivado temos
p —_—
lim f(®s,) =9S.
|yl —-+o0
Demonstragao:
Desde que

F(@s) = [ IV, Pdr+ [ a(@)|@s,Pde =S+ [ a@)|@s, | de.

é suficiente provarmos que

lim a(z)|Psy|Pde =0, V§ > 0. (2.19)

[y|—+4co JIRN

Notemos que dado € > 0, existe K; > 0 tal que

p/N
(/N\ ()aN/pd:U> <e, Vp> K.
RY\B,(0

De fato, para cada p > 0 temos que

’aN/p RS

X]RN\BP(O)’ <la
onde |a|V? € LY(IRY). Além disso, se p — +o00, entdo
a(:p)N/pXRN\BP(O)(x) — 0 q.t.p. em RY.
Entao, segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
lim aNPdx = lim aN/p dr =0
p—+o00 JRN\ B, (0) portoo Jyv T ARN\B0)

e portanto dado ¢ > 0, existe K; > 0 tal que

p/N
</]RN\B o aN/pdx> <e, Vp>K;. (2.20)

Analogamente mostra-se que dado € > 0, existe Ky > 0 tal que

1/p 1/p*
o, "' d _ / B0 d <e,Vp> K. 2.21
([ @) = ([, 000 0) e v ma 2

Seja agora Ky = max{K;, K2} e consideremos

Ko <2p <|y| (pfixado). (2.22)
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Observemos que nessas condigoes temos
B,(0) N B,(y) =0 (2.23)
porque, caso contrario, se existisse x € B,(0) N B,(y) terfamos
z| <p, lz—y[<p
e dai
lyl=ly—z+az|<|v—y|l+|z] <2p

e isso contradiz (2.22).

Assim,

/]RN a(z)|®s,|Pdx
= a(x)| Py |Pdx + a(z)|®s,|Pdx

RY\(B,,(0)UB,(y)) (Bp(0)UBy(y))

~ RN, (0B, ) alz >|q)5y‘pdx+/ |q)6y|pdfﬁ+/ r)|®s,[Pdr.
2 2

Usando a desigualdade de Holder com expoentes N/p e N/(N — p) obtemos
/]RN a(z)|®s,|Pd

p/N (N—p)/N
< (/ aN/pd1:> (/ Dy, [P dx)
RN\(B,,(0)UB,(y)) RN\(B,(0)UB,(y))
p/N (N—p)/N
+ (/ aN/pd:c> (/ |<I>5,y]p*dx>
B,(0) By (0)
p/N
+ (/ aN/pdx> (/ \<I>57y]p*dx>
Bp(y) By(y)

Notemos que RY\ (B,(0)UB,(y)) C ]RN\BP(O>7 R\ (B,(0)UB,(y)) C R\]\Bp@)a
B,(0) ¢ RY e B,(y) ¢ RY. Além disso de (2.23) segue que B,(0) € R¥\B,(y) e
B,(y) € RY\B,(0) e portanto,

(N—p)/N

| a@)|es, P
p/N
< ( / a™/ pdm) ( /
RV\ (B, (0)UB,(y)) RY\ (B, (0)UB,(y))
p/N (N-p)/N
# (g eas) () )
Bp(0) B, (0)

)(N—p)/N
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(N—p)/N

+

p/N
( N/pdx> (/ w ‘CI)&y’p*diC>
By(y
p/N
</ N/pd.’lf> </ ‘¢5,y’p*d$>
RY\B,(0 RY\B,(y)
p/N (N—p)/N
< N/de> ( / . >
RN\ B, (y
p/N
+</ aN/Pdg;> (/ D, 7
RV \B,(0) RN ’

Recordando que |®g,[,» = 1 segue que

p/N
/ a(x)|®s,|Pde < (/ aN/pdx) (/
RN RN\ B, (0) RV\ B, (y)
p/N .
+ (/ aN/pdx> (/ | D5,
RY RY\B,(y)
p/N
( / oV’ pdx)
RY\B,(0)

e de (2.20) e de (2.21) obtemos,

(N—p)/N

IN

+

) (N—p)/N

)(N—p)/N
)(N—p)/N

/IRN a(x)|PsylPde < e.e” + |a|n/pe? + €

e concluimos entao que (2.19) de fato ocorre e o Lema estd provado.

Consideremos agora o seguinte conjunto

T:{UGM;a(u): (O,;)}

Lema 10 : O numero real

satisfaz a desiqualdade

Co > S.
Demonstragao:
Primeiramente observemos que
T # 0.
De fato, temos que ®50 € M para todo § >0 e
1 1 T
V&solPde = = lim LIV ®;|Pda.
S Jry |z || sol S R—+00 JBR(0) |$|| sl
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Desde que a funcio f; : RV — IR dada por fi(z) = Z|V®s0(x)|P é fmpar e Br(0) é

le

simétrico, temos

/ TG @sofPdz =0, VR > 0,
Br(0) ’1:‘

e portanto,
Bdse) = & [ IVEspd
= — — x
>0 S Jry x| 00
1 T
= — 1 — |V ®s|Pdx = 0,V6 > 0. 2.24
S Ao Br(0) |a:]| sol’dz (2.24)
Além disso,

Y Psp) = ;/]RN o(z)|VPsolPdr = ;/]RN\BI(O) |V ®soPdx
e do Lema 5 segue que
¥(®s0) — 0 quando § — 0. (2.25)
Por outro lado,
Y ®50) = s / 2)|VPsoltdr = < / o |V Bsol'dr
= o [ Ve [ » |V<I>5,o|pdx

_ 1_7/ IV Dy 0[Pdz
B (0

e dai,
1 p
V(Ps0) — 1] = g/ (V®s0|Pdx
|Bl( )|
S AN " (L0 —
e usando o Lema 4 obtemos
¥(Ps0) — 1 quando § — +o0. (2.26)

Desde que v é continua, usando o Teorema do Valor Intermediario, segue de (2.25) e

(2.26) que existe §; > 0 tal que

V(Ps,0) = ; (2.27)

e de (2.24) e (2.27), concluimos que ®g, o € T e portanto T # ().
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Provaremos agora que

S < ¢p.
Desde que Y C M e S = 12{4 f(u), segue que
S < Co-

Suponhamos por contradicao que S = ¢g.
Segue entao de uma variante do Principio Variacional de Ekeland (veja o Teorema 16

no apéndice B) que existe (u,) C D'?(IRY) tal que

=1 au,) — (0,1/2) (2.28)

|un

flun) — S , f| (u,) — 0. (2.29)

M

De (2.29) segue que (u,,) é limitada em D'?(IRY) e portanto, a menos de subseqiiéncia,
u, — ug em DVP(IRY).
Definindo v,, = SN=P/P*y, e vy = SO-P/P 4y, temos que v, — vy em Dl’p(RV) e

além disso, obtemos de (2.29) que
1
I(v,) — —=SY?P e I'(v,) — 0.
N
Provaremos que
vo = 0.
Temos que

Uy A ug em DYP(IRY), (2.30)

pois caso contrario, do fato de que M é fechado terfamos uy € M, e portanto ug #Z 0.

Da continuidade de f terfamos f(ug) = S e dali,

N Pd *
< flR |VU0| 37/ i :/ |Vu0|pdl‘ < / |vu0|pdx _|_/ a(m)|u0|p dx =8,
(fIRN ’U,o|p* dx)p p RN ]R,N ]:RN

o que é um absurdo.
Portanto v, /4 vy em D'P(IRY), e desde que (v,) é uma seqiiéncia (P.S.). para I,

segue do Teorema 2 que



e da unicidade do limite

k

; 1
I(vg) + Y Io(2)) = NSN/P_

J=1

Desde que zg é solucao nao-trivial do problema (Ps,), temos que

I(vo) =0, (2.31)
k=1 (2.32)
25 > 0. (2.33)

Do fato de que v, — v, em D"P(IRY), temos que v, é solugdo fraca do problema (P)

e por calculos feitos na demonstracao do Corolario 1, temos que

*
g*

1
I(vg) = N'UO

e de (2.31) concluimos que vy = 0.
Assim, (v,) é uma seqiiéncia (P.S.). para I tal que v, — 0 e v, /4 0.

Por contas feitas na demonstracao do Teorema 2, temos que
/]RN a(z)|vn|Pdz = 0n(1).
Dai,
;SN/” ou(1) = 1) = Lafvn) + [ a(@)loalPde = Lo(n) +on(). (230
Além disso, para todo ¢ € D'?(IRY) com ||¢|| < 1 temos
Le(w)él = |16 = [ ale)oa v,dal
< P w)el+| [, ala)fon"2onddal

= |I'(va)o| + | /IRN a(:l:)(p’l)/p\Un\p’%na(q;)l/pgbdx\

< 1ol + [ a@) " o a() 7|l da.
RN

Da desigualdade de Holder com expoentes p/(p — 1) e p,

p—1 1

L(em)él < 110l + ([ a@lalrdz) ™ ([ at@)lorde)”
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e agora aplicando a desigualdade de Holder com expoentes N/p e N/(N — p), obtemos

p*

L(n)él < 1ol + ([ a@lerda) ™ lalih)o

F@loliel + ([, at@leaPds) " lalfhClel
< @l +on(D)

IN

e portanto,
[ ()|l < 1 (0n)l]pr + 0n(1). (2.35)

De (2.34) e (2.35) concluimos que (v,) é uma seqiiéncia (P.S.). para I, e do Lema
3, segue que existem seqiiéncias (R,) C R, (z,) C IRY, uma solucdo nao-trivial z} do

problema (Py,) e uma seqiiéncia (w,) o qual é (P.S.). para I, tais que
wn(2) = vp(w) = R PP25(Ro(x — @) + 04(1),
e assim,
vn(2) = wn(2) + RVPVPHR, (2 — 2,)) + 0, (1). (2.36)
Verifiquemos agora que para todo n € IN, a funcao
() = B2 (R (2 — )
é solucao positiva de (Psy). De fato, para todo ¢ € D'?(IRV) definamos a seqiiéncia

o) = R (L 5)

n

e analogamente ao que fizemos na demonstragao do Lema 3 mostra-se que

/]RN V2 |P2V 2, Vpd = /}R VAPV Vdr

S lenl” P znda = [ 1P 26

e portanto, para todo n € IN,
I (2n)d = I;o(ztl)>¢n =0, Voe Dl’p(RV)7
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ou seja, z, é solucao de (Py) para todo n € IN
Além disso, da proépria definicao de z, e de (2.33), temos que z, > 0 para todo n € I\,
Temos entao que

[N((N = p)/(p = 1))8, | NP
[0 4 |2 — g [P/ (P~ D] (N=p)/p

zn(z) =

De (2.36), segue que

vn(r)  wn(x) 1 [N((N = p)/(p— 1))8,]N-»1 1
SN=p)/p* = SWN=p)fp® = SIN=D)/P* {6, + |1 — y, [P/ 0= D](N=P)/p +on(1),

e lembrando que

L [NV =p)/(p = 1) NP

_ o(N-p)/p? _
Un =5 un e Psy(w) = SN=D/P (54 [z — yp/eD]N-Pp

obtemos

Up(2) = Wp(x) + D, 4, () + 0,(1),

~ _ wp(x)
onde W, (z) = w77

Podemos supor que w, — 0, pois caso contrério existiria k& > 2 tal que I(v,) —
k
> 1(z}) e isso contradiz (2.32).
j=1
Portanto,
w, — 0 em D'P(IRY).

Temos entao de (2.28) que

(0,1/2) + 0n(1) = a(un) = a(y + Ps, 4, + 0n(1)) = a(Ps, 4,) + 0n(1),
e portanto,
(i) B(Ps,4,) =0 e
(i) Y Psy.) — 1/2.
Passando a uma seqiiéncia se necessario, um desses casos podem ocorrer:

(a) 6, — +o00 quando n — 00;

(b) 6, — & # 0 quando n — oo;

(¢) 0, — 0 ey, — § quando n — oo com |g| < 1/2;
(

d) 6, — 0 quando n — oo e |y, | < 1/2 para n suficientemente grande.
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Provaremos que nenhuma das possibilidades podem ocorrer.

Suponhamos que (a) ocorre.

Temos que
PY(@Jn:yn) = S/ ’v@gn yn’pdaf = S/ |V(b5n,yn|pdx
1

= — Vo rd _7/ AV P

5 / Vs, e =5 [ | 5,“yn| -
e portanto,
1 p
[B1(0)]
= 5/31(0) @50 e vy 4 = = 1P e -

Desde que 6, — +00 quando n — oo, segue do Lema 4 que ||®s, 4, |[y1.00 vy — 0 quando

n — 00 e portanto

contradizendo (ii).
Suponhamos que (b) ocorre.
Neste caso podemos supor que |y,| — 400 porque caso contrario, se y, — ¥, segue

que, para cadat=1,2,..., N,

MD%Z ) ey (2 — )i — | EPVEV[G, 4 [z — gy /D]
N C’N SIN= —p)/p? (x — g )|$ _ yl (2-p)/(p—1) [(5 + |x |p/(p—1)]—N/p _ &{)65;(@
q.t.p. em RY e portanto,
V(@54 (x) — B5 5(x))P = 0 q.t.p. em RY.
Além disso,
V(@ 4, () = D5 5@ < (|V®s, 4, ()] + VD 5(2)])”
< (V0 (0P + [VO5(0)P) . (237)
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Notemos que

|v¢)6n7yn (CC) |p

K 0N =2/ g — gy [V (=1 P
[0 + |2 — gy, |P/ - D]N/p

K 0N =20 §=N/p| gy |1/ (1)
p/(p_l)] N/p

T—Yn
6£LP—1)/?

i

x J—
e fazendo z = Yn obtemos

57(1:0—1)/17’

K 5(N p)/p* 57 N/p(s p—1)/p| 5|1/(p—1)
Vs, ()7 = (222 i |
[1+ |z[p/(e=D]N/p

Desde que 8, — & £ 0, segue que

SIN=PP* 5=NIps=D/p < ¢ Yn e I,

e portanto,
VP p KN7p57(lep)/p2577N/p57(lp71)/p|z|1/(p71) p
| on yn( )‘ [1 + |z|p/(p—1)]N/p

Koy|2[/0-D \?
e ([1 + |§|p/(p—1)}N/p = CP|VP10(2)]?, Yn e N

onde CP|V®, o(2)|P € L' (RY).
Temos entao de (2.37) que
[V (@5, (2) = 5 5())[" < 2°(CPIVP10(2)[" + [VP55(2)[")
onde 2P(CP|V Oy o(2)[F + [VP5 ,(x)F) € LY(IRM).
Logo, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que
19,0, = D51 = [ 19(@s,., — @) 'dz — 0,

e portanto, ®s,,, — ®;. em D'P(RY). Dai, desde que @, — 0 em D'P(RY) e
Up = Wy + Ps, 4, + 0n(1), segue que (u,) é convergente em D'?(IRY) e isso contradiz

(2.30). Assim,

1
Y (®5,,.) = S/ )|V, [Pdz = S/N\ Vs, [Pde
B S IRN\Bl
-1 / |v<1>5 ofPde. (2.38)
Bl yn
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Notemos que

V@5, 0(2)[PX B,y (—yn) (z) — 0 q.t.p. em RY

1V %5, 081 ()| < [VPs, 01" < 7|V ]

onde CP|V®, o[P € LY(IRY).

Logo, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que
L V@, ofrde =0
B1(—yn)
e de (2.38), obtemos que

7(¢5nayn) — 1

contradizendo (ii).

Suponhamos que (c) ocorre.

Temos que
(®5,,.) = 2)|[Vbs, , [Pdr = ~ IV, e
PY (Sn;yn - S 617, Yn - S N\ 61’1, yYn
= Vo oPd
S IRN\Bl | 5n10| <
-1 / Vs, ol (2.39)
Bi(—
Provaremos que
lim Vs, o|Pdz =5
70 JB1(=yn)

De fato, temos que

K 5 (N-p)/P? | »|1/(p—1) |P
ot = [, [S T
Bi(=yn) Bi(—yn) | [On + |2|P/(P—D]N/P

dz

/ KN(;Np/le/pl)
Bi(—yn)

/(p—1)] VP
N/ - [

Fazendo w = segue que z = 0P~ V/Py e dai,

dz = 6NP=D/pgyy,
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Além disso, notemos que
SV = 2 = 2 — (—ya) = Y,

e dai,

w:'z_(_yn) Yn N w_(_ Yn >:Z_(_yn)

57(1p—1)/p o (5T(Lp—1)/p 57(Zp—1)/p

Yn _ ’Z B (_yn”
= |“’ - (‘ 57<1p—1>/p>| R

e desde que z € Bi(—y,), obtemos

AR O Y S |
(»—1)/p 57(117—1)/19 5£Lp—1)/p’

n

e portanto,

Yn
we Bg(Pfll)/p <_ 67(11’1)/17) ’

Temos entao que

/ IV®s olPdz
Bi(—yn)

Ky, SIN= p)/p? | 2|/ (P=1)
p/(p—n]N/p

S 07
Ky pON PP 5 NIp gL e |1/ 0=1) |
o () [

p

SNG-D/p gy,

Ky |w[/®D
B B 7 11>/ _ (_ 5(103?)/19) [1 + |w|p/(p—1)]N/p
s I3

Notemos agora que para n suficientemente grande temos

Yn
B%(pil)/p <O) < Bm <_W> ) (240)

De fato, desde que y, — ¢ e |g| < 1/2, temos que |y,| < 1/2 para n suficientemente

5(N—p)/p5;N(5n571y(p—1)/pdw

n

|VCI>1’0]pdw.
§(p 1)/17( 5(1’ 1)/1’)

grande e dai, se £ € B__1 : (0), entao

(p—1)/p
26,]

y |9 1 11
‘5 ( )’ |§| T 5(p71)/p < 25(19 1)/ + 257(117*1)/10 - 57(11071)/1)’
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Yn
e portanto, £ € BW _W>'

Segue entao de (2.40) que

/ |V(I>170|pdw S /
B 1 (0) B

1 __ 1 -
26;1771)/17 65117_1)/1) 5%?* )/p

= / |V(I)5m() de
Bi(—yn)

< /]RN V@5 ofPdz = S. (2.41)

> |V<I>170|pdw

Para todo n € IN temos que

VO’ xB | (0] < VP10,

25(P—1)/P

onde |V®, /P € L'(IRY). Além disso, se n — 0o, entdo

|V(I)170(w)|pXB 1 (0)(11}) — |V(I)170(’LU)|p q.t.p. em ]];{N

255117—1)/17

Portanto, pelo o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos que

lim ]VCIDLO\pdw = lim |V(I)1’0’pXB 1 (O)dw
nmeeJB 4 (0) n—e0 JIRV 2s@—1/p
2553971)/17 n

_ /]RN VD, oPdw = S,

e usando o Teorema do Sanduiche em (2.41), concluimos que existe

lim Vs, 0|Pdz e

"0 I Bi(—yn)

lim 9@, of7dz = 5.

n—oo Bl(*yn

Temos entao de (2.39) que

contradizendo (ii).
Suponhamos que (d) ocorre.
Desde que |y,| > 1/2 para n grande, entao temos que 3, /4 0 em RY.
Do Lema 8 temos que

Yn
B(Ps,4,) = Tl + 0,(1),
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e portanto,

5(q)6n:yn) # 0

contradizendo (i).

Concluimos entao que S < ¢q.

1
Lema 11 : Euaiste 6; € (O, 2) tal que

(a) f(q)Jl,y) < o @ ’ Vy € IR:N;

(0 ‘ﬁ<<1>§1,y> v

Demonstragao:

Do Lema 6 temos que dado € > 0, existe § = d(¢) > 0 tal que

sup f(®sy) < S+e, Ve (0,4].

yE]RN
, co— S . 1
Dai, tomando € = > (0 e escolhendo d5 < min {5, 2} temos
S S + ¢
f(@5,) < sup f(®s,,) < S+~ ©, Wy eRY.
ye]RN
Agora, recordemos que
7 (®s,) = 5/ 2)|V®s, Pdz.
Da defini¢ao da funcao o, segue que
1
y(®5,) = s/ )|V, [Pdz = g/ oo [Vl

e desde que

/]RN\ Vs, [ de = [ [V, dr— | |Vl

obtemos
1 p 1 p
1@s) = g [ IVomsldr =g [ Vs, P
- —S——/ IV ®s, |Pd
- 1_7/ [Vspd
Bi(—
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Mostraremos que

lim : V&sPdz = S.

6—0JB1(—y

De fato, temos que
K , 6N -2)/0% | 5|1/ (0=1) P

Vsoltdz = |
/Bmy)' 59 Bi(-y) | [0+ =[P/ 70N
K]Q[p(;(N—p)/p,Z‘p/(p—l)
o /Bl(—y) [54-’2‘:0/(17—1)]]\7
:/ KPN7P5(N—p)/p|Z‘p/(p—1)
Bi(-y) [

dz
~ N
5<1+ p/(p 1))}

B / KPNm(S(N—p)/p(S—N|Z|p/(p—1)
B~y p/(p—l)} N

dz

dz

z

se=1)/p

z

{1 =y

z
-7 — §-1)/p 1
Fazendo w So—17p” segue que z = ¢ w e daf
dz = NP Vg,
Além disso, notemos que

s@-V/Pyy — 5 — 5 (—y) —y

e dai,

_z—(-y) y y \_ z—(-y)
W= S0 e YT (_ 5(p—1)/p> = 5e-1/p

w (—5<p_y1)/p>’ 2= (=y)| _ [z=(=y)l

Hp=1)/p Sp=1)/p
e desde que z € Bi(—y), obtemos

‘w_( Y )‘:|z—(—y)|< 1

- 5-1)/p 5—1)/p 5@=1)/p’

=

e portanto,

Y
we Bs(le)/P <_5(P—1)/p) '

K]%p(s(N—p)/p(;—N|Z|p/(p—1)
p/(pl)} N

Temos entao que
4

[ vesa: =
Bi(— Bi(—
1(=y) 1(—y) {1_’_ R

K% p(;(N—p)/p(;—N5|w|p/(p—1)
- /B [1 4 |w|p/(—D]N

SNE=D/p gy,

sty ()
RO s(p—=1)/p
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Ki, |w|p/(P*1)
B = 1 r p/(p—1) v dw
o (~5527) L+ ] ]

Ky p|w|V/®=1 P
~ JB (, y ) [1_|_|’w’p/(pfl)]N/p dw
W 5(1’*1)/17

=y

Notemos agora que

” ‘V(I)Lo‘pdw.
m <_ 5(1’*1)/17)

Y
Bt (0 C B (_ 5(p—1)/p> : (2.43)
De fato, se £ € B - (0), entao
25(P—1)/p
Y 1 ||
’f B <_5(P—1>/p)‘ <l +’ o-D/p| < 256-D/p T §e-D/p"

1
Desde que temos por hipdtese que |y| < 5» segue que

Yy 1 [y 1 1 1
‘f < (p— 1)/p>' < 28(—-1)/p T S—1)/p < 25(-1)/ + 20(-1/p — §-1)/p

, Y
e dal, ¢ € Bm (—5(p_1)/p).
Segue entao de (2.43) que

IN

/ |V<I>1,0]pdw /
B (0) B

1 1 I T
25(p—1)/p W( s(p=1)/p
- / |V®s0[Pdz

Bi(-y)

) |V@1’0 ]pdw

< /]RN VsolPdz = S. (2.44)
Para cada 6 > 0 temos que

|\V<I)1 ol’xB )| < [V f?

2s(—1)/p 1)/10

onde [V oP € L*(IRY). Além disso, se § — 0 entdo
IV, o(w)Px5 o oy (w) = |V® o(w)]” q.t.p. em RY.
25(p—1)/p
Pelo o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos que
li Vo&,|Pdw = i V&, ,lP d
1111 o V@ o[ dw g IV@io’x5_ , (@dw

0—0.JRB 0—0 25(p—1)/p
2s(p—1)/p

= /]RN |V<I>Lo\pdw =S
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e usando o Teorema do Confronto em (2.44) concluimos que existe (lsin% - |V ®s0[Pdz
—UJBi(—y

€

lim IV®s0[Pdz = S.
6—0.JB1(~y)

Entao, temos que

1
YPsy) =1— */ |IV®s0|Pdz — 0 quando 6 — 0
S JBi(~y)

A 1 A
e portanto, existe d > 0 tal que v(®;,) < 5 para todo 6 € (0,0).

-1
Escolhendo d3 < min{0, 5} temos

1

Y(Pspy) < =, Yy e RY 1 |y| < 3" (2.45)

DN | —

Agora, pelo Lema 8, temos que

B(Ps,) = |z| +05(1) quando § — 0, Yy € R : |y| >

Segue entdo que existe 6 > 0 tal que

N —

1
5

Y

1 ~
o <Z,V5€(0,5)6Vy€1RN1|y|Z

‘5(%4;) -

1
Escolhendo 4 < min{0, 5} temos

1
<, WeRY:|y >

i . (2.46)

N | —

Y|

Agora, escolhendo 6; = min{ds, d3,d4} o resultado segue de (2.42), (2.45) e (2.46).

‘ﬁ(q)&,y) -

Lema 12 : Eziste §o > % tal que

S
L Pta

(a) f(q)cb,y) vy € RN;

() A(®s,,) > 5 Wy € R

Demonstragao:

Do Lema 6, temos que dado ¢ > 0, existe § = §(¢) > 0 tal que

sup f(®s,y) < S+, Vo €[4, +00).
ye]RN
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, Co —
Dai, tomando € =

> 0 e escolhendo 63 > max{d, 3} temos

-5 S+
f(@siy) < sup (@) < S+ D=2 W e R, (2.47)
ye

Além disso, na demonstracao do Lema 11, argumentamos que
(®5,) = 1 1/ Vdy7d (2.48)
=1-= z. .
T (Psy S Jiy) 5,0
Notemos que para todo y € IRY
P P _ _ P
0< [ I9Bsoldz < [ @0l sz = BP0l ey
Do item (i) do Lema 4 temos que
|50/ lypr1.00(m¥) — 0 quando § — o0,
e portanto, para todo y € IRY temos
/ |V®s0[Pdz — 0 quando § — +o0.
Bi(~y)
De (2.48) segue que, para todo y € RV,
¥(®s,) — 1 quando 6 — 400
e logo, existe 5 >0 tal que
1 .
Y(Ps,y) > 3 Vo € (9, +00).
A1
Escolhendo d4 > max{J, 5} temos
1
Y ®siy) > 55 Yy € RY. (2.49)

Agora, escolhendo d; = max{ds, d4} o resultado segue de (2.47) e (2.49).

Lema 13 : Eziste R > 0 tal que

S+Co
2

(a) f(Psy) < Vy:lyl >R ed € [0,0),

(b) (B(Psy)ly)my >0 Vy: |yl > R ed € [o1,0].
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Demonstragao:

Segue do Lema 9 que, dado € = =5 > 0, existe Ry > 0 tal que
-S S
[(®@sy) < S+ 952 = *2‘00 Yo 8,0 ey e R : |y| > R. (2.50)

Agora, para cada y € R, consideremos (RV)Y = {z € RY : (z|y)pv > 0} e
(RY), = R"\(IRY);. Consideremos também § € RY tal que [y — §| = 1/2 e r € (0,1/4).

Notemos que existe Ry > 0 tal que, para todo y € RV tal que ly| > Ry temos
B,() C (RY);. De fato, notemos que

|z —y* = |z]* = 2(z|y)wy + |y]*,

ou seja,
> e =yl P -y P
= — Zto 2 g0 P
@ly)pr == sty 2 ot
Se x € B,(y), entao
o N N 1 1 1 3
o=yl =le—g+y—yl<le—gl+ly-—gl<r+g< +5= (2.51)

e portanto,

Dai, tomando Ry > 3/4, segue que se y € RY é tal que |y| > R,, entdo

9 R2
(z|y)ry > —35 T 72 > 0,

e portanto, x € (IF{N);r Além disso, observe que se y € IRY é tal que |y| > Ry, entdo

@ygy _ 2P -yl N lyl o |z —yl? n lyl
Y| 2ly| 2y| 2 7 2y 2
9 Iyl 9 | R

WS T o vre B()) 2.52
B T 2 i T (7) (2.52)

Notemos agora que existe uma constante H; > 0 tal que
V@5, ()P > Hyi , Vo € B(). (2.53)

De fato, temos que

K&p(S(pr)/pw — y|p/ 1)

Y
V@@l = =y e
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Se x € B,(7), entao por (2.51) temos

o -yl <
€r — —
Y 4’

e além disso,
1 1 1

1
oyl >l —Fl =l -G >=—r > — - =",
lz—y| >y -9 — |z — 7| 5 T 511

Portanto,

KR 0N =P/p(1/4)p/ =) N K]%’pé%N*p)/p(l/zl)P/(p‘l)

6+ B/ =[5, + @y 70

[V®sy ()

Além disso, afirmamos que existe uma constante H, > 0 tal que

H
Vs, ()P < = , Vo € (RY),. (2.54)

- | y|p 1)/(p—1)

De fato, temos que

_ 3 N
Kﬁ,’p(;(N p)/p|x - y|P/(p 1) K&p(gé p)/p
Vs, ()P <
Y B |z — y|eN)/ =) o — ypN-D/ -1

e dai, basta tomar Hy = Kﬁ,pé(N P/

Portanto,

B(@s )Yy = <1 /IRNl ||V<I>5y( )|pda: ) /

1 (z|y) gy
- Vo, (1) |Pde /
5 S ol V@)

1
-+ (x’y)lRN ’V(I) |pd / I|y IRN |V(I) ( )]pdx
SJB.@ |7l

|V<I> y(z)|Pdx

B V@5, (x)[Pdx
\x!

e de (2.53), segue que

@l = g [, O o g [ v s

para todo y € RY tal que |y| > Ry e para todo & € [dy, 0s].
Notemos que

—(@ly)ry < |(ly)re] < lellyl;

e assim,

(z]y) my
]

> —lyl.
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Dali,

o1 @Yy)w
B(® / Vb, ()| dr,
sl = 5 [, D s =g [yl Vs, (0P
e de (2.54), obtemos
1 (x|y) g~ 1 H,
P > — Hd d
(B(®s0) W) 2 S e |zl S Jmvy; ’y‘|x—y|P(N—1)/(p—1) v
|| (@|y)my 1 H
Al Hidr — = d
S Br(ﬂ) |I||y| 1 S (IRN); |y’|x—y|p(N—1)/(p_1) v
Fazendo R
9 R
=+ 2> 0,
2R, 2
segue de (2.52) que
1 (x)y) g~ 1 C
- " H,dx —Hydx = H3 > 0.
S oo Tellyl S S Jol ’
Portanto,
H,
(ﬁ(q)cs,y”y)]RN > |y|H3 | |S |$ y|p(N_1)/(p_1)dx

1 Hy
= Iy <H3 S Juweny o~y -0/ dx)

para todo y € RY tal que |y| > Ry e para todo § € (01, ).
Vamos agora verificar que existe Ry > 0 tal que para todo y € IRY com ly| > ﬁZQ,
temos
! H,
S Jw), fw —yPN=D/ e

De fato, fazendo z = = — y, segue que dxr = dz. Além disso, se = € (IRN);, entao

)dZE < H;.

2> = |z —y* = [z = 2(z]y) v + y]* = |y]%,

e portanto, z € Bf(0). Dal,

1 H, e L H,
S Jawvy; o — gD/ =G Jpe o) [ p-D/G-1)
lvl

e mudando para coordenadas esféricas, obtemos

1 H, ir < 1 4o H,
S Javy; r — g™ 0/eD = g, DD

_ }qsﬂiﬂm |:| Hypt=M/0-0g
_ [@— D e-wren)|
S s=ieo | (p = N) §
_ =l e-me-n
S (N —p)
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Dai, tomando

9 =

Hy S (N —p)

“1)/(N—

segue que para todo y € RY tal que |y| > Ry temos

Hy (p—1)
TSN

1 H,
g (]RN); |Qj — y|p(N71)/(p71)

|y|(p—N)/(p—1) < H;.
Concluimos entao que, fazendo Ry = max{f%g, 1:22}, tem-se

1 H,
(B(@s) o) = 1y <H3 ° S /(mw)y 7 — P DD d“’)

1 H,
- <H3_S @)y |z — y[PV-1

; /(p_l)dx> >0 (2.55)

para todo y € IRY tal que |y| > R, e para todo § € [dy, 5]
Agora, escolhendo R > max{R1, Ry}, o resultado segue de (2.50) e (2.55).

Consideremos o conjunto
V={(y,0) € R x (0,00) : [y| < Rede(d,d)}

onde 41, d» e R sao dados pelos Lemas 11, 12 e 13 respectivamente.

Seja @ : IRY x (0, +00) — D'?(IRY) dada por

Q(y7 5) = (I)(;,y-

Notemos que () é continua.

Consideremos agora os seguintes conjuntos:

6 ={Q(y,9); (y,9) € V'},
H:{hGC(ZﬂM,ZﬂM):h(u):u, Yue (XNM): f(u) <

S+Co}
2
e

T={AcC(SNM): A=hO),he H)}.

Notemos que © C (XN M).

Além disso, © = Q(V) é compacto, pois Q ¢é continua e V' C IRY™ é compacto.

Temos também que H # (), pois denotando por I a funcao identidade temos que
I eH.

Finalmente, para todo A € I' temos que A é compacto, pois para todo A € I' temos

A = h(0©), onde h € H é continua.
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Lema 14 : Seja

F:V - RV
dada por
1 x
Fnd) = (@0 Qnd) = § [, (.00 [903,Pte
Entao
1
d(F7 Vvv (Ou 5)) - ]-’

onde d(F,V, (0, %)) denota o grau topoldgico de Brower da aplicacio F em relagio a V

no ponto (0, 3).

Demonstragao:

Desde que () e « sao fungoes continuas segue que F' = a o () é continua.
Notemos que V C IRV
Consideremos a homotopia Z : [0,1] x V — IR¥™ dada por

Z(t, (y,0)) = tF(y,0) + (1 — t)I(y, 0)

onde I é a projecao canonica de V em IR¥ .
Provaremos primeiramente que (0,1/2) ¢ Z([0,1] x 0V), ou seja, que para todo
t € [0,1] e para todo (y,d) € IV temos

tlaoQ)(y,0) + (L —1)(y,0) = ta(Psy) + (L —1)(y,d) # (0,1/2),
ou ainda, que
1B8(®s5,) + (1 — )y £ 0, Yt €[0,1] e ¥(y,8) € AV (2.56)
ou
7 (@s,) + (1 — )5 £1/2, Yt € [0,1] e ¥(y,8) € IV (2.57)
Notemos que 9V = A; U A, U Az U A, onde
Ay ={(y,01) : ly| < 1/2},

Ay ={(y,01) : 1/2 < |y| < R},
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As ={(y,02) : ly| < R}

Ao ={(y,0): |yl = Redes,d]l).

Se (y,0) € Ay, entdo (y,d) = (y,d1). Além disso, do Lema 11, temos que §; < 1/2 e
do item (b) do Lema 11 segue que (®s, ,) < 1/2. Dal,

ty(®s,) + (1 — 1) = ty(Ds,,) + (1 — 1)y

1 1
< %4%1—&—: Vit € [0,1] e Y(y,d) € Ay.

1
2 2
Logo (2.57) ocorre e portanto (0,1/2) & Z([0, 1] x Ay).

Se (y,0) € Ay, entdo (y,0) = (y,01) e [y| = 1/2. Assim,

t3(®sy) + (L —=t)yl = [tB(Ps,y) + (1 — 1)yl
— la— ty ty
‘(1 By + lyl |yl 0 %a))

Usando desigualdade triangular,

ty ty
16(®a,) + (11| > |<1—t>y+|y, —\‘y’—w@&,y)
(1 —1)|y| + ¢ | Y
= yl —t|= — B(Ps,y)
PR TR
y
= =Dl o] - ’M B(®s,,)
— (L=t)y+t—t]| L — B(®s,)
|yl Y
Do item (c) do Lema 11 temos que
Y 1
B(Psyy) — 75| < 5
‘( ) ly[| 4
e dai,
Y t
tB(Psy) + (1 —t)y| > (1—t)|y|+t—t‘|m—5(<1>al,y) >(1—t)|y|+t—1
1 t 1t
> (1—of)oat_ ="
> ( t)2+t 1 2+4>0

para todo t € [0,1] e para todo (y,d) € Ay. Logo (2.56) ocorre e portanto (0,1/2) &
Z([0,1] x Ag).
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Se (y,0) € Ag, entdao (y,9) = (y,d2). Além disso, do Lema 12, temos que dy > 1/2 e
do ftem (b) do Lema 12 segue que v(®s,,) > 1/2. Dal,

ty(Psy) + (1 =)0 = 17(Ps,y) + (1 = 1)05

1 1 1
> t§+(1—t)§:§,Vte[(),l]eV(y,(S)eAg.

Logo (2.57) ocorre e portanto (0,1/2) € Z([0, 1] x As).
Se (y,0) € A4, entdo |y| = R. Além disso, do item (b) do Lema 13 temos que
(B(Psy)|y) gy > 0. Dal,

(tB(Psy) + (L = t)yly) v =t (B(Po)|[Y) gy + (1 = 1) (Y|y) g -

Se t = 0, entao

(tB(Psy) + (L = yly)py = t(B(Psy)ly) gy + (1 —1) (YY) gy

= (Wlyry =y =R>>0

enquanto que se t € (0, 1],

(tB(Psy) + (1 =)yl py = t(B(Poy)|y) gy + (1 —1) (Yly) gy

> (1=t (yly)gy = 1 =)|y]> = (1 —t)R* > 0.

Segue entao que ocorre (2.56) e portanto (0,1/2) € Z([0, 1] x Ay4).
Concluimos entao que (0,1/2) ¢ Z([0,1] x 0V) e dai, d(F,V,(0,1/2)),
d(ly,V,(0,1/2)) ed(Z(t,.),V,(0,1/2)) estdao bem definidos e da invariancia do grau por

homotopia temos
d(Z(0,.),V,(0,1/2)) =d(Z(1,.),V,(0,1/2)),
ou seja,
d(F,V,(0,1/2)) = d (L7, V, (0,1/2)) .
Desde que (0,1/2) € V, concluimos que

d(F,V,(0,1/2)) = d (I, V, (0,1/2)) = 1.
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Lema 15 : Se A€ T, entio ANT # 0.

Demonstragao:

Primeiramente recordemos que
T={ueM:alu) =(01/2)}.

Se A € T, entao A C (¥ N M) e dai basta provar que para todo A € T, existe
u € A tal que a(u) = (0,1/2). Mas desde que, para todo A € I' temos A = h(O) com
he He®O =Q(V), ésuficiente provar que para todo h € H, existe (yo,d) € V tal que

(o ho@)(yo,d0) = (0,1/2).

Dada arbitrariamente h € H, consideremos a funcao Fj, : V — IRV dada por

Fh(y76) = (Oé oho Q)(yaé)

Desde que «, h e () sao continuas, temos que Fj, é continua.

Notemos que F;, = F em 0V. De fato, temos que

oV =11, UIl, U I3, (2.58)
onde

I = {(y,01) : |y| < R},

I = {(y,02) : |y] < R}
e

I3 = {(y,0) : [yl = Re d € [01,05]}.
Se (y,0) € II;, entao (y,0) = (y,d1) e do item (a) do Lema 11 segue que

S—|—Cg

F(Qy ) = F(Q(.01)) = f(Bs,y) <

. Y(y,d) € II. (2.59)

Se (y,0) € Ily, entao (y,0) = (y,d2) e do item (a) do Lema 12 segue que

S+Cg

F(Q.6)) = F(QUy.32) = () <

L Y(y, ) € Il (2.60)

Se (y,6) € I3, entdo |y| = R e 6 € [§1,09] e do item (a) do Lema 13 segue que

S+C0
2

f(Q(y,0)) = f(®sy) < , V(y,0) € Ils. (2.61)
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Segue entao de (2.58), (2.59), (2.60) e (2.61) que

S—|—Co

F(Qy,0) < —

, V(y,d) € OV
e portanto, da definicao de H, temos que para todo h € H,

h(Q(y,9)) = Q(y,9) , ¥(y,0) € V.
Dai,

Fh(y75) = (aoth)(y,é):(aoh)Q(y,é)
= (aoQ)(y,0) = F(y,9) , V(y,0) € V.

Agora, desde que Fj, F € C(V,IR¥™) e que F,, = F em 9V, segue da propriedade
dependéncia na fronteira da Teoria do Grau que para todo b ¢ F(9V') tem-se d (F,V,b) =
d (Fy,V,b) e desde que (0,1/2) ¢ F(0V), concluimos que

d(F,V,(0,1/2)) = d(F,, V,(0,1/2)) .
Do Lema 14 segue que
d(Fy,V,(0,1/2)) = d(F,V,(0,1/2)) = 1,
e portanto, existe (yg,dg) € V tal que
Fh(y0,00) = (o h o Q)(yo,d) = (0,1/2)
e o Lema estd demonstrado.
Demonstracao do Teorema 3:
Primeiramente consideremos
°= Rt (262)
e para cada s € IR,
fr={ueEnM): f(u) < s}

Observamos que ¢ definido por (2.62) de fato existe, pois para todo A € I temos que

A é compacto e desde que f € C'(D'(IRY),IR), segue que existe max f(u) para todo
u
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A €T. Agora, desde que f é uma funcao nao-negativa, segue que para todo A € I' temos
> tant iste inf .
max f(u) > 0 e portanto, existe inf max f(uw)
Vamos verificar que ¢ definido por (2.62) satisfaz

S <c<2/Ng (2.63)

De fato, temos que
max f(u) = sup f(u) = sup (foQ)(y,0) = sup f(Psy).
ue ueo (y,0)EV (y,0)EV

Desde que V € IRY x (0, +00), obtemos

max f(u) = sup f(Psy) < sup f(@sy)

(NC)
yeTR!
(y,0)eV 5o too)

e do Lema 7 segue que

max f(u) < sup f(®s,) < 20/VS.
uco yeRN
§€(0,+00)

Temos também que © € I', pois [ € H,© C (XN M) e © = 1(0). Assim,

— i < < PINg,
o e/ S s g () <278
5€(0,+00)

Por outro lado, do Lema 15, temos que AN YT # () para todo A € I' e portanto, para
todo A € T', existe u € AN Y. Dali,

co = inf f(u) < f(u) < max f(u) , VAET,

ueY

e com 1sso obtemos

— i p/N
o <c= }‘rgﬂ%lgj{f(u) < 2PFY, (2.64)

Do Lema 10 temos que S < ¢g e de (2.64) concluimos que (2.63) de fato ocorre.
Agora, da defini¢ao de ¢, segue que existe uma seqiiéncia (A4, ) C I' tal que max flu) —
uEAn
c. Da definigdo de maximo, segue que para cada n € INexiste u, € A, C (XN M) tal que

fluy,) = max f(u). Portanto,
A(u,) C (ENM): fu,) — c. (2.65)
Vamos agora provar que a seqiiéncia (u,) dada em (2.65) satisfaz

f/

(u,) — 0.

M
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De fato, suponhamos por contradicao que f’ ’M(un) + 0.

Segue entao que existe (uy,,) C (u,) tal que |[f'| (un,)||« > K > 0 para todo j € IN.

ul
Usando um conhecido Lema de Deformagao (veja o Lema 21), segue que existem uma

aplicagao 1 : [1,0] x (XN M) — (¥ N M) continua e gy > 0 tais que:

1-7(0,u) =u;
2-nt,u) =u, Yue foou{(EnM)\fre}, Vie0,1];
3-n(L, f+¥) C fo 7

De (2.62), segue que existe A € I tal que

¢ <max f(u) < c+ 2.
u€A 2

Observemos que

~ 5

Ac ft3, (2.66)

De fato,

ueAéf(u)Smgjcf(u)<c+?:>uefc+ezo.
Desde que A € T, temos que A C (XN M) e existe h € H tal que

h(O) = A. (2.67)
Da definicao de 7, segue que

n(1,A) C (N M). (2.68)

Agora consideremos h : (XN M) — (N M) dada por h(u) = (1, h(u)).
Vale observar que, desde que h € C(SN M, SN M), temos que h € C(SN M, SN M).

Notemos que
fc—l-ao\fc—so - fQP/NS\f(5’+c0)/2' (2.69)
De fato, para todo u € f¢T=0\ f¢70 temos que
c—eo < flu) <c+eg
e de (2.63) segue que
c—eo < flu) <c+ey<2?/NS (2.70)
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para g, suficientemente pequeno.

Além disso, do fato de que S < ¢y obtemos

S<S+Co

< Cy

e de (2.64) segue que

S+Co

<Co—€0§0—50<2p/N

para g( suficientemente pequeno e dai, lembrando que u € fete0\ f<=0_ gegue

S+Co
2

<cy—¢ego < c—egy < f(u). (2.71)
De (2.70) e (2.71) temos

u € JCQP/NS\JC(SJFCO)/2

e portanto, (2.69) de fato ocorre.
Seja agora u € (X N M) tal que

Flu) < S;CO. (2.72)

Lembrando que h € H, segue que
h(u) = u.

Além disso, de (2.72) temos que u ¢ f2/7VS\ f(5+@)/2 o portanto, de (2.69), temos

u & fereo\ fee0 e dai, segue que
we fTOU{EN M)\ oY

e do Lema de Deformagao, temos
n(l,u) = u.

Portanto,

e dai, concluimos que heH.

Temos entao que



e de (2.67),

h(©) = n(1,h(©)) = (1, A). (2.73)

e de (2.62) segue que
=i < . .
¢ = inf max f(u) < e fw) (2.74)
Do Lema de Deformacio temos (1, f¢72) C 2 e de (2.66)
n(L,A) (L, fHE) € foE

Segue entao que

flu) <e——, Vuen(l, A4)
Portanto,
max_ f(u) <c— €
uen(1,A) 2

e de (2.74) concluimos que

¢c< max f(u) <c— —
uen(1,A) 2

o que é um absurdo.

Concluimos entdo que existem (u,) C (XN M) e ¢ € (S,2P/V9) tais que

flun) —c e f

M<u”) —0

e dai, a menos de subseqiiéncia, u, — @y em D*P(IRY) e desde que (¥ N M) é fechado,

temos 4y € (X N M) e portanto Uy ¢ uma fungao positiva.

Do fato de que f € C'(D"?(IRY),R) e da unicidade do limite

flag) =c e f'

e de (2.63)
S < f(ug) < 2PN S

e a demonstracao do teorema esta concluida.
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Apeéendice A

A Regularidade do Funcional [ e

Resultados Importantes

Definigao 1 : Seja ¢ : A — IR onde A € um subconjunto aberto de um espago de Banach

X. Dizemos que @ possui uma derivada de Gateauzr f € X' em u € A se, para qualquer

helX,

1

lim — [io(u +th) — p(u) = f(th)] = 0.
A derivada de Gateauzx em u € denotado por ¢'(u).

Definigao 2 : Seja ¢ : A — IR onde A € um subconjunto aberto de um espaco de Banach

X. Dizemos que @ possui uma derivada de Fréchet f € X' emu € A se
lim ol b) — p(u) — F(B)] = 0
im — |p(u —o(u) — =0.
il o JIAT] ¥ 7

Definigao 3 : Dizemos que o funcional ¢ € CY(A,R) se a derivada de Fréchet de

existe e € continua em A.
Observacgao 1 : A derivada de Gateaux é dada por
, 1
() = limy o+ £h) — p(u)].
Observacao 2 : Toda derivada de Fréchet é uma derivada de Gateauz.

Proposicao 1 : Seja ¢ : A — IR onde A é um subconjunto aberto de um espago de

Banach X. Se ¢ possui derivada de Gateaux continua em A, entio o € C1(A,TR).
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Demonstragao:
Consideremos u € A e ¢'(u) a derivada de Gateaux de ¢ em u. Pelo o Teorema do

Valor Médio, existe 6 € (0,1) tal que
[o(u+h) = p(u) = ' (u)(h)] = [ (u+0Rh)(h) — ¢ (u)(h)|

< l¢'(u+0h) — &' (u)|[x [ ] (A1)

Como ¢ possui derivada de Gateaux continua em A, entao dado ¢ > 0, encontramos

d > 0 tal que, para qualquer ||h|| < § temos
¢’ (u+ 0h) — ¢'(u)]|x <
Segue entao de (A.1) que

o(u+h) —(u) — @' (u)(h)] < €lhll

de onde concluimos que ¢ possui uma derivada de Frechet e esta é continua.
]

A partir de agora, estamos interessados em mostrar que o funcional I definido em

D'P(IRY) por

1 1 1 .
I(u) = f/ |VulPdx + 7/ a(z)|ulPdz — —/ |ulP dx
pJRY pJRY p* IRy

é de classe C'(D'?(IRY), IR).

Para tal, consideremos os funcionais Iy, I, I3 : Dl’p(IRN ) — IR definidos por

P dzx.

1 1 1
I 7\/ pd 9 I 7/ pd ) [ = 7/
1(u) > Iy \VulPdz , Ir(u) b I a(x)ulPdx , I3(u) el lu

Proposicao 2 : O funcional I = I, + I, — Iy € C*(D**(IRY), IR).

Demonstragao:
E suficiente provar que as derivadas de Gateaux de [, I e I3 existem e sao continuas.
Primeiramente observaremos que o funcional I = I; + I, — I3 estd bem definido. De

fato,

(i) Para todo u € DLP(]R,N) temos que |Vu| € Lp(]RN) e portanto
1

Ii(u) = f/ |Vul|Pdr < +o0;
D JRY

111



(ii) Para todo u € D"?(IRY) temos que u € L?" (IR") e desde que a € L™/?(IRY) obtemos
pela a desigualdade de Holder com expoentes N/p e N/(N — p) que a(z)|ul? € L*(IRY) e
1
portanto Io(u) = p/mN a(z)u|Pdr < +oo;
(iii) Para todo u € D*P(IR") temos que u € L' (IRY) e portanto
1 .
I = —/ Pdx < :
) = = [ ful e < +oc

De (i), (ii) e (iii) concluimos que o funcional I estd bem definido.
Afirmagao 1 O funcional I, € C*(D"?(IRY), IR).

Demonstracgao:
Existéncia da derivada de Gateaux de [;
Consideremos ¢ € IR tal que 0 < [t| < 1, u,v € D"?(IRY) e a funcao f : [0,1] — R
definida por f(s) = 219|Vu + stVo|P. Temos que:
(@) f'(s) = t|Vu + stVo|P"3(Vu + stVv)Vu;
(b) £(1) = ;|Vu VP,

1 p
(c) f(0) = EIVUI :

Sendo f diferenciavel em (0, 1), entao pelo o Teorema do Valor Médio, existe A € (0, 1)

tal que
fQ@) = f(0) = f'(N),
ou seja,
;]Vu + tVulP — 11)|Vu]p = t|Vu + MVolP(Vu + A\tVv)Vo.
Dali,

%|Vu + tVolP — %]Vu|p
t

= |Vu + MV P~ 2(Vu + MVv) V.

Notemos que

. %]Vu(a:) + tVu(x)|P — %]Vu(x)]p
im

t—0 t

= |Vu(z) P *Vu(z)Vo(z) q.t.p. em RY

S| Vu+ Vol — [ Vul?

; < (IVul + Vo)~ V|
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onde (|Vu| + |Vv|)P~H Vo] € LY(IRY).
Portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

1Vu + tVoP — | VulP
lim L £ dx

t—0 JRN t

- / VP2 VuVods.
RN

Concluimos entao que

Ii(u+tv) — I (u)

I(uv = lim ;
' %qu + tVolP — %|Vu|p L
= lim dx:/ |VulP~*VuVudz
t—0 JRN t RN

mostrando que existe a derivada de Gateaux de I; em u com
I(u)v = /N |VulP~2VuVudz , Yo € DYP(IRY).
R

Continuidade da derivada de Gateaux de [;
Consideremos (u,) € D'"?(IRY) tal que u, — u em D'"?(IRY).

Temos entao que
(V| — [Vu| em LF(IRY)

e segue que existe uma subseqiiéncia de (u,), que ainda denotaremos por (u,), e uma

funcao g € LP(IRY) tais que

(Vu,(z)| — |Vu(z)| q.t.p. em IRY (A.2)

Vu,| <g,VnelN (A.3)

onde g € LP(RY).

Para toda v € D"P(IRY) com ||v|| < 1 temos

|11 (up)v — I (w)v] = ‘/ \Vun]p_QVuandx—/ |VulP~2VuVudz
RN RY

_ ‘ /IRN(|Vun|p’2Vun VP2V Vode

< / 1Vt [P=2 Y, — |VulP~2Vu| [Voldz
RN
e usando a desigualdade de Holder com expoentes p/(p — 1) e p obtemos

p=1
Lo = Ll < ([ 190290, = (Vup29af™de) T ol

p—1
P

< (/ ‘|vun|p—2vun . |vu|p—2vu‘l?/(17—1) d$)
RN
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Portanto,

p—
P

i) = Bl < ([ Va2V = [Falr=29u"" do) (A1)

Segue de (A.2) que

p/(p—1)

[V (@) P2V (2) = |Vu(z) P2 Vu(z)| — 0 q.t.p. em RY

enquanto que de (A.3),

p/(p—1)

[V [P 2V, = [Vl 2Vu| < 2571 (P 4+ |Vul?) , Vn € N

onde g7, |VulP € LY(IRY) e portanto, 271 (g7 + |Vul?) € L'(IR).

Entao, pelo o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

0.

Jim [ [V, - Va2 da
Logo, de (A.4) concluimos que
|17 (u,) — I (w)||pr — 0 quando n — oo,
ou seja,
I}(uy) — Ii(u) em (D'?(IRY))’
mostrando que a aplicacio u — I](u) é continua e o funcional I, € C'(D'?(IRY), R).

Afirmagao 2 O funcional I, € C'(D"?(IRY), IR).

Demonstragao:
Existéncia da derivada de Gateaux de I,

Consideremos ¢ € IRtal que 0 < [t| < 1, u,v € D*?(IRY) e a fungao f : [0,1] — R
definida por f(s) = ;a(xﬂu + stv|? onde a € LN/?(IRY). Temos que:

(a) f'(s) = ia(m)|u + stv|P72(u + stv)v;
(b) f(1) = Ea(xﬂu + tv|?;

1 P
(c) f(0) = ];@(I)|U| :
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Sendo f diferenciavel em (0, 1), entao pelo o Teorema do Valor Médio, existe A € (0, 1)

tal que
f(1) = f(0) = f'(N),
ou seja,
1 1 —2
Ea(x)\u + tufP — ];a(x)\u]” = ta(z)|u + Mo[P""(u + Atv)v.
Dai,

La(@)|u + tvl]p — La(z)|ul?
Pl = yalo)lul = a(x)|u + Mo[P~(u + Mo)v.

Notemos que

ya(@)|u+ tv? — Ja(z)|ul?

t < afw)(ful + fol)? o

onde a(z)®=V/P(|u| + [v])P~t € LP/P=D(RY) e a(z)'/?|v] € LP(IRY) e portanto, pela a

desigualdade de Holder com expoentes p/(p — 1) e p, temos que
a(@) PP (fu| + )P a(@) o] = a(z)(fu] + [o))P~ o] € L' (RY).

Portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

i %a(x)|u + tulP — %a(x)|u|p

t—0 JIRN t

dx:/ a(x)|u|P2uvda.
IRN

Concluimos entao que

Ly(u+ tv) — Ix(u)

L(uwv = lim

t—0 t
La(x)|u + tolP — La(x)|ulP
= lim p1(®) = @l d:c:/ a(x)|ulP *uvds
t—=0 JRN 13 RN

mostrando que existe a derivada de Gateaux de I, em u com

L(u)v = / a(z)|ulP 2uvdr | Yo € DYP(IRY).
]RN
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Continuidade da derivada de Gateaux de I

Consideremos (u,) C D" (IRY) tal que u,, — u em D**(IRY).

Segue que (u,) é limitada em D'P(IRY) e usando a imersdo continua D'P(IRY) —
LP"(IRY) obtemos também que (u,) é limitada em LP" (IRY).

Para toda v € D"P(IRY) com |[v|| < 1 temos

| I (up)v — Iy(u)v| = ‘/]RN ) [t [P~ upvde — /]RN a(x)\u]“%vdx‘

= ‘/]RN V(| [P 2wy — [ulP~?u)vde

< / a(z ’|un|p_2un - |u|p_2u’ lv|dz
RN

= /N a(x)(p_l)/p ’|un|p_2un — |u|p_2u’ a(x)l/p|v|dx.
R
Usando a desigualdade de Holder com expoentes p/(p — 1) e p obtemos

|15 (un)v — Ly (w)v|

_ (p=1)/p 1/p
< (/ a(x) “un]p’ZuH - |u|p’2u‘p/(p ) d:t:) (/ a(:c)\v\pd:c>
RY RY

Da desigualdade de Holder com expoentes N/p e N/(N — p) segue que

p/(p—1) (p=1)/p
) = Ty(w)el < ( [ a@) [lunl=2u, = ful=2a”" )"l ol

e usando a imersdo continua D'P(IRY) «— LP"(IRY)

|15 (un )0 — I3 (u)o]

_ _o |p/(p—1) e=D/p
< ([ @) flunl2un = fulr=2u" de) " ol

_ o p/(p=1) e=D/p
<C (/IRN a(z) ‘|un|p Uy, — |ul? 2u‘ dm) |a|]\%.

Portanto,
|15 (un) = L5 (u)] |1
9 _o |P/(p=1) (p=1)/p 1/p
<c ([, a@ a2, — 2 ae) T alle (45)
Notemos que

~1
‘p/(p )—> 0 q.t.p. em IRV

[ ()2 (2) = [u() P~ 2u(z)

Além disso,

1\ P*/p
| [P 2y, — |ufP % P/ dx
RN

IN

2p*/(p—1)(|un|£:

)

< C,VnelN
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Portanto, desde que b > 1, temos pelo o Lema de Brézis-Lieb que
p

p/(p—1

)cpdx — 0, Vo € LN?(RY)

o 2= =2

e desde que a € LN/?(IRY), temos

-1
‘p/(p )dx =0

[ a(o) 2, =

Logo, de (A.5) obtemos
115 (un) = I3(u)l|pr — 0,

ou seja,
I(uy) — Iy(u) em (D'?(IRY))'
mostrando que a aplicacio u — I}(u) é continua e o funcional I, € C'(D'?(IRY), R).

Afirmacao 3 O funcional Is € C'(D'"?(RY), R).

Demonstragao:
Existéncia da derivada de Gateaux de I3
Consideremos ¢ € IR tal que 0 < [t| < 1, u,v € D"?(IRY) e a funcao f : [0,1] — R

1 *
definida por f(s) = —|u + stv|’ . Temos que:
p*

(a) f'(s) = tlu + stv|P"~2(u + stv)v;

(b) f(1) = pl*|u o

1o
(c) f(O)ZEIU :

p*
)

Sendo f diferencidvel em (0, 1), entdao pelo o Teorema do Valor Médio, existe A € (0, 1)

tal que
f(1) = f(0) = f'(N),
ou seja,
1 * 1 £ *_2
—Ju+tofP — —[ul’ =tlu+ Mo”7 (u+ Mv)v.
p p
Dali,
elu A+t — S |ul”

= |u+ Mvl” 2(u + Mtv)v.

t
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Notemos que

u(z) + to(x) P — = u(z)P ~ fu(w)

*

1
lim & P2y (x)v(r) q.t.p. em RY

t—0 t

*

p

u+tv|p*—#u

t

1
. < (Jul + )" ol

onde (|u| + |[v)P""tv| € LY(IRY).
Portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

*

p

u

1 * 1
1_ Fu+tv|p —17
1m

t—0 JIRN t

dm:/ lulP" ~2uvdz.
IRN

Concluimos entao que

I3(u + tv) — I3(u)

T
1 S W
—u + t'U|p — < |u p "
= lim z o dx = / lulP" ~2uvde,
t—=0 JRN t RN

mostrando que existe a derivada de Gateaux de I3 em u com
L(u)v = /IRN lu[P" “?uvdr |, Yo € DYP(IRY).

Continuidade da derivada de Gateaux de I3
Consideremos (u,) C D (IRY) tal que u,, — u em DP(IRY).

Temos entao que
u, — u em L¥" (IRY)

e segue que existe uma subseqiiéncia de (u,), que ainda denotaremos por (u,), e uma

funcio g € LP"(IRY) tais que

U (1) — u(z) q.t.p. em IRY (A.6)

lun| < g, Yn e N (A.7)
Para toda v € D"?(IRY) com ||v|| < 1 temos

| (up)v — I(u)v| = ‘/]RN | P 2 upvda — /IRN lulP" " uvdx

= | (e
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Usando a desigualdade de Holder com expoentes p*/(p* — 1) e p* obtemos

*—1

ya
* * * *—1 *
| (un v — Ih(u)o| < </]RN “Un P2yl —2u‘p /(p )dx> ™ ol
e usando a imersdo continua D'?(IRY) «— LP"(IRY),
p*—1
« « * *_1 ¥
I (un)o — I(u)o| < C (/]RN T T )da:> 1ol

p*

« * *_1 ;
p _gu’p /(p )dx) P

P2y, — lu

< o[, |

Portanto,
p*—1
Uy) — Ia(w)l|pr < [P "2, — |ul? "2u 71)d:c " AR
Ié I:; C y p*—2 p*—2 p*/(p
R
Segue de (A.6) que
U (2) [P 2 (2) — |u(z) P 2u(z * *_1)—>0q.t.p. em IRV
p*—2 p*—2 p /(p

enquanto que de (A.7),

* * * *—1 * * *
p_QUn_|Up_2up/(p )SZ#(QP _’_|u|p)7vn€]1\I

s

onde ¢*", [u[P" € L(IRY) e portanto, 277 (¢*" + |ul?") € L'(IRY).

Entao, pelo o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

lim “un pr-2 dxr = 0.
n—oo RN

y — |u p*,Qu‘p*/(p*fl)
Logo, de (A.8) concluimos que
|1 Z5(un) — I3(u)||pr — 0 quando n — oo,
ou seja,

Ii(un) — (w) em (D(RY))',

mostrando que a aplicacdo u — I4(u) é continua e o funcional Is € C*(D"?(IRY), IR). Isso

encerra a demonstracao da proposicao 2.
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Lema 16 : Sejam z,y € RY e seja (.,.) o produto interno usual no RY. Entdo

(Jz|P 2z — |y|P Py, x —y) > Cylz — y|? sep > 2,

ou,
(2 = g0 —9) = I o <y,
(] + ly[)>7
Demonstragao:
Por homogeneidade podemos assumir que |z| = 1 e |y| < 1. Além disso, escolhendo

uma base conveniente no IRY podemos assumir

Tr = (1707()’"'70) y Y= (yhyQaO?"';O) € \/y%—f_y% S L.

(i) Caso 1 < p < 2. Esté claro que a desigualdade é equivalente a

{<1_ 7 >(1—y1)+( ; }(1_m)2_p > C.

(y3 + y3)2-»)/2 yi+uy3) P2 (1—wm)?+ys

Mas
- > (p—1)1—y)se0<y <1
(Vi +y3)*r
e
n
l—-————>1—-y > (p—-1)(1 —y) sey; <0.
(Vi +u3)%r
Entao,

(14 y1 + y2)@ P/
(1=11)*+u2

Caso p > 2. A desigualdade é equivalente a

1=y (y? +y2)P22)(1 — ) + 2y} + y3) P22
(1 —y1)2 + y3)r/?

Denotando t = |y|/|z| e s = (z,v)/(|z|ly|) entao, temos que mostrar que a fungao

(0= D{A —3)* + v} >p—1.

> C.

1— (P +t)s+tP

flt,s) = (1 — 2ts + t2)p/2

é limitada inferiormente.

Um célculo direto mostra que, fixando t, % =0, se

P2+ 1

L= +t)s+ 7 =
p

(1 —2ts +t?)
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entao

P2+ 1 1 . 241 1

> — - -

f(tv 5) =

o que conclui a demonstracao do Lema.

Definigao 4 : Sejam X um espaco normado, 1 € CH(X,R) e V = {v € X : ¢(v) = 1}.

O conjunto
T,V .={ye X :¢'(v)y=0}

¢ definido o espaco tangente de V' em v.
Dados ¢ € CY(X,IR) e v € V temos que a norma da derivada da restri¢io de ¢ a V.

em v € dada por

1’ (0)|[« == sup [¢(v)yl.
yeTyV
[yll<1

O ponto v € dito ponto critico da restri¢ao de p a'V se ¢'(v)y =0 para todo y € T,V .

Lema 17 : Seja X um espaco normado. Se f,g € X', entao
sup [ f(y)] = min [[f — Agl|x-

Demonstragao:

Para todo y € X tal que g(y) =0 e |ly|| <1 temos

W) = 1) = 2g)] < If = Ml llyll < NIf = Agllx, VA€ R

e portanto,
sup [f(y)l < |If — Agllx, VAER
llyll<1
Pelo 0 Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional f € X’ tal que f(y) = f()

para todo y € kerg e

sup | f(y) = llx

g(y)=0
[lylI<1

Desde que ker(f — f) C kerg, existe A € Rtal que f — f = \g e portanto obtemos

sup [f(y)] = 1/l = 11 = Agllx-

g(y)=
[lylI<1
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Proposigao 3 : Sejam X um espago normado, 1 € CH(X,R) eV = {v € X : ¢(v) = 1}.
Se p € CY(X,R) euw €V, entio

1" (Wl = min [ (u) = A" (w)[[x

Demonstragao:

E conseqiiéncia imediata do Lema 17.

Observagao 3 : u € ponto critico de gp’v se, e somente se, existe A € IR tal que
¢ (u) = X' (u).

Definigao 5 : Sejam X um espago de Banach, ¢ € C'Y(X,IR) e ¢ € R. Dizemos que
a seqiiéncia (u,) C X € Palais-Smale de nivel ¢ para ¢ se as sequintes convergéncias

ocorrem.

o(up) — ¢ e ¢'(u,) — 0.

Dizemos que o funcional ¢ satisfaz a condig¢ao Palais-Smale no nivel ¢ se toda seqiiéncia

Palais-Smale de nivel ¢ possui subseqiiéncia convergente em X.
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Apeéendice B
Resultados Basicos

Teorema 4 : DY(RY) = {u € L” (RY) : g—;‘i c LP(RY)} € um espago de Banach

reflexivo.
Demonstragao: Ver [5].

Teorema 5 : Seja (r,) uma seqiéncia fracamente convergente no espago normado X,
isto é, existe v € X tal que x,, — x. Entao:

1 - O limite fraco x de (x,) € unico;

2 - Qualquer subseqiiéncia de (x,) converge fracamente para x;

3 - A seqiéncia (x,,) € limitada em X.
Demonstragao: Ver [9)].

Teorema 6 : Seja X um espago de Banach reflexivo. Se (x,) € uma seqiiéncia limitada

em X, entdo existem uma subseqiiéncia (z,;) C (v,) e v € X tais que
Tp; — T €m X.
Demonstragao: Ver [5].

Teorema 7 (da Convergéncia Dominada de Lebesgue): Seja (f,) uma seqiéncia de
fungoes em LY(Q2). Suponhamos que:

(@) fu(s) = F(2) qtp. em Q

(b) Existe g € L'(Q) tal que |f,| < g para todo n € IN.

Entao f € L*'(Q) e

/Q Foda — /Q fda.
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Demonstragao: Ver [3].

Lema 18 : Sejam (f,) uma seqiéncia de fungoes em LP(QY) tal que f, — f em LP(Q).
Entdo existe uma subseqiiéncia (fn;) C (fa) tal que

(0) fuy (&) = @) gt em S
(b) Existe h € LP(Q) tal que |fn,(x)] < h(z) g.t.p. em Q para todo j € IN.

Demonstragao: Ver [5].

Lema 19 (de Brézis-Lieb): Sejam Q um subconjunto aberto do RY, (f,) C LP(Q) e
f e LP(Q) com p > 1. Suponhamos que f,(x) — f(z) g.t.p. em Q e que exista C > 0 tal

que
/Q\fn|pd:r:§0, Vn € IN.
Entao
| fupde = [ fodz, vp € L9Q)
1 1
onde — + — = 1.
p q

Demonstragao: Ver [8].

Teorema 8 (de Brézis-Lieb): Seja Q um subconjunto aberto do RY e seja (u,) C LP(Q)
com 1l <p<oo. Se

(a) (u,) € limitada em LP(2);

(b) u, — u q.t.p. em §,

entdo |u,lp = [ulb + |u, — ulh 4+ 0,(1).
Demonstracao: Ver [15].

Lema 20 (Desigualdade de Young): Sejam p e q nimeros reais satisfazendo 1 < p < 400
e (1/p)+ (1/q) = 1. Entao, para todos A e B ndo-negativos e para todo € positivo, vale a
desigualdade

AB < C(e)AP 4 eB1?

Demonstragao: Ver [7].
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Teorema 9 (Desigualdade de Hélder): Sejam f € LP(Q) e g € LI(2) com 1 < p < 400
e (1/p) + (1/q) = 1. Entdo fq € L'(Q) e

| fadz < 1£1llgll,
Demonstracao: Ver [3].

Teorema 10 (do Valor Intermedidrio): Seja f : [a,b] — IR continua. Se f(a) < d <
f(b), entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Demonstragao: Ver [10].

Teorema 11 : Se X € um espaco normado de dimensao finita, entao todas as normas

em X sao equivalentes.
Demonstragao: Ver [9)].

Teorema 12 : Seja X um espaco normado de dimensao finita. Entao para todo M C X

temos que M compacto se, e somente se, € fechado e limitado.
Demonstracao: Ver [9].

Teorema 13 : Sejam X eY espacos métricos e consideremos uma aplicagaol : X — Y.
Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) T € continua;

(ii) Se A € aberto em Y, entao T~'(A) € aberto em X ;

(iii) Se F € fechado em Y, entao T—(F) € fechado em X.

Demonstracao: Ver [9].

Teorema 14 : Sejam X e Y espagcos métricos e T : X — Y uma aplicagao continua.

Entao a imagem T (M) de um conjunto compacto M C X € um subconjunto compacto de

Y.

Demonstracao: Ver [9].
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Teorema 15 (Principio de Concentragao e Compacidade de Lions): Seja (u,) C

D' (IRY) uma seqiiéncia tal que u, — u em DYP(IRY). Suponhamos que
Vpn = |un|p* — Ve ly = |vun|p — Y

no sentido das medidas de Radon, onde v e ju sao medidas limitadas e nao-negativas sobre
RY. Entdo:
1- Exziste um conjunto J no mdzimo enumerdvel, duas familias {v;}jcs e {pj}tjes de

numeros nao-negativos e uma familia de pontos {z;};c; do RY tais que

v =|ulf" + > VjOq,

jeJ
onde 5z]. ¢ a medida de Dirac de massa 1 concentrada em x; € RY.

2- 1 > |Vu|p+z 0z, tal que Syf/p* < pj, para todo j € J, onde S € a melhor constante
jeJ
de Sobolev na imersio D*?(IRY) — LP"(IRY). Em particular » uf/p* < 400.

jedJ

Demonstracao: Ver [8].

Lema 21 (de Deformagdo): Sejam X um espago de Banach, p,vp € C*(X,R), V ={v €
X :Ypw)=1}, SCV,ceReed >0 tais que

16" (W)l = 82/, Yu € ¢~ ([e — 2¢, ¢ + 2e]) N Sas.
Entao existe n € C([0,1] x V, V) tal que

(i) n(t,u) =u set =0 ou se u & o ([c — 2e,c+ 2¢]) N Sy, ;

(i) n(1, "N S) C ¢°=;

(111) o(n(.,u)) € nao-crescente para todo u € V.
Demonstracao: Ver [15].

Teorema 16 (Principio Variacional de Ekeland): Sejam X wum espago de Banach,
G € CY(X,R) tal que G'(v) # 0 para todov € V ={v e X : Gv) =1}, F € C'(X,R)

limitado inferiormente em V, v €V ee,d > 0. Se
F(v) < iI‘}fF—F&,
entao existe u € V' tal que
F(u) < ir‘}fF—i—Qg , Ixneln%HF/(u) —ANG'(u)|] <8/0 , |lu—wv]||l <20.

Demonstragao: Ver [15].
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Apendice C
O Grau Topolégico de Brower

Neste apéndice estudaremos os principais resultados sobre o grau topolégico de Brower.

C.1  Definicao do Grau

Seja © < TRY um aberto limitado e Ck(Q; RY ) o espago das fungoes
f:Q — RY que sio k vezes diferencidveis em €, tal que estas funcdes e todas as
suas derivadas de ordem k podem ser extendidas continuamente para €.

Seja f € CY(;TRY). Recorde que f'(z) € L(IRY,RY) e logo, pode ser representado
por uma matrix n X n.

Seja S o conjunto de todos os pontos criticos de f.

Definigdao 6 : Sejam f € CYLTRY) e b ¢ f(S) U f(09Q). Entio, definimos o grau
topolégico de Brower da aplicagao f em relagao a €2 no ponto b como sendo o nimero
mtero

0 ,se f7H(b) =
> sgn(Jy(x)) se f7H(b) #

z€f~1(b)

d(f,Q,b) =

9

0
0
onde sgn € a func¢ao sinal que é definida por

1 ,se t>0
sgn(t) = , .
-1 ,se t<

e Jy representa a matriz jacobiana de f.
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Observemos que se d(f,2,b) # 0, entao existe xy € Q) tal que f(xy) = 0.
Gostariamos agora de estender a definicao de grau para funcoes que sao apenas
continuas em ). Para isto, precisamos de alguns resultados preliminares. Iniciaremos

mostrando outra forma de se calcular o grau.

Proposicao 4 : Seja f € CY(Q;IRY) e b ¢ f(S)U f(09Q). Entdo, existe ey tal que, para

todo 0 < € < g,
A(f,.5) = [ @(f(@) = b)Jj()da, (C.1)

onde . : RY — IR € uma fungdo C™ cujo suporte estd contido na bola B.(0) e tal que
/JRN Ye(x)dr =1 (C.2)

Demonstragao:

Se f~1(b) = 0, entao tomemos gy < p(b, f(Q)), onde p(x, A) denota a distancia do
ponto x ao conjunto A. Se . satisfaz a condi¢do acima, entdo temos que p.(f(x)—b) =0
e logo, (C.1) é verdadeira.

Tomemos agora f~1(b) = 1, X, ..., &y, Para cada 1 < i < m, temos que J¢(z;) # 0,
e mais, pelo teorema da fungao inversa, existe uma vizinhanca U; de x; e uma vizinhanca

V; de b tal que as U; sao disjuntas duas a duas e

f

uZZUiHVi

¢ um homeomorfismo. Além disso, no interior dessas vizinhancas se necessario, podemos

supor que J¢|y, tenha sinal constante. Agora, tomemos g > 0 tal que

Seja W; = f~1(B.,(b))NU;. Entao, os W; sao disjuntos dois a dois e J; tem sinal constante

em cada um deles. Dai, se 0 < & < g9, como ¢.(f(x) —b) = 0 fora dos W, temos que

Le-f@ =0p@yde = 3 | ol fla) = b)Jj(a)da



por uma mudanga de varidvel em cada W; e por (C.2), o lado direito é exatamente
d(f,Q,b).

[ |

Usaremos a férmula (C.1) para provar que o grau permanece estdvel quando b e f sao

ligeiramente perturbadas. Para isto precisamos do seguinte resultado técnico.
Lema 22 : Seja g € C*(Q,R" ') e
Bi = det(ag, ceey (9i,1g, ang, ceey 6’ng)

Entao

Demonstragao:

Sejal <1< Ne(C;=0.Sej <1 defina
Cij = det(alg, ) 3;’—17 3@‘97 aj+lga ey 0216, Oigas oo, aNg);
e se j > 1, defina

Cij = det(alga ceey 8@'717 a’i+1g7 ceey aj*lQ? aijg7 aj+1g'“7 8Ng>

N

Entao, 0;B; = ZCM’ pela regra de diferenciacao de determinantes. Assim, o lado
j=1
esquerdo de (C.3) serd igual a

En: (—1)'Cy;.

ij=1
Como g € C?, 9;;9 = 0;;9 e mais, pela propriedade dos determinantes relacionada com a

transposigéo de colunas, vemos que
j+i—1
Cij = (—1)J Cﬂ'

e o Lema estd4 demonstrado.

Lema 23 : Seja f € C*((GRY). Seja Ayj(x) o cofator da entrada 0;f;(z) em Ji(x).
Entao, para todo 1 < j < N,



Demonstragao:

Lembrando que A;; é dada por
Aij = (=1) det(O0fr)ktsiri;

basta tomar j fixo, e aplicar o lema anterior para

g = <f17 sy fjflajj+17 ceey fN)

para obter o resultado desejado.
[ |
O Lema anterior é basicamente uma consequéncia do fato de que a ordem de derivacao

é irrelevante para funcoes C2. Por exemplo, se N = 2, entao
A = Oafa, Agr = =01 f
A = =0af1, Asp = 01 [,
e verificamos que, se f € C?,
01 A1 + 02 A9 = 01412 + 02 A2 = 0.

Proposicao 5 : Seja f € C*((GRY), b ¢ f(99), po = p(b, f(0Q)) > 0 e b; € B, (b)
parai=1,2. Se b; ¢ f(S), temos que

d(fv Qabl) = d(fagvbQ)

Demonstragao:
Claramente vamos supor, b; ¢ f(9€2). Assim, por hipdtese, o grau d(f, €2, b;) estd bem
definido para i = 1, 2. Seja
d<po—|b—"b,i=12.

Entao, existe £ < ¢ tal que
d(f, 0, b) /g&s ) = b)Js(2)dz , i =1,2,

onde . satisfaz as mesmas condigoes da proposicao 4. Entao,

pely—b) — ey =) = [ Sely byt 1o~ b))t
— (b —by) /01 Vo (y — by + (b1 — by))dt
= div(w(y)),
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onde
1
wly) = ([ ety = by + ol — Ba))de) (01 o).
Agora, se y € f(09),

[y = (L= 8)by —thy| = [(y—b)+ (1 —1)(b—b1) +t(b— b2)|
> po— (1 =1t)(po—3) —t(po —0)
= d>e¢.

Como o suporte de ¢, esta contido na bola B.(0), teremos que w(y) = 0 para y € f(9).
Agora, para 1 <7 < N, definimos

;wj(f(x))Aij(fE), z€Q

V; =
0, zeRV\ Q.
Pelas consideracoes feitas anteriormente, v; = 0, sobre 0€2. Agora,
avi N 8wj 8fk 0
ox; jélﬁxk(ﬂ)@ Z i ox; ()
Assim,
, N Ow; N9 fk N9
dinte(a)) = 32 T2 (5 G s(o)) + Lustro) (& ).

Pelo Lema 23, o segundo termo do lado direito é igual a zero. Notemos que, pela defini¢ao

dos A

R

Assim,

div(v(x)) ZZ oz, (f (@) g (@) = div(w(f(2)) J5().

Portanto temos que

d(f, 2, b2) —d(f,Q,01) = | div(w(f(x))Js(x)dx

visto que v é igual a zero sobre 0.
[
Seja f € C*(Q;IRY), b ¢ f(02) e p como na proposicio anterior. Como, pelo teorema

de Sard, os valores singulares de f possuem medida nula, existem valores regulares em
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B,,(b) e o grau é o mesmo em todos estes pontos. Somos assim conduzidos a préxima

definicao.

Definigdo 7 : Seja f € C*(Q;IRY), b ¢ £(09Q), e po = p(b, f(09Q)). Definimos grau da

aplicagao f em relagao a £ no ponto b no que seque-se:
d<f7 Q? b) = d(f? Q’ b/)7
onde V' é algum valor regular em B, (b).

Proposicdo 6 : Seja f,g € C*QURY) e b ¢  f(09). Entdo, existe
e =¢(f,g,Q) tal que, para 0 < |t| < ¢,

d(f +tg,Q,b) = d(f,Q,b). (C.4)

Demonstragao:
1° caso: Seja b ¢ f(Q2). Entao, p = p(b, f(Q)) > 0. Tomemos € = 5/2||g||o0, onde
||.||lsc denota a norma em C(Q;IRY). Se |t| < ¢, entdo p(b, f — tg(Q)) > p/2 > 0 e assim
b (f+tg)(Q). Portanto, (C.4) se verifica, visto que todos os lados se anulam.
2° caso: Seja b ¢ f(S) e f71(b) = {x1, 29, ..., 2} tal que Jp(x;) # 0 para 1 < i < m.
Definamos
h(t,x) = f(x) +tg(x) — b.
Entao, para 1 < < m,
h(0,z;) =0,
0:h(0,2;) = f'(x;)

e f'(z;) é invertivel, por suposi¢ao. Logo, pelo Teorema da fungao implicita, existe uma
vizinhanga (—&;,&;) de 0 em IR, vizinhangas U; de z; em  disjuntas duas a duas, e
fungoes ¢; : (—¢;,€) — U; tais que as solugoes de h(t,z) = 0 em (—¢;,€) X U; sdo da forma
(t,i(t)). Além disso, para diminuir as vizinhangas, se necessario, podemos garantir que
sgn(Jypig(x)) = sgn(Jy(z;)) em cada U;. Agora tomemos

€ = min &;.

1<i<m

A relacao (C.4) serd consequéncia da definigdo de grau para o caso regular.
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3° caso: Assumamos agora que b € f(S). Seja py a distancia de b a f(02). Tomemos

by € B,,/3(b) tal que by é regular e existe g9 > 0 tal que, para todo 0 < |t| < €,
d(f + tga Qa bl) = d(fv Qa bl) = d(fv Qv b)

Agora tomemos ¢ < min{eg, po/3||¢]|o0 }-

Claramente, b ¢ (f +tg)(092) para |t| < e. De fato, p(b, (f +1tg)(02)) > 2py/3 quando
1
b —b1] < po/3 < §P(ba (f +1tg)(0)).

Consequentemente,

d(f +tg,Q,b1) =d(f +tg,Q,b)

e a demonstracao esta completa.
]
Agora estamos em condigoes de definir o grau para toda fungao continua. Seja
feCERY), b f(0Q) e po = p(b, f(0)). Podemos sempre encontrar g € C?(Q; IRY)
tal que ||g — f|leo < po/2. Entéo, b ¢ g(0f2) e o grau esta bem definido. Se ¢; e go s@o
funcoes satisfazendo a condigao acima, tome g = g1 — go. Entao, para 0 < t < 1, temos

[|f — (g2 — t3)|]oo < po €, pela proposicao 6, a funcao
d(t) = d(gz + tg,€,b)

¢ localmente constante, e portanto, pela conexidade de [0, 1], é constante neste intervalo.
Assim,

d(g1,Q,b) = d(g2,Q,b).

Este comentéario motiva a préxima definicao.

Definicao 8 : Seja f,b e pg como acima. Entao, o grau da aplicacao f em relagao a €

no ponto b é dado por
d(f,Q,b) =d(g,9,b)
para algum g € C*(Q;IRY) tal que ||f — glloo < po/2-
Proposicao 7 : Seja f € C(CE,RY) e b ¢ f(02). Entdo,
d(f,Q.b) = d(f —b,Q,0). (C.5)
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Demonstragao:
Se po = p(b, f(02)) = p(0, (f —b)(992)) e se g € C* (L RY) tal que |lg — [l < po/2,
entao

1tg =0) = (f = O)lloc = [lg = Flloo < p0/2

e mais, por definicao,
d(f,Q,b) =d(g,Q,b) e d(f—0,9,0)=d(g—0,9Q,0)).
Se b é um valor singular de g, entao podemos encontrar um valor regular b; de g tal que

b= 1] < p(b, 9(99))/2

d(g —01,9,0) =d(g —b,2,0) e d(g,Q,b1) =d(g,Q,b).
Como b; é um valor regular de g, entao
d(ga Qa bl) - d(g - b17 Q7 O)

e a demonstracao esta completa.

C.2 Propriedades do Grau Topolégico de Brower

Nesta secao demonstraremos algumas propriedades do grau topolégico de Brower.

Teorema 17 (Continuidade): Sejam f € C(Q;IRY) eb ¢ f(09Q). Ewiste uma vizinhanga
U de f na topologia de C(Q;IRY) tal que, para toda g € U,

d(g,,b) =d(f,Q,0b).

Demonstragao:

Definamos

U={g€ CURY): |If —glleo < po/4}

onde py = p(b, f(O2)) > 3po/4. Assim, b ¢ g(9f) e o grau estd bem definido. Seja
h e C?(Q;RY) tal que ||f — hl|so < p/8. Entdo,

3 1
lg —hl| < gM < §p(b,g(3ﬂ))-
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Portanto, por definicao,

d(g,Q,b) = d(h,Q,b) = d(f,Q,b).

Teorema 18 (Invariincia do grau por Homotopia): Seja H € C(Q x [0,1];RY) tal que
b¢ H(0Q % [0,1]). Entdao, d(H(.,t),8,b) € independente de t.

Demonstragao:
Pelo passo anterior, d(H(.,t),Q,b) é localmente constante, logo, continuo e portanto

constante em [0, 1] por conexidade.

Teorema 19 : O grau € constante, com relacdo a b em cada componente conexa de

IR\ f(09).

Demonstragao:
Em virtude de (C.5), d(f,,b) = d(f — b,9Q,0) e mais, se |b — by| é pequeno, entao
d(f —0,Q,0) =d(f — b1,9,0). Assim, o grau é localmente constante e, logo, continuo e

constante sobre componente conexa.

Teorema 20 (Aditividade): Seja Q@ = Q3 UQy com Qq, Qo abertos, disjuntos e limitados
e seja [ € C(LTRY). Seb ¢ f(0Q) U f(09y), entdo temos que

d(f7Q7b) = d(faglab) + d(fa Q?ab)‘

Demonstragao:
Seja pp como no teorema 17 e g uma fungao de classe C? tal que ||f — g||oo < po/2.
Entao, temos que
d(g,Q,b) =d(f,Q,b)
d(g,u,b) =d(f,Q,b),1=1,2.

Agora, B = B, 2(b) é conexo e estd contido em IRV\g(9Q), assim como em RY\g(0%;)
para ¢ = 1,2, e portanto, em uma componente conexa para cada um destes conjuntos.

Pelo teorema de Sard, existe ¢ € B tal que este é um valor regular de g e mais,
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d(ga Q, b) = d<g7970) € d(g,Qi,C) = d(g7Qub)

para i = 1,2. Como ¢ é de classe C? e ¢ é regular, segue imediatamente da definicao de
grau que

d(gaQaC) = d(ga Ql,C) +d(9792a6)

e o resultado estd demonstrado.

Teorema 21 (Normalizagdo): Seja I a proje¢io candnica de Q em RY, isto é, [ : Q1 —

RY ¢ dada por I(x) = . Entdo,

1sebe(d

d([,Q,b){ 0 sebg

Demonstragao:

Se b € (2, entao

zel—1(b)
Como Jy(z) =1 > 0, temos que
d(I,Q,b) = 1.

Agora, se b ¢ Q, temos

A1) =Y sgn(Ji(x /% ) — b)J;(x)dx

zel=1(b)

Notemos que {z € Q : |I(x) — b| < e} = 0 e portanto,

/ e (I(x) = b)Jr(x)dx = / o (I(x) — b)Ji(x)dx = 0.

{zeQ:|I(x)—b|<e}

Logo,
d(1,8,b) = 0.

Teorema 22 (Ezisténcia de Solugio): Sejam f € C(Q;IRY) eb ¢ f(0Q). Sed(f,Q,b) #

0, entdo existe xo € §2 tal que f(zg) = b.
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Demonstragao:

Suponhamos por contradigao que b ¢ f(Q) e seja py = p(b, f(2)). Se g é de classe C*
tal que ||f — glleo < po/2, entdao b & g(). Assim, como b é um valor regular de g, temos
que

d(f,€,b) = d(g,2,b) =0,

o que ¢ uma contradicao.

Teorema 23 (Dependéncia na Fronteira): Suponhamos que f = g em 0Q e f,g €
C(G;RY). Entdo, tem-se que

d(f,Q,b) =d(g,,b)
para todo b ¢ f(0Q2) = g(99).

Demonstragao:

Consideremos a aplicacdo H € C(Q x [0, 1],IRY) dada por

H(z,t) =t.f(z)+ (1 —1t).9(x).

Observemos que

b H(OQ % [0,1)).

De fato, pois caso contrario existiria o € 92 e t € [0, 1] tal que b = H(z,t). Desde que,

por hipdtese, f = g em 02, temos que, para todo x € OS2
H(z,t) =t.f(x) + (1 =1).f(z) = f(z) = g(x).
Considerando x = x¢, segue que
b= H(xo,t) = f(zo)

e isso contradiz o fato de que b ¢ f(09).

Sendo o grau topolégico de Brower invariante por homotopia, concluimos que
d(H(.,0),Q,b) =d(H(.,1),Q,b),

de onde segue que

d(f,Q,b) =d(g,,b).
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