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Resumo

Neste trabalho vamos estudar a existéncia, unicidade e comportamento assintético da

solugao do problema misto (P)

u(x,t) + Au(z, t) — M(m,t,/ |Vu(:c,t)\2dx> Au(z,t) + 6u'(z,t) = 0em Q;
Q
ou
u(z,t) = ey —(z,t) =0 emz 00x]0,T7;
u(z,0) = up(z) em

' (x,0) = ui(x) em Q.

Para a existéncia de solugao global utilizamos o método de Faedo-Galerkin, o teorema
de compacidade de Aubin-Lions e desigualdades importantes da Analise Funcional, para
unicidade usaremos as idéias de Ladyzhenskaya-Visik[9] e para o decaimento exponencial

o método da energia.

PALAVRAS-CHAVE: Existéncia de solugao global fraca, Unicidade de solucao global

fraca e Comportamento assintético.



Abstract

In this work we study the existence, uniqueness and asymptotic behaviour of global weak

solutions for the mixed problem (P)

u(x,t) + Au(z, t) — M(x,t,/ |Vu(:c,t)\2dx> Au(z,t) + 6u'(z,t) = 0em Q;
Q
ou
u(z,t) = ey —(z,t) =0 emz 00x]0,T7;
u(z,0) = up(z) em

' (x,0) = ui(x) em Q.

For the existence we used Faedo-Galerkin Method, Aubin Lions theorem of compctness,
important inequalities of Functional Analisis, for the uniqueness we used the ideas of

Ladyzhenskaya-Visik[9] and for the asymptotic behavior we used the energy method.

KEYWORDS: Existence global weak solution, Uniqueness global weak solution and
Asymptotic behavior.



Introducao

Woinowsky-krieger [21] em 1950 introduziu um modelo matemético para o movimento
transversal de uma viga extensivel de comprimento L, cujos extremos estavam presos a

uma distancia fixa

82 84 L 32
(1) a—£+aa—;+ (ﬁ+/0 ug(f,t)dg) (—8—;2‘> —0,

sendo o uma constante positiva, § uma constante nao necessariamente positiva e o termo
nao linear representa a mudanca na tensao da viga devido a sua extensibilidade. Este
modelo também foi estudado por Dickey [5], Ball [2], [3] e por Menzala [15] que estudou

a equacao (1) com z € R" e a nao linearidade do tipo

[5 M (/ |vu|2da:ﬂ (—Au),

sendo M uma funcgao real com M(\) = mg > 0, YA > 0. A formulagao abstrata de (1) é

representada pela equagao
(I1) '+ aA*u+ M (JAYV?ul?) Au =0,

sendo A um operador auto-adjunto nao limitado de um espaco de Hilbert H, com a
norma | - |, mostra-se que existe A~! totalmente definido em H, sendo A~! compacto e M
¢ uma funcao real.

Este modelo foi estudado por Medeiros [13] supondo que M € C[0,00[ com M()\) >
mo + miA, YA = 0 e mg,m; constantes positivas. Considerando a equacao ( IT ) com

um termo dissipativo, isto é,
(III) "+ aA?+ M (|AY?ul?) Au+ 6u' =0,

sendo 0 uma constante positiva. Brito[7] e Biler [6] estudaram também a equagao

(111 ) considerando M € C*0,00[ e M(\) = mg+miA, YA =0 my > 0 e mg > —\
onde \; ¢é o primeiro valor préprio de A%u — AAu = 0.

Pereira [18] estudou a existéncia, unicidade comportamento assintético das solugoes do

problema misto associado a equagao
(IV) Ku”+ A%u+ M (JAYV?ul?) Au+u' =0,

sendo A um operador definido nas hipéteses (11 ), K um operador linear simétrico definido



em todo H com (Ku,u) > 0, Yu € H e M uma funcao continua com M(X\) > —f, 0 <
B < A, sendo que \; é o primeiro valor préprio de A?u — AMAu = 0. Neste trabalho
estamos considerando o termo nao linear, que representa a mudanca de tensao da viga
devido sua extensibilidade, dependendo da variavel espacial e do tempo. Nosso trabalho
¢ baseado no artigo de J. Limaco, H. R. Clark e A. J. Feitosa ver [10] que estudam a
equacao de evolucao da viga com coeficientes variaveis. No entanto, consideraremos uma
fungao M mais geral que no trabalho dos autores citados, conforme Pereira[18].

Consideremos o problema misto (P), abaixo, para a equagao da viga n-dimensional, onde
nosso objetivo é analisar a existéncia e unicidade de solucao global fraca e comportamento

assintotico.

u(x,t) + Au(x, t) — M(x,t,/ |Vu(z, t)|2dx> Au(x,t) + ou'(z,t) = Oem Q
Q
ou

(P) u(x,t) = %(x,t) =0 em Z = 8QX]O,T[

u(z,0) = up(x) , v'(z,0) = uy(z) em 2,

sendo 2 C R", um conjunto aberto limitado do R e Q =Q x [0,T], com T > 0 um

cilindro com fronteira lateral, |Vu(x,t)| é a norma no R™ do vetor Vu(x,t). Por ~ deno-

taremos %, enquanto v é o vetor normal unitério exterior para Y = 92 x ]0, T, sendo
9 4 derivada d 0 a it D

& a derivada da norma e § um parametro positivo. Denotaremos por || - || a norma em
L?(2) com produto interno e - o produto interno usual no R", enquanto | - | representa

a norma Euclidiana em R.

Inicialmente demonstramos a existéncia de solucao global fraca, onde utilizamos o método
de Faedo-Galerkin, o teorema de compacidade de Aubin-Lions e desigualdades impor-
tantes da Andlise Funcional. Para a unicidade usamos as idéias de Ladyzhenskaya-Visik[9]

e para o decaimento exponencial o método da energia.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes, conceitos e resultados que serao utiliza-

dos na resolucao do nosso problema.

1.1 Espacos Métricos

Definicao 1.1.1. Define-se uma métrica em um conjunto M, a funcao d : M x M — R
que faz associar a cada par (z,y) € M X M um numero real d(z,y), denominado a
distancia de x a y. Para tal funcao, e considerando-se x,y,z € M, devem ser satisfeitas

as condigoes
1. d(z,z) =0;
2. Se x #y entao d(z,y) > 0;
3. d(z,y) = d(y, );

4. d(x,z) < d(z,y) + d(y, z).

1.1.1 Espacos Normados

Definicao 1.1.2. Seja E um espago vetorial real, uma norma ¢ uma aplicagao || - || :

E — R que satisfaz as condicoes
L. ||¢|l = 0 para todo p € E e |j¢|| =0 <= ¢ = 0;

2. || ¢l = |M||l¢ll para todo p € Ee A € R;



3. |l + oIl < llell + [[¢]| para todo ¢, ¢ € E.

Exemplo 1.1.1. Seja L!(a,b) o espaco de todas as fungoes definidas sobre [a,b] e in-
tegraveis a Lebesgue. E facil verificar que este é um espaco normado munido da seguinte

norma

b
11+ L a,b) — R, dada por £, = [ 7(e)ldo.

1.1.2 Espacos Métricos Completos

Definigao 1.1.3. Seja (M, d) um espaco métrico. Uma sequéncia (z,).eny € dita de
Cauchy no espaco métrico M, se dado £ > 0, de modo arbitrario, existe N € N tal que

para todo m,n > N = ||z, — z,|| < .

Definicao 1.1.4. Um espago métrico é dito completo, quando toda sequéncia de Cauchy

nele é convergente.

Exemplo 1.1.2. Seja M = C(a,b) o espago métrico das fungdes continuas no intervalo

[a,b] com a métrica

d(f? g) = Supxe[a,b} |f([E) - g($)|

Podemos verificar que C'(a,b) é um espago métrico completo.

1.1.3 Espacos de Banach

Definicao 1.1.5. Um espac¢o normado ¢ dito um espaco de Banach, se o mesmo é com-

pleto, ou seja, se toda sequéncia de Cauchy converge em E.

Vamos, a partir de agora, estender o conceito de convergéncia. O que faremos é enfraque-

cer nossa condicao de convergéencia. Vejamos:

Se a sequéncia x,, é convergente, entdo para toda func¢ao continua ¢ teremos que ¢(,,)
também é convergente. Definamos entao uma condi¢ao mais fraca que a anterior. Em vez
de exigir que a convergeéncia se realize para toda funcao continua, exigiremos apenas para
as lineares e continuas. Diremos dessa forma que uma sequéncia (z,) converge fracamente
para x, se f(z,) converge para f(z), para todas as fungoes lineares e continuas definidas

nela. Este espaco é denominadado espaco dual.



1.1.4 O Espaco Dual

Defini¢ao 1.1.6. (Espago dual algébrico): O espago dual de um espago vetorial V
sobre um corpo K é denotado por V'’ ou V* e também é um espaco vetorial sobre o mesmo

corpo uma vez definida as operagoes de soma e multiplicagao por escalar como:

(¢ +¢)(z) = ¢(z) + ¢(z)
() (z) = alp(2)),

para todo ¢, ¢ € V*, com a € K.

Proposicao 1.1.1. Uma aplicacao linear f é continua se, e somente se, ela é limitada.
Demonstragao:

Com efeito, usando a continuidade de f, temos que para todo € > 0 existe um § > 0 tal que

5
[Pk

|z|| < d = |f(z)| < e. Isso significa que para cada y # 0, com y € E, temos que —

satisfaz a condigao

0 R
Wy < 0, dai entao segue-se que
Y

'f <H H ) ‘ <e=|f(y)| < %HZJH: donde concluimos que f é uma funcao limitada.
Y

De maneira reciproca, vamos supor que f seja limitada. Agora iremos mostrar que f deve
ser continua. Como f é limitada entao existe C' > 0 tal que |f(x)| < C||z||. Portanto,

para todo € > 0, existe d > 0 tal que se:

|lr —y|| <6 = |f(x) — f(y)| < . Basta tomar § = % e aplicar a linearidade de f.

1.2 O Espacgo LP(Q))

Sejam 2 C R™ um conjunto aberto e p € R tal que 1 < p < 00, os espacos denotados por
LP(€2), sao espagos vetoriais formados pelas classes de fungdes mensuraveis u : @ — R,

tais que / |u(z)|P dz é finito, ou seja
Q

LP(Q) = {u Q- R, mensuréveis;/ |u(z)|P dx < oo } .
Q

O espaco vetorial acima torna-se um espaco vetorial normado quando o dotamos com a

full = [ futor dm)’l’

seguinte norma



O espaco vetorial L>(€2) é constituido das classes de fungoes u :  — R que sdo essen-

cialmente limitadas, isto é
L>*(Q) ={u:Q — R, mensurdvel; 3 M >0, |u(z)| < M q.t.p. em Q}.

Antes de falarmos da norma neste espaco, faremos duas definicoes, uma de supremo
essencial e a outra de infimo essencial. Para isto, consideremos f : @ — R, com f €

L*>(Q), definimos
[f > k] ={ze€Q; f(x) >k}

Esta notagao pode ser estendida analogamente para [f < k], [f > k] e [f < k]. Chamamos

de supremo essencial e infimo essencial respectivamente os seguintes niimeros

sup ess f = inf{k; p([f > k]) =0},
infess f = sup{k; u([f <k]) =0}

Assim, definimos a norma no espago L>°((2), pela relagao
[ulloo = sup ess |ul,

sendo 1 a medida em R™. O teorema seguinte estabelece algumas propriedades impor-

tantes dos espagos LP(£2) e pode-se encontrar sua demonstragao em [1].
Teorema 1.2.1. Sejam {2 C R™ um aberto e 1 < p < 00, entao

a) LP(Q) é espaco de Banach;

b) Se 1 < p < oo, entdo LP(€2) é um espago reflexivo e uniformemente convexo;
c) Sel < p< oo, entao LP(Q2) é separdvel.

Falaremos agora um pouco sobre o dual topolégico de LP(€2). O dual topolégico de
um espaco normado X é o espaco vetorial de todas as formas lineares (funcionais lineares)
continuas definidas em X. Chamaremos daqui em diante ao dual topolégico de um espaco
normado X apenas de dual e o denotaremos por X'.

Enunciaremos a seguir o teorema da representacao de Riesz, que relaciona todo elemento
do dual de um espago LP(£2) com um elemento do espago L%(£2), com % + % = 1 (neste
caso temos ¢ sendo o expoente conjugado de p; quando p = 1, consideramos ¢ = oo e

vice-versa). A demonstragdo pode ser encontrada em [1], pag. 47.

8



Teorema 1.2.2. Sejam 1 < p < 00 e ¢ tais que % + % = 1. Se f € [LP(Q)]', entao existe
u € L1(Q), tal que

() = [ v@ule) do
para toda v € LP(Q).

Lema 1.2.1. (Desigualdade de Young): Sejam a e b nimeros reais e considere 0 <

1 1
p,q < 0o tais que — + — = 1. Entao
p q

la[” b}
lallb] < — + —-
p q
e a igualdade ocorre se, e somente se, |a|? = |b|?.
Demonstragao:

Se p(t) = (1= X))+ M —t* = ¢(t) = M1 —t*1). Se A — 1 < 0 temos que
o V() <0 parat < 1= ¢ édecrescente;
e ' (t) >0 parat>1= ¢ é crescente.

Logo, ¢ é decrescente em t = 1. Isto significa que para t # 1, temos p(t) > ¢(1).
Portanto, (1 — \) + M > t*
( aigualdade s6 vale se t = 1)

q

Se b # 0 a desigualdade segue substituindo ¢ por Z—p. Por outro lado, se b = 0, o lema ¢

trivial.

Lema 1.2.2. (Desigualdade de Hoélder): Sejam 1 < p < 0o e ¢ seu expoente conju-
gado. Se u € LP(Q) e v € LI(Q), entdo uv € L'(Q) e além disso

| eyt de <l ol

Os casos em que p = 1 ou p = oo seguem de modo imediato. Agora se 1 < p < oo temos

Demonstragao:

que

1 1
lu(z)]|v(z)| < =|u(z)P + =|v(x)]?, devido a desigualdade de Young.
p q

Dessa forma, temos que

u(x dz < —|lu |74,
| tutyetalde < Sl + ol



mostrando portanto, que u - v € L'(Q2). Substituindo u por Au, A > 0, segue-se que

N Lo
[ @@l < = lull, + 5ol
Por outro lado, minimizando o lado direito da desigualdade acima para A € (0, 00), temos
que o minimo ocorre para A = |jul|;, HUHQ/p e o resultado segue.

Teorema 1.2.3. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue): Seja ( fn),
uma sequéncia de funcoes reais definidas em Q C RY | integraveis tais que f,(z) — f(z),

q.t.p em €. Se existe uma funcao g : 2 — R integravel, tal que para todo n, |f,(z)] < g(x)

q.t.p em 2, entao

/Qf(x) dr = lim an(q:) dx.

n—oo
Demonstracao: Ver [5].

Outros espagos derivados dos espagos LF(€2) que sao de grande importancia em andlise,
sao os espagos L .(£2), que sao constituidos das fungoes (classes de fungoes) u : Q@ — R,

tais que para todo compacto K C €

ZJM@de<ax

Lema 1.2.3. Du Bois Raymond Seja u € L}, (), com / u(z)p(x) de = 0 para toda
Q
© € C5°(2). Entao u(z) =0 q.t.p. em €.

Demonstragao: Ver [13].

Observagao 1.2.1. Quando p = 2, o espago L?(Q2) é um espaco de Hilbert, isto é, um

espago de Banach, com um produto interno ( , )2 definido sobre ele e dado pela férmula

mmhzﬁm@mw@.

Observe que pela desigualdade de Holder a integral acima é finita.

1.3 Teoria das Distribuicoes Escalares

1.3.1 Espacos das Funcoes Testes

Sejam () um subconjunto do R™ aberto, limitado e f : 2 — R uma funcao definida em 2

com valores reais. Chamamos de suporte de f, ao conjunto denotado e definido por

supp(f) = {z € Q; f(z) # 0} em Q.

10



Usando a defini¢ao conclui-se que o supp(f) é o menor fechado fora do qual f se anula e

valem as seguintes relacdes:
1) supp(f + g) C supp(f) U supp(g);
2) supp(fg) C supp(f) N supp(g);
3) supp(Af) = Asupp(f), A € R —{0}.

Com esta definicao, fica claro que nem sempre o suporte de uma func¢ao é um subconjunto

de seu dominio.

Definicao 1.3.1. Seja © um subconjunto aberto do R", C§°(€2) é o espago vetorial das
funcoes vetoriais continuamente indefinidamente derivaveis em {2, com suporte compacto
contido em (2.

Os elementos de C§°(£2) sao denominados fungoes testes em €. Seja agora, a = (ay, g, ..., )
um multi-indice de nimeros inteiros nao negativos. Representaremos a derivada parcial
de uma funcgao da seguinte maneira

aa1+a2+-~~+anu

D%y = D% = u.

a1 aan an
xl x? e '1:774

Definiremos a seguir a convergéncia em C§°(€2), que introduz uma topologia neste espago,
que fard com que possamos falar em funcional continuo em C§°(£2), importante para o

conceito de Distribuicao.

1.3.2 Convergéncia em C§°(2)

Definicao 1.3.2. Seja (¢,) uma sequéncia de func¢oes em C§°(€2). Dizemos que ¢,

converge para ¢ em C§°(£2) e denotamos por
©n — @ em C°(Q). (1.1)

Se existe um compacto K C €, tal que supp(p),supp(p,) C K e para todo multi-indice

a
D%p,, — D% uniformemente em K, Va € N".

Denotaremos por D(2) ao espago vetorial topolégico formado por C§°(£2) munido da

convergéncia acima.

11



Exemplo 1.3.1. Sendo 2 limitado, existe uma imersao continua D(§2) — LP(§2), Vp
satisfazendo 1 < p < oo.
Demonstragao:

De fato, dado ¢ € D(), tem-se que

[l < sup lo(@)Pm(@) < .
Q €N
Isto prova a inclusao algébrica.

Para a continuidade, seja ¢, — ¢ em D(£2). Mostra-se que

[ 1on@) = etz 0.
[ len@) = e@Pis = [ loula) = pla)pa.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim [ Jou(o) - <|wx—hm/W% (2)Pde =

De fato, note que

n—oo

lim |p,(z) — ¢(x)|Pdx = 0.
KTL o0

Definicao 1.3.3. Denomina-se distribuicao escalar 71" sobre () a toda forma linear e
continua em D({2), ou seja, uma fungao 7' : D(2) — R, sendo que satisfaz as condigoes:
i) T(ap + B) = aT(¢) + BT(), ¥ ¢, € D(Q), ¥ o, 8 € R

i1) T é continua, isto é, se (¢, )nen converge para ¢, em D(Q), entdo T(p,) — T(p) em
R.

E importante observarmos da definicdo acima que uma distribuicao é um elemento
do espago dual de D(Q2). Iremos denotar o espago de todas as distribuigdes sobre €2, por
D'(Q) e algumas vezes usaremos a convengao T (p) = (T, ). Nao é dificil ver que D'(1)
é um espaco vetorial. Para isso recordemos a definicao de soma e produto por escalar

definidos na algebra linear para elementos do dual. Se T, S € D'(2) e o € R, entao

(T+S,0) = (T,0)+(S,0);

(aT,p) = T, ¢p).

Usando as propriedades de limite de sequéncia na reta teremos T+ S, aT € D'(Q2). E
importante observar e pode ser visto com mais detalhes em [1], p. 38, que C§°(2) C LP(2)

para 1 < p < oo e além disso C§°(2) é denso em LP(Q2), para 1 < p < oo.
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Defini¢ao 1.3.4. Uma fungao u : (2) — R é localmente integravel a Lebesgue em todo
compacto K C Q. O espaco das funcoes localmente integréveis é denotado por LY¢, sendo

representada por
u € L) & / |u(z)|dx < oo para todo compacto K C €.
K
Vejamos abaixo um exemplo de distribuigao.

Exemplo 1.3.2. Seja u € L], (2), definimos T, pela férmula

loc

<TU790> = /QU(ZE)QD(QS) dzx.

Observemos que T, é um funcional e devido a unicidade da integral, estd bem definido.

Como

(Tu o1+ ¢2) = [}mxxawux»+¢xx»cm

= /Qau(:c)gol(x) d:l:+/u(x)<p2(:c) dx

Q
= a<Tua 901> + <Tu7 @2)7

entdao T, é linear. Além disso, se ¢, — @, entdo supp(p, — ¢) C K C , para algum K

e dafl

(Tuvn =) = | [ule)in(o) = o)

< max o (a) = 9(o)| [ Ju(o)] do.

Logo, quando n — oo, max lon(x) — o(x)| — 0 e portanto (T, @, — ¢)| — 0, isto é,

lim <Tu7 9071) = <Tu> QO>‘

n—oo

A definigao que daremos a seguir é a de derivada distribuicional em D’(£2), proposta por

Sobolev, sendo este conceito generalizado para distribui¢oes quaisquer em D'(€2).

Definicao 1.3.5. Sejam T € D'(2) e & um multi-indice, |o| = a3 +as+...4a,. Definimos

por
p = (=1)NT, D),
a distribuicao que chamamos de derivada de T', e denotamos por D*T’, como
(DT, p) = (=1)"T, D%) ¥ ¢ € D(Q).
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Definicao 1.3.6. Seja (7;), uma sequéncia de distribuigdes em D’(£2). Dizemos que (7;)

converge para T € D'(Q)), quando i — oo e denotamos por
T,—T em D (Q)
se, e somente se,

lim (T3, ) = (T, ) V¢ € D(Q).

11— 00

Uma aplicacao bem concreta do conceito de distribuicao escalar, encontra-se na definigao

de Espacos de Sobolev, que daremos a seguir.

1.3.3 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto do R", apresentando fronteira regular 7. Observa-se que se
u € LP(Q), entdo u possui derivada de todas as ordens no sentido das distribuigoes.
Mostra-se, também, que D*u nao é, em geral, uma distribuicao definida por uma funcao
de LP(Q2). Entretanto, estamos interessados em espagos de distribui¢oes u € LP(2) cujas
derivadas distribuicionais permanecam em LP(2). Tais espacos serdao denominados de
Espagos de Sobolev.
O espago vetorial LP(€2),1 < p < 0o é o espago das classes de fungbes reais u : Q2 — R,
mensuraveis, tais que |ul? é integravel a Lebesgue em (Q2). Este espago, quando munido

da norma

1/p
MW@z(Amuwm),

é um espago de Banach, ver [4].
O conjunto de todas as funcoes mensuraveis u que sejam essencialmente limitadas em (2

¢ denotado por L*(2). Define-se a norma de u por
[ull Lo ) = supess|u(z)|, Yu € L=(Q)

O espago L>*(€2) é também um espago de Banach, ver[4].
No caso particular quando p = 2, temos que L*(€2) é um espaco de Hilbert. Neste caso o

produto interno serda representado por
(w0 0) 120y = [ ulw)o(a)da,
Q
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cuja norma induzida é

1/2
|20y = (/ |u|2dac) :
Q

Os espagos de Sobolev, sao subespagos dos espagos LP(£2) cujos elementos possuem derivadas
distribuicionais, ainda nos espagos LP(£2). Se € é um subconjunto aberto do R", p um

numero real tal que 1 < p < oo e m é um inteiro nao negativo, definimos
WmP(Q) = {u € LP(Q); D* € LP(Q) Ya, com |a| < m},
sendo D* uma derivada no sentido das distribuigoes.

Observagao 1.3.1. Quando dizemos que a derivada D%u € LP(2) de u é no sentido das

distribuigoes, significando que existe uma funcao w = D*u € LP(2), tal que

/Qw(x)gp(z) dr = (—1) /QDau(x)go(a:) der ¥V ¢ € D(Q).

Nos espacos de Sobolev, podemos definir uma norma que leva em conta, as derivadas das
fungoes. Esta norma é definida por

1/p
[ullwmr@) = < > ||Da“|\’£p<m) spsee

|a|<m
Se p=o00
lullwmo@ = D 1P| ey, 1 < p < o0
o] <m

Em ambos os casos W™P(Q) é um FEspacos de Banach.

Observagao 1.3.2. Quando p = 2, os espagos W™2()) sao espagos de Hilbert, denotados

por
H™Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q), Vo, |a| < m}.
Define-se em H™({2) o produto escalar
(D = 3 [ (D0 D)o, Vv € H™(9),

la]<m

A norma induzida por este produto escalar dada por

1/2

|| &, ) = Z /Q(Dau)LQ(Q)dx

lal<m
Agora, mostraremos alguns casos particulares dos espacos de Sobolev:

Para dimensao n = 1, tem-se
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du

H'(a,b) = {u € L*(a,b); v € L*(a,b)}, v = o

Neste caso

b b
[l 22 (a0 =/ [U(t)]zdtJr/ [/ (t))%dt.

Para dimensao n > 2, tem-se

ou
8@-

HY(Q) = {u € L*(a,b); € L*(), i=1, ,n}

e neste caso,

n ou 2
2 oy = ooy )2 dzydy.. dy, / — ey @) | dxidzsy...dx,.
Il () /Q[U(xlaxza ,Tn)) dards...da +¢Z:1: o ax'(xlax% ) r10X3...4T

1

De forma mais precisa, podemos escrever

Jullys = | fuPdo+ [ [VuPds,
Q Q

Os espagos Wy""(2), em particular os espagos H{'(Q2), desempenham papel funda-

mental na Teoria dos FEspagos de Sobolev e por conseguinte, na Teoria das EDP’s.

O Trago em H'(Q):

Demonstra-se que as fungoes de H™(£2) podem ser aproximadas, na norma de H™({2), por
uma funcio de D(Q) , onde D(Q) é o conjunto {¢: v € D(R™)} que pode ser definido

pela restrigao a fronteira 7 de Q. Dada ¢ € H'(Q), consideremos uma sequéncia (¢, ),en

em D({2), tal que
Py — € H'(Q).
Define-se o operador 7o : H'(Q) — L*(7) por

Vo) = [}5{1)0 PK|rs

considerando o limite na norma de L?*(7). O operador 7y, denominado operador trago, é
continuo, linear, e seu nicleo é H} (). De forma mais simples, podemos escrever ©|r em

vez de (). Sendo assim, o espago Hj(€2) pode ser caracterizado por
Hy(Q) = {p € H'(Q); ¢, =0}.

A generaliza¢do do operador trago para os espagos H™(2) ocorre de forma natural e, no

caso m = 2, tem-se

16



H3(Q) = {p € HYQ); ¢, =0; %[, =0}.

O dual topoldgico do espago Wi () representa-se por W, ™ (€), se 1 < p < oo, sendo
que p e ¢ sao indices conjugados. Se ¢ € W, ™9(Q), entdo ¢|p@) € D'().

Quando p = 2, W™*(Q) é denotado por HF*(Q), cujo dual topoldgico recebe a notacio
H~™(€). Agora, enunciaremos sem demonstrar o teorema que caracteriza o espago

Wy ™(9).

Teorema 1.3.1. Seja T' € D'(Q2). Entao, T' € W, ™"(2) se, e somente se, existem fungoes
Ja € L9(Q), tais que T = Z D%g,.

laf<m
Demonstracao: Ver[17].
Proposigao 1.3.1. (Caracterizagao de H1(£2)): Se T é uma forma linear continua

sobre H}(Q), entao existem n + 1 fungoes g, u1, ..., u, em L*(Q), tais que

T:UO—Fian

=1

Demonstracao: Ver[11].

Lema 1.3.1. (Desigualdade de Poincaré): Seja @ C R" um aberto limitado em

alguma diregdo. Se u € H} (), entdo existe uma constante C' > 0, tal que
M%%Q) S C‘VU‘%Q(Q)'

Demonstragao:
Suponha Q C R", limitado na direcao do eixo x1. Sendo u € H} (), existe uma sucessio
(0,)ven de fungoes D() tal que ¢, — u em H}(Q), isto é,

0, ou

0, —uem L) e o, — o i=1,2,....n.

Como (2 é limitado, na direcao 1, existem a e b € R tais que, Vo € ), a < proj x < b,
onde a proj = é a projecao de x sobre o eixo coordenado z. Agora, dado ¢ € D(Q)) e
o(a,xq,...,x,) = 0, temos que

1 a
o(T1, Ty ooy ) = a—?(f,x%...,xn)df,

e da desigualdade de Schwarz, obtém-se

ba 2 b )
‘¢<x1ax27"'axn)‘ = (/ a_§<€7$27"'7xn)d§> < (b—(Z)/

2
_¢(€>$27 --.,an) df

23
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Aplicando o Teorema de Fubini temos que

2

b
/Q|g0(x1,x2,...,xn)|2dx<(b—a)/ﬂ/a g—?(f,xg,...,xn) dédx <
(b—a)Q/Q g—?(f,xg,...,xn) dz.

Logo,
9 2
LQ(Q)] .

|U|%2(Q) S C|VU|%Z(Q)'

dg
l¢lrz@) < (b—a) [Z 0z
J

Portanto, obtemos

Lema 1.3.2. Seja 2 C R” um aberto limitado em alguma direcao. Entao, as normas

|ull g o) e |[Vulrz) sdo equivalentes no espago Hg(€2).

Demonstragao:

De fato, considere a norma em H{ (). Se u € H} (), temos
[ullZ o) = |ulrz) + [VulZaq) = [Vuliag).
Da Desigualdade de Poincaré-Friedrichs, obtemos
[ullfr o) < (1+ C)VulZs g

Dessa forma, das desigualdades acima concluimos que, em Hj(€2), as normas ||ul| g1 (q) €

|Vu|r2(q) sdo equivalentes.

1.3.4 Distribuicoes Vetoriais

Nesta seccao, faremos alguns comentérios a respeito do conceito de distribuicoes vetoriais,
conceito este de extrema importancia na teoria das Equacoes Diferenciais Parciais.
O proximo resultado, nao serd demonstrado aqui, porém sua demonstracao pode ser

encontrada em [1].

Teorema 1.3.2. Sejam 2 C R™ um aberto, 1 < p < 0o e m um inteiro nao negativo.

Entao
a) Wm™P(§2) é um espago de Banach;
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b) Se 1 < p < oo, entdo W™P(Q) é separavel;
c) Sel < p< oo, entao W™P(Q) é uniformemente convexo.

Um espago que podemos definir neste trabalho é o VVO1 P(Q), representado por

WyP(Q) = fecho de C°(Q) no espaco WP(Q).

/ 1 1
Denotaremos por W1 () o dual de Wol’p(Q), com — + — = 1.
p

p/
Teorema 1.3.3. Se f € W~ (Q), entdo existem fo, fi,..., fyv em L” (Q) tais que

() = [ fuloyute dw+2/ﬁ o ()

para toda u € Wy (Q).

Observemos que no sentido distribucional temos

/f@ 5o @) do — /fz D) dr,

= (D(=fi); 9)
0]%

Portanto, segue-se que

of;
= fo —Z o

Esta relacio justifica a notacio W1 (Q) para o dual de W, (€).

1.3.5 Funcgoes de Valores Vetoriais Fracamente e Fortemente

Mensuraveis

Seja X um espago de Banach, com a norma || - ||x, 7 um ntimero real positivo e xg

a funcdo caracteristica do conjunto E. Entao, uma funcao vetorial ¢ :]0,T[— X, é dita

simples quando assume apenas um numero finito de valores distintos. Seja a funcgao

simples ¢ :]0, T[— X, com representagao canonica

p(t) = ZXEjSOj,
j=1
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onde cada E; C (0,7) é mensuravel, com j = 1,2,...,n, e os conjuntos F; sao disjuntos
dois a dois, sendo que m(E;) < oo e ; € X,i =1,2,...,n. Define-se a integral de ¢ como

sendo o vetor de X, representado por

n

/0 p(t)dt =Y m(E;p)).

j=1
Defini¢ao 1.3.7. Sejam (5,8, 1) um espago de medida e X um espago de Banach de
norma || - || x, com dual X’. Uma funcdo z : S — X ¢é dita fracamente mensurdvel, se para

toda f € X', a fungao
t— (f,z(t)) ¢é mensuravel.

Definigao 1.3.8. Sejam (5,8, 1) um espago de medida e X um espago de Banach de
norma ||-||x. Uma funcdo = : S — X é dita fortemente mensurdvel ou apenas mensurdvel,

se existe uma sequéncia de fungoes simples convergindo fortemente para = q.t.p.

Observacao 1.3.3. Seja (x,,) uma sequéncia em um espaco de Banach X, diz-se que esta

sequéncia converge fortemente para o elemento z, se ||z, — x||x — 0.

Defini¢ao 1.3.9. Uma fungao = definida em um espago de medida (S, B, p) com valores
em um espaco de Banach X é dita Bochner integravel ou apenas integrdvel, se existe uma

sequéncia de funcoes simples x,, : S — X tal que, para todo n, a funcao
t = [lan(t) — 2(t)llx
é integravel. Além disso

lim [ ||z,(t) —2)||x du=0.

n—oo

Nao ¢ dificil ver que o limite acima independe da escolha da sequéncia de funcoes. Isto
pode ser visto com mais detalhes em [4], pdg. 137. O préximo teorema, cuja demonstragao
pode ser encontrada em [20], pag. 133, relaciona a norma de uma fungao com sua integral

de Bochner.

Teorema 1.3.4. (de Bochner): Sejam X um espago de Banach e (5,8, 1) um espago
de medida. Uma funcao fortemente mensuravel x : S — X é Bochner integravel se, e

somente se, ||u(-)||x ¢ integravel em S.
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Definicao 1.3.10. Sejam a, b € R, e X um espago de Banach, denotamos por
LP(a,b; X), 1<p<oo,
o espago das classes de fungoes fortemente mensuraveis f : (a,b) — X, tais que

b
/ LF@IE dt < oo,

Podemos munir este espago com a seguinte norma

b 1/p
1 o) = ( [ 150 da:) |

Quando p = 2 e X = H temos um espago de Hilbert. Sendo o espago L*(a, b; X) também

um espago de Hilbert, cujo produto interno é dado por

b
(U,U)m(a,b;x):/ (u(s),v(s))gds.

Agora, denotamos por L>(a, b; X') o espaco das fungoes essencialmente limitadas em (a, b).

Sendo assim, existe um M tal que
Ifllx <M qt.p. em (a,b).

Quando introduzimos em L>(a, b; X) a norma

11l oo @) = supessieqay 17 )]x,

ele torna-se um espago vetorial normado. Se X é um espaco reflexivo e separavel, com
1 < p < oo, entdo LP(a,b; X) é um espago reflexivo e separavel, cujo dual topoldgico
se identifica ao espaco de Banach L%(a,b; X'). Sendo p e ¢ indices conjugados, isto é,
E + E = 1. Quando p = 1, o dual topoldgico do espago L'(a, b; X) se identifica ao espago

P q
L®(a, b; X').

Exemplo 1.3.3. Sejam u € LP(0,T;X), 1 <p<ooep € D0,T). Considere a fungao
T, : D(0,T) — X, definida por

T

T(¢) = [ uletos
sendo a integral calculada no sentido de Bochner em X. A aplicagao T, é linear e continua
de D(0,T) em X e por esta razdo é denominada distribui¢ao vetorial. A distribuicao 7, é
univocamente determinada por u e, neste sentido, pode-se identificar u com a distribuicao
T, por ela definida e, portanto, LP(0,T; X) < D’(0,T; X) com imersao continua e densa.
O espago das aplicagbes lineares e continuas D(0,7) em X, denomina-se espaco das

distribuigoes vetoriais sobre (0,T) com valores em X, e é denotado por D’(0,T; X).
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1.3.6 Distribuicoes Vetoriais
Defini¢ao 1.3.11. Uma distribuicdo vetorial sobre o intervalo (a,b), com valores em um
espaco de Banach X, é uma transformacao linear
T:D(a,b) — X,
p = (T,9),

continua em D(a,b). Isto é, para toda sequéncia (y;), com ¢; — ¢ em D(a,b), temos

Hm (T, ;) = (T, ) em X.

1—00
Neste trabalho denotaremos por D'(a,b; X), o espago das distribui¢oes vetoriais sobre

(a,b) com valores em X.

Definigao 1.3.12. Seja T' € D'(a, b; X ). Entdo, para todo inteiro ndo-negativo k, defini-

mos uma nova distribuicdo denotada por ™) da seguinte maneira
d*p
T® @) = (=T, == ).
(1@, 0) = (1T, %

Esta distribuigdo é chamada de k-ésima derivada de T' em (a,b) e serd algumas vezes
denotad T
enotada por —-.
ST

1.3.7 O Teorema Espectral

Sejam V' e H espacos de Hilbert reais, cujas normas e produtos internos serao represen-
tados, respectivamente, por, || . ||, ((, ))e|.|,(, ). Suponhamos que V' C H, sendo que
V é denso em H e a injecao de V em H ¢é continua.

A terna {V, H,(( , ))} determina um operador linear A caracterizado por
D(A)={ueV; 3f € H tal que (( u,v)) = (f,v), Vv eV} e Au= f.
O dominio do operador A é o subespago vetorial de D(A) de V', e
((u,v)) = (Au,v), Yu € D(A) ev € V.

Demonstra-se em [17], que A é um operador auto-adjunto nao limitado de H e D(A) —
V < H, com injecoes continuas e densas.

Supondo que a imersdo de V em H é compacta, segue-se da Teoria Espectral, ver[14],
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que existe um sistema ortonormal completo de H, enumeravel, (w;);en constituido de

autovetores de A, cujos autovalores correspondentes (\;);en, satisfazendo
0<)\1<>\2<<)\]<, )\j—>ooquand0j—>oo.

Para cada « real, o operador A® é caracterizado por

D (A%) = {u € H,; z:)\12,°‘|(u,w,,)|2 < oo}
v=1

A% = Z A (u,w,)w, € Hy uw e D(AY).

v=1

Dado v € H, entao

u= Zkﬁ(u,wy)wy € H, ue D(A%).

v=1

Em D(A?®) consideremos o produto interno e a norma definidos, respectivamente, por

(u,v) p(aey = (A%, A%)

[ulp(aey = [A%ul.

Temos que D(A*) munido do produto interno (u,v)pe) é um espaco de Hilbert e dados
ar,a € Rycom oy > ag > 0, a imersdo de D(A®!) em D(A%?) é compacta. Sendo A
um operador positivo, entao o operador S = A? estd bem definido e ¢ denominado raiz

quadrada positiva de A e é caracterizado por
D (A%) =V, |A%| = |[u, Vue V.

Portanto, segue-se que o operador A serd definido pela terna {V, H((u,v))}, nas condigoes

do Teorma Espectral.

1.4 Outros Resultados Importantes

Definigao 1.4.1. (Convergéncia Fraca ): Sejam F um Espaco de Banach, e (u,)yen
uma sequéncia de E. Entao diz-se que, u, converge fracamente para u e denota-se por

u, — u se, e somente se, (¢, u,) — (Y, u).
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Definigao 1.4.2. (Convergéncia Fraca Estrela): Sejam E um Espaco de Banach,
com ¢ € E' e (p,),eny uma sequéncia de E'. Entao diz-se que, ¢, tem convergéncia fraco

estrela para ¢ e denota-se por @, = ¢ se, e somente se, (p,,u) — (@, u), Yu € E.

Defini¢ao 1.4.3. (Norma do Supremo): Seja f uma fungao limitada representada na

forma f:V — K. A norma do supremo, denotada por || . ||, é definida da por
| [ lleo = sup{ |f(x)|: x € dominio de f}.
Definicao 1.4.4. Sejam (E, || - ||g) e (V,|| - ||v) espagos normados. Toda aplicagao
T:E—YV
¢ chamada de operador ¢ o valor de T' no ponto x € E ¢ denotado por Tx ou T'(z).

Definicao 1.4.5. Um operador T': £ — V ¢ dito limitado, se existe um nimero real

positivo k, tal que
|Tx|ly < kllz||lp Ve FE.

Definicao 1.4.6. Um operador T': E — V é dito continuo no ponto xqg € E, se para

todo ¢ > 0, existe um § > 0, tal que
Vx € E, ||l‘ — {EOHE <6 = ||TI — TI()”E < €.
Se T é continuo em todo x € F, entao dizemos que T é um operador continuo.

Quando um operador T : E — V é limitado, podemos definir sua norma pela expressao

T
17 = sup 4 12 g
S\ Tls

Definicao 1.4.7. Seja H um espaco de Hilbert. Denominamos de base Hilbertiana H

uma sequéncia de elementos (w,,) de H, tais que
1. |wn| =1Vn, com (wy,w,) =0, Vm,n com m # n;
2. O espaco gerado pela w,, é denso em H.

Proposicao 1.4.1. (Desigualdade de Minkowski): Seja X um espago normado, e
I1<p<oef,ge L (X). Entao f+g € LP(X), e temos a Desigualdade de Minkowski:

1+ gl < 171l + llglly-

A igualdade acontece somente no caso em que f e g forem linearmente dependentes.

Demonstracao: Ver[4].
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Proposicao 1.4.2. (Compacidade de Aubin-Lions): Sejam By, B e B; espagos de
Banach, sendo By, B; reflexivos, com imersao de By em B compacta, B imerso continu-

amente em By, e
W = {ue L*0,T;By); v € L*(0,T; By)},

equipado da norma ||u|lw = ||u| 20,7:8,) + /%' || L2(0,7;8,)- Entao W é um espago de Banach,
e a imersao de W em L?(0,T; B) é compacta.

Demonstragao: Ver [11].

Observagao 1.4.1. Como consequéncia da compacidade de Aubin-Lions, temos que se
(uy)yen é uma sequéncia limitada em L?(0,T; By) e (u)),eny uma sequéncia limitada em
L?(0,T; By) entao (u,),en ¢ limitada em W. Portanto, segue que existe uma subsequéncia

(Ui )ren de (u,) tal que u,;, — u forte em L?(0,T; By).

Lema 1.4.1. Se V tem imersao continua em H e u € L>(0,7;V), v’ € L*(0,T; H) entao
u e C0,T],H) e u € CU0,T],V). (C%[0,T],V) é o espago das funcoes fracamente
continuas de [0,7] em V).

Demonstracao: Ver [12].

Lema 1.4.2. (Lema de Gronwall): Sejam ¢, : [a,b] — R fungodes continuas e nao

negativas. Se

o) <at [

t

©(s)(s)ds, (com a > 0), entao p(t) < a exp [/tw(s)ds} , Vt € [a,b]
Em particulaoltr, ©(t) é limitada e se « =0, ’
entao ¢ = 0.
Demonstragao:
Fazendo w(t) = a + /t ©(s)(s)ds, decorre da hipdtese que p(t) < w(t) e pelo Teorma-

Fundamental do célculo, segue que w'(t) < w(t)(t). Dal segue

Integrando a dltima desigualdade em [a, t], obtém-se

/; ‘:8 ds < /atz/J(s)ds.

/(: di In(w(s))ds < /(:w(s)ds.

Sendo assim,
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Logo,

o (48) < o

w(t) < aexp (/atw(s)ds> vt € [a,b].

ou seja,

Portanto, desta desigualdade e de ¢(t) < w(t), segue-se o lema.
Lema 1.4.3. Seja y(t) continua e nao-negativa em [0,T]. Se
1) <G+, [ Do) 40, << T,
entao existem Ty > 0 e Cy > 0 tais que
v(t) < C, vVt € [0,Tp] Cy,Cy > 0.

Demonstragao:

Seja p(t) = /t['y(t) +7(t)?)ds e Y(t) = C; + Cyp(t). Decorre da hipétese que
V() < Cr+ Cop(t),
ou ainda,
V(1) < [Cr+ Cap(t))*.
Pelo Teorema Fundamental do Célculo segue-se que
() = () + (1) (1.2)
Logo,
¢'(t) <Y (t) + Y2(¢).
Por outro lado, Y'(t) = Cog'(t) < Co[Y(t) + Y2(t)]. Dal segue-se que
Y'(#) < ColY() +Y2(1)], V 0<t<T. (1.3)

Observando que

%[Y(t)e—czt] C Y (#)et 4 CoY (t) e
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e aplicando em (1.5) segue-se que

d

iy (o) < o )e-e (L4

Integrando a tltima desigualdade de 0 até ¢ e notando que Y (0) = C}, obtemos

t
Y(t) < Cre® + C’g@c2t/ Y?(s)e %ds. (1.5)
0

t
Seja z(t) = / Y?(s)e “*ds. Assim resulta de (1.4) que Y (t) < [C1 + Coz(t)]e®t e, pelo
0

Teorema Fundamental do Calculo, temos
2 (t) = Y3(t)e 2%dt.
Logo,
Z'(t) < [Cr + Coz(t)]?e,

0 que resulta em

0] eat
[C1 + Cyz(1)]? s

Integrando a ultima desigualdade de 0 até ¢, obtemos
/t Z,(t) < /t GCZt.
o [Ci+Coz(t)]? ~ Jy

1 i 1 < et 1
[Cl + CzZ(t)] Cl = CQ 027

Dai segue-se que

ou ainda,

b1 e 1
[Cl + CQZ(t)] - Cl Cg CQ.

Agora suponhamos que

1 ec2t+1>0 1+1>ec2t
Cl CQ Cg 01 02 C'2

<:>Cgt<ln(1+%>.

1

Portanto, conclui-se que

1 Cy
t<—mn(14+—=—].
<02n( +Cl)
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Seja

1 Cy
T"=—n|l+ =
Czn( —i—Cl),

sendo T > 0 e seja Tj tal que 0 < Ty < T™. Entao 0 <t < T, isto implica que

C + C (t) o 1 6621& + 1 —1
< X | ~ ~ )
e e

ou ainda,

1 2™ 1]
< | = — — .
Cl + CQZ(t) NS |:Cl C2 + 021

Sendo assim,

Y(t) < (Cl + CQZ(f))@CQt.

Por outro lado,
1 exlo

t Czt < o .
(C1 4+ Cez(t))e [01 G + CJ e

Portanto,

Y(t)<C, 0<t< T

Desta desigualdade e y(t) = Y (¢), segue o lema.
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Capitulo 2

Existéncia de solucao global fraca

Neste capitulo investigaremos a existéncia de solu¢ao global fraca para o sistema ( P ),
que trabalha com a equacao da viga n-dimensional.

Para mostrar a existéncia, usamos o método de Faedo-Galerkin e teorema de compacidade
de Aubin-Lions. Por simplicidade, dividimos a demonstracao nas segintes etapas:

I- Definiremos o problema ( P ), em um espago de dimensao finita conveniente, que
denominamos Problema Aproximado;

IT - Mostraremos que esse problema aproximado possui solugao (local), que chamamos
Solucao Aproximada;

IIT - Obteremos estimativas a priori sobre a sequéncia de solucoes aproximadas, que nos
permitam efetuar a ”passagem ao limite”. Sendo assim, nos permitira prolongar a solucao
no intervalo [0,T];

IV - Essa passagem ao limite e o passo seguinte, onde devemos mostrar, a partir das
estimativas a priori, que a sequéncia de solucoes aproximadas converge, numa topologia

conveniente, para a solu¢ao do problema (P).

u'(z,t) + A%u(x,t) — M(x,t, || Vu(z, t)||>) Au(z, t) + du'(x,t) = 0em Q;
(P)Q uz,t) = %(w,t):()emz = 00 x 10, T[;
u(z,0) = uo(x), v(x,0) = u(x) em ,

sendo 2 C R™, um conjunto aberto limitado do R" e Q = Qx [0, T[, com T" > 0 um cilindro

com fronteira lateral, |Vu(z,t)| é a norma no R™ do vetor Vu(zx,t). Por *~ denotaremos

2]

, . . o 9
5, enquanto v ¢ o vetor normal unitdrio exterior para ) = JQ x ]0,T][, sendo 5 a

derivada da norma e § um parametro positivo. Denotaremos por || - || a norma em L?(£2)

29



com produto interno e - o produto interno usual no R", enquanto | - | representa a norma

Euclidiana em R.

2.1 Hipébteses

Consideremos as seguintes hipdteses sobre o sistema ( P)

H1) wp€ HE Q) e uy € Ly(Q);

H.2) M(z,t,||Vu(z,t)]|?) é uma fungao de classe C! nas varidveis x € Q, t > 0e X > 0;
H.3) M(z,t,\) > =0, sendo 0< [ < %, A1 é o primeiro autovalor de A?u—\Au = 0;
HA4) |VM(x,t,\)|] < Ci|\P, comp > 1;

H.5) | M'(x,t,\)| < Cy|A\|P e < C3AP7Y, com p > 1;

oM
o\

H.6) CyH?(0) <

9

YRS

onde C7 e HP serao definidos em (2.29).

Definigao 2.1.1. A solucao fraca do problema ( P ) é a funcao real u = u(x,t) definida
em () tal que
ue L>®(0,T; HX(Q)), v € L>*(0,T; L*(Q)), com T > 0 e “u” satisfazendo

—/OT/QU/(x,t)X/(x,t) dr dt + /OT/QAu(x,t)Ax(ac,t) dx dt
+/OT/Q(M(JC,1€,||Vu(x,t)||2)Vu(x,t)Vx(x,t) do dt
+/OT/Q [(VM(x,t,Hvu(x,t)H?)-vu(x,t)]x(x,t) da dt

T
+5/ /u'(m,t)x(x,t) dr dt =0,

o Ja
Vx € L*0,T;Hy(Q), X € L*0,T;L*(Q)) com x(z,0) = x(z,T) =0

e as condigoes iniciais

w(z,0) = wo(x,0), u(x,0) = ui(x).

30



Teorema 2.1.1. Assumindo as hipéteses (H.1) — (H.6) ent@o existe uma solugao fraca
do problema ( P ).

Demonstracgao: Usaremos o método de aproximacao de Faedo-Galerkin.

2.2 Problema Aproximado

Seja B = (w;)jen uma base Hilbertiana do espago de Sobolev HZ(£2). Se V,, é o sube-
spaco de HZ() gerado pelos m primeiros vetores de B = {w;, ws,...}, ou seja, V,, =
span{wy, Wy, ..., Wy, }, entdo nosso problema aproximado consistird em determinar uma

funcao da forma

t) = Zgjm(t)wj(f) em Vp,

satisfazendo

(

(u? (z,t), w) + (Aup (2, t), Aw) + (M (2, t, ||um (2, t)]|*) Vi (z, 1), Vw)
+(VM (2, t, [t (2, 0)||?) - Vg (z,t),w) + 6(u, (z,t),w) = 0, Vw € V,,;

(2.1)
= Ugm(z) — up(x) em HZ(Q);

U (,

0)
uw (2,0) = upn(z) — ui(z) em L?(Q);

\

Assim sendo, existe uma solugao local u,, = uy,(z,t) de (2.1) no intervalo [0,¢,,[. A
estimativa que segue permite estender a solugao u,, no intervalo [0, T, para todo T > 0
e passar o limite em (2.1).

Daqui em diante, para simplicidade de notacao escreveremos u em vez de u,,.

Consideremos as desigualdades

lu(@®)]| < CIIVU( ) (2.2)

IVu@®)]l € —=l1Au@)l; (2:3)

\/_1
lu@Il < ClAu)ll, Yu € Hi (). (2.4)

Notemos que C depende da medida de 2.

Observagao 2.2.1. Seja \; o primeiro autovalor de A%y — AAu = 0. Entao
2
N

1
2 —||Au? 15 .
||V E > 0= [[Vull A1“ ul|”, ver[ 15 ]
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2.3 Estimativas

Estimativa I: Fazendo w = u/(x,t) em (2.1) temos

(" (z,t), 4 (x, 1)) + (Au(x,t), Au'(z,t)) + (M (2, t, |Vu(z, t)||*) Vu(z, 1)), Vu’(m,t))+(2 5)
(VM (x,t, ||Vu(z, t)||?) - Vu(z, t), ' (z,t)) + d(u(x,t), 4 (z,t)) = 0.

Analisemos agora os termos de (2.5)

e Primeiro termo
(o) a.0) = (o 0l (at)) = 50 (2:6)

e Segundo termo

(Au(z,t), Au'(x,t) = (Au(z,t), diAu(x t) =
(2.7)

1%(Au(gg,t) Au(z,t)) = HAU(JE Dl

2 dt

e Terceiro termo
/M z,t, [|[Vu(z, t)||?)Vu(z, t) Vi (2, t)d /M z,t, | Vu(z, )| ) |Vu(a: t)|2dz—
§/QM'(35,2€, Vu(z, )||?)|Vu(z, t)|*dr — ( aa)\M(x t, |Vu(z,t)] )]Vu(x,t)\%:c)
(Vu(z,t), Vu'(x,t)).
Sendo assim, temos
/ Mz, t, |Vu(z, O)2) Vale, ) Vil (2, £)de =

2dt/M ,t, | Vu(z, 1)[*)[Vu(z, t) Pde—

(2.8)
5/QM(g;,t,||vu(ac,t)|| V(e £)2dz+
</Q %M(m,t,HVu(m,t)H2)]Vu(:1:,t)|2dx> (v (z,t), Au(z,t))
e QQuinto termo
S(u/(z,t),u (z,1)) = o|]u' () || (2.9)
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Podemos escrever (2.5) na forma

(" (z,t), W' (2, 1)) + (Au(z, t), Au'(z,t)) + (M (2, t, |[Vu(z, t)||*) Vu(x, t), V' (z,t)) +

S (z,t),u (z,t)) = —(VM(z,t, ||Vu(z, t)||*) - Vu(x,t),u (z,t))

Substituindo (2.6) — (2.9) na equagao acima obtemos:
Ld
2dt Jq
5/9 W' (z,t)|*dr = — /Q[VM(x,t, |Vu(z, t)|]?) - Vu(r, ) (z,t)]do+

[ (@, )" + | Au(e, t)] + M(z,t, | Vu(@, O)I*) | Vu(z, t)]*]de+

(2.10)
%/QM/(x,t,||VU(JJ,t)||2)|Vu(x,t)|2dx_
(/Q a%M(f”’ t, [[Vu(e, )] Vu(e, 1ﬁ)|2dﬁ'f> (W (x, 1), Au(z, ).

O lado direito da equagao acima pode ser modificado, usando (H.4) e (2.3). Logo

<

/Q[VM(x,t, Vu(z, t)||?) Vu(z, ) (z, t)]dx

J

VM (z,t,||Vu(z, t)||*) Vu(z, ) (z,t)|dz <

[ cilTuta P Vute. o] 1 e ldo <
Q
“a % "(2,t)]dz <
[ SH8ula )71 u(e, )] ', Dl < .11

C :
NAu®IP[Vu@®)]l o'z, )] <
1

Cy 1
7 1A [P —=[[Au@)]| [|lv'(z,£)] <
M VA1
C
< A”*lé 1Au@)[**H | (£)]]-

1

Usando (H.5) e (2.3) temos

/ M (a1, |V, 6)|2) [V, )P | <
Q
/ M (a1, | Ve, 6)2) [ Vu(e, D)) |der <
@ (2.12)
Ca / Va1 - |Vu(e, ) Pz < Col|Vu(@)|P / V(e t)de <
Q [9]
C
CallVul) IV u(t) | < Coll a2 < <[ Au(n)+2
1

33



Além disso,

0
M (z,t, || Vu(z,t)||?)|Vu(z, t)|*dx
o OA

/Q 0

[ @O | Au®)]] <

Mzt | Vu(e, 1)]*) [ Vu(z, )

/ A g
= o' ()] || Au(®)]

Cs [ (VOB [Vute. O de [ O] [1u()] <
CallVult) 2 ()] | Au(o)] [ Va6 <

Cs[|[Vu®) [ Vu@)[[lv @) |Au@)]] < Csl Vu@) || Au@)]] |u'(t) <

C C
1 Au®IP [ Au(b)]] [/ (1)]] < Sp [ A ||/ (2)].
1 1

(2.13)

Observamos que nos casos acima usamos as desigualdades de Cawchy-Schwarz e Sobolev.

Substituindo (2.11) — (2.13) na equagao (2.10) temos que

1d
5o [ 1O + 18t O 4 Mt [, 0] |t
Q
5 [ e )Pz < o Aue) P o )+
0 A2
C C ,
el AuIP 2 + SZl A+ ' (1)) =
¢ G - &
Au®) || | == + = | 1Au@®) PP @) + —= || Au(?)]|*].
2w KA’;*%W)” O )]+ 2 ulo)]?

Estimativa II: Fazendo w = u(x,t) em (2.1) temos que
(u'(z,t),u(z,t)) + (Au(z, t), Au(z, t))+
(M (z,t, ||Vu(x, t)||*) Vu(z, b)), Vu(z, t)+
(VM (z,t, ||Vu(z,t)||*) - Vu(z, t), u(z, t)) + 5/ (2, 1), u(z,t)) = 0.
Analisemos agora os termos de (2.15)

e Primeiro termo

(u'(x, 1), u(z, 1)) :/Qu"(x,t)u(x,t) da::%/ﬂu’(x,t)u(x,t) dr—
! ! _ 4 u'(z, (e, t) doe — | |u/(z,t)|? do
/Qu(x,t)u(x,t) dg;_dt/Q (2, ), 1) d /Q| (2, D) da.

e Segundo termo

(Au(z,t), Au(z, 1)) = ||Au(z, t)||* = /Q |Au(t)|? d.

34

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)



e (uarto termo

(Mt Ve ) Dute, ). 0o, 1) <
[ 9t IVt )] Ve, )] o, )] do <
CHVUI” [ Clau()] [Vu(e. o) dr <
Cvu@Claud)] [ Vute. o) dr <

GO Vu(t )II2PIIW( ) 1Au®)] <

c,.C
A ()] < S Jau(n e
)\1 2 1
e QQuinto termo
5 (1), ulz, 1)) = 622 [ (uta. )0t /| (z,0)P d
u'(x,t), u(z 5 7 xr,t),u(x dr = th u(x x.

Substituindo (2.16) — (2.19) em (2.15) obtemos

d

pr o' (z, t)u (xtdx—/|uxt]de+/]Auxt)\2d$+

t/]W@gnHVu@;ﬂHﬂvu@;ﬂFdx+

3 | et 0P < wwaMW”

Multiplicando (2.20) por (§/2) teremos

dd 1MMM@UW—/ m@@ﬁm+/4mmﬂﬁm+
2dt 02

/ —M(x,t,||Vu(z, t)||*)|Vu(x, t)|* dv + 4dt/|uxt|2dx <

0 G, C

1
2 )\IIJJF

| Au(t)[*2,
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Somando as equagoes (2.14) e (2.21) obtemos

g% o (z, tyu(z, t) do — / (e, ) da + / ° [ Au(e, ) d +
Q

/ —M(x,t,||Vu(x, t)||*)|Vu(z, t)]* do + ZE/ lu(z,t)|? dr +
1d

Sdt {‘u’($,t)’2| + [ Aula, )2+ Mz, t, ||Vu(x7t)||2)|Vu(x,t)‘2] i+
Q

g / W (2,002 de < 29 | au@) 7 +
Q 2)\?+§

C C o C
||Au<t>||2[<xjjl A;Z") Au@ @] + 2 IAu(e 1],

1 1

ou ainda,

1d 52
—— 0 (2, )u(x,t) + —|ulx, )* + W (z, )] + [Au(z, t)]? +
2di g 2

M(:U,t,HVu(x,t)HQ)]Vu(x,t)]Q] dx ng/Q [|u’(:r;,t)\2 +

|Au(z, t)|> + M(x,t, ||Vu(x,t)||2)|Vu(x,t)\2] dr —

(2.22)
C C -
|yAu(t)||2[< o+ 3) 1w~ Hlu' () +
A 2
1
C sC\C
( T ) ||Au<t>||2p] <0,
Al PIVEE
Seja H(t) = H(u(t)) a fun¢ao dada por
1 / 52 2 ! 2 2
H(t) =5 [ |0u(@ thulz,t) + Flu(@, )" + [u'(z. O + |Au(z, )] +
° (2.23)

M (z,t,||Vu(x, t)H2)|Vu(x,t)]2] dx.
Operando com o primeiro termo da igualdade acima, obtemos a estimativa seguinte

5/ (x,t)u(x,t) ——/|umt|2dx——/|uxt]2d:c (2.24)

Substituindo (2.24) em (2.23) temos

) > 5 [ |G @R + Iduw 0P + MGt Fu(e ) Va0 | do >

%/Q Blw(z,t)P + |Au(z, t)]* - |vu(x,t)|2] dz >(2.25)

: / B'“'“’“‘z T (1 - g) |AU(:B,t)\2] dr > Co(lu'(8)[* + [|Au()]?) >0
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sendo Cg = min {}1,%(1 — (Aﬁl))}

Definamos agora

(1) = Cull O] |Au®I™ + Csl|Au®)]*, (2.26)
sendo 0 = 1 S8 e g = Oy 290
)\117+§ A A 2)\7i>+§

Das hipéteses (2.22), (2.23) e (2.26) obtemos

GHO + 1auP(§ - 20) <o (227

De (2.25) podemos escrever

' (¢ 1/—H | Au(t) ,/aH . (2.28)

De (2.23),(2.26) e (2.28) nds obtemos

2p—1 2p

H(t) H(t) H(t)
t) < C C <
") \/ Co \/ Co i N Tire?
C4 C5 C4 + C5
— HP(t —HP(t) = ———HP ().
GHW + G = S ()
Fazendo C; = CA‘LPCS, temos que
Cs
~v(t) < C;HP(t), Yt =0. (2.29)

Nosso préximo passo é mostrar que H(t) é limitada para todo ¢t > 0. De fato, se con-
) d

siderarmos y(t) < < g para todo t > 0, segue de (2.27) que EH(t) < 0,logo H(t) <

H(0), Vt>0 o que nos dd uma estimativa global para as solugdes aproximadas.

)
No entanto, se y(t) > 1 para algum ¢ > 0, mostraremos que essa hipétese implica

)
numa contradi¢cdo. De fato, de acordo com (H.6) e (2.29), ~(0) < CoHP(0) < 1
A fungao v(t) é continua para todo ¢t > 0, entdo existe um t* > 0 tal que t* =

)
t>0; y(t) = e Sendo assim nds teremos

v(t)<g; 0<t<th
(2.30)
. )
y(t*) = 1
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De (2.27) e (2.30)1, temos que H(t) < H(0), para todo 0 < t < t*, logo, H(t*) < H(0).
De (H.6) e (2.29) temos

~v(t*) < CrHP(t*) < C;HP(0) < Z,

o que é contradigao de acordo com (3.30); . Entao segue-se que
)
0<7(t)<1, vt > 0.
Portanto,

1/p
H(t) < H(0) < <4i07) Vit > 0. (2.31)

Voltando & notagao da solugdo aproximada u = u,,(z,t), que é solugdo do problema

aproximado (2.1) ,(2.25) e (2.31) temos
[ur (2, )1 + | Aun (2, )| < H(t) < Cs, (2.32)

sendo Cy > 0, uma constante independente de m e t.

2.3.1 Passagem ao Limite

Limite de solugoes aproximadas:

De (2.32) temos que

(tp,) ¢ limitada em L>(0,T; HZ(Q)) (2.33)

(u!)é limitada em L>(0,T; L*()). (2.34)

Convergéncia dos termos lineares

Usando o fato que,
L0, T, X) < L2(0,T; X),
de (2.33) segue-se que
un—u em L*(0,T; H(Q)),
isto é,
(At w) — (Au,w) Yw € L*(0,T; L*()).
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De (2.34), temos que
u — u' em L?(0,T; L*(Q)),
isto é,
(Au! w) — (Av,w) Yw € L*(0,T; L*(Q)).

Convergéncia dos termos nao-lineares

Das estimativas obtidas em (2.33) e (2.34) , existe uma subsequéncia de (um,)men tal que

Uy = u em L=(0,T; H3(Q)) — L*(0,T; H3(Q)) (2.35)
€
w2 em L®(0,T;L*(Q)) — L*(0,T;L*(Q)) (2.36)

Agora, consideremos By = L*(0,T; H3(Q)), B = L*(0,T; H}(Q)) e By = L*(0,T; L*(Q2)) .

Entéao, pelo teorema de Aubin-Lions [11], existe uma subsequéncia de (u,,)men tal que
Uy, — u converge forte em L2(0,T,; HA(Q)), (2.37)

ou seja, [[tm (t)|l g — lu(®)|my em L*(0,T).
De (2.35),(2.36), (2.37) e usando o seguinte resultado de Andlise Funcional, ver[4]: Se

Um — uwem LP(0,T; X), entdo ||uy|x — ||ul|x em LP(0,T). Portanto,
[l = JJufl - em L2(0,T).
E considerando uma subsequéncia de (u,,), temos que

|wm]|> — |ul|* quase sempre em [0, T].
E de acordo com (H.2), M ¢é de classe C''. Entao

M (1, [V (2, )| — M(z,t, [|[Vu(z, t)]|*) em L*(0,T); (2.38)
VM (x,t, ||V (z,t)||*> — VM (x,t, || Vu(z,t)|*) em L*(0,T); ( )
M (2, t, ||Vt (2, 1) [PVt (2, 1) — M (z,t, || Vu(z,)||*) Vu(z, t) em L*(0,T); (2.40)

(2.41)

VM (z,t, |Vt (2, 0)|? - Vg, (z,t) = M(z,t, [|[Vu(z, t)||*) Vu(z, t) em L*(0,T).
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Passagem ao limite
Multiplicando (2.1) por § € D(0,7T") e integrando de 0 a T, temos:
T T
/ (! (2, 1), w)O(E) dt + / (A (z, £), Aw)0(#) dt +
0 0
T
/ (M (2, [Vt (2, )|[2) Vit (2, £), Veo)O(t) dt +
0
T
/ (VM (z,t, ||Vt (2, ) ||*) Vi, (7, 1), w)0(t) dt+
0
T
/ S(ul (), w)(t) dt =0, Yw € V.
0
Integrando por partes a primeira integral obtemos
// (x,t)w(x)d'(t dtd:c+//AumxtAw (x)0(t) dt dx +
/ /(M(x, 1|Vt (2, ) [2) Vit (2, ) Ve (2)0(2) dt da +
o Jo
T
/ / [(VM(m,t, |Vt (2, 1)) - Vit (1, t)] w(x)0(t) dt de +
o Jo
T
5/ /u;n(x,t)w(x)@(t) dtdr =0,; V0 e D0,T), YweV,.
Q
Passando o limite quando m — oo e observando as convergéencias anteriores, temos que

// (z, t)w(x)d'(t d:vdt—{—//AuxtAw x)0(t) dx dt +

/0 /Q(M(JU, t, IVu(z, t)||?) Vu(z, t) Vw(x)(t) dr dt +

T (2.42)
/ / {(VM(m,t, |Vu(z, t)|?) - Vu(x,t)} w(x)l(t) dr dt +
// O(t)de dt =0, V0e€ D0,T), Vwe V,.
Sendo assim, obtemos a fun¢do u definida em @ = € x [0,00 [com valores em R

satisfazendo (P) e a definicao (2.1.1).

2.3.2 Condicoes iniciais:

a) u(0) = ug
De (2.35) temos que:

w e L2(0,T; HA(Q)).
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e, usando resultado de regularidade, Lema (1.4.1), concluimos que
u € C°0,T; L*(Q)).

Dessa forma faz sentido calcularmos u(0) e u/(0). Consideremos # € C*([0,7)], com

6(0)=1e6(T)=0. Como
ul, — u, Yu' € L*(0,T; Hy(Q))
() — (&, w)), Y € L0, T; I3(9)). (2.43)
Multiplicando (2.43) por 6 e integrando de 0 a T, obtemos
/0 (- w)0(t)dt — /0 (', w)0(¢)d.
Fazendo a integracao por partes, temos que
(tm (t), w)O(t) — (um(0), w)H(0) —/0 (ttm, )0 (t)dt — (u(t), w)6(t)—
(u(0),w)8(0) — /0 (u,w)d'(t)dt.
Dessa maneira temos
—(um(0),w)6(0) —/0 (U, w)0' (t)dt — —(u(0),w)6(0) —/0 (u, w)@ (t)dt.
Usando a convergéncia de (2.35) temos que
(U (), 0)O(t) (U (0), w) — (u(0),w), Yw € L*(Q).

Mas, como g, converge forte para ug em HZ(f2), entao ug,, converge fraco para uy em

L?*(Q). Portanto,
U, (0) = gy, — up em HG ().
Logo,
(U (0), w) — (u(0),w), Yw € L*(Q).
Portanto, temos que

(u07 w) = (u(0)7 w)a
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ou seja, u(0) = uy.

b) «(0) = wy
De (2.36) temos que

u' € L*(0,T; L*(Q2)).
e, usando o resultado de regularidade, lema (1.4.1), concluimos que
u' € C°(0,T; L*()).

Dessa forma, vamos calcular u/(0). Seja 6 € C'([0,T]), com 6(0) = 1 e 6(T) = 0.
Multiplicando (P); por 6, integrando de 0 a T e efetuando a primeira integral por partes,

obtemos
— (U, w) — /0 (ul,(z,t),w)d' (t)dt +/0 (At (2, 1), Aw)O(t)dt+
/0 (M (2,1, ||V (2, 1) [|P) Vi (2, ), Vw)O(t)dt+
/o (VM (2, t, ||V (2, 1)]]?) - Vun(z,t), w)d(t)dt + 5/0 (u (z,t),w)0(t)dt = 0.

Tomando o limite quando m — oo e observando as convergéncias (2.36) e (2.38)—(2.41),

temos
~ (un, w) — /O (1), ) (1)t 1 /0 Y Aule ), Aw)()det
/0 Mt [V, 02 Va(e. 1), V)80 dt+
/0 VMot [Vulz.t)P) - Ve, ). w)(E)dE 4 6 /O (1), W)t = 0, Yw €V,
Integrando por partes a primeira integral, obtemos
—(ur, w) + (¢'(0), w) +/0T (%(u’(x,t),w)) 9(t)dt+/OT(Au(x,t),Aw)e(t)dt+
/0 (Moot |V, )1 V(o 1), V) (t)dt+
/0 (Mot [Vule, D)) - e, £), w)0(E)dt + 5 /0 L), w)(E)dt — 0, Y €V,
De (2.42) temos que
(g, w) + (@ (0), w) = 0, Yoo € V.
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Pela densidade de V,, em L?(Q) temos que
(W' (0),w) = (ur,w), Yw € L*(),

ou seja, u'(0) = u;.
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Capitulo 3

Unicidade de solucao global fraca

3.1 Unicidade

Neste capitulo, nosso objetivo é mostrar a unicidade de solugao global fraca para o prob-
lema ( P ). Usaremos a técnica de Ladyzhenskaia-Visik[9], devido o método da energia
ser ineficaz para os espacos escolhidos.

Consideremos as hipdteses

(H.7) M e CY(Qx[0,T],[0,Cy)) e VM,AM € L>(2 x [0,T] ).

Teorema 3.1.1. Sejam as hip6teses (H.1)-(H.7). Entao a solucao fraca do problema (P)

é tinica em [0,T], Vt > 0.

Observagao 3.1.1. A constante Cy é definida por |[|[Vu(t)||*> < Cy e por questao de
simplicidade, usaremos a mesma constante Cy, satisfazendo | Au(t)||* < Cy.
Demonstragao: Sejam u e 1 solugdes de (P). Entao, consideremos a fungao ¢ =u —

que satisfaz

u”(z,t) + A%u(x,t) — M(x,t, | Vu(z, t)||*) Au(z, t) + u'(x,t) =0 (3.1)
i (v, t) + A%(x,t) — M(2,t,||Via(z, t)||?)Ad(z, t) + 64 (z,t) = 0. (3.2)
Fazendo a subtracao de (3.1) por (3.2) temos

u"(m, t) - ﬂ”(‘xv t) + AQU’(£7 t) - Aga(w7 t) - M(I" t, ||VU(I, t)||2)AU($, t)+
M(a,t, [Vule, 0P Ai(e, ) — M, [ Vule, )| i, 0+
M(x,t,|Va(z, t)||*)Ad(x, t) + 6u/ (2, t) — 60/ (x,t) = 0.
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ou ainda
[ 9'(,0) + 220(w,t) = M1, |[Vula, 1)) Ag(, 1)+
[M(x, t, || Vi(z, t)|?) — M(z,t, HVu(x,t)Hz)}Aﬂ(x,t) + ¢ (x,t) = 0;
99
Se.t) = 22(a,1) = 0 em 5 33
¢(x,0) =0 em Q;
| #(2,0) =0 em €.
Da regularidade das solugoes (Lema-1.4.1), defini¢ao (2.1.1) e das hipdteses (H.1) e (H.6),

obtemos

¢ € L*(0,T; L*(Q)) e ¢" € L*0,T; H *(Q))
Portanto, a dualidade

<¢"(1), ' (t) > 212

" @)
nao faz sentido. Assim, o método da energia nao pode ser usado. Portanto, usaremos a
técnica de Ladyzhenskaya-Visik[9].
Seja 1 (t) uma funcdo real definida em ]0,7[ por

o) = — /ts ¢(z,7)dr, se0<t<s
0,

ses<t<T,

sendo ¢ a solugdo fraca de (3.3).
Observemos que ¢(t) € HZ(Q2) e
V(x,t) = ¢(x,t) e Y(x,s) = 0. (3.4)
Por outro lado, se ;(z,t) = /t ¢(x,r)dr, entdo
0

1/)(x,t):/0 qﬁ(m,r)dr—/osgb(x,r)dr:/ é(x,r)dr e P(z,0) = —i(x,s). (3.5)

Fazendo o produto escalar em L?*(2) de 2¢ com (3.3); e integrando de 0 a s, temos

2/0 < ¢"($7t)ﬂ/}($at) >H*2(Q)><H§(Q) dt+
2/ < A2(x, 1), (2, 1) >g-20)xm()
" . (3.6)
—2/ (M(:E,t,||Vu(x,t)||2)A¢(x,t),w(:p,t))dt+25/ (¢ (x,t),(x,t))dt+
0 0
2/0 ([M(:c,t, Va(z,t)||?) — M(x,t, ||Vu(z, t)||*)]|Ad(z, t), ¥(z, t)) dt = 0.
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Agora analizaremos os termos de (3.6)

o Tntegrando por partes o primeiro termo ¢ usando (3.3), e (3.4)1, temos
2/08 <@z t),p(x,t) > dt =2 < ¢'(z,t),(x, 1) > | -
2/08 < ), (@) > dt = 2 < & (2, 5), (x,5) > —
2 < ¢z, 0), (z,0) > —Q/OS(QS’(x,t),v,D’(m,t))dt _ (37)
2 < f(2,5),0 > —2 < 0,9(z,0) > —2/Os(¢’(x,t),¢(x,t))dt _

-2 [ @t ot )it = =2 [ S0 = ol

e No segundo termo usamos (3.3)2,(3.4); e (3.5) e o Teorema de Green, temos
2/ < A2(x, 1), ¥z, t) > dt = 2/ Ao, ) A (w, £)dt —
0 0
S S 1
2/ A (2, ) A (, £)dt = 2/ —£||A¢(t)||2dt = (3.8)
1A% (s)[1* = [A%(0)]1* = —[| A (s)]*.
e No terceiro termo aplicamos duas vezes o Teorema de Green. Logo

9 /0 (M(z,t, [Vulz, ) [D)A(x, t), (x, £))dt =

9 /0 (M(z, t, [ Vulz, 8)[2)(z, 1), Ad(x, £)) dt—

. (3.9)
4/0 (VM (z,t, |Vu(z, t)||*)p(z, t), Vi (z,t))dt—
) /0 (AM (., | Vulz, 8)[2)é e, £), bz, £)) dt.
e No quarto termo usamos integragao por partes, (3.3)3 e (3.4)2, temos
20 /05 (¢ (1), (. 1)) dt = 20(p(x, 1), ¥ (x, 1)) |, —
2 / ((a, 1), 0, ) dt = 28] ((, 5), (. 5)) — (S(z,0), i, 0))—
20 (3.10)

/ ((z, 1), ' (x, £))dt] = 26[(é(x, 5),0) — (0,(x, 0))

0

| (@te.0.ote.0)a] = <25 [ jotolrar
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Substituindo (3.7) — (3.10) em (3.6), temos

le()II* + | A (s)[|* = —2 /OS (M (z,t,[|Vu(z, 8)|*)¢(z, 1), A (, t) ) dt—
4/5 (VM (z,t, ||Vu(z, t)||*)p(z, t), Vip(z, t))dt—

s . (3.11)
2 [ (ANt [ Fute 0o, 0.0 0)de =26 [ ool
2/05 [(M(z,t,||Va(z, t)|]?) — M(z,t,[|[Vu(z, t)]|?) Ad(z, t), ¥ (z, )] dt.

De (H.7) existem constantes positivas Cyg, C1; e Cpo tal que
Clo = supgyor)xjo,co | M (7,8, A)],
Ci1 = supessqyporxo,coll VM (2,1, A)] e

Cla = supessqy (o 7yx(0,co) | AM (T, 1, A)].

Portanto, analizemos agora os termos do segundo membro de (3.11)
_2/08 (M (z,t, ||Vu(x,t)||2)¢(a:,t),A¢(x,t))dt—4/08 (VM (z,t, |Vu(z, t)]|*)
6(a,0). 9w, 0)dt =2 [ (AM (o, [V, 0ol 0, vl <
2€io [ ol avold+4u [ 1OIITH0+2Cn [ o Ioo]d -
2(Cua+2Ck + Cia) [ I6@ (1800 + ITU)] + (0}t =
2(Cua+2C + Cia) [ 16RO+ 1801 6) | + IVn(®] + V21 (5) |+
a8+ [9a(5) 1)t < 2(Ch + 20+ Cu) [ 10O (1201 (0)1+
A6+ = IAv (O] + =86+ CIARO] + Clai(s) e <
2(Cua-+ 201+ Cia) [ IO (180 (0)] + 1A% ()] + = (1A (0] + A0 (5)])+
CIAW O]+ 101(5)) e < 2(Cha+2Cu +Cia) [ 1611+ =+ ©)
(1811 + 1A}t < 2(Cuo-+ 201+ Cu) (1 —= +C) [ ot
(12601+ 180t < Co | [ ool 1auolde+ [ o] 1an()a] <

C
S [ otolear+ S [Ciavolrac S [Cowirars [l
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Cis | CH [* Cis [*
(G2+2) [T+ G [C1an@ira + slan e

Portanto, temos que

S

—2 /OS (M (z,t, | Vu(z, t)||*)p(z, t), Agp(x, t))dt — 4/ (VM (z,t, |Vu(z, t)]|*)

0

¢(z,t), Vi (z,t))dt — 2 /0 (AM (2, t, | Vu(z, t)||*)p(z, t), ¢ (z,t))dt <

O 02 s O s (312)
(52 +5) [Chotorea+ G [ 1avolPa+ sliano®
0 0
1
sendo Clg =2 (Cm + 2C11 + 012) (1 + \/—/\_ + C)
1

Analizando o termo abaixo do segundo membro de (3.11) e usando a hipétese (H.7),

entao existe uma constante C14 > 0, tal que
2 / [(M(a.t, |Vale,)]2) - Mz, t, [ Vule, )[?) Ad(e, £), b (x,1)] dt <
0

2Cu /OSHIVﬁ(t)H?— IVu@I[[Aa)] () ldt.

Desenvolvendo o segundo termo da desigualdade acima, temos que

[IVa@®)|? = [Vu@®)l?] = | (Ad(t), a(t) — (Au(t), u(®)) | =

| (Au(t) — Ag(t), a(t)) — (Au(t)), é(t) + a(t) | =

| (Au(t), a(t)) — (A(t), a(t)) — (Au(t), u(t) — (Au(t), ¢(t)) | =

| (Au(t), (1)) + (A(1), at)) | = | (Au(t), ¢(1) + (6(1), Ai(t)) | <

le@I CllAu@)] + [[Aa@)])-
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Sabendo que [|Au(t)|| < vCy e usando a desigualdade [ (t)|| < C[|Aw(t)]], temos que
2Cs [ o)) Clauol + 1aa®] IAa(O] (s, )it <

20 [ ool (VG + V@) VG Clav@ it < acCicu [ o] 18u(0)]dt <
1CCCu [ ool (IAUD] + [1avn(s)] )it < 46CuCu [ (100l 180 0] +

o] 1806 e < 25 [+ S0 Can@Pas 33
0 0

4C2C3C3, [ : :
2 [ oI+ [ 1) Pd = (20CCu+ CPCECE ) [ o) P
20CuCu [ 18Ol de + s Av(5)]? <
0
(20CuCu+C*CG3CH) [ CIoIF + A0 b + sl v (o) P
Substituindo (3.12) e (3.13) em (3.11), obtemos
2 S s
o + vl < (G + ) [Cotonrar+ G [ 1avonare
SIAU(s)I? + (20CuCua+ C2CCE ) [ CloIP + [0 Yo+
0

stan(? -2 [ loiPar < (G + ) o + 1an? it

(20CCha+ C*C3CT, ) /0(H¢(t)!!2+Hﬁwl(t)H2 Jdt + 25| Aay () *+

25 (o< ( G+ S acacn v ccien )
0

| oI+ 1001 it +25 [ o P + 25180 () <
( % + %123 +20CyChy + C2CRC2, + 26 )
| eI+ 1001 d + 251806

Portanto, segue-se que

le() 1 + 1 A¢h1(s)[1* = 25]| Adhr (s)]1* < Chs /OS( le@®1* + [Ava(®)]* )at,

ou ainda,

le()1* + (1 =25 )| Adhr(s)|* < Chs /OS( I + 1A () )t
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C C?
sendo C'5 = ( % + 713 + 2C0CyChy + 020920124 + 20 ) > 0.

Consideremos sy > 0, tal que sy < 3 Entao, para todo s € [0, so] temos que 1 — 2s >

1 —2s¢p > 0. Logo

I6(6) I+ (1= 250 ) [Avr () < o(5) [P + (1= 25 ) Aa(s) [ <
Cu / (IS0 + [ A ()2 ).

Portanto,

Cis

D)7 + 1 Ava(s) P < 75—

/O AN + 1A (1) 2 Yt =
Cre / AN + 1A ()] ).

Cis

do Cig = .
sendo C'ig 250

Portanto, pelo Lema de Gronwall, temos que ¢(z, s) = 0 quase sempre em [0, o).
Desde que w € L*( 0,T; H3(Q) ), v’ € L*( 0, T; L*(Q) ) e w” € L*( 0,T; H2(Q) ), temos
que: uw € C([0,T);L*(Q) ) eu € Cs( [0,T]; L*(Q2) ). Consequentemente

d(x,0) =0 = ¢'(z,s0). (3.15)

De forma andloga, repetimos o processo para o problema (3.3)1, (3.3)2 e (3.15), obtendo

o(z,s) =0, quase sempre em [0, 2s¢]. Sendo assim,
o(z,s) = 0 quase sempre em [0, 2so].

Portanto, se repetirmos o processo um ntumero finito de vezes, teremos que

¢(x,t) =0 quase sempre em [0, 7.
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Capitulo 4

Decaimento exponencial

4.1 Decaimento exponencial

Nosso objetivo agora é mostrar que a energia total do sistema decai exponencialmente

quando t — +o00 . Sendo assim, mostraremos o decaimento exponencial da energia para

a solugao aproximada u,,. A estimativa obtida em (2.32) nos permite concluir o0 mesmo

resultado. Por motivo de simplicidade, também, escreveremos u em vez de u,,.

Teorema 4.1.1. Assumindo as hipéteses do teorema (2.1.1), entéo
E(t) é 2019 €l'p{—018t} Vit 2 O,
sendo

B(t) = %/Q[\u'(x,t)ﬁ F AU, 2 + Mzt [Valz, )2 Vu(z, )]2]de

e C1g é uma constante real positiva definida (4.5) e Ci9 = H(0).
Demonstragao:

De (2.23),(2.26) e (2.31), substituindo em (2.22), temos que

%H(t} + g /Q[|u'(x,t)|2 + | A, t) [P+

M(x,t, | Vu(z, t)|*)|Vu(t)ldz + y(t) < 0.

Como 7(t) > 0, segue-se que

d )
2
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—H(t) + —/Q [/ (2, ) + |Au(z, ) > + M(z,t, | Vu(z, t)]|*)|[Vu(t)[*] dz < 0.

(4.1)

(4.2)

(4.3)



Consideremos agora o termo

g/ "(x,t)u /|uxt|dm+
—/ lu(x,t)*dz < /|u'(a:,t)]2da:~l—
0

22
¢ /|Au(x,t)|2dx.
Q

Substituindo a tltima desigualdade na funcao H(t), temos que

1 1 52C?
H(t) < 5/ {|u’(x,t)|2 + §|u/<x,t)|2 + S |Au(x,t)|2+
Q

2
S ute O + a0 + Mz, [Vl ) V(o) do <

2 2 2,12
5/ wa,t)ﬁ " Auta, )P + T | Au(e, )P+
2 /o |2 2

|Au(z, t)|> + M(x,t, |Vu(z, t)|*)|Vu(z, t)|2] dr <

1 3 52C? 52 C?
—/ [—|u/(x,t)|2 + < + + 1> |Au(x, t)[*+
o2 8 2

2
M(z,t,||Vu(z, t)||*) | Vu(z, t)|2] dx.

Vamos considerar a constante C; > 0, tal que

3 " 50%C?
2’ 8

Ci7 = —max

. Portant
5 } ortanto

H(t) < C’17/Q Uu'(az,t)|2 + |Au(z, t)|? + M(z,t, | Vu(z, t)HQ)]Vu(x,t)P] dz.

)
Fazendo Cig = ——, temos de (4.4) e (4.3), que
207

d
dt

Sabendo-se que uy € HZ(2) e u; € L*(€2). Entao de (4.5), temos

H(t) + CisH(t) < 0.

H(t) g 019 exXp {—Olgt}, Vit 2 0.

(4.4)

(4.5)

(4.6)

De (4.6) podemos concluir a desigualdade (4.1). De fato, consideremos a inequagao (2.25).

Entao

1

1
H(t) > - / [iwu'@s,tm\Au(x,t>12+M<x,t,\|w<x,t>u2> de, ¥t > 0.
Q

2
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Logo,

1
2H(t) > 5/ Hu’(:ﬁ,t)|2 + 2|Au(:v,t)\2 +2M (z,t, HVU(:E,t)HQ)] dx >
Q
1
3 | [0 P +18u(w, 0 + Mzt | Vulo,0])] de
0
Da desigualdade acima e da defini¢ao de E(t) em (4.2), segue-se que

2H(t) > E(t), VYt > 0. (4.7)

Finalmente, de (4.7) e (4.6) concluimos a demonstragao do teorema 4.1.1
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Capitulo 5

Conclusao

Diante dos resultados obtidos, conseguimos mostrar a existéncia, unicidade e comporta-
mento assintético para o problema ( P ). Portanto, dessa maneira podemos afirmar que
a solugao decai exponencialmente com o tempo de acordo com as hipoteses adotadas.

Para trabalhos futuros, podemos estudar a possibilidade de existéncia e unicidade de
solucao global forte, decaimento exponencial e sistema acoplado, onde devemos analisar
se os espacos usados para solucao global fraca sao possiveis ou se sera necessario usar
outros espacos, de modo que o problema fique bem posto. Portanto, devemos verificar,
também, se as hipdteses escolhidas para solugao global fraca serdo mantidas e/ou se havera

necessidade de novas hipéteses, métodos e técnicas para o problema ( P ).
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