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RESUMO

Neste trabalho analisamos a existéncia de semigrupo e o comportamento
assintotico de solucao para dois sistemas lineares acoplados de equagoes dife-
renciais parciais. A formulacao faz uso de operadores abstratos definidos em
espacos de Hilbert convenientes. Utilizamos, para esta analise, resultados da
Teoria de Semigrupos de Operadores.



ABSTRACT

In this work we analyse the existence of semigroup and asymptotic beha-
vior of solution for two coupled linear systems of partial differential equations.
The formulation makes use of abstract operators defined in suitable Hilbert
spaces. In this analysis, we use some results of Operators Semigroup Theory.
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Notacoes

N corpo dos niimeros naturais.

R corpo dos ntimeros reais.

C corpo dos niimeros complexos.

E o fecho do subconjunto E de um espaco topologico X.

CK(E,F) o espago das fungoes f : E — F k vezes continuamente
diferenciaveis do espaco topologico F no espaco topologico F'.

L(E, F) o espago de Banach das fungdes lineares e continuas do espago
de Banach F no espaco de Banach F'.

L(E) o espaco L(E, E).

) um conjunto aberto do R"™.

082 a fronteira de ), isto &, 9 = Q\ Q.
E CcC Fse EC F e E & compacto.
D(A) o dominio do operador A.

p(A) o conjunto resolvente do operador A : X — X isto é, o conjunto
dos A € C tais que o operador (A] — A)~! € L(X) onde X é Banach.

o(A) o espectro do operador A : X — X, isto &, 0(A) = C\ p(A).

R(X; A) o operador resolvente associado ao operador A : X — X, isto
& RO\A) = (N — AL

Ou

Oy, U = o

0
Utza—qz.

Vu = (0, U, Oyt . .., O, ).
Ay =351 2Py

=1 Bacf

u v a convolugdo de u com v, fjoo u(t — s)v(s)ds.



Introducao

Na analise de problemas envolvendo equacoes diferenciais parciais depen-
dentes do tempo existem diversas técnicas matematicas que podem ser uti-
lizadas para se obter informacoes sobre a evolucao destes sistemas. Neste tra-
balho, estudamos a existéncia de semigrupo e o comportamento assintotico
de dois sistemas de equacoes diferenciais parciais acopladas. A principal
ferramenta aqui utilizada é a Teoria de Semigrupos de Operadores.

Os sistemas analisados aparecem em termoelasticidade e viscoelastici-
dade. No primeiro problema é feita uma formulacao abstrata baseada em
|4]. No entanto, consideraremos casos mais gerais visto que no trabalho
citado faz-se utilizacao de trés operadores, enquanto que, aqui, supomos a
possibilidade de mais operadores envolvidos. Para o problema viscoelastico,
consideraremos a influéncia do comportamento passado na dinamica atual
do sistema, ou seja, tem-se a existéncia do termo de convolucao onde aparece
uma funcao kernel de memoria g. Como serd visto, as hipoteses sobre g de-
sempenharao um papel fundamental para garantir a existéncia de semigrupo.

Em ambos os problemas, fazemos a andlise utilizando operadores ab-
stratos, isto ¢, consideraremos operadores auto-adjuntos e positivos definidos
em espacos de Hilbert convenientes. O objetivo nesta andlise é englobar
diversos problemas.

A organizacao do trabalho é feita como se segue.

No capitulo 1, apresentamos algumas defini¢oes e resultados prévios que
serao utilizados com freqiiéncia no decorrer do trabalho. Nao faremos as
demonstracoes dos teoremas, porém, deixamos indicadas as referéncias onde
podem ser encontrados os assuntos abordados e suas demonstragoes.

Algumas das defini¢bes e resultados basicos da Teoria de Semigrupos
de Operadores sao apresentados no capitulo 2. Alguns dos resultados sao
demonstrados, no entanto, na maioria deles, apenas os enunciamos deixando



referéncias para consulta. Apresentamos de forma sistematica um pouco
desta elegante teoria de forma a compreender os objetivos, estratégias e a
idéia basica de aplicacao na solucao de problemas de evolucao.

No capitulo 3, mostramos a existéncia de semigrupo e a estabilidade ex-
ponencial para o problema abaixo.

Seja 2 € R™ um aberto limitado com fronteira I' = 0€) regular, m #*
0,a, k > 0. Estudamos

Uy — Au — BAus + av =0
vy — YAV + A2+ au+mA =0 em Q x RT
Qt—k‘AQ—mAvt:O

satisfazendo a condicao inicial

u(z,0) = ug(x), u(z,0) = uy(x);
v(z,0) = vo(x), ve(x,0) = vy (2);
9(1’, O) = (90

e a condicao de contorno

u:v:@:9:0, em o0f.
ov

O problema acima motivou uma formulagao por operadores abstratos, que
serd mostrada no desenvolvimento do capitulo 3, com objetivo de ampliar a
analise para outros problemas. Neste caso, mostramos a existéncia de solugao
e estabilidade exponencial utilizando resultados da Teoria de Semigrupos de
Operadores, mais especificamente os Teoremas: de Hille-Yosida, de Lumer-
Phillips e de Priiss.

Por fim, no capitulo 4, analisamos as classes de problemas abstratos
acoplados

Uy + Au+ gx A%u+ Gv =0
vy +Bv+ Bu=0 em L*(RT,H)

satisfazendo a condicao inicial

{ u(—t) = up(t), vt > 0; v(0) = wo;
u(0) = ug, v(0) = vy,

onde A e B sao operadores auto-adjuntos e positivos definidos com dominios
definidos em um espaco de Hilbert e g : [0,00) — [0,00) é uma funcao
continua e integravel.



Neste problema, utilizamos a Teoria de Semigrupos de Operadores para
mostrar a existéncia de solucao. Estudamos, também, que condigoes devem
satisfazer os operadores envolvidos para que nao haja decaimento exponen-
cial. Isto é, estudamos as propriedades espectrais de B e A® para que as
hipéteses do Teorema de Priiss sejam violadas. Além disso, utilizamos o
Método da Energia e funcionais de Lyapunov para mostrar o decaimento
polinomial da energia.



Capitulo 1

Resultados Prévios

Neste capitulo apresentamos alguns resultados e definicoes da Anéalise Fun-
cional, da Teoria de Espacos de Sobolev, Equacgoes Diferenciais Parciais e
Semigrupos de Operadores. Por questoes 6bvias, omitimos as demonstracoes
dos teoremas apresentados. No entanto, deixamos indicadas as referéncias
para verificacao. Tais resultados serao utilizados nos demais capitulos.

1.1 Espacos de Sobolev

Sejam € um aberto limitado do RY e 1 < p < co. Denotamos por LP(2) o
espago de Banach das (classes de) fungdes mensuraveis v : 2 — R tais que

/ |u(z)|Pdr < oo,
Q

se 1 <p<oo,ou

sup ess|u(x)| < oo,
€N

se p = 00.

Se 1 < p < oo, LP(Q2) ¢é equipado com a norma

|w|| ey = </Q\U(w)]pdx>;

Jull (0 = sup essu(a)|.
e

Quando p = oo,



Sejam z = (z1,%o,...,7,) € RY e a = (aj,as,...,ay) € NV com
la| = 32V, a;. Denotamos por D* o operador derivada de ordem a, definido
por

olel
0x{10xs? ... 0z

D=

Identificamos a derivada de ordem 0 pela propria funcao, isto é, D% = u.
A representacao de derivada parcial 3 d pode ser, eventualmente, represen-
tada por D;. Assim, denotamos por Wm’f”(Q) o espaco das (classes de)
fungdes mensuraveis u :  — R tais que D% € LP(2) no sentido das dis-
tribuigoes, para todo multi-indice « € N¥ com |a| < m. O espago W™P(2)
¢ um espaco de Banach quando equipado com a norma

D S LT S AL

la|<Q la|<Q

Os espagos W™P(Q) sao denomindos espagos de Sobolev.

Em particular, quando p = 2 fazemos a denotagao H™(Q2) = W™2(Q).
Este espaco é um espaco de Hilbert munido do produto interno

(u,v)gm = / D*uDvdz,

|a|<m
e norma
[ullZm = (u, u)gm.
Teorema 1.1.1. (Desigualdade de Hélder)
Sejam 1 < p,q tais que %—l—% =1lefell(Q) ege LYN). Entao,
fge L) e
| r@tlde < Il gl

A desigualdade de Cauchy-Schwarz, freqiientemente utilizada neste
texto, ¢ um caso particular da Desigualdade de Holder, mais especificamente,
quando p = q = 2.

Teorema 1.1.2. (Desigualdade de Poincaré)
Seja Q0 um aberto limitado do R™. Entao, existe uma constante ¢ depen-

dendo de Q en tal que, para todo u € W, (1),

ull ey < el Vul|zr o)



Lema 1.1.1. (Desigualdade de Young) Sejam a,b >0 e p,q > 0 tais que
L1 — 1. Entao
p q
ab b
ab < —+ —.
p q
A igualdade ocorre quando a? = b?. Para p = q¢ = 2 tem-se, também,
a chamada desigualdade de Young com €. Isto ¢, seja € > 0, entao, sob as
mesmas condicoes do Lema anterior vale a desigualdade
a®?  b?

€
p< 2
W= 5t o0

O resultado ¢ obtido tomando /ea e \% na desigualdade de Young. Este
resultado serd usado com freqiiéncia no desenvolvimento do trabalho.

1.2 Semigrupos de Operadores

Nas defini¢oes e teoremas desta secao, consideramos X um espaco de Banach.

Definicao 1.2.1. Seja X um espago de Banach. Uma familia {T'(t)}1>o de
operadores lineares limitados de X em X, isto é, T(t) € B(X,X), Vt >0, é
um semigrupo uniparamétrico de operadores lineares limitados de X em X
se

1. T(0) = I, onde I é o operador idetidade em X ;
2. T(t+s)=T(t)T(s), para todo t,s > 0 (propriedade de semigrupo).
Definicao 1.2.2. Quando um semigrupo {T(t)}:>o satisfaz
lim T'(t)r = x,

t—0t+

dizemos que este é um semigrupo fortemente continuo ou Cy-semigrupo.

-

Defini¢ao 1.2.3. O gerador infinitesimal de um semigrupo {T'(t)}i>0 € 0
operador linear A : D(A) — X com dominio definido por

T —
D(A) = {x € X: limM existe em X}
t10
e tal que
_ -
Az — lim T(t)x —x _ drT(t)z
¢10 t dt  li=0

para cada x € D(A).



Teorema 1.2.1. Seja {T'(t) }1>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador
infinitesimal, entao a funcao T : [0, 00) — B(X, X)) é diferencidvel em norma
e satisfaz

dT(t)
T = AT(H) = T(1)A

Demonstracao: [1] Corolario 1.4, pagina 3.

Definicao 1.2.4. Seja X um espaco de Hilbert munido do produto interno
(,) eseja A: X DD(A) — X um operador linear em X. Dizemos que A é
dissipativo se

Re(AU,U) <0, VU € D(A).

Teorema 1.2.2. Seja {T'(t)}i>0 um semigrupo gerado por A definido em
um espago de Hilbert H, entdo S(t) é um semigrupo de contragoes (isto €,
IS < 1) se, e somente se, A é dissipativo.

Demonstracao: |2] Teorema 2.7.1, pagina 62.

Definicao 1.2.5. Seja X um espaco de Banach e A : X — X um operador
linear. Chamamos de conjunto resolvente de A e denotamos por p(A) ao
conjunto

p(A)={ e C: (M —-A)"eL(X X))}
Chamamos de espectro de A ao conjunto o(A) = C\ p(A).

Teorema 1.2.3. (Hille - Yosida) Um operador linear A (nao limitado)
é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes {T'(t)}i>o se, e
somente se,

1. A € fechado e D(A) = X.

2. O conjunto resolvente de A, p(A), contém R™ e para todo X\ > 0

[R(X A <

> =

Demonstracao: [1] Teorema 3.1, pagina 8.

Teorema 1.2.4. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear com dominio
D(A) denso em X.



1. Se A é dissipativo e existe um \g > 0 tal que Im(Ngl — A) = X, entao
A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes em X.

2. Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes em
X, entao Im(N — A) = X para todo A > 0 e A € dissipativo.

Demonstracao: |1] Teorema 4.3, pagina 14.
Teorema 1.2.5. Seja A um operador dissipativo em X.

(a) Se para algum Ng > 0, Im(Aol — A) = X, entao, Im(A\ — A) =X
para todo A > 0.

(b) Se A ¢ fechado, entdo, A também é dissipativo.

(c) Se D(A) = X, entao, A é fechado.

Demonstracao: |1] Teorema 4.5, pagina 15.

Teorema 1.2.6. Seja A um operador dissipativo tal que Im(I — A) = X.
Se X é reflexivo, entao, D(A) = X.

Demonstracao: |1] Teorema 4.6, pagina 16.

1.2.1 Comportamento Assintotico

Teorema 1.2.7. (Priiss) Seja {T(t)}i>0 um Co-semigrupo definido num
espago de Hilbert H. FEntdo, T(t) é exponencialmente estdvel se, e somente

se, {\:ReX >0} Cp(A) e

I =AY < C,
para alguma constante C' > 0 e para todo X\ tal que ReX > 0.

Demonstracao: |2] Teorema 3.5.6, pagina 120.

Teorema 1.2.8. (Priiss) Seja {T(t)}i>0 um Cy-semigrupo de contragies
definido num espago de Hilbert H. Entao, T(t) é exponencialmente estdvel
se, e somente se, {if: € R} =iR C p(A) e

1661 — A7 < C,
para alguma constante C > 0 e para todo (3 real.

8



Demonstracao: |2] Teorema 3.5.5, pagina 120.

Neste trabalho, além dos teoremas acima mencionados, faremos analise do
comportamento assintotico da energia pelo chamado Método da Energia
de Lyapunov. Este método consiste, basicamente, em construir um fun-
cional adequado L equivalente a energia do sistema FE(t), isto é, que existam
constantes a, b tais que

aE(t) < L(t) < bE(t)

satisfazendo p
—L(t) < =0E(1).

1.3 Operadores Lineares em Espacos de Hilbert

Definicao 1.3.1. Seja 'H um espaco de Hilbert e seja A : H — H um
operador linear limitado. Um operado linear limitado B sobre H € chamado
de adjunto de A seVr,y € H

(Az,y) = (z, By).
Dizemos que A € auto-adjunto quando B = A.

Para demonstracao e aprofundamento dos resultados que seguem, in-
dicamos [7].

Teorema 1.3.1. (Hellinger - Toeplitz) Seja T : H — H satisfazendo

(Tz,y) = (z,Ty)  Vz,yeMN.

Entao, T € B(H) e é auto-adjunto.

Teorema 1.3.2. Seja 'H um espaco de Hilbert de dimensao infinita e seja
O : H — H um operador auto-adjunto, entao existe uma base {3;} para H
formada por auto-vetores de Q.

Teorema 1.3.3. Seja T € B(H). T ¢ auto-adjunto < Re(Tx,x) € R.



Capitulo 2

Elementos da Teoria de
Semigrupos

2.1 Introducao

A Teoria de Semigrupo de Operadores teve inicio em meados da década de
40 com os trabalhos de K. Yosida e E. Hille. Diversos outros matematicos
contribuiram para consolidacao da teoria, dentre eles, destacamos Lumer e
Phillips. Uma das mais importantes aplicacoes de semigrupos de operadores
ocorre na andlise de problemas em equacoes diferenciais parciais.

No sentido da algebra abstrata, um grupo é uma estrutura (G, ) formada
por um conjunto nao vazio G' e uma lei de composicao (a,b) — axb: GxG —
G satisfazendo os seguintes axiomas: (a) (lei associativa) para todo a, b, c €
G, é valido que (axb)*c = ax*(bxc); (b) (existéncia do elemento identidade)
para cada a € G existe e € G tal que axe = exa = a; (c) (existéncia de
inversa) para cada a € G existe ¢’ € G tal que axa’ = a’*a = e. Quando (a) e
(b) sao satisfeitos, mas nao necessariamente (c), (G, %) ¢ chamado semigrupo.

Em termos de operadores, um semigrupo uniparamétrico é uma familia
de operadores {T'(t)}+>0 definidos num espago de Banach X satisfazendo as
seguintes propriedades: (i) T(0) = I, onde I é o operador identidade em X;
(ii) T(t+ s) = T(t)T(s). Conforme sera apresentado neste capitulo, existem
algumas classificacoes para os semigrupos. Os semigrupos de maior interesse
pratico sao os Cy-semigrupos.

Esta teoria constitui uma forma elegante no trato de Equacoes Diferenci-
ais Parciais (EDP), em particular, sistemas de evolu¢do. A principal forma
de abordagem reside no fato de que, para alguns problemas, a solug¢ao para o

10



problema de Cauchy associado ao problema em questao pode ser definida por
um semigrupo. Os Teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips estabelecem
as condicoes para que isto ocorra. Neste capitulo apresentamos elementos da
Teoria de Semigrupos de Operadores Limitados e Nao-limitados com énfase
na aplicacao em EDPs.

2.2 Definicoes

Definicao 2.2.1. Seja X um espaco de Banach. Uma familia de oper-
adores {T(t) }1>0 de operadores lineares limitados de X em X, isto €, T(t) €
B(X,X), ¥Vt > 0, é um semigrupo uniparaméltrico de operadores lineares
limitados de X em X se

e T(0) =1, onde I é o operador idetidade em X ;

o T(t+s)=T(t)T(s), para todo t,s > 0 (propriedade de semigrupo).

Se, além disso, um semigrupo de operadores lineares limitados {7'(t) }+>0
satisfaz a condicao

o lim, o+ |T(t) — I]| =0,

dizemos que ¢ um semigrupo uniformemente continuo.

Definicao 2.2.2. O geredor infinitesimal de um semigrupo {T(t)}i>0 € 0
operador linear A : D(A) — X dominio definido por

T(t)—1
D(A) = {x € X: ltilrgl()T existe em X}
e tal que
_ -
Az — lim T(t)xr —x _ dtT(t)z
¢10 t dt  li=0

para cada x € D(A).

E simples verificar que se as 3 primeiras condices sio satisfeitas, ou seja,
{T(t)}+>0 ¢ um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares
limitados, entao

lim ||T'(s) — T'(t)|| = 0.

s—t

11



De fato, fazendo s =t 4+ h temos que

lim | 7(s) — T(¢)]| = lim |7t + h) — T(2)|
= lim [T()T(h) — T(H)] = lim | T()(T (k) — 1)
< lim [T (h) = I = 0;

onde utilizamos a propriedade de semigrupo, o fato de T'(¢) ser limitado e
que o semigrupo ¢ uniformente continuo.

2.3 Semigrupos Uniformemente Continuos em
B(X,X)

Antes de mostrarmos alguns resultados relativos aos semigrupos uniforme-
mente continuos, ¢ conveniente definirmos a integral de Riemann de um semi-
grupo. Para isto, consideremos o intervalo [a,b], com 0 < a < b < +oc.
Consideremos, também, P = (zg,21,...,2x5) € P, com 2y = a e xy = b,
onde PP ¢ o conjunto de todas as particdes finitas do intervalo [a,b]. Assim,
para um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares limitados

{T(t)}+>0 € B(X, X), definimos

S(P;T) = Z(xk —xp1)T(xg_1).

k=1

Desta forma, a integral de Riemann do semigrupo {T'(t)};>¢ ¢ dada por

b
T(t)dt = li S(P;T
/a ( ) Pep? m}Ppo ( ’ )’
onde |P| = maxy—1__n(Tk — Tp—1)-

Como o semigrupo é uniformemente continuo, entao, é facil mostrar que
o limite acima sempre existe. Portanto, temos que fab T(t)dt € B(X,X). E
possivel provar que se {T'(t)}+>0 € {S(t)}+>0 sao semigrupos uniformemente
continuos e A é um operador linear limitado, entao,

/ AT + S(0)]dt = A / Tt + / syt

12



Também é valido que para todo t > 0

1 t+h
lim — T(s)ds =T(t).
h—0 h J,
No que se segue enunciamos e demonstramos um teorema que déa a condi¢ao
necessaria e suficiente para que um operador linear seja gerador infinitesimal

de um semigrupo uniformemente continuo.

Teorema 2.3.1. Um operador linear A é gerador infinitesimal de um semi-
grupo uniformemente continuo se, e somente se, A € um operador linear
limitado, ou seja, A € B(X, X).

Demonstracao. (=) Seja A um operador linear limitado em X e definamos
o operador

o0
A (tA)"
T(t)=et =) - (2.1)
n=0

Este operador ¢ um semigrupo uniformemente continuo '. De fato, o
lado direito da equacdo (2.1) converge em norma e define um operador linear
limitado 7'(t), pois estamos considerando que A ¢ limitado. Além disso,
temos:

i- T(0) =0;

ii- T(t+s)=THT(s);

Para ver isto, basta expandir a série de poténcias ou utilizar um fato
conhecido da Anélise Funcional: AB = BA & 418 = ¢4eB para A, B €
B(X,X). Como tA e sA comutam para todo ¢,s > 0, segue que e(+3)4 =

et4es4 mostrando o resultado.

iii - ||T(t) — I|| — 0 quando ¢t — 0.
De fato,

tA t2A2 > tkHAHk & tk—luAHk—l
R e B
=1 =1

<opanSSEAIT Al g
< al’S S = gt —
k=1 ’

!Para ser mais correto, T'(t) pertence a um semigrupo; lembrar que semigrupo é uma
familia de operadores.

13



quando t — 07.

Assim, {T'(t) }+>0 €, por defini¢do, um semigrupo uniformemente continuo
de operadores lineares limitados em X. Além disso, A é o gerador infinitesi-
mal deste semigrupo. De fato, notemos que quando ¢t — 0™

T(t) -1
H% Al < janE - 1 —o.

Concluimos que se A é um operador linear limitado, entdo, {7'(t) }+>0 ¢ um
semigrupo uniformemente continuo em B(X, X) e A é o gerador infinitesimal.

O

Antes de mostrarmos a reciprocidade, enunciamos e demonstramos um
lema que sera tutil.

Lema 2.3.1. Seja A € B(X,X) satisfazendo ||A|| < 1. Entio I — A €
inversivel.

Demonstracao. A funcao

¢ analitica em {z € C : |z| < 1}. Logo, como ||A]| < 1, temos que f(A) =
Yoo g A" & um operador linear limitado em X, isto é, f(A) € B(X, X). Além
disso, como A comuta com qualquer uma de suas poténcias, entao, pela série
de poténcias temos que

(I — A)F(A) = FA)I - A) = 1.

Portanto, I — A & inversivel e (I — A)~! = f(A).
O

Demonstracao. (<) Retornemos a demonstragao do Teorema (2.3.1). Recip-
rocamente, seja {7'(t) };>o um semigrupo uniformemente continuo em B(X, X).
Mostraremos que o gerador infinitesimal deste semigrupo é um operador lin-
ear limitado em X.

Das propriedades da integral de Riemann de um semigrupo uniforme-
mente continuo, podemos escolher um p > 0 suficientemente pequeno de
modo que

HI— %/OpT(s)dsH <1

14



Considerando isto, pelo lema anterior, temos que I — (I—,o_1 fop T(s)ds) =
p~t [V T(s)ds é um operador inversivel e, portanto, [ T'(s)ds também é.

Agora, seja h € (0, p). Entdo

sy 1) [ s = H [ nyis [T - %[ [ vty [ vty
_ % _/hpT(s)ds+/pp+hT(s)ds—/OhT(s)ds—/hpT(s)ds
_ % _/pp+hT(s)ds—/0hT(s)ds |

Desde que [/ T(s)ds é inversivel, segue que

% :%[/pﬁhT(s)ds—/ohT(s)ds (/OPT(s)ds>_1.

Fazendo h — 0% na igualdade acima concluimos que h~'[T'(h) — I] con-
verge em norma e, portanto, fortemente para o operador linear limitado

—1
[T(p)—1] ( fop T(s)ds) . Além disso, este tltimo é, por defini¢ao, o gerador
infinitesimal do semigrupo.

]

Corolario 2.3.1. Seja {T'(t) }+>0 um semigrupo uniformemente continuo em
X e A seu gerador infinitesimal. Entdo D(A) = X.

Demonstrag¢ao. Como convergéncia uniforme implica em convergéncia forte,
segue que para todo z € X existe o limy,_o+ 3 [7'(h) — I]. Portanto, D(A) =
X. O

Pela definigao (2.2.2), um semigrupo tem um tunico gerador infinitesimal
e caso este semigrupo seja uniformemente continuo, pelo Teorema (2.3.1),
seu gerador infinitesimal é um operador linear limitado. Além disso, ainda
pelo teorema (2.3.1), todo operador linear limitado é gerador infinitesimal de
um semigrupo uniformemente continuo. O teorema apresentado em seguida
mostra que tal semigrupo é tnico.
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Teorema 2.3.2. Sejam {T'(t)}>0 e {S(t)}i>0 semigrupos uniformemente
continuos de operadores lineares limitados. Se

Tt)—1 t)—1

lim =1 = A= lim S )t ; (2.2)

t—0+ t t—0+

entio T(t) = S(t) para todo t > 0.

Demonstracao. Fixe T > 0. Mostraremos T'(t) = S(t) para todo ¢ € [0, 7.
Inicialmente, notemos que as funcoes f(t) = | T(t)|| e g(t) = [|S(¢)| sdo
lineares e continuas. Assim, existe um constante positiva C' tal que

IT@S ()] < ¢

para todo ¢, s € [0, T]. Agora, de (2.2) concluimos que para cada € > 0 existe
0 > 0 tal que

1
FIT(h) = S < =,

para 0 < h <.
Escolhendo t € [0,7] e um n > 1 tal que t/n < ¢, temos que

n—1
t t n—k k n—k—1 k+1
S()=T(t) = S(n—)=T(n-) = ; [S( —t)T(~t)=5(————1)T(——t)
Da soma acima, utilizando a propriedade de semigrupos, concluimos que
t t
15() =T = [|S(n-) = T(n7) |
n—1
n—=k k n—k—1 k+1
g2 [S( - t)T(ﬁt) - S( - T ( - t) ||
n—1
n—=k k n—k—1 k+1
< kZ:O S(——)T(~t) = S(——1)T(— t)H
n—1
n—k—1 t t k
-5 |st=a=t s - o) [ra|
et
< £ Oﬁﬁ <e (2.3)
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Como € > 0 é arbitrario, entdo T'(t) = S(t) para todo t € [0,T]. Se T
tender ao infinito o resultado vale para todo ¢t > 0. Isto conclui a demon-
stracao.

O
Corolario 2.3.2. Seja {T'(t) }+>0 um semigrupo uniformemente continuo de
operadores lineares limitados. Entao
(a) Eziste um unico operador linear limitado A tal que T(t) = et e,
além disso, A € o gerador infinitesimal de T(t).

(b) Eziste uma constante w > 0 tal que [|T(t)]| = e**.

(c) A fungao T : [0,00) — B(X, X) € diferencidvel em norma e satisfaz

dT (1)
= = AT() = T(H)A.

Demonstracao.

(a) Seja A gerador infinitesimal do semigrupo 7'(t). Como A é gerador
infinitesimal do semigrupos e, pelo teorema 2.3.2, temos a unicidade
T(t) = e,

asta verificar que, apos aplicarmos a desigualdade triangular na
b) Bast ifi ¢ li desigualdade tri |
série de poténcias de e, & valido ||T(¢)| = |le!|| < el Al

(¢) Temos que

 T(h)—1 T(R)T(t) — T(t)
AT() = lim —=—T(0) = lim, h
o T+t =T(t) _ dT()
h—0t+ h dt
dT (%)

Analogamente, T'(t)A = = ~.
[l

Observagao: O item (c) do corolario anterior nos permite notar que dado
Up € X, a fungao U(t) = T(t)Uy é solugao do problema de Cauchy

{ W — AU®t),  t>0. (2.4)



2.4 Semigrupos Fortemente Continuos em B(X, X)

Consideraremos X um espaco de Banach.

Na secao anterior vimos alguns resultados concernentes aos semigrupos
uniformemente continuos. Mostramos que quando o semigrupo é uniforme-
mente continuo, este define uma solugdo para o problema de Cauchy (2.4).
No entanto, em aplicagoes, raramente o operador A é limitado. Aqui, anal-
isaremos uma classe mais restrita de semigrupos: os semigrupos fortemente
continuos. Como veremos adiante, se um semigrupo ¢ uniformemente con-
tinuo, entao, ele é fortemente continuo. No entanto, em geral, a reciproca
nao é verdadeira.

Definicao 2.4.1. Um semigrupo {T(t)}+>o de operadores lineares limitados
em X € um semigrupo fortemente continuo em B(X, X) se para todo x € X
lim T'(t)x = x.

t—0t+
Os semigrupos fortemente continuos de operadores lineares limitados em
X também podem ser chamados de semigrupos de classe Cy ou Cy-semigrupos.

O teorema a seguir é relativo a limitagao da norma de semigrupos de
classe (.

Teorema 2.4.1. Seja {T'(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy. Existem con-
stantes w > 0 e M > 1 tais que

IT@)] < Me**
para todo t > 0.

Demonstracao. Inicialmente, motivados pela continuidade forte do semigrupo
em ¢t = 0, notemos que existem constantes £ > 0 e M > 0 tais que ||T(t)] <
M, para todo t € [0,¢]. De fato, supondo o caso contrario, existiria uma
seqiiéncia (t,)nen com t, > 0, satisfazendo lim, ., = 0 com ||T(t,)] > n.
Assim, pelo Teorema da Limitacao Uniforme deve existir um x € X tal que
T(t,)r — oo quando n — oo. Mas isto é uma contradi¢ao ao fato do semi-
grupo ser de classe Cy, isto é, contradiz a continuidade forte em ¢ = 0. Logo,
existem constantes £ > 0 e M > 0 tais que ||T(t)|| < M, para todo t € [0,£].
Desde que T'(0) = I, entao M > 1.

Consideremos, agora, um t > 0. O Algoritmo de Euclides nos garante
que existem constantes k € N e d € [0, ] tais que t = k€ 4+ §. Portanto, pela
propriedade de semigrupo

1T = 1T (ke +8)| = IT@E)T(€)* < MM* < MM~
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pois M > 1.

Além disso, temos que w = £ 'In M > 0. Disto, temos que e¥ = M<.
Portanto, para todo t > 0 vale que e = M'¢. Segue o resultado.

]

Corolario 2.4.1. Se {T(t)};>0 € um Cy-semigrupo, entio, para cada x € X,
a fungao f, : RT — X tal que f.(t) = T(t)x € continua.

Demonstracao. Sejam t, h > 0. Temos que
1Tt + h)z — T(t)zl| < [TONNT(h)z — =l| < Me*'||T(h)x — x| — 0,
quando h — 0.
Além disso, para 0 < h <t segue que
[Tt = h)x = T(t)x|| < [Tt = h)ll[}x —T(h)z]
< Me*“M|T(h)x — x| < Me*!||T(h)x — z|| — 0,

quando h — 0.
m

Teorema 2.4.2. Seja {T(t)}i>0 um Cy-semigrupo e A seu gerador infinites-
imal. Entao

1. Vx e X,

t+h

1
lim — T(s)xds =T(t)x.
h—0 t

2. Vr € X, [y T(s)ads € D(A) e

A( /Ot T(s)xds) — T(t)z — =
3. Vo € D(A), T(t)x € D(A) e
%T(t)x — AT(t)z = T(t) Ax.

4. Yx € D(A),

T(t)z — T(s)x = / t T(r)Awdr = / t AT (7)zdr.
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Corolario 2.4.2. Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo, entao
D(A) = X e A é um operador linear fechado.

Teorema 2.4.3. Sejam {T(t)}i>0 e {S(t)}+>0 Co-semigrupos com geradores
infinitesimais A e B, repectivamente. Entao, A = B se, e somente se,
T(t) = S(t) para todo t > 0.

Teorema 2.4.4. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T(t) }i>o.
Se D(A™) é o dominio do operador A", entao (., D(A™) é denso em X.

2.5 O Teorema de Hille-Yosida

Seja {T(t) }+>0 um Cp-semigrupo. Segue do Teorema 2.4.1 que existem con-
stantes w > 0 e M > 1 tais que ||T(t)|| < Me** para todo ¢ > 0.

Definicao 2.5.1. Quando w = 0 dizemos que o semigrupo € uniformemente
limitado. Se, além disso, M = 1 o chamamos de Cy-semigrupo de contracoes.

Definicao 2.5.2. Seja A : X — X um operador linear, nao necessariamente
limitado. O conjunto resolvente de A, denotado por p(A), € dado por

p(A) ={NeC: (A —A) ¢inversivele (M — A)~' e L(X,X)}.

Defini¢io 2.5.3. A familia R(\; A) = (M — A)~! de operadores lineares
limitados, com X € p(A), é chamada de resolvente de A.

Teorema 2.5.1. (Hille - Yosida) Um operador linear A (néao limitado)
¢ o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes {T(t)}i>o0 se, e
somente se,

1. A € fechado e D(A) = X.

2. O conjunto resolvente de A, p(A), contém RY e para todo A > 0

RN A <

>

Demonstracao: [1].

Lema 2.5.1. Seja A um operador satisfazendo as condicoes 1. e 2. do
Teorema 2.5.1 entao para cada x € X

)\lim AR(N A)z = .
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Definicao 2.5.4. Definimos, para cada X\ > 0, a aproximac¢ao de Yosida de
A por
Ay = MR\ A) = NXR(\ A) — AT

Lema 2.5.2. Seja A um operador satisfazendo as condigoes 1. e 2. do
Teorema 2.5.1. Se A, € a aprorimacao de Yosida de A, entdo para cada
x € D(A)

lim Ayx = Ax.

A—00

Lema 2.5.3. Seja A um operador satisfazendo as condicoes 1. e 2. do
Teorema 2.5.1. Se Ay € a aprozimacao de Yosida de A, entao, Ay € o gerador
infinitesimal de semigrupo uniformemente continuo de contracoes e*>. Além
disso, para cada v € X e A, u > 0 temos

e a — eMup|| < t|Aye — Azl

2.6 O Teorema de Lumer-Phillips

Vimos que o Teorema de Hille-Yosida faz uma caracterizacao de geradores in-
finitesimais de Cy-semigrupos de contracoes. O Teorema de Lummer-Phillips
faz uma caracterizacao diferente para tais geradores infinitesimais.

Definicao 2.6.1. Um operador linear A é dissipativo se para todo x € D(A)
Re(Az,z) <0.

Teorema 2.6.1. Um operador linear A € dissipativo se, e somente se, para

todox € D(A) e A >0
(AL = A)z]| = Al

Teorema 2.6.2. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear com dominio
D(A) denso em X.

1. Se A é dissipativo e existe um Ao > 0 tal que Im(Ngl — A) = X, entao
A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes em X.

2. Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes em
X, entao Im(N — A) = X para todo X > 0 e A € dissipativo.

Demonstracao: [1]
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Corolario 2.6.1. Seja A um operador linear, dissipativo com dominio denso
em X. Se 0 € p(A), entao, A é o gerador infinitesimal de um Coy-semigrupo
de contracoes em X.

Teorema 2.6.3. Seja A um operador dissipativo em X.

(a) Se para algum Ng > 0, Im(Aol — A) = X, entdo, Im(A\ — A) = X
para todo A > 0.

(b) Se A ¢ fechado, entdo, A também é dissipativo.

(c) Se D(A) = X, entao, A é fechado.

Teorema 2.6.4. Seja A um operador dissipativo tal que Im(I — A) = X.
Se X € reflexivo, entdao, D(A) = X.
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Capitulo 3

Problema 1

3.1 Introducao

Sejam 2 € R™ um aberto limitado com fronteira I' = 0€) regular, m #
0,a,k > 0. Analisaremos um sistema acoplado de equacoes diferenciais
parciais. Temos uma equacao de onda com efeito de dissipagdo (devido as
vibragoes amortecidas) acoplada com a equagao da placa e esta por sua vez
acoplada com a equacao do calor. O problema é o que se segue

Uy — Au — BAuy + av =0
vy — YAV + A%0 +au+mAI =0 em Q x RY (3.1)
Qt — kEAG — mAvt =0

satisfazendo a condic¢ao inicial

u(z,0) = ug(x), ur(z,0) = uy (x);
v(x,0) = vo(x), v (2, 0) = vy (2); (3.2)
9(1’, O) = 90

e a condicao de contorno

u:v:%:920, em 0. (3.3)

Mostraremos a existéncia de solucao para o problema, a unicidade de
solucao e o comportamento assintotico do semigrupo associado a este prob-
lema. Para isto, faremos uso de resultados conhecidos da Teoria de Semi-
grupos de Operadores, Anélise Funcional, Teoria Espectral e de Sistemas
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Dissipativos. No entanto, na abordagem realizada para solucao, conforme
veremos posteriormente, estendemos o problema para uma classe de prob-
lemas mais ampla através de formulacao abstrata. Desta forma o problema
apresentado podera ser analisado como caso particular das abstragoes apre-
sentadas.

3.2 Formulacao por Operadores Abstratos

A formulacao abstrata apresentada em seguida segue os trabalhos feitos sobre
problemas similares como em [4].

Seja Ap : L*(Q) D D(Ap) — L*(2) o operador Ag = A? com D(Ap) =
H*(Q) N HZ(Q2). Este operador tem as seguintes caracteristicas:

e Ap é positivo definido;
e Ap é auto-adjunto;
o D(AY") = Hj();

D(AY?) = H3(9);

D(AYY)

HG(2) N H{(Q) .

Assim, pelo quarto item acima e da formula de Green, segue que para
1/2
todo &, & € D(AY?)

<AB€17 €2>[D(A}3/2)]’><D(Ag/2) = <AlB/2€17 A}?./2€2>L2(Q) = <A£1a A€2>LQ(Q)7

e conseqlientemente,

2
1€l a2y = 1AE € o) = 1AENZ2(0)-
Seja Ap : L*(Q) D D(Ap) — L*Q) o operador Ap = —A com

D(Ap) = H*(Q) N Hy(2). Novamente, conforme apresentado em [4], este
operador tem as seguintes caracteristicas:

e Ap é positivo definido;
e Ap é auto-adjunto;

o D(AY?) = HL(Q).
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Dadas as propriedades acima e o Teorema de Green, segue que para todo
172
1,62 € D(AD/ )

1/2 1/2
<AD§1’§2>[D(A}3/2)]’><D(A}3/2) = <AD/ §I7AD/ §2>L2(Q) = <V§1,V§2>[L2(Q)]2,

e portanto,
1/2 2
1€llpars2y = I1AD°E o0y = IVENT2@pe-

Agora, seja v > 0. Definimos o espago

1 [ HJ}(Q)  sey>0
Ho, () = { L*(Q) se v =0. (3.4)
Definimos, também, o operador
P, =1+~Ap. (3.5)

No caso em que v > 0, munimos os espago H&W(Q) do produto interno
dado por

(€. &) m o) = (€& + (V&L V)i Va.& e Hy.  (3.6)

Denotando por Ho’i(Q) o espaco dual de H&}V(Q), entdo, é simples veri-
ficar, a partir das caracteristicas anteriores do operador Ap, que

Py € L(H, . (Q), Hy 1 (), (3.7)

satisfazendo
(Pr1,&2) sty ) = (&0 &) my_ @) (3.8)

Podemos verificar que o operador P, é H&N(Q)—eliptico, isto é, existe uma
constante a > 0 tal que

W%fb€2>H(;§(Q)xH3W(Q)‘ < aléillmy @llellm @  Vé,é& € Hy. ()
e uma constante b > 0 tal que

<P“/§7£>HO_}{(Q)><H3V(Q) > ngH?{gﬁ(Q) V£ S H&,'y(Q)7

o que ¢é trivial, bastando tomar a desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado
direito da equagao (3.8).

Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram, o operador P, ¢ inversivel e

P e L(Hy, (), Hy (). (3.9)

Além disso, o operador P, : L*(Q) D D(P,) — L*(Q) é:
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e positivo definido;

e auto-adjunto;

o D(Py/?) = H{ ().

Utilizando os produtos internos (3.6) e (3.8) segue que

<P$/2517P71/2§2>L2 = (& &)m Ve & € Ho,

(3.10)

Se considerarmos o caso v = 0, entao, P, = I e pela definicao H; ,(Q) =

L2(Q) = H7{(Q).

- 0y

Agora, reescrevendo o sistema considerado (3.1) em termos dos oper-

adores Ap, Ap e P, obtemos:

uy + Apu + BApus + av =0
Py + Apv+au—mApfd =0 em Q x R*.
Qt + kADe + mAD’Ut =0
Denotemos por H., o espago de Hilbert
M, = D(AY®) x L}(Q) x D(AY?) x H_(Q) x L*(Q),

munido do produto interno

&1 C1
- &2 Ca
<£»C>H7:< & .| @& > =
&4 G4 M,
&s s

<A32§1, AE/QCOLQ(Q) + (&2, C2) 12 + <A}3/253; A}B/QC3>L

+ (P, P71/2C4>L2(Q) + (&, Gz
+ a1, G)r2(a) + a(&s, ()20

com g = (517 627 63) 547 55)T7 5 - (Cl? C27 C37 C47 CS)T € H'y-
Agora, definimos o operador A, : H., D D(A,) — H,, tal que

0 I 0 0 0
—AD _6AD —al 0 0
A, = 0 0 0 I 0
—O./P;l 0 —P,;lAB 0 mP{lAD
0 0 0 —mAp —kAp
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com dominio

D(A,) = {g €H,: Avg €H,}

= (517527 637 64755)T € H’y 52 € D<Agz) . (315)
& € D(A4%) N'D(Ap)
& € D(Ap)

Portanto, se fizermos U (t) = (u, U, U, Uy, Q)T € H,com Uy = (uo, Uy, Vg, U1, QO)T €
H.,, entao, o problema (3.1)-(3.3) pode ser escrito com uma equacao de
evolugao abstrata da forma

{ Uty =AU(), Vt>0

Gy = v (3.16)

Embora este sistema seja uma formulacao abstrata para o problema orig-
inal (3.1)-(3.3) podendo ser escrito como um problema de Cauchy abstrato,
e portanto, podendo ser estudado segundo a Teoria de Semigrupos de Oper-
adores, consideraremos agora um problema ainda mais abrangente de forma
que o sistema acima esteja nas condig¢oes de nossa formulagao.

3.3 Uma formulacao mais geral

Sejam A, Ay, Az, B, C e P operadores positivos definidos, auto-adjuntos e
com dominios densos num espaco de Hilbert H = H ().

Estudaremos o problema

Uy + Aqu + BBu; + av =0
Puy + Ayv — mCh + au =0 (3.17)
0; + kA30 + mCuv; = 0

satisfazendo a condicao inicial

u(z,0) = ug(x), u(z,0) = uy(x);
v(z,0) = vo(x), ve(x,0) = vy (2); (3.18)
9(1', O) = 90.

Em seguida mostraremos que o sistema acima é dissipativo para uma
classe adequada de operadores A, Ay, Az, B, C e P. Estudaremos, também,
o comportamento assintético do semigrupo associado a este sistema, isto é,
mostraremos o decaimento exponencial do sistema. Para isto faremos uso do
Teorema 2.6.2 de Lumer-Phillips e do Teorema de Priiss.
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3.3.1 Hipobteses sobre os Operadores e Notacoes

Suporemos que os operadores A, Ay, A3, B, C e P sejam positivos definidos,
auto-adjuntos, com dominios densos em um espaco de Hilbert H = H(f2)
satisfazendo

D(A;) C D(B)

D(Al)ﬂp(A2)a D<A3> C DGP))
D(As) C D(Ay).

Supomos que o operador P é bijecao em seu dominio. Ou seja, a inversa
de P esta bem definida.

Além disso, assumiremos que os operadores Ay, Ay, Az, B e P satisfazem

62 < allAY?al? Y& € DAY (3.19)
l&2]l? < | A6 ) Ve € D(AS?) (3.20)
I&l? < csllA&)? Ve € D(AY?) (3.21)
I€all? < cal B2 Ve, € D(BY?) (3.22)
1617 < es|PV26)1° VEs € D(PY?) (3.23)

onde ¢, ¢9, ¢3, ¢4 € 5 SA0 constantes reais positivas. Além disso, existem
a,b,c > 0 tais que

al A€ < PV2E)° < blIAYZEN® < cllAEIP Ve € D(AY?). (3.24)
Seja r € R e T um operador auto-adjunto no espaco de Hilbert H (T :

H D D(T) — H). Definimos os produtos internos nos espacgos de Hilbert
D(T"/?) como segue:

(€1, 82) perrr2y = <TT/251,TT/252>H = <TT§1752>H7 (3.25)

para todo &;,& € D(T7).
Além disso, D(T7/?) € D(T"2/?) sempre que r; > 75.

28



3.4 Existéncia de Solucao

Para a existéncia e unicidade de solucao do problema abstrato da secao an-
terior (3.17), usamos técnicas de semigrupos de operadores. Lembrando que
todos os operadores sao positivos definidos e auto-adjuntos construiremos um
espaco de Hilbert e um produto interno neste espaco em conformidade com
a energia do sistema.

Inicialmente, para uma adequada formulacao, introduzimos o espaco de
Hilbert
H =D(A)?) x H x D(AY?) x D(PV?) x H (3.26)

munido do produto interno

(U, V>H = (u1, U1>D(A}/2) + (uz, v2) + (us, U3>D(A§/2) + (u, U4>D(IP>1/2)
+ <u5, v5> + a<u1,v3> + a<u3,vl>, (3.27)

— T _ T
onde U = [u17u2au37u47u5] ) V= [Ulav2vv3av4av5] e H.

Agora, fazendo u; = v, vy = 9 e U(t) = [u(t),&(t),v(t), w(t),0(t)]", Uy =
[tg, U, v, v1,00)" € H, o problema (3.17) pode ser escrito como um sistema
linear de evolugao no espago de Hilbert H com segue

1U(t) = AU(t) vt >0
dt ’
{ U(0) = U, (3.28)
onde o operador linear A : H D D(A) — H é dado por
0 I 0 0 0
—A; —pB  —al 0 0
A= 0 0 0 I 0 . (3.29)
—aP! 0 —P 1A, 0 +mP~'C
0 0 0 —mC  —FkA;
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Logo, aplicando A ao vetor U(t) definido acima, temos que

0 1 0 0 0 u
-A; —0B —al 0 0 19
AU(t) = 0 0 0 1 0 v | =
—aPt 0 —P'A, 0 +mP~I1C w
0 0 0 —mC  —kAj 0
3
—Aju — PBE — av
w . (3.30)
—aP 'y — P 1Ay + mP~1CH
—mCw — kAz60
Assim, o dominio do operador A é dado por
DA) ={U e H: AU € H}
( u e D(Al) )
¢ € D(AY?) ND(B)
v E D(Ag)

- IS Y 79T€H
(1€, 0,0,6) w e DAY N D(C)

6 € D(As) N D(C)

\ u+ Ayv +CH € D(P7Y) )
( u € D(Al)
| €eDA/)nD(®)
= (u,f,v,w, 9) eEH v € D(Ay) X (3.31)
w € D(AY?)
L 0 € D(A3)

Mostraremos que o operador A é o gerador infinitesimal de um semigrupo
de classe Cj sobre o espaco de Hilbert H. Utilizaremos para isto dois resul-
tados: o Teorema 2.6.2 de Lumer-Phillips e o Teorema 2.5.1 de Hille-Yosida.
Serao dadas duas demonstracoes para o teorema que segue.
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Teorema 3.4.1. O operador linear A em (3.29) é o gerador infinitesimal de
um Cy-semigrupo de contragoes sobre o espaco de Hilbert H.

Demonstrag¢ao. Demonstraremos este teorema de duas maneiras. A primeira
considera o Teorema de Lumer-Phillips e a segunda o Teorema de Hille-
Yosida.

Demonstracao 1

Nesta primeira demonstracao, faremos uso de um corolério do Teorema de
Lumer-Phillips. Para isso, verificamos que o operador linear A ¢ dissipativo.

De fato, seja U = [u, &, v,w,0]T € D(A), entao
§
>H
Utilizando o produto interno (3.27) definido em H vem que
(AU,U),, = (& w)pprrz) + { — A — BBE — a0, €) + (w,v) 172,

—Aju — OBE — av
+ (= aP'u —P " Asv + mP'CH, w>D(Pl/2)

(AUU),, = < w :
—aP 'y — P 1Ay + mP~1CH
+ < — mCw — kA30, 9> + a<€,v> + a<w,u>. (3.32)

—mCw — kA30

D E S

Agora, desenvolvendo o produto interno acima utilizando o fato de que
todos os operadores sdo auto-adjuntos e assumindo a propriedade (3.25),
tomando a parte real e cancelando os termos convenientemente, obtemos

we{ (AU,U), b = —5][B2 | — k]| Ay 0] <o, (3.33)

pois assumimos que (3, k > 0.

Portanto, A é um operador linear dissipativo. Para completar a demon-
stragdo basta ver que 0 € p(A) = {A € C: (A — A)™' € L(H,H)}. De
fato, seja F' = [Fy, Fy, Fy, Fy, F5]T € H e consideremos a equagao resolvente
(M — A)U = F para A = 0. Assim, obtemos —AU = F' que em termos de
suas componentes torna-se

—¢=F e D(A)?) (3.34)
Aju+ BB + av = €cH (3.35)
—w="F e D(AY?) (3.36)
aP~ 'y + P Ayw — mPTICH = F, € D(P'?) (3.37)
mCuw + kAsf = F; € H (3.38)
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Basta mostrar que a solucio é tinica. Notemos que de (3.34) Jl¢ € (AL?).
De (3.36) e (3.38) segue que dw € (Ay?) N D(D,). Agora substituindo
w = —F; em (3.38) vem que 30 € D(A3). Substituindo £ = —F; em (3.35)
e 0 em (3.37) vem que
Au+ av =1
{ ou+ Asv =T

onde Q) = F, — fBF;, e I' = PF, + mC6l. Devemos mostrar que existem u

e v satisfazendo a equagdo acima. Para isso, seja X = D(Aim) X D(A%ﬂ) e
consideremos a forma bilinear a : X x X — R tal que

G(Wb WQ) = <(A1U1 + avy, auy + szl), (uz, 02)>

onde W1 = (ul,vl) e WQ = (UQ,UQ).

A forma bilinear assim definida é limitada e coersiva. De fato, temos que

G(Wl, WQ)

:‘<A1u1, uz> + a<v1, uQ> + a<u1,v2> + <A2v1, U2>

< C(1a1 w2 + 18570 17) (141 sl + 18570l ?), (3.39)

onde aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e utilizamos o fato de que
i < el AY?u]|? (as hipoteses (3.19) e (3.20) ).

Além disso, seja W = (u,v). Logo,

a(W,W) = (A + av,au + Agv), (w,0)) = |47l + 43 %0]%

Portanto, pelo teorema de Lax-Milgram existe solu¢ao u € D(A1) e v €
D(A,). Concluimos que Jlu € D(A;) e v € D(Ay). Portanto, 0 € p(A) e
pelo Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.6.2) segue o resultado.

Demonstracao 2

Aqui utilizaremos o conhecido Teorema 2.5.1 de Hille-Yosida. Para isto,
iniciemos mostrando que vale a desigualdade abaixo.

o4 < g

= R0} YA € p(A): Re{\} > 0.

De fato, seja F = [Fy, Fy, Iy, Fy, F5)7 € H. Consideremos a equagao
resolvente (Al — A)U = F, onde \ € p(A), em termos de suas componentes,
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isto é,

Au—§=F (3.40)
A+ Aju+ OBE + av = F, (3.41)
A —w = Fj (3.42)
M+ aP tu + P Ay — mPTICO = F, (3.43)
A0+ mCw + kA3 = Fy (3.44)

Assim, multiplicando (3.40)-(3.44) por Aju, £, Ayv, Pw e 0, respectiva-
mente, temos que

)‘HA}/QUHQ - <5»“>D(A}/2) = (I, “>D(A}/2) (3.45)
MEN + (s ) p 12y + BBY2E]| + afv, &) = (Fy,€) (3.46)
)‘HA;/%HQ - <W7U>D(A§/2) = (F3, U>D(A;/2) (3.47)
)‘HPI/QWHQ +a(u,w) + <U7W>D(A§/z) - m<97w>1>(<c1/2) = <F47W>D(IP1/2)
(3.48)
MOI +mw, 0) ey + K[430 = (Fs,w) (3.49)

Multiplicando (3.40) por av e (3.42) por au obtemos

Aa{u,v) — (€, v) = a(Fy,v) (3.50)
)\a<v,u> — a<w,u> = a<F3,u> (3.51)

Somando as equagoes (3.45)-(3.51) e tomando a parte real verificamos

Re{ MU + 5l|B 2] + ka3 0|} = Re{ (U, V), } < [U]IIF|

Em particular, Re{\}|U||* < ||U][|[F]|. Utilizando o fato de que U =
(A — A)~'F segue H()J - At ’ = sup”F”Sl |(A = AR < m_

Como, por hipo6tese, todos os operadores sao compactos, segue que o
operador A é fechado e D(A) = ‘H. Podemos concluir isto observando que
Im(I —A) =H e 'H é reflexivo e utilizar os Teoremas 2.6.3 e 2.6.4. Portanto,
pelo Teorema de Hille-Yosida A é gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo
de contragoes.

]
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3.5 Estabilidade Exponencial do Semigrupo

Nesta se¢ao mostraremos que o semigrupo associado ao problema (3.17) é ex-
ponencialmente estavel. Utilizaremos um resultado devido a Priiss (Teorema
1.2.8) bastante conhecido na Teoria de Semigrupos.

Teorema 3.5.1. O conjunto resolvente do operador A satisfaz p(A) D {id :
0 € R} e existe M > 0 tal que

A=A <M, VAeiR.
Assim, o semigrupo € exponencialmente estdvel.

Demonstracao. Novamente, consideremos a equacao resolvente \U — AU =
F, onde F' € 'H, em termos de suas componentes, considerendo que A\ = io,
para algum o € R. Isto é,

Au—§=F (3.52)
X+ Aju+ FBE + av = Fy (3.53)
A —w = Fj (3.54)
M+ aPtu + P Ay — mPICO = F, (3.55)
A0+ mCuw + kAz0 = Fs. (3.56)

Como foi visto na demonstracao 2 de existéncia de solu¢ao baseada no
Teorema de Hille-Yosida, temos que

Re{AH[|U[I" + BBY%€]1* + bl ag”oll” < [|]][1 ]

Mais especificamente, com o mesmo procedimento adotado naquela demon-
stragdo, podemos, sem muitas dificuldades, mostrar que

Re{ O} 1472l + 1612 + 145 %v]2 + B2 ® + 0]
+ BBV ||* + k|| A%0]” + Re{a(u,w) + alv,€)}
< O||F||* + e[} %ull? + €l + 1450 + [B/20]2 + 16]1?].

onde a constante positiva ¢ é tao pequena quanto se queira.
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Utilizando (3.21), (3.22) e a desigualdade acima segue que existem con-
stantes a,b € R* tais que

Re{ A} |IA7 %l + 112 + 145 %v]2 + B2 ? + (0]

+ aH{sz + b||0H2 + Efﬁe{a<u,w> + oz<v,§>}
< I + e[ IAY2ul? + a2 + B (3.57)

Dada a desigualdade obtida, notar que os termos ||§H2 e ||0]|* aparecem
na norma de U = [u, &, v,w,0]T ao quadrado. Assim, é razoavel obtermos
estimativas que nos permitam completar a H UH2 com os termos que faltam no
lado esquerdo. Isto porque obteriamos algo do tipo §Re{)\} HUH2 +C HUH2 <
C’QHFH2, 0 que nos permitiria concluir o resultado ||U|| < MHFH

Iremos proceder como mencionado, isto é, completaremos a ||U||2 no lado

esquerdo da desigualdade acima. Notar antes que como estamos assumindo
que A =10, 0 € R, temos que A = —\.

Nos concetraremos, inicialmente, nas equagoes (3.52) e (3.53). Multipli-
cando (3.53) por u com o produto interno usual em H obtemos

ME,u) + [|AYul? 4+ BE, u) pasey + alv, u) = (Fy,u).

Agora, multiplicando (3.52) por —()\/5\)5 vem que

A

— A
N = —5IEl = $(7,©).

Somando a parte real das duas ultimas igualdades segue que

1A 2ul? + Re{alv, u)} = Re{(Fy,u)} + Re{(F, )}
+€l? - %6{6@7 U>D(B1/2)}- (3.58)

Utilizaremos agora as equagoes (3.54) e (3.55). Multiplicando a (3.55)
por v e tomando o produto interno no dominio de P'/2, obtemos

Mw, 0)pgpirzy + a(u, v) + [AY 0] =m0, v)per/zy = (Fy, v)ppi)-

Multiplicando (3.54) por —(A/A)w e aplicando o produto interno em
D(PP'/?) concluimos que

(F3, w)pp1/2)-

>l >

- )
—Mw, V)per2) + ;HP”%HQ —_
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Somando as duas ultimas equacoes e tomando a parte real resulta
Re{alu,v) } + [|A)%0|* = [|P20]2 + mRe{ (0, v)picrr2 }
+ §R€{<F4, U>D(IP’1/2)} + %6{<F3, w>D(P1/2)}.
(3.59)

Nossa intencao é obter cotas superiores para cada uma das equacoes
(3.57), (3.58) e (3.59) para mostrarmos que as condi¢oes do Teorema se
verificam em nosso problema.

Sendo assim, primeiramente iremos obter cotas para os termos do lado di-
reito da equagao (3.58). Notemos que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
pela desigualdade (3.19) e de Young existem 0y, da, €1, € > 0 tais que

3 €

Re{(Fo, )} < 5 IR+ 5141l (3.60)
o3 €

Re{(F,6)} < SZIA R+ Sl (3.61)

Além disso, existe ¢ > 0 tal que

5%6{@7“)@(@1/2)} < 5”5”@(1}3&1/2)”““@ B/2)

< PO . (362
- 263 D(A/
De (3.58), utilizando (3.60), (3.61) e (3.62), segue que
/2 2 5% 2 5% 1/2 g2
Fall AL ull® + Re{afv, u) } < 2e 1207+ o - IA A
ﬁ c?
+ Eal|€]1* + H]B31/2€||2 (3.63)

onde k1 =1 — (61+63 eky=1+%.
Notar que a condlgao ki1 > 0 é perfeitamente possivel para uma escolha

adequada dos €7, €3 positivos.

Agora obteremos uma cota para os termos do lado direito da equacao
(3.59). Inicialmente notemos que, pela definicao de P existe uma constante

¢ > 0 tal que ||PY/2v] < CHA;/QUH e portanto, por Cauchy-Schwarz e Young

2 €

Re{(Fi, oo} < 5 IPVRFIE + 5 A0 (3.64)
k? €

Re{(Fyw)oes } < 5182 B+ SR (3.65)
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Além disso, é possivel concluir sem muitas dificuldades que
2
q €6 A 1/2
mRe{ (0, v)pciny } < o101 + = (145 %v]. (3.66)
266 2
De (3.59), (3.64), (3.65) e (3.66) segue que

2
C
Realu, v) } + ks Ay 0|2 < kal[PY20||? + §||IP>1/2F4||2
4

k? 1/2 2 QQ 2
A BP0 (3.67)

2%

2
Somando as desigualdades (3.63) e (3.67) vem que

Fal|AY%ul? + Re{alv, u)} + Re{afu, v)} + ksl Ay

ondekgz(l—%—e—ﬁ)em:(l—l—%’).

52
< FsI€]1? + Fa|[ PV + Q—EIIIIFQII2
52 2,2 2
bR T B
2€9 2¢€3 2¢4
s R+ Lo (3.68)
265 266
Além disso, mutiplicando a equacao (3.54) por Pw e aplicando a desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, Young e lembrando (3.24), entdo, devem existir
K, c1,co > 0 tais que

K|PY20)2 < e [|AY 0] + el | Ay By . (3.69)

Da equagao (3.57) e lembrando que A = io existem constantes C, Cy, C' >
0 tais que min{C}, Cy} > max{k, %} e

CHlIEI + Coll0lI* < CIFI? + e |AY2ul + | AY %] + [P2w]?]. (3.70)

Dai somando estas duas ultimas com a equagao (3.68) vem que
(k1 —¢) 1A 2u))? + (C1 — k2) [|€]1> + Re{ v, u) } + Re{afu, v)}

2
q
—w%—@mﬁwﬂwK—m—awmw%w@—gywﬁ
52 52 202
< n+ Zaa e+ S B
261 262 263
c? 1/2 1 |12 K’ 1/2 75 |12 2
+ o IPV2E? + || Ay B + C||F ). (3.71)
264 265
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Na realidade, para evitar repeticoes, deixamos subentendido que mul-
tiplicamos a equagao (3.68) por uma constante suficientemente grande (e
redefinimos as constantes envolvidas) tal que no lado esquerdo da equagao
acima tenhamos algo positivo. O mesmo ocorre para a constante K.

Portanto, escolhendo § = min {1, (k1 — c), (kg — c), (C'1 — k‘g), (C’Q —

a
2¢q

), (K — k4 — c)} concluimos que
U < M| F?,
para alguma constante positiva M.
Agora, lembrando que (Al — A)U = F, com A € p(A) segue que U =
(M — A)~'F e entao

IA = A7 = sup [[(M —A)'F| <

IFlI<1

M
5

Isto conclui a demonstracao.
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3.6 Aplicacoes

Ha& diversos problemas que podem ser citados como exemplos, inclusive aque-
les que podem surgir na analise de meios nao isotréticos. Os resultados obti-
dos na formulacao abstrata sao validos para os seguintes casos.

Exemplo 1

O nosso problema original

Uy — Au — BAu; + v =0
Vg — YAV + A2+ au+mA =0 em Q x RT
Qt—k‘AQ—mAvt:O

satisfazendo a condicao inicial
u(z,0) = ug(x), ur(z,0) = up (x);
v(z,0) = vo(x),  w(z,0)=vi(2);
(9(.%', O) = (90

e a condicao de contorno

u:v:@:9:0, em 0.
v

Conforme foi visto na secao 3.2, este problema pode ser escrito como uma
equacao linear de evolucao da forma

Uty =AU(t), Vt>0

onde U(t) = (u,ut,v,vt,G)T eH, U= (uo,ul,vo,vl,Go)T €H,e

M, = D(A]®) x L}(Q) x D(AY*) x HL(Q) x L*(Q).

Lembramos que Ag = A? com D(Ap) = H*(Q) N HZ(), Ap = —A
com D(Ap) = H*(Q) N Hy(Q) e P, = I +~vyAp com D(P,) = D(Ap) sdo
operadores auto-adjuntos e positivos definidos tais que D(Ag) CC D(Ap).
Além disso, sao validas as seguintes desigualdades

l&]? < allAf?al? V& e DAY
162 < ellAf6I? Ve € DAY
1617 < esl|PY2&)° VE € D(PY?).
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Desta forma, temos que A, é gerador infinitesinal de uma Cj-semigrupo
de contragoes em H,. Quando os dados iniciais Uy € D(A,) existe tinica
solucao para este problema. Conforme foi visto, o semigrupo é exponencial-
mente estavel.

Exemplo 2
O problema quando P = [, isto &,

Uy — Au — BAu + v =0
v+ A2 +oau+mAI=0 em Q x RT
0, — kAO — mAv, =0

satisfazendo a condicao inicial

e a condicao de contorno

u:v:@:920, em 011,
v

também é um caso particular do problema abstrato analisado neste capitulo.
Importante notar que, neste caso a equacao de Cauchy associada a este é

dt

iUt)=AU(t), Vt>0
onde U(t) = (u,ut,v,vt,Q)T €eH,, U= (uo,ul,vo,vl,Qo)T €eH,e

H., = D(A}%) x L*(Q) x D(AY?) x L*(Q) x L*(<).

Os operadores Ag e Ap sdo conforme exemplo anterior, mas, P = [.
Portanto, o semigrupo associado a este problema é exponencialmente estavel.
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Exemplo 3
O problema

Uy — Au — BAu; + v =0
vy — YAvy + Av+au+mAf =0 em Q x RT
Qt—kAQ—mAvt:O

satisfazendo a condi¢ao inicial

u(z,0) = ug(x), u(z,0) = uy(x);
v(z,0) =vo(z),  vi(z,0) =vi(z);
(9(.1’, O) = (90

e a condicao de contorno

ov
u=v=—=0=0, em 011,
ov
segue analise similar aos exemplos anteriores. Aqui, Ag = Ap = —A com

D(Ap) = H*(Q)NH(Q) e P, = [+vyAp com D(P,) = D(Ap) sdo operadores
auto-adjuntos e positivos definidos. Por ser caso particular do problema anal-
isado neste capitulo, o semigrupo associado a este problema ¢ exponencial-

mente estavel.
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Capitulo 4

Problema 2

4.1 Introducao

Denotemos H um espaco de Hilbert e sejam A e B operadores auto-adjuntos
e positivos definidos com dominios definidos em H. Os dominios destes op-
eradores sao tais que D(B) C D(A) C H com imersoes compactas. Seja,
também, g : [0,00) — [0,00) uma fungao continua e integravel. Considere-
mos as classes de problemas abstratos acoplados

Uy + Au — g*x A%u + Bv =0 (4.1)
vy +Bv 4+ Bu=0 em L*(R*,H) '
satisfazendo a condi¢ao inicial
u(—t) = up(t), vt > 0; v(0) = wp; (4.2)
ut(O) :Ul,Ut(O) = V1. ’

onde uy e u; sao funcoes pertencentes a espacos definidos posteriormente.
Estamos denotando por * o operador de convolucao, isto é, g x A% =
ffoo g(t — s)A%u(s)ds = [;° g(s)A*u(t — s)ds. Assim, o sistema acima ¢
nao autonomo e, portanto, a solucao deste nao define um semigrupo.

Como nossa intencao é utilizar a Teoria de Semigrupos de Operadores na
anélise deste problema, utilizaremos um artificio que nos permitira reescrever
o problema acima em um sistema equivalente que seja autonomo. Isto é, para
que possamos contornar este obstaculo, definimos a variavel

n'(s) = u(t) — u(t —s) (4.3)
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onde n = n'(s) é a variavel que caracteriza o passado relativo ou histdria
relativa de u. Esta identidade nos permite obter um sistema autdénomo e
equivalente ao original, ou seja, com a variavel assim definida podemos es-
tudar o comportamento deste sistema segundo a teoria de semigrupos de
operadores. Tal varidvel auxiliar foi introduzida inicialmente por Dafermos.

E facil ver que
Ne +1Ns = ut(t)a (44)

onde omitimos o sobrescrito ¢ na variavel n para nao sobrecarregar a notagao.

Com isto em maos, temos que

—gx A% = — / g(t — s)A%u(t)ds = — /Ooog(s)Aau(t — s)ds

—0o0

de onde, utilizando a equagao (4.3) obtemos
—gxA%u = —/ g(s) A% [u(t)—n'(s)]ds = / g(s)Ao‘nt(s)ds—Ao‘u(t)/ g(s)ds.
0 0 0

Logo podemos reescrever o sistema proposto inicialmente como se segue

uy + Au— kCu + [ Cn'(s)g(s)ds + v =0
vy + Bu + fu =0 em L2(RT,H)  (4.5)
Nt + Ns — ut<t> =0

onde k= [~ g(s)ds e C = A™.

Denotando por ug = ug(0), 7o(s) = uo(0) —up(s) e n*(0) = limy_on'(s) =
0, para todo t > 0, as condicOes iniciais para este sistema tornam-se

{ zgg)) - fo u(0) = Ul n°(s) = no; (4.6)

Estudaremos a existéncia de solucoes, a unicidade e o comportamento
assintotico do sistema (4.5) com as condi¢oes dadas em (4.6).

4.2 Algumas notacoes e hipoteses

Supomos que o operador B é uma funcao do operador A de ordem -, isto é,

B = f(A) com f(s) =o0(s”) quando s— 0.
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Seja r € R, definimos para os espagos de Hilbert em caso os produtos
internos !

(&1, &) parny = (A726, ATPE,) = /Arﬂ&Ar/z/fgd:C. (4.7)

A imersio D(A™/2) C D(A™/?) é compacta sempre que 7, > ro. O
mesmo ¢é valido para os operadores B e C. Supomos ainda que sejam validas
as seguintes desigualdades

|C2u)|? < Col|AY?ul]?,  Yu € D(AY?) L3
JAY2u]P = K| C2ulP > CA|AV?ulP,  Yu € D(AM?) (4.8)
onde Cy, Cp e C¢ sdo constantes positivas e x foi introduzido em (4.5).
Estamos denotando a norma e o produto interno no espaco de Hilbert ‘H por
( , )e]| |, respectivamente, sem o subscrito.

Com relacao a funcao kernel de memoria g, estamos supondo que esta é
uma funcao continua, integravel, positiva e que apresente efeito dissipativo,
assim, temos as hipoteses listadas abaixo para a funcao g:

g€ C'(RT)NLYRY),

g(s) =20, g'(s)<0, VseR",

0<r=["g(s)ds < +oo,

Jab e RY 1 —ag(s) < g'(s) < —bg(s), |g"(s)| <cg(s) VseR™.
(4.9)

Assumimos a tltima das hipoteses em (4.9) para estudo do comporta-
mento assintotico de solucao do sistema de evolucao dado.

Agora, observando o sistema (4.5) e analisando o termo [ g(s)Cn'(s)ds
que aparece e as hipoteses acima mencionadas, é razoavel introduzirmos,
para uma adequada definicao do espacgo solucao posteriormente, um espago
ponderado L? com respeito a medida g(s)ds, isto ¢, para j > 0 consideremos

x; = L(R", D(C?), T;=L2(RT,DAN2C?)), A= L2(RY, DBI/2C?)
munidos do produto interno usual em H. Assim,

n ey = // |CY2n|2g(s)dsdr < 4o0.
0

LAqui e no decorrer do capitulo, deixamos subentendido que a integracdo é efetuada
sobre um aberto do R"™ onde estdo definidas as variaveis.
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Além disso, introduzimos o operador linear T' = —9d, com dominio
D(T)={nexi: ns€xi, n(0)=0}

onde 7, é a derivada de 1 com relagao a s.

Agora, iniciamos as definicoes para a formulacao adequada do problema
de evolucao segundo a teoria de semigrupos de operadores. Seja o espago de
Hilbert definido por

S = D(AY?) x H x D(BY?) x H x x1, (4.10)

€ sejam g = [517 §27 537 547 557]T7 QT = [Ch C27 C37 C47 C57]T €S. Entao?
definimos um produto interno neste espago da seguinte forma:
(€, C)s = (&1 C)parey + (€2, Co) — K{&1, C)pierrey + B(E, Ca)
+ (63, G)pmrr2) + (64, Ca) + B3, C1) + (&5, C5)a- (4.11)

4.3 A Enmergia do Sistema

Antes de apresentarmos o teorema de existéncia de solucoes, calcularemos
a energia do sistema e mostraremos que o produto interno definido ante-
riormente é coerente com o espago de energia do sistema. Primeiramente,
multiplicando a primeira equacdo do sistema (4.5) por u; e integrando na
regiao de analise obtemos a equacao mostrada em seguida.

/ <uttut + Auuy — kCuuy + / Cn'(s)usg(s)ds + ﬁvut> der =0. (4.12)
0

Utilizando o produto interno definido para o espaco ponderado x; segue

que 2

[ en@matsyisde = (| € (0hg(s)ds. ) = ')y (@13

Dai,
1d
2dt

2A comutacdo dos sinais de integral ¢ justificada pelo Teorema de Fubini.

(el + NAY2u)? = RIC2u?) + B0, w) =~ w)ye (414)
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Agora, multiplicando a segunda equacao do sistema (4.5) por vy, inte-
grando na regiao de analise temos que

/vttvtdx + /vatcm + ﬁ/uvtdx =0.

Como o operador B ¢ auto-adjunto entdo [ Buv,dz = (Bu, v;) = (B/20, BY20,) =
%HBVQUHQ. Disto segue que

1d
2dt

1
2
(edl® + 1BY/20]12) + B, ) = 0. (4.15)
Continuando com os célculos para obtermos a energia do sistema, mul-

tiplicamos a tultima equagao do sistema (4.5) por 1 e tomamos o produto
interno definido em ;. Assim,

<77ta nt>X1 + <775a nt>X1 - <ut(t)v77t>X1 =0.

Como (ne, n')x, = 5 %[1|I2,, entdo

1d

5 7% = = e+ (w®)0) - (4.16)

Somando as equagoes (4.14), (4.15) e (4.16) obtemos a equagao abaixo.
1d

5@(”1@5”2 + ||A1/2u”2 _ /{HCl/QuHZ + ||Ut||2 + ||Bl/2v||2 + ”77t||i1>

+ ﬁ<va ut> + ﬁ<u7 Ut> = _<775; 77t>><1

Notando que (v, us) + B{u, v,) = %%25@, v) segue da equagao anterior
que:

| =

(1l + 1422l = RIC 2l + [l + B0

12, + 28w, 0)) = = (107D (4.17)

N | —
QL

t

Portanto a energia do sistema é dada por

1
E0(t) = 5 (Il + 141722 = ICY20) + e

+ B0+ |12, + 26w, v}), (1.18)
satisfazendo i
50 = —(Nss 1)y - (4.19)
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4.4 Existéncia de Solucao

Com a defini¢ao do espaco de Hilbert S dado em (4.10) e do produto interno
(4.11) definido neste espaco, definimos o operador A : D(A) — S, com
D(A) € S tal que

0 I 0 0 O
-A+xkC 0 —pBI 0 —-D
A= 0 o 0 I 0 (4.20)
—p1 0O —-B 0 0
0 I 0 0 T
onde temos que o dominio do operador A é o que segue
& € DA)ND(C) )
& € D(AY?)Nxa
— T 63 € D(B)
D(A) - [517 §2a 537 547 65] € S 54 c D(B1/2> s (421)
& € D(T)
\ Dn' € H )
o operador D é tal que
Dn' :/ Cng(s)ds, (4.22)
0

e a imersdo D(A) C S é compacta.

Consideraremos agora o problema (4.5) com as condicoes dadas em (4.6)
e facamos u; = £ e v; = ¢. Assim, consideremos U = [u, u;, v, vy, 0|7 e
Us = [uo, u1, vy, v1, no]? elementos de S.

O problema (4.5) pode ser, entao, como uma equagao linear de evolucao
no espaco de Hilbert S da seguinte forma:

1U(t) = AU(t) vt >0
dt ) )
{ B0y U , (4.23)
onde A é o operador definido em (4.20), isto &,

0 I 0 0 O U Uy

-A+xC 0 —pI 0 -D Uy —Au + kCu — fv — Dn
AU = 0 0O 0 I 0 v = Uy
—p1 0O —B 0 O vy —fu — Bu
0 I 0 0 T i u +1Tn
(4.24)
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Para mostrarmos a existéncia de solugoes do problema apresentado, mostraremos

que A é gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de contraces T'(t) = e
sobre o espaco de Hilbert §. Utilizaremos para isto o Teorema de Lumer-
Phillips. Com relacao ao tipo de decaimento, estudaremos as condigoes
que devem ser impostas aos operadores A, B e C para que o sistema de-
caia exponencialmente e as condicoes para o nao decaimento exponencial.
Mostraremos que quando nao ha decaimento exponencial ha, no entanto, de-
caimento polinomial. Neste caso, nossa analise do comportamento assintético
leva em consideracao método da energia.

No que se segue, é apresentado o teorema de existéncia de solucoes para
o sistema (4.23).

Teorema 4.4.1. Considerando que a funcdao kernel de memdria g satisfaz
as hipdteses (4.9), entao o operador linear A é gerador infinitesimal de um
Cy-semigrupo de contragoes T(t) = et sobre o espaco de Hilbert S.

Demonstracao. De fato, mostraremos inicalmente que A é um operador lin-
ear dissipativo. Para tanto, consideremos U € D(A), entdo

Uy u
—Au + kCu — fv — Dn Uy

<.AU, U>S = < (% s (% >S
—Bu — Bv o
(A U]

Utilizando o produto interno definido (4.11) no espago de Hilbert S, temos
que

(AU, U)s = (us, u)pearrzy + (—Au + kCu — Bv — Dn, up) — K(ug, u)pcrrzy
+ ﬁ<ut7 U> + <Ut7 U)D(B1/2) + <_ﬁu - BU) Ut>
+ Bve u) + (ue+ T, m)y

Desenvolvendo o produto, utilizando as propriedades de linearidade de
produtos internos, de operadores auto-adjuntos e tomando a parte real vem
que

R@(AU, U>S = —R€<D77> ut) + R€<uta 77>X1 + R€<T777 77>X1 . (425)

Notemos, ainda, que pela defini¢do do operador D em (4.22) e do espago

48



ponderado x; temos que Re(Dn,u,) = Re(ut, n),,. De fato,

Re(Dn, us) = Re// Cng(s)dsudr =
0

Re// C'2nC P ug(s)dsdr = Re(uy, n)y,
0

Asgsim,

Re(AU,U)s = Re(Tn,m)y,- (4.26)

Lembrando que T'= —0d, vem que

Re(AU,U)s = Re(—1s,m)xy = Re/ —/C1/2n5C1/217dxg(s)ds =
0

1

* 14 * /
Re [ =5 IC () Py(s)ds = 5Re [ € (s) P (s)ds <.
0 S 2 0

Nos calculos acima consideramos propriedades de operadores auto-adjuntos,
integracdo por partes considerando que ||C27(s)||?g(s) se anula em 0 e +o0
e a segunda hipotese de (4.9), isto é, ¢'(s) < 0.

Para verificar que ||C'/?1(s)||?g(s) se anula em 0 e +oo basta observar
pelas condigoes iniciais que 17(0) = 0 e que lims ., g(s) = 0. Esta altima
pode-se mostrar por contradi¢do. Suponhamos que lim, ., g(s) = ¢ > 0.
Como ¢'(s) < 0, entdo, g(s) > g(00), Vs > 0. Dai, [~ g(s)ds > [;~ cds = 0o
contradizendo a primeira das hipoteses em (4.9).

Portanto, temos concluido que o operador linear A é dissipativo.

Agora, mostraremos que o operador (I —.A) é sobrejetivo. Isto é, mostraremos
que Im(I — A) =S. De fato, considerando a equagao resolvente

(I- AU =F,

para F' = [f1, fa, f3, f1, f5]7 € S e para A = 1 temos que

U — uy fi

uy + Au — kCu + Pv + Dn fa
U= = I3

v + PBu + Bu fa
n—uy—Tn s

Em termos de suas componentes a equacao acima nos diz que
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u—u =fi € DAY?) (4.27)

uy + Au — kCu + fv + / Cng(s)ds=f, €H (4.28)
0

v—uv=fy € DBY? (4.29)

u+pPu+Bv=f, €H (4.30)

n—w+ns=17r €x (4.31)

Buscamos solugdo U € D(A). Pela equacio (4.28) u € D(A)(D(C).
Da equagao (4.27) temos que u; € D(AY?) e por (4.31) u; € x;. Dai u; €
D(AY2) xa.

Resolvendo a equagao diferencial (4.31) obtemos a solu¢ao

nis)=(1—e*)u+e* /S e’ f5(t)dt.

0

Substituindo u; da equacdo (4.27) nesta altima igualdade vem que
nis)=1—-e)u—(1—-e*)fi + es/ el f5(t)dt.
0

Agora, substituindo 7(s) obtida e u; na equagao (4.28) obtemos

u+ Au— (k — K1)Cu + fv = Oy,

onde 0 < k1 = [[7(1— e *)g(s)ds < ke

Oy = fot+ fi+mCfi — e / et £ (1)t € H.

0
Substituindo v; obtida da equagdo (4.29) na equacdo (4.30) obtemos
v+ Bo + fu = &y,

onde (I)Q = f4+f3 cH.

Note que para mostrarmos que existe uma solugao em D(A) para o sis-
tema (4.27)-(4.31), basta mostrar que existe uma solu¢ao para o sistema

A/U‘i‘ﬁl}:@l
B'v+ fu =&y ’
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onde A'=T+A—-(k—k)CeB =1+B.

Definimos £ : D(A'Y?) x D(B'/?) — [D(AY?)] x [D(B'?)] o operador
linear dado por
L(u,v) = (A'u+ Bv,B'v + Bu).

Temos que

(L(u,v), (u,0)) = [lul] + [|AY2ull* — (5 — £2)[IC2ul|* + Blv, u)
+ [l + B0 + 5{u, v)
> CallAY2ul|? + [IBY20]|? + mau + v]|?
> my (||AY?ul|? + [|B'20]|?).

onde my; = min{1, 5}, my = min{Cy, 1} e C4 vem da condicao (4.8).

Portanto, B : [[D(Al/z)]’ X [D(Blﬂ)]’} X H — R a forma bilinear dada
por
B((Ul, Ul); (UQ, U2>) - <£(U1, Ul)a (u27 U2)>
é coersiva.

Além disso, esta forma bilinear é limitada. Isto é, existe K > 0 tal que

B((uh Ul)v (UQ’ UQ)) < KH (ub Ul) ||D(A1/2)><D(IB1/2) || (u27 UQ) ||D(A1/2)><D(]B1/2)~ Para
isto, basta mostrar que £ é limitado e aplicar a desigualdade de Cauchy-
Schwarz em B((ul, v1), (uz, U2>). De fato, mostraremos que £ é limitado.

Temos que

1L (u,v)||* = HA’U + ﬁvHQ + H]B%’v + ﬁuHQ
< lul® + [AY2ul® + (5 = k)2 |CY2ul? + 82|01
+ol* + B0 + 5% lu|?
< KP(|AY2ul® + 1B 2ul®) = K2/ (w,0) |32y wp@2):

onde utilizamos o fato de existirem constantes ¢; e ¢y que dependem dos
menores autovalores de A e B, respectivamente, tais que |Ju? < c;||AY?ul|?
e Jlull® < 2| B ?ul]?.

Como S é Hilbert (e conseqiientemente, reflexivo) e A é dissipativo com
I — A sobrejetivo temos que D(A) = S. Portanto, pelo teorema de Lumer-
Phillips segue o resultado.

]
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4.5 Falta de Decaimento Exponencial

Nesta se¢ao mostraremos que o operador R(A : A) = (M — A)~! ndo é

uniformemente limitado para o caso em que v < 0 e « < 1 ou caso v > 0
e « é real. Assim, pelo Teorema de Priiss (Teorema 1.2.8) que estabelece
condicao necessaria e suficiente para que haja decaimento exponencial de um
Co-semigrupo de contragoes, temos que o semigrupo associado ao nosso prob-
lema nao é exponencialmente estavel. Nos célculos desenvolvidos assumimos
que a funcao kernel de memoria é dada por g(s) = e, para todo s > 0
e algum p > 0 fixo. Também consideremos que os operadores A, B e C
tém todos os mesmos autovetores e,,, para os quais temos que Ae,, = \,em,
Be,, = A} en e Ce,, = A e, onde A, — +00 quando m — +o0.

Em seguida os teorema estabelecem os resultados para o nao decaimento
exponencial.

451 Casovy<0ea<l

Teorema 4.5.1. Considerando que a fun¢io kernel € da forma g(s) = e #*
para todo s > 0 e algum p > 0 firo e que o < 1 ey <0, entao o semigrupo
T(t) = e* sobre S ndo é exponencialmente estdvel.

Demonstracao. Nossa intencao na demonstracao ¢ exibir alguma seqiiéncia
de fungoes F,, = [Fim, Fom, Fsm, Fim, Fsm]? € S para as quais a
seqiiéncia de solugoes obtidas da equagao resolvente (A — A)U,, = F,, nao
seja uniformemente limitada. Desta forma, concluiremos que o operador
resolvente R(\ : A) = (M — A)~! nio uniformemente limitado, pois, U,, =
(A — A)7F,,.
Assim, seja a equacao resolvente
(wl — AU, =F,,
onde w € C, o conjunto dos ntimeros complexos.

Escrevendo a equagdo resolvente (wl — A)U,, = F,,, em termos de suas
componentes temos que

wu —u = Fy (4.32)
wuy + Au — kCu+ v +Dn' = Fy (4.33)
wv — v = Fy (4.34)
w4+ fu+ Bv = F, (4.35)
wn —u, —Tn' = F; (4.36)
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onde omitimos o subscrito m para nao sobrecarregar a notagao.
—a+ta

T 7 -l T
Fagamos Fm - [Fl,my FZ,my F3,m7 F4,m7 F5,m] = [Oa Oa 07 O) Am® € Mmsem] ’
onde a é uma constante pequena que sera analisada posteriormente. Agora,
supomos solu¢oes da forma

Um == [um> Ut ms Umy Ut,m, Ut]T = [perm 4€m, TEm, t€m> ¢(S)em]T7
onde p,q,r,t € C, com p #re ¢(s) € L2(R").
Assim, susbstituindo U,, = [pem, q€m, Tem, tem, ¢(s)en)’ e F,, =
Lﬂ a . . o7
[0, 0, 0, 0, Mp? e #me,,]T no sistema anterior e utilizando T = —0, e
(4.22) reescrevemos o sistema na forma abaixo.
wp—q=0 (4.37)
WG+ Aup — KASp + Br + / Ano(s)g(s)ds =0 (4.38)
0
wr—t=0 (4.39)
wt+ Fp+A)r=0 (4.40)
—a+a a
w(s) = g+ ds(s) = Am” e (4.41)
Da equagao (4.37) temos ¢ = wp que substituido em (4.38) resulta
TP + Amp — KA p + Br + / Ao d(s)g(s)ds = 0. (4.42)
0
De (4.39) temos que ¢t = wr e substituindo em (4.40) segue que
@’r + Bp+ Al,r = 0. (4.43)

Multiplicando a equagao (4.42) por p e a equagao (4.43) por r e subtraindo
as equacoes obtidas, resulta que:

w2(p2 — r2) + \p? — Ii)\%pQ +p/ A2 B(s)g(s)ds — )\?nr2 =0. (4.44)
0

Agora, fazendo @w?(p* — r?) + A\up? — A\),r? = 0 e supondo que 7 = kp,
com k € C, segue que
Amk? — A\

m = E
“ 1— k2
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Notemos que w,, tende arbitrariamente ao eixo imaginario quando m
tende ao infinito, pois, estamos considerando v < 0.

Além disso, com a suposi¢ao acima e substituindo k, da equagao (4.44)
segue que

7 " g(s)ds = / " 6(8)a(s)ds. (4.45)

Resolvendo a equagao diferencial (4.41) — basta multiplicar a equagao por
e=m* e notar que wpd(s)e®m +py(s)e™m* = (¢(s)e™*) — e utilizando (4.37)
obtemos a solucao

Das condigbes iniciais temos que 7(0) = 0, entdo 0 = 7n(0) = ¢(0)e,,
donde ¢(0) = 0. Utilizando este fato obtemos

—a+ta
AmZ
c=—-p— ——.
b W — AL,
Portanto,
A A
m —WmS m —A% s
s)=| —p————— e """ +p+ ———e ", 4.46
(s) ( p wm_%> Pt o (4.46)
Agora, utilizaremos a hipotese de que g(s) = e #° e substituimos na

condic¢do (4.45). Daf
p/ e“sds:/ o(s)e Hds. (4.47)
0 0

Resolvendo o lado esquerdo da equacao acima vem que

o9 e~ 18
p/ e "ds=p
0 —H

[e.9] p
=< 448
0 T (4.48)
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Do lado direito, substituindo (4.46), vem que

00 00 )\ﬂlzﬂ /\%ﬂ
/0 ¢(S)€7‘usd5’ = /0 [( —p— mr:”__)\gﬂ) e~ @ms +p+ vam—_)\?ne)\?nsl e M ds

—a+ta
)\mQ (o) o
:<_p______)/ fwmw““+p/ .
Wm — Ay 0 0

—a+ta —a+a
_ /\m2 1 + p + )\m2 1
I YA R RyA TR =R Vi D VR

Logo, igualando os dois tltimos resultados obtemos

A | At 1
I T — Ny | T+ T — Ay, | A%+

donde obtemos

—ata —ata
p [ A < 1 | )_ A
Do+t \ @ =A% NN+ @+ (A ) (@ + )

—a+ta

Assim, p = ’\/\73 iu . Com efeito, se p > 0 temos que
—a+ta —a+ta
B )\mz - )\mz
PR

Isto implica que p ~ co)w; 2 , para algum ¢y > 0, quando \,, — +o00.
Além disso, como a < 1, existe um a > 0 tal que a+a < 1,isto é, 1—a—a > 0.
Como assumimos que u = pe,,, temos que

l—a—a
2

lullpearzy = \l?p = Am * ™ — +o0,

quando \,, — +o0co. Portanto a condicao do Teorema de Priiss nao é satis-
feitas para as hipoteses assumidas quando v < 0 e a < 1.

[]
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4.5.2 Casov>0eacR

Teorema 4.5.2. Considerando que a fun¢io kernel é da forma g(s) = e #*
para todo s > 0 e algum p > 0 fizo e que vy > 0, entdo o semigrupo T(t) = et
sobre S nao € exponencialmente estdvel.

Demonstracao. Analogamente ao que foi feito no teorema anterior, exibire-
mos uma seqiiéncia de fungoes F,, = [Fim, Fony Fsm, Fim, Fsm)t € S
para as quais a seqiiéncia de solugbes obtidas da equagao resolvente (Al —
A)U,, = F,, ndo seja uniformemente limitada.

Assim, seja a equacao resolvente
(wl — A)U,, =F,,

onde w € C, o conjunto dos ntimeros complexos.

Considerando nesta equagao resolvente (wl — A)U,, = F,, que

Fm = m © 3 6_7 m © ) 6_7 0:|
4 4 4 4
e supondo solugoes da forma U,, = [pem, @€m, Tem, tem, &(s)en|’ onde

p7Q7r)t €Ce ¢(8) € LZ(RJr) obtemos

)\71

WP = 4= (4.49)
o 1
wq + Amp — KALD + Or + / A2 d(s)g(s)ds = 1 (4.50)
0

A7
wr —t= e (4.51)
wt+ Bp+ A)r = 111 (4.52)
wo(s) —q+ ¢s(s) =0. (4.53)

Agora, consideramos que w pertence ao eixo imaginério. Isto é, utlilizare-
mos w = 19, onde § € R.

Calculando ¢ pela equagao (4.49), substituindo o valor encontrado na
equagao (4.53) e resolvendo a equacao diferencial obtida resulta que



Como, pelas condigoes iniciais, ¢(0) = 0, segue que ¢ = ’\7 — p. Logo, a

equacao anterior fica

P A —
ols) =p— 72+ (7 —p)e (4.54)
Calculando t pela equagao (4.51) e substituindo em (4.52) segue que
—8*r 4 Bp+ Nr = i + zéﬁ (4.55)

Fazendo § = A}/ segue da equacdo anterior que p — 1/(48) quando
m — oo.
Tomando o limite quando A, tende ao infinito em (4.54) temos que
1 1
¢(s) — 1548
Agora substituindo ¢ e ¢(s) na equagao (4.50) obtemos
-1

—52p—|—)\mp mAap+ﬁT+/ /\‘fnpg(s)ds—/ /\%4’% g(s)ds
0 0 l

-1

> o >\m —10s o . m
+/0 A (E —p) g(s)ds = 1_1+MST'

—ids

Lembrando que 62 = \), e g(s) = e ** vem que

AN L R G
diop | prao\ais Y) T4 4

—Anp+ Amp + Or —

Disto, segue que

)\a 1 )\—7 L A%—lﬁ—l 5—1 . )\T—nlﬁ—l
p+ 5)( * 5_)6 +4u(,u—i—i(5)+ 4 i 4

(m — A+

Da equagao (4.49) temos

1 AT At
0= (g+in=)e -5

Observando que
lgenI* = lal?,

temos que
Ul = llgem|* = lal* — oo.

Portanto, (A —.A)~! & ndo limitado quando A ¢ um imaginério puro. Isto

conclui a demonstracao.
[
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4.6 Estabilidade Polinomial

Nesta secao analisaremos o comportamento assintético da solucao do prob-
lema (4.5) com as condigoes iniciais (4.6) quando v < 1 e v > 1. Da mesma
forma que foi feito na secao anterior, supomos que a funcao kernel de memoria
decai exponencialmente.

Inicialmente introduzimos o funcional de energia dado por

61 = E(), &(0) = 5IULDIE (1) = SIA U3
1

— 1 —Q 1 —
Elt) = SIBUPUWE,  E() = SIACPUE, &) = 5B UL @)2.

2
(4.56)

No que se segue serao enunciados e demonstrados algun lemas de grande
importancia na demonstracao do teorema sobre decaimento polinomial no
final desta se¢do. Assumimos que sejam validas as hipoteses (4.9) para a
funcao kernel de memoria e que os dados iniciais

(u07 Uy, Yo, V1, 770) GD(B(lia)/QAl/Q) X 'D(B(lfa)/Q)X
D(B'~/?) x DB V/?) x A, (4.57)

Lema 4.6.1. Sunpondo que U(t) = [u, u;, v, vy, 0|t € solugdo de (4.5),
entao, os funcionais de energia satisfazem

Ge) =5 [T 1) P s)ds < 0

e = [T 1A () g (s)as < 0

Ge) =5 [T B0 Re () P (s)ds < 0

e =5 [T 1A ) g s)as < 0

Ge) =5 [ IBURC Py (s 0. @58)

Demonstragao. Se tomarmos AU=®)/20 = [A0-0)/2y  A0=a)/2y, - A0=a)/2y
A0=)/2y, - AO=0)/2nT o Teorema 4.4.1, ao invés de U(t), concluimos que

d 1 [

EEg(t) = (AA-9/2y AU=a)/21)) = 5/0 |AT=2CY 20t ()24 (s)ds < 0.

[]
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Nossa intengdo é obter um funcional de Lyapunov adequado L£(t) satis-
fazendo a seguinte desigualdade

d

Para isso, construiremos funcionais auxiliares cujas derivadas fornegam
termos negativos da energia & (t) até que possamos reescrever toda a primeira
energia. Um funcional adequado serd a soma destes funcionais auxiliares.
Assim, sejam os funcionais

[y (t) = (ug, ) (4.59)
[a(t) = —<ut, /000 nt(s)g(s)ds> (4.60)
[3(t) = (v, v) (4.61)

Tu(t) = (ug, ve) + (AY2uy, AY?0) — £(CY 20, CY%0)

+<chmﬂ@ﬂ@%£W%> (4.62)

Lema 4.6.2. Sunpondo que U(t) = [u, u;, v, vi, 0|t € solugdo de (4.5),
entao, o funcional I'y satisfaz

d

ZT1(#) = wll” = A2l + 4[| C2u?

_<AchﬂMMQ%ﬁW%>—Mww-

Demonstra¢ao. Multiplicando a primeira equagao em (4.5) por u e integrando
em H obtemos

(uge, u) + (Au, u) — k(Cu, u) </ Cn'(s)g(s)ds u> + B(v,u) = 0.

Substituindo (us, u) = 4L (u;, u) — |lu||* vem que

gt ;

Disto, segue o resultado.

29

d oo
— ut,u>—HutH2+HAl/QuHQ—/ﬂ|]C1/QuH2+</ Cl/Qnt(s)g(s)ds,C1/2u>+ﬁ<v,u> = 0.



Lema 4.6.3. Sunpondo que U(t) = [u, u;, v, vi, 0|t € solugdo de (4.5),
entao, o funcional I'y satisfaz

%%: — el | - <u / () (5)d > <M / AV d>
_/<;<Cl/2 / Cl/2 t( )g( ) >+ﬁ< 7/0 Ut(S)g(S)dS>

2

+

/ T O (8)g(s)ds

0

Demonstracao. Multiplicando a primeira equag¢ao em (4.5) por fooo n'(s)g(s)ds
e integrando em H obtemos

(e [t Gatsyis) + (. [
([ et [ i) +o(o. [

[e.9]

s)a(s)s) = w(Cu [ (s)ate)ds)

h nt(s)g(s)ds> =0.
(4.63)

Fazendo X = <utt, I nt(s)g(s)ds> vem que

X = o [T Gatonis) = ([ is)a(s)as).
Lembrando (4.4) temos que 7, + 15 = u(t), logo
X = G [ Glats)as) = (ue [ watoyis) + (ue, [ nonts)ds)
jt<ut, /000 nt(s)g(s)ds> - <ut,ut /000 g(s)d8> + <ut, /000 ns(s)g(s)ds>

(i<m, /OOO nt(S)g(S)d$> — klug|® + <Ut7 /000 ns(s)g(s)ds>,

Agora lembrando que 7)°(s)g(s) se anula em 0 e +00 segue que [~ n,(s)g(s)ds =
— fo s)ds ap0s integrarmos por partes. Assim,

X = jt<ut, | eates) = sl = (ue [0 )ds),
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Agora, substituindo X em (4.63) segue que

o [ Gatords) = sl = (u, ot >ds>

+<A1/2u’/omAl/2nt(S)g(> w(C / C(s)g(s)ds )

([T et s, [ es)glss) + (e, / 7 ($)g(s)ds) = 0.
)

(4.64

o0

Dai, segue o resultado.
O

Lema 4.6.4. Sunpondo que U(t) = [u, u, v, vy, 0|7 € solugio de (4.5),
entao, o funcional I's satisfaz

d
2 Ta(t) = loel* — [BY2ul|” = B(u, v).

Demonstra¢ao. Multiplicando a segunda equagao em (4.5) por v e integrando
em H obtemos
(v, v) + (Bo,v) + B(u,v) = 0.

Substituindo (v, v) = 4 (v, v) — [|ve]|? vem que

d

p —{vg,v) — |Jve||* + <B1/20,IB%1/2U> + f{u,v) = 0.

Isto conclui a demosntracao.
O

Lema 4.6.5. Sunpondo que U(t) = [u, u;, v, vy, 0|t € solugdo de (4.5),
entao, o funcional I'y satisfaz

d
—T4(t) = — 5”“:&”2 — B{ug, u) — (BI/QU Bl/2v> + <A1/2utt,A1/21)>

dt
I€<(C1/2utt,(c1/2 / Cl/277tt g(s)ds, /2, >

Demonstracao. Basta derivar a primeira equagao de (4.5) e substituir uy, e
Ve €I

d
dt

Segue o resultado. ]

— (Upt, V) = (Uger, V) + (Upe, Vge)-
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Lema 4.6.6. Com a hipdtese dos lemas anteiores, os funcionais satisfazem
as destqualdades abaixo.

1. Para o funcional T'y(t) temos que

d €
2010 < Jluall® = A2l + (i + 5 ) €202+

1
_||77t||X1 - 6(1)’ U>,’
2¢

2. equanto que I'y satisfaz

d € € €
Z0a(t) < — (6= 5 ) lual + S 1A 2u] + Z[|C /2l

c [ €
o [ IA e ) Pg(s)ds + 5 B
0

N (1 N C(a?) + /;Z + C(ﬁ2)> /OOO IC 20 ()29 (s)ds.

3. e para ['y(t)

d 20(0
)< — Bl + 2 arrzyp 4 oy mivzp
dt 2e
b [ B i (5)Pys)ds 4w [ [BOCY () Po(s)ds
0 0
b [ JACRC () Pg(s)ds + oy [ ACAC () Pg(s)ds
0 0
b [ IC s Po(s)ds + o [ 1€ () P(s)as.
0 0
(4.65)
Demonstracao. 1. Para mostrar a primeira desigualdade, basta aplicar a

desigualdade de Cauchy-Schwarz no termo < IS C2nt(s)g(s)ds, (Cl/2u>,

notar que H I (Cl/Qnt(s)g(s)dsH < ||7*|ly, e aplicar a desigualdade de

Young.

2. A dltima das hipoteses em (4.9) nos diz que —ag(s) < ¢'(s) < —bg(s) e,
além disso, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, Young e positividade
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dos operadores seque que

o , € Cla®) [
(uee [0 61y < Sl + S [ e @) Pt
@wm/‘w%%mw@sgmww+;/|m“V%Wmﬂm@@
0 €Jo
Cl/2 Oo(cl/2 ¢ ds) < € Cl/2 “_2 (CI/Q ¢
m\C P | n'(s)g(s)ds ) < SIIC"ull + || (8)[IPg(s)ds

0

ﬁ@Am%MWQ_HWW+<%/\W”%wm>

0

3. Novamente, basta lembra da tltima das hipoteses em (4.9), usar a
relacao ny — nss = uy, a positividade dos operadores, o fato de que
D(A™) cC D(A™) quando 0 < ry < 7y, em particular, a desigualdade
decorrente da imersao compacta D(AY) C D(A) (pois v > 1) e aplicar
as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young.

]

As constantes envolvidas nos lemas anteriores sao todas positivas e podem
ser explicitamente encontradas. Do fato das escolhas dos € serem arbitrarias
podemos obter o seguinte

Teorema 4.6.1. Supondo que o < 1 ey > 1, existe uma constante positiva
M’ tal que
M
< > &(0)
i=1

Demonstracao. Dos lemas anteriores, podemos escolher constantes positivas
M; e §;, tais que o funcional

L) =D MER) + > 6,T;(t)

satisfaz

d o0
—%@s4mm—m/nx%mwwam/nwwm@@
0 0

dt
(4.66)
onde Ky, Ky > 0.
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Entao, temos que

d

— < —

dtc(t) < —C& (1),
onde C' = C(8;, M;).

Portanto, integrando a desigualdade (4.66) acima no intervalo [0,¢] vem
que

L(t) + c/t Ei(s)ds < L£(0) <~ M;E(0).

=1

Logo,

Como 4 [té’l (t)] =& (t) + t£& (1) < &i(t) vem que

11 (t) < /Ot £1(s)ds < %Z&(O).

Disto concluimos o resultado
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4.7 Aplicacoes

Exemplo 1

O sistema

uy — Au+ [ g(s)Au(t — s)ds + fv =0
Vg — Av+ fu =10 em RT x Q

satisfazendo a condi¢ao de contorno u = v = 0 sobre R™ x 99 e a condicao
inicial

u(—t) = up(t), Vit > 0; v(0) = vy;

u(0) = ug, v,(0) = vy,

é uma caso particular do problema abstrato deste capitulo. Neste caso, temos
H = L*(Q). Além disso, A : L*(Q) D D(A) — L*(Q) com A = —A e
D(A) = H*(Q) N Hy(Q).

Temos que B = A com D(A) = D(B) e D(AY?) = D(BY?) = H}(Q).

Temos a seguinte caracterizagao para A

1. é positivo definido;
2. é auto-adjunto;

3. D(AY?) = HL(Q).

A energia é dada por

1
€(t)—§</|ut\2dx+/\Vu\2dx—/<;/\Vu\zdx+/\vt\2dx

—|—/|Vv|2da:—|—/OOO/|V77t|2d$9(3)d8+2ﬁ/u‘vdx>' (4.67)

Este problema pode ser escrito como uma equacao de evolucao definida
em S = D(AY2)x HxD(BY2)x Hx 1 = H} () x L2(Q) x H} () x L2(2) x x1
na forma

dt

iUt)=AU(t), Vt>0,
{#2% |

(4.68)

onde o operador A foi definido no decorrer do capitulo e U (t) = [u, us, v, v, n)7

U(t) = [ug, u1,vo,v1,m0]" € S.

Y
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O operador A, associado a esta equacao, é dissipativo e satisfaz as condigoes
do Teorema de Lumer-Phillips, portanto, é gerador infinitesimal de um C)-
semigrupo de contra¢do em S. Quando Uy € D(A) existe solucao tnica para
o problema.

Como a caracterizacao acima é caso particular da formulacao feita neste
capitulo segue a existéncia de solucao tinica para este problema. Além disso,
como v =1 e a = 1 segue que este sistema nao ¢ exponencialmente estavel,
todavia, é polinomialmente estavel.

Exemplo 2

O sistema

uy — Au+ [ g(s)Au(t — s)ds + fv =0
vy + A%0 + Bu=0 em RT x Q

satisfazendo a condicao de contorno u = v = Av = 0 sobre R x 90 e a
condicao inicial

{ u(—t) =uo(t),  Vt>0;  v(0)= v
u(0) = ug, v(0) = vy.

também ¢ caso particular. Neste problema, temos H = L*(Q). Além disso,
A:L*(Q) DD(A) — L*(Q2) com A = —A e D(A) = H*(Q) N HL(Q).

O operador B : L?(Q) D D(B) — L*(2) é tal que B = A% e D(B) =
HY(Q) N HZ(R).

Também D(AY?) = HL(Q) e D(BY?) = HZ(Q).

Todos os resultados do exemplo 1 também sao validos neste exemplo.

Exemplo 3
Seja

ug — Au+ [5° g(s)u(t — s)ds + v =0
vy — Av+ fu=0 em RT x Q

satisfazendo a condi¢ao de contorno u = v = 0 sobre R™ x 99 e a condicao
inicial

u(—t) = up(t), Vit > 0; v(0) = vy;

ut(O) = Uy, Ut(O) = V1.
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O semigrupo associado a este problema nao decai exponenciamente, no
entanto, temos decaimento polinomial da energia.

Exemplo 4

O sistema abaixo

ug — Au+ [;° g(s)u(t — s)ds + v =0
vy + A2+ Bu =0 em RT x Q

satisfazendo a condi¢do de contorno u = v = Av = 0 sobre RT x 90 e a
condicao inicial

{ u(—t) = up(t), vt > 0; v(0) = vy;
u(0) = ug, v:(0) = vy.

também possui decaimento polinomial da energia.
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