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Resumo

Nesta dissertacao abordaremos o Método de Galerkin para uma classe de problemas
elipticos. Mais precisamente, o método serd aplicado para mostrarmos a existéncia
de solugao para problemas envolvendo os operadores Laplaciano, p-Laplaciano e a um

sistema.

Palavras-chave: Problemas elipticos, método de Galerkin, grau de Brouwer.



Abstract

In this dissertation we discuss the Galerkin method for a class of elliptic problems.
More specifically, the method will be applied to show the existence of solution to problems

involving Laplacian and p-Laplacian operators and a system.

Key-words: Elliptic Problems, Galerkin’s method, the Brouwer’s Degree.
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Introducao

O objetivo principal desta dissertacao é estudar uma importante ferramenta para
resolucao de Problemas Diferenciais Elipticos, que é o Método de Galerkin. Este é baseado
na Teoria do Grau topoldgico, e consiste em aproximar os espacos de Sobolev TW1?(Q)
por uma sequencia de espacos de dimensao finita.

Este estudo serd baseado em notas de um minicurso ministrado pelo Prof. Dr.
Claudianor O. Alves na Universidade Federal de Campina Grande no ano de 2002, e
no segundo capitulo do livro do Kesavan [13]. Aplicaremos o método para estudarmos
algumas classes de problemas elipticos que envolvem os operadores Laplaciano e p-
Laplaciano, e também a um sistema.

Para uma melhor compreensao este texto sera escrito com a seguinte estruturacao:

No Capitulo 1 estudaremos os principais resultados da teoria do Grau topoldgico de
Brouwer, o qual pode ser visto em [13].

No Capitulo 2 mostraremos a existéncia de solucao para a seguinte classe de problemas

—Av = f(z,v) em Q
v o= 0 sobre 0f)

(P

onde © C IRY é um dominio limitado com fronteira suave, e a nao linearidade f tem
crescimento subcritico ou critico.

No Capitulo 3, o estudo é desenvolvido para se obter solugoes do problema

—Av = M+ f(z,v) em
v >0 em (P)2
v=>0 sobre Of).

o qual é um problema do tipo concavo e convexo.



Com o objetivo de ilustrar que esta importante ferramenta é aplicavel a diversas classes
de problemas elipticos, no Capitulo 4 mostraremos a existéncia e unicidade de solugao

para o sistema

—Av+u = filr,u,v) em
Aut+v = fo(z,u,v) em (S).

u=v =0 sobre 0f2.
Vale a pena ressaltar que um dos trabalhos pioneiros envolvendo o método de Galerkin

aplicado a sistemas elipticos nao-lineares foi publicado por Alves e de Figueiredo [4] em
2003, no qual eles mostram a existéncia de solugao para um sistema do tipo concavo e
cONvexo.

No Capitulo 5 o método sera usado para encontrarmos solugao para o problema

-Ayp = f(z,u) em Q
u = 0 sobre 0f)

(P)s

que envolve o operador p-Laplaciano.

Este trabalho possui ainda dois apéndices. No apéndice A destacamos um resultado
devido a Ambrosetti, Brézis e Cerami [5], que envolve subsolugao e supersolugao, e sera
usado no capitulo 3 para garantir uma boa estimativa para a solu¢do do problema (P)s.
No apéndice B, apresentamos algumas defini¢bes e teoremas bésicos que foram usados
neste estudo.

No corpo desta dissertacao usaremos as seguintes notagoes:

m : fim de uma demonstragao,

B,.(x) : bola aberta de centro x e raio r,
— @ convergéncia forte,

—: convergeéncia fraca,

|A| : medida de Lebesgue de um conjunto A,

/ f : denota / f(z)dx,

Q Q .

|fls = flrs) = (/Q|f\sdx)s .1 <5< o0,

|f|s(B,«(a;)) =\f L5(By(z)) = (/B-(a:) |f|sdx> ’ , 1 < s < o0,

191 = Wy = ([ 19 2a)"




(u,v): produto interno no IRY,
< f,v >: par de dualidade, ou seja, f(v),
L(IRYIRY): Espaco dos transformacoes lineares definidas sobre IR".



Capitulo 1

O grau topoldgico de Brouwer

Neste capitulo estudaremos os principais resultados sobre o grau topolégico de Brouwer

(ver [13] para maiores detalhes).

1.1 Definicao do Grau

O grau topoldgico é uma ferramenta muito utilizada no estudo da existéncia de solucoes
para equacoes nao lineares. Neste capitulo estudaremos a versao do grau para dimensao
finita conhecido como o grau de Brouwer.

Seja. @ C TRY um aberto limitado e C*(Q;RY) o espaco das funcoes
f:Q — IRY que sdo k vezes diferencidveis em 2, tal que estas funcoes e todas as
suas derivadas até ordem k podem ser extendidas continuamente para .

Considere f € CYLIRY) e recorde que f'(z) € L(RY,RY) e logo, pode ser
representado por uma matrix n X n. No que segue considere S = {z € ; J¢(x) = 0},

onde Jy(z) = det(f'(x)).

Definigio 1.1 :  Seja f : Q — RY wuma funcio em CYQLRY) e seja
b ¢ f(S)U f(0Q). Entao, definimos o grau topoldgico de Brouwer de f em relagdo a

Q no ponto b como

0 ,se f[7Hb) =0
S sgn(y(e)) s fU0) £0

zef~1(b)

d(f,Q,b) =



onde a funcao sgn é a funcao sinal que ¢é definida por

1 ,se t>0
sgn(t) = , 0
- , S€ <

e Jré o determinante de f'(z).

Note que como b ¢ f(S) U f(9N), entao f'(z) estd bem definida para x € f~1(b)
e Ji(z) # 0. Entdo, f'(z) : RY — IRY é um isomorfismo para todo z € f~1(b) e
pelo Teorema de funcgdo inversa (ver Teorema B.7 no apéndice B) f é invertivel em
uma vizinhanga de x. Consequentemente, como  é compacto, temos qgie f~1(b) C Q

é compacto, e portanto é finito e logo (1.1) estd bem definido. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.1 : Seja I : RY — RN « funcio identidade e f = I|q para Q2 C RY. Entdo,

1 ,se be

d(f,Q,b) = . be
, S€ .

Mais geralmente, se T : IRY — RN ¢ um operador linear inversivel, e se f = Tl|q , temos

que

sgn(detT) ,se be T(Q)

0 ,se be¢ T(Q).

d(f,€2,b) =

Note que sgn(detT) = (—=1)?, onde B é a soma das multiplicidades algébricas dos

autovalores negativos de T'.
Exemplo 1.2 : Seja Q2 = (—1,1) e defina
flx)=a*—&% parae < 1.
Entao, f'(z) =2x e f71(0) = {+e, —c}. Assim,
d(f,9Q,0) = 0.

Vimos que o grau ¢ igual a zero se b nao pertence a imagem de f. A reciproca, como
vimos no exemplo 1.2, é falsa. Entretanto, se d(f,(2,b) # 0, o conjunto solucao da equagao
f(z) = b é, de fato, nao vazio.

Gostariamos agora, de estender a definicao de grau para fungoes que sao apenas

continuas em ). Para isto, precisamos de alguns resultados preliminares. Iniciaremos

mostrando outra forma de se calcular o grau.
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Proposicdo 1.1 : Seja f € C*(;IRY) e b ¢ f(S)U f(09). Entdo, existe gq tal que,
para todo 0 < € < g,

d(f,,b) /@E ) — b)J;(z)dx (1.2)

onde . : RY — R ¢ uma func¢io C™ cujo suporte estd contido na bola B(0,¢) de centro

0 e raio €, tal que

/]RN we(x)dr =1 (1.3)

Demonstragao: Se f~'(b) = (), entao considere gy < p(b, f(Q)) (onde p(x, A) denota a
distancia do ponto x ao conjunto A). Se . satisfaz a condi¢ao acima, entao temos que
w-(f(x) —b) =0 e logo, (1.2) é verdadeira.

Considere agora f~1(b) = {x1, s, ..., T, }. Paracadal <i < m, temos que J;(z;) # 0,
e mais, pelo Teorema da fungao inversa (ver Teorema B.7 no apéndice B), existe uma

vizinhanca U; de x; e uma vizinhanca V; de b tal que as U; sao disjuntas duas a duas e
f|Ui . Z/{Z — Vz

¢ um homeomorfismo. Além disso, no interior dessas vizinhancas se necessario, podemos

supor que J¢|y, tenha sinal constante. Agora, considere £y > 0 tal que
B(b, Eo) C ﬂ;’;lvz

Seja W; = f~1(B(b;e0)) NU;. Entdo, os W; sao disjuntos dois a dois e J; tem sinal
constante em cada um deles. Dai, se 0 < ¢ < gy, como ¢.(f(z) —b) = 0 fora dos W},

temos que

| —be<>d=2/soE ) = D)Jy(a)da

= 3 sgn(Js(e) [, eef@) =Dl @)

= Ssonpe) [, o)y
por uma mudanca de varidvel em cada W; e por (1.3), o lado direito é exatamente
d(f,Q,b).

[ |

Usaremos a férmula (1.2) para provar que o grau permanece estavel quando b e f sdo

ligeiramente perturbadas. Para isto precisamos dos seguintes resultados técnicos:



Lema 1.1 : Seja g € C(Q,R¥ ") e
B; = det(0g, ..., 0;-19, 0i11G, ---, Ong).

Entao
> (=1)'9:B; =0 (1.4)

Lema 1.2 : Seja f € C*(;RY). Seja Ayj(w) o cofator da entrada O;f;(x) em J;(x).
Entao para todo 1 < j < N,

N
> 04 = 0. (1.5)
i=1

O Lema anterior é basicamente uma consequéncia do fato de que a ordem de derivacao

é irrelevante para funcoes C2. Por exemplo, se N = 2, entao
Ay = 0af2, Aor = =01 f2

A12 = _82f17A22 = alfla

e verificamos que, se f € C?,
O1A11 + 02 A = 01 A1z + O Ay = 0.

Proposigdo 1.2 : Seja f € C?(Q;RY), b ¢ £(09Q), po = p(b, f(9Q)) > 0 e b; € B(b; py)
para i =1,2. Se b; ¢ f(S), temos que

d(fa Qa bl) - d(f7 Qa b2)

Demonstracao: Claramente vamos supor, b; ¢ f(0€). Assim, por hipdtese, o grau

d(f,Q,b;) estd bem definido para i = 1,2. Seja
§<po—|b—bi,i=1,2.
Entao, existe € < 4 tal que
d(f, 0, b) /% ) — b,)J;(x)dz,i = 1,2,
onde @, satisfaz as mesmas condi¢oes da proposi¢ao (1.1). Entao,
Gy —b) —ply —br) = [ Spuly byt 1l — b))
= (b —by) /O1 V. (y — by + t(by — by))dt
= div(w(y))
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onde
w(y) = (/01 0 (y — by +t(by — bz))dt) (b1 — bg).

Agora, se y € f(09),

ly— (1 —t)by —tbe] = |(y—0)+ (1 —1)(b—by)+t(b—by)
> po— (L =1)(po —6) — t(po — 0)
= 0>c¢.

Como o suporte de ¢, esta contido na bola B(0; ), teremos que w(y) = 0 paray € f(0€2).

Agora, para 1 <7 < N, definimos
. Yl w(f(x)Aiy(z), el
0, reRV\ Q.
Pelas consideracoes feitas anteriormente, v; = 0, sobre 0€2. Agora,

dvi _ Moot S (f ()9 Ay ()
O; + 300 wi(f(2) 5= Ay ().

K3

» X

Assim,

Z;'\,[kzl %(f(x)) (Zi]\il %AU(J;))

+ 30 wi(f () (N 2 Ay(@)) -

Pelo Lema (1.2), o segundo termo do lado direito é igual a zero. Note que, pela definigao

dos Aijy

div(v(z)) = {

Assim,

Portanto temos que

d(f,Q2,b2) —d(f,Q,01) = | div(w(f(x))Js(x)dx

visto que v é igual a zero sobre 0.

n
Seja f € C*(Q;IRY), b ¢ f(99) e p como na proposicio anterior. Do Teorema de Sard

(ver Teorema B.11 no apéndice), o conjunto f(S) possue medida nula, existem valores
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regulares na B(b; pg), ou seja, existem valores f(b) = y tais que b ¢ S e o grau é o mesmo

em todos estes pontos. Somos assim conduzidos a proxima definigao.

Definigdo 1.2 : Seja f € C*(QIRY), b ¢ f(09), e po = p(b, f(OQ)). O grau de f em

relagao a £ no ponto b satisfaz
d(f,,b) = d(f, Q) (1.6)
onde b € algum valor reqular em B(b, po).

Proposicao 1.3 :  Seja f,g € C*>QLRY) e b ¢ f(09). Entdo, existe
e=¢(f,9,9), tal que, para 0 < |t| < ¢,

d(f +tg,Q,b) = d(f,Q,b). (1.7)

Demonstragao: 1° caso: Seja b ¢ f(Q2). Entao, d(f,Q,0) = 0e p = p(b, f(Q)) > 0.
Considere ¢ = p/2||g/lo (onde ||.|lso denota a norma em C(;RY)). Se |t| < e, entdo
p(b, f—1tg(Q)) > p/2 > 0eassim b & (f+1tg)(Q). Portanto, d(f +tg,Q,b) =0e (1.7) se
verifica, visto que todos os lados se anulam.
2° caso: Sejab ¢ f(S)e f7H(b) = {x1, 22, ...,z } tal que Jp(x;) # 0 para 1 <i < m.
Defina
h(t,x) = f(x) +tg(x) — b.

Entao, para 1 < < m,

(0, ;) = f'(2;)
e f'(x;) é invertivel, por suposi¢ao. Logo, pelo Teorema da fungao implicita (ver Teorema
B.8 no apéndice B), existe uma vizinhanga (—&;, ;) de 0 em IR, vizinhancas U; de ; em 2
disjuntas duas a duas, e fungoes ¢; : (—¢;,€) — U; tais que as solugoes de h(t,z) =0 em
(—e&4,€) X U; sdo da forma (t, p;(t)). Além disso, diminuindo as vizinhangas, se necessério,

podemos garantir que sgn(Jyi¢,(x)) = sgn(Js(z;)) em cada U;. Agora considere

€ = min &;.
1<i<m

A relag@o (1.7) é consequéncia da defini¢do de grau para o caso regular.



3° caso: Assuma agora que b € f(S). Seja py a distancia de b a f(092). Considere

by € B(b, po/3) tal que by é regular e existe €y > 0 tal que para todo 0 < |t| < &,
d(f + tga Qa bl) = d(fv Qa bl) = d(fv Qv b)

Agora considere ¢ < min{eg, po/3||g||oc}. Claramente, b ¢ (f + tg)(092) para [t| < . De
fato, p(b, (f +tg)(0)) > 2p/3 quando

1
[b—bal < po/3 < 5p(b, (f +19)(02)).
Consequentemente

e a demonstracao esta completa.
[
Agora estamos em condig¢oes de definir o grau para toda fungao continua. Seja
feCEERY), b f(OQ) e py = p(b, £(09Q)). Podemos sempre encontrar g € C*(Q;RY)
tal que ||g — flloo < po/2. Entao, b ¢ g(0f2) e o grau esta bem definido. Se ¢; e go s@o
fungoes satisfazendo a condigao acima, considere § = g1 — ¢g». Entao, para 0 < t < 1,

temos ||f — (g2 — t3)|lo < po €, pela proposigao 1.3, a fungao
d(t) = d(g2 +1g,,b)

¢ localmente constante, e portanto, pela conexidade de [0, 1], é constante neste intervalo.
Assim,

d(g1,Q,b) = d(g2,9,b).

Este comentario motiva a préxima defini¢ao.

Definicao 1.3 : Seja f,b e pg como acima. Entao, o grau de f em relagao a €2 no ponto
b € dado por
d(f, €%, b) = d(g,9,b) (1.8)

para algum g € C?(Q;IRY) tal que ||f — gllso < po/2-
Proposigao 1.4 : Seja f € C(Q;IRY) e b ¢ £(09Q). Entdo,

d(f,Q,b) =d(f —0,9Q,0) (1.9)
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Demonstragio: Se py = p(b, f(0Q)) = p(0,(f — b)(0N)) e se g € C*(Q;RY) tal que

lg = flloe < po/2, entdo
(g =6) = (f =B)llco = llg = flloo < po/2
e mais, por definicao,
d(f,Q,b) =d(g,Q,b) ed(f —b,Q2,0) =d(g —b,Q,0).

Se b ¢ imagem de um ponto em que Jy(x) = 0, entdo podemos encontrar um valor regular
by de g tal que
b —bi| < p(b, g(052))/2

d(g - bla an) = d(g - b,Q,O) € d(.ngvbl) = d(ga Q7b)
Como b; é um valor regular de g, entao
d(ga Qa bl) = d(g - blv Q7 0)

e a demonstragao esta completa.

1.2 As propriedades do Grau Topolégico de Brouwer
Nesta secao demonstraremos algumas propriedades béasicas do grau de Brouwer.

Teorema 1.1 (i) (Continuidade com relacdo a fungdo): Seja f € C(Q;RY) e
seja b ¢ f(0Q). Existe uma vizinhanca U de f em C(Q;RY) tal que para toda g € U,

d(g,2,b) = d(f,Q,b) (1.10)

(i) (Invaridancia do grau por Homotopia): Seja H € C(Q x [0,1];RY) tal que
b¢ H(OQ % [0,1]). Entdo, d(H(.,t),Q,b) ¢ independente de t.
(iii) O grau é constante, com relag¢do a b em cada componente conexa de IR \ f(052).
(iv) (Aditividade): Seja QN0 =0 e b & f(0) U f(0Q), onde f € C(QRY),
Q= QO UQy. Entao,
d(f,Q,b) =d(f,Q,b) +d(f,Q2,0). (1.11)

11



Demonstragao: (i)Defina
U={geCURIf - glle < po/4}

onde py = p(b, f(O2)) > 3po/4. Assim, b ¢ g(0f2) e o grau estd bem definido. Seja
h e C?(Q;RY) tal que || f — Al < po/8. Entdo,

3 1
lg = 1l < gpo < 5p(b 9(09)).

Portanto, por definicao,
d(g,,b) =d(h,Q,b) =d(f,Q,b).

(it) Pelo passo anterior, d(H(.,t),€,b) é localmente constante, logo, continuo e
portanto constante em [0, 1] por conexidade.

(iii) Em virtude de (1.9), d(f,Q,b) = d(f — b,£2,0) e mais, se |b — by| é pequeno,
d(f —5b,9,0) =d(f — b1,9,0). Assim, o grau é localmente constante e, logo, continuo e
constante sobre componentes conexas.

(iv) Seja py como em (i) e g uma fungao C? tal que ||f — glloo < po/2. Entdo, temos
que

d(g,Q,b) =d(f,,0b)
d(g,;,0) =d(f,,b),i=1,2.

Agora, B = B(b; py/2) é conexo e esta contido em IRY \ g(9Q), assim como em RY \ g(9£;)
para ¢ = 1,2, e portanto, em uma componente conexa para cada um destes conjuntos.
Pelo Teorema de Sard (ver Teorema B.11 no apéndice B), existe ¢ € B tal que este é um

valor regular de g e mais
d(g,,b) =d(g,9Q,¢) e d(g,,c) =d(g,,b)
para i = 1,2. Como g é C? e ¢ é regular, segue imediatamente da definicao de grau que
d(g,Q,¢c) =d(g,,c)+d(g,2s,c¢)

e o resultado estd demonstrado.

Proposicao 1.5 : Se f € C(Q;RY) eb ¢ f(Q), entdo d(f,Q,b) = 0. Equivalentemente,
se d(f,Q2,b) # 0, entdo existe x € 2 tal que f(z) = 0.

12



Demonstragao: Seja py = p(b, f(2)). Se g é C? tal que ||f — glloo < po/2, entdo
b ¢ g(Q). Assim, como b é um valor regular de g, temos que d(g,€,b) = 0 e o resultado

segue.

Corolario 1.1 : Se d(f,§,b) # 0, entao f(§2) € uma vizinhanga de b.

Demonstragio: Seja C;, uma componente conexa de IRY \ f(99) contendo b. Entdo,
para todo, ¢ € C,, temos d(f, €2, c) # 0 e mais, pela proposigao anterior, C, C f(2) e a

conclusao segue, pois (', é aberto.

Proposigao 1.6 : Seja K C Q um conjunto fechado e b & f(0Q) U f(K). Entao,
A(f,9.5) = d(f,9\ K, b)

Demonstragao: Considere g, uma fungao C? tal que d(g,,b) = d(f,Q,b) e tal que
b ¢ g(K). Agora considere ¢, um valor regular de g, suficientemente préximo de b tal que
c ¢ g(K) e pertence a alguma componente conexa em IR \ g(992) e RY \ g(3(2\ K)) que
contenha b. O resultado segue da definicao de grau para o caso regular.

n
Proposicao 1.7 : Seja f,g € C(Q,RY) tais que f = g em 0Q. Seja b ¢ f(0K). Entdo,
d(f,Q,b) =d(g,9,b)
Demonstragao: Defina H € C(Q x [0,1]; IRY) por
H(z,t)=tf(z)+ (1 —1t)g(x).

Entao H(.,t) = f = g na fronteira, e mais, d(H(.,t), 2, b) estd definido e independe de ¢.
O resultado segue tomando sucessivamente t =0 e t = 1.

Coroldrio 1.2 : Seja f,g € C(Q,RY). Assuma que existe H € C(09Q x [0,1],RY) tal

que H nunca assuma o valor b e tal que H(.,0) = flaq € H(.,1) = g|aq. Entdo
d(f,€,b) = d(g,9,b)

13



Demonstragao: Pelo Teorema de Tietze (ver Teorema B.12 no apéndice B), podemos
extender H para H € C(Q x [0,1];RY). Considere H(.,0) = f e H(.,1) = §. Entao, pela

invariancia do grau por homotopia,

d(f,$2,b) = d(g,2,0).

O resultado segue da proposicao anterior, sendo f = f e g = § na fronteira.

1.3 Teorema do ponto fixo de Brouwer

Os resultados que seguem sao de extrema importancia quando aplicamos o Método de

Galerkin.

Teorema 1.2 (Teorema do ponto fizo de Brouwer): Seja B,(z) C RY a bola de centro

emz eraior e f: B.(x) — B.(x) uma aplicagio continua. Entdo, f tem um ponto fizo.

Demonstragao: Vamos mostrar primeiro, o caso em que o centro x da bola é a origem.
Neste caso temos f : B.(0) — B,(0). Defina a aplicacio ¢ : B,.(0) — IR", dada por
©(y) =y — f(y) que é continua, pois é uma diferenca de fungoes continuas. Vamos supor
que

y— fy) #0,Vy € 0B,(0)
ou equivalentemente,

o(y) #0,Vy € 0B,(0)

pois, caso contrario, o teorema ja estaria demonstrado para o caso em que x = 0.

Agora, defina a seguinte homotopia:
H:B.(0)x[0,1] — RY
(v.1) = H(y.t)=y—tf(y).

Vamos mostrar que

0 ¢ H(9B,(0) x [0,1])

isto é, H(yo,to) # 0,Yyo € 0B,(0) e Yty € [0,1]. Se t =1 temos

H(y,1) =y — f(y) = v(y) # 0,y € 95,(0)
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mostrando que

0 ¢ H(OB,(0) x 1).

Agora, vamos analisar o caso em que t € [0,1) e y € dB,(0). Observe que,

[tf W)l =t W) < tr <7 =yl

e com isso,
l£f () < lyl.
Consequentemente,

tfy) #vy

de onde segue que

H(y,t) # 0,Yy € 0B,(0) e Vt € [0, 1).

Portanto,

0 ¢ H(9B,(0) x [0,1]).
Pelo item (ii) do Teorema 1.1, o grau é invariante por homotopia, entao:
d(H(.,t), B,(0),0) = constante,Vt € [0, 1]

e portanto,

Dai, segue que

entao,
d(p, B:(0),0) =1#0.
Agora, como consequéncia das propriedades do grau topolégico de Brouwer, existe

Yo € B.(0) tal que ¢(yo) = 0, implicando que

Yo — f(yo) =0

e com isso Yo = f(yo). Portanto, a aplicagao f tem um ponto fixo yy € B,(0).

Vamos agora provar o caso geral, onde o centro da bola B, é um ponto qualquer
z € RY. Considere a aplicacio ¢ : B,(0) — B,(0), dada por ¢(y) = f(z +y) —z. A
aplicacdo ¢ é continua e ¢(B,(0)) C B,(0), pois

o)l =1f(x+y) -z <r
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isto é, p(y) € B,(0). Assim, ¢ tem um ponto fixo z € B,.(0), ou seja, ¢(z) = z, implicando
que

flea+2z)=x+ 2

Denotando,

w=z+z € B,(x)

concluimos que f(w) = w. Mostrando que f tem um ponto fixo em B, (x).

O Teorema acima vale em situacoes mais gerais, como por exemplo

Teorema 1.3 : Seja K C IRY wm conjunto compacto e convezo, f : K — K uma

aplicacao continua. Entao f tem um ponto fixo.

Demonstracao: Se K é compacto do RY, entdo existe uma bola de centro em 0 e raio
R tal que K C Bg(0). Desde que K é fechado e convexo, seja P : RY — K a aplicacio

definida da seguinte maneira, dado = € IR, P,(z) € K é o tinico ponto tal que
o = Pela)] = min |o — y].

Defina f : Br(0) — K C Bg(0) por f(x) = f(Py(z)). Observe que f é continua pois é
composicao de funcoes continuas. Entao, do Teorema do ponto fixo de Brouwer, f possui
um ponto fixo xy. Como a imagem desta aplicacao estd contida em K, segue da definigao
de P que

Pk(.fllo) = 2.

Assim, xg = f(Py(x0)) = f(x0), 0 que prova o resultado.
[ |
Como aplicacao do Teorema do ponto fixo de Brouwer, temos o seguinte resultado que

tem fundamental importancia nesta dissertacao:

Teorema 1.4 (Lema fundamental): Seja f : RY — RY wma aplicacio continua tal que
(f(z),z) >0, Vz € OBg(0). Entdo, existe xyg € Br(0) verificando f(xy) = 0.

Demonstracao: Suponha por absurdo que

f(z) #0, Vo € Bg(0)
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e defina

g: Br(0) — Bgr(0)

o —Rf)
T 9@ =TT

observe que g verifica g(Bg(0)) C Bg(0), pois

| - Rf@)| _ RIf@)] _
TG

e com isso g(xz) € Br(0). Além disso, g é continua, pois f é continua por hipétese.

lg()l = R,

Portanto, pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, a fun¢ao g tem um ponto fixo em

Br(0). Seja z, tal ponto fixo de g, isto é, zg = g(zo). Desta forma,
|zo = |g(z0)] = R > 0.

Por outro lado,

—Rf(xo) _ —R . i
nﬂmw> (20, f(w0)).

R? = |zo|?* = (20, 70) = (20, g(w0)) = <x°’ | f(@o)]

Desde que, por hipdtese,
(o, f(20)) > 0

temos que,

—R
0< R?=
=T @l

o que ¢ um absurdo. Portanto, existe zq € B(0) tal que f(zy) = 0.

(zo, f(x0)) <0

Observe que na reta real o Lema fundamental equivale ao teorema do valor

intermediario.

Observacao 1.1 : Se (f(z),z) > 0,Vx € 0B,(0), o ponto y que verifica f(y) = 0 deve

pertencer ao conjunto B, (0).
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Capitulo 2

O Método de Galerkin aplicado a
uma classe de problemas Elipticos
com nao linearidade do tipo

superlinear

Neste capitulo, baseando-se nas idéias presentes em [3], usaremos o método de Galerkin
para mostrar existéncia de solucao para a seguinte classe de problemas
—Av = f(xz,v) em Q
v o= 0 sobre 0}

onde @ < TRY é um dominio limitado com fronteira suave e a funcao

(P

f: QxR — IRé uma funcao Carathéodory verificando a seguinte condicao de crescimento:
f(z,0)] < C(x)|v]?, (f1)

onde C':  — R é uma funcdo em L>*(Q2) e

Observacao 2.1 : A condi¢io (f1) pode ser trocada por uma condi¢ao do tipo

N LC) JEpN— )

t—0 t t—+oo |t|p < +00

uniformemente em x € Q.

f(,t)
t

= 0, entao dado € > 0, existe ¢ tal que para todo t € IR com

De fato, se lim
t—0
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[, 1)
t

|t| < d, teremos que < ¢, logo | f(z,t)| < e|t]. Como € é arbitrario podemos tomar

elt] < |t

E se zilg:r})of(‘z;t) < 400, entao dado €7 > 0, existe k£ > 0 tal que para todo t € IR
com |t| > k teremos que f(|tx|;)t) < (1, logo |f(|f|;t)| < Cy, e dal, |f(x,t)] < Cy|t]P,
Vte R: |t > k.

Analisemos o caso em que ¢ < |t| < k. Como este é um intervalo em IR que é fechado
e limitado, entao ele é compacto. Sendo f uma funcao Carathéodory, entao f<|tx|;t) é uma
funcao continua, e portanto, aplicada em um conjunto compacto, ela é limitada. Logo,

t
W < Oy, e portanto |f(z,t)| < Cqlt|P para todo t € IRtal que § < || < k.

Agora, seja C' = max{C}, Cy, 1}, entao
|f(z, 0)] < C[tfP

que é exatamente a condigao (f1).

Sendo H}(€) um espago de Hilbert separdvel, fixe entao
B = {w,ws, ..., wy, ...}
uma base Hilbertiana do mesmo. Para cada m € IN defina
Wi = (w1, wa, ..., Wy

o espago de dimensao finita gerado pelo conjunto {wy, ws, ..., w,,}. Segue que os espagos

(Wi | ;) e (IR™,] |) sdo isomorfos, através da aplicagao natural
T.W, — IR"

dada por
v = ZQIUZ — T('U) = (617527 75771) :g
=1

onde | . | e | .| sdao as normas usuais em H}(Q) e IR". Além disso,
I = [ Vol = [19Y gl = [ S lalIvusl
@ LAl Qi1
= YlaP [ IVl = X lallwl® = X lel?
i=1 i=1 i=1

= ¢*
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Dali,
[vl =&l = |T(v)].

Nosso objetivo agora é mostrar que para cada m € IN existe v,, € W,, verificando a

seguinte igualdade
/QvaVg0:/Qf(x,vm)<p, Yo € Wy, (2.1)

Para cada m € IN defina a seguinte funcao
F:R"—IR"
dada por F (&, ...,&m) = (F1(§), Fx(§), ..., Fn(€)) sendo

F;(8) I/QWij—/Qf(a:,v)wj, Vi=1,2,..m,

onde £ —v=> &uw; € H; (). Queremos mostrar que
i=1
i) Existe r > 0 tal que (F(£),€) > 0 para todo ¢ satisfazendo |£| = r;

ii) F: R" — IR" é continua.

Observe o seguinte

Assim,
&GF(©) = [ Vov(gun) = [ fla0)(gu)
consequentemente
(F(£),§) = /vivi(ﬁjwj)—/Qf(ﬂ%v)i(fjwj)

Usando a condicao (f1) obtemos

[ @ < [ 1ol

_ p+1
= C4fv p+1s
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desde que

L1 N2
PTi=>N_o7 7

das imersoes continuas de Sobolev (Ver Teorema B.26 no apéndice B), existe Cy > 0 tal
que

[v]p+1 < Cav]

€ como

[ 190 = ol
Q
entao, de (2.2)

(F(£),6) = [vl* = Clo[P* = [ol*(1 = Clo|™).

Note que, fazendo ||v|| =7 e p = r*(1 — CrP~1), para obtermos

(F(£),6) > p>0

basta considerar r = —. Logo, para todo £ € IR" tal que |{|] = r teremos
Cr1

2
(F(£),€) > 0, visto que [|v]| = [¢].
Observagao 2.2 : As constantes r e p sao independentes de m € IN.

Mostremos que F' é continua. Considere

m m
Un =Y Epjws e v ="y &wj
j=1 =1

onde

gn = (§n17£n2, 7§nm) - 5 - (517527 ’gm)

Entao,
o=l = [ V(= 0)F = [ [9(3 gy = Y- &)
Q L j=1
= / VD (&g — E)wsP =D [&ns — 5;"2/ |V, |*
¢ = j=1 ¢
= D& — GPllwsll? = Y 16y — &17 = 160 — €%
j=1 j=1
Como &, — & temos que v, — v em W,,. De acordo com a defini¢ao de F}j temos que

Fy(&,) :/vinij—/gf<x7vn)wj
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:/viwuj—/ﬂf(x,wwy

Seja g : W,,, — IR definida por
— [ VuVuy, Vue W,
Q

Observe que g é um funcional linear continuo. De fato, g é linear da linearidade do

gradiente e da integral, e sendo v € W,,,, pela desigualdade de Holder obtemos
9)| = | [ VoVl < [ [Vovuy] < [fol] flusll = Il
Portanto, g € (W,,)". Desde que v, — v em W,,, temos que g(v,) — g(v) em IR, ou seja,
/Qanij — /viij. (2.3)

Agora mostraremos que

/fxvn -—>/fo

Desde que f(z,.) : R — IR ¢é continua e v, — v em H}(Q), por imersdo compacta (Ver
Teorema B.27 no apéndice B), existe uma subsequéncia{v,;} C {v,} tal que v, — v em
LF(Q) para 1 <k <2*se N >3, eparal <k < +oo se N = 2para k € [1,2*). Logo,

pelo Teorema B.16 no apéndice B, a menos de subsequeéncia:
i) vpr(z) — v(x) q.t.p. em Q;
i) Jvar(z)| < h(z), Vn € IN, q.t.p. em €, com h € L*(Q).
De (i) obtemos
f(x, vap(x))w;(z) — f(z,v(x))w;(z) q.t.p. em Q.

E mais
|f (2, vak(@))w;(@)] < Cloge(@)[P|w;(z)] < Clh(2)["|w;(2)].

Observe que, em particular, h € LPT(Q) e w; € LPT(Q). Logo, podemos concluir que
|ok[P|w;] € LY(Q). Assim,pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver

Teorema B.15 no apéndice B),

/fxvnk —>/fo (2.4)



De (2.3) e (5.3) podemos concluir que

/Qankaj —/Qf(x,vnk)wj — /viij —/Qf(x,v)wj,

ou seja,

Fj(&ur) — F5(€),Vj € N,
implicando que
F (&) — F(£).
Agora, suponhamos por contradi¢cao que a convergencia

F(&n) — F(§) (2.5)

nao ocorra, entao existe g > 0 e {F(&,;)} C {F(&,)} tal que
F(€) — F(E)| 2 20,¥j € N 2.6)

usando {F'(&,;)} na primeira parte da demonstracdo, obtemos uma subsequéncia
{F(&njr)} € {F(&n))} tal que

F(&njk) — F(&) em IR™.

Assim, existe n;o € INtal que
€0
|F(&njr) — F(§)| < 5avnjk > Njo

o que é um absurdo por (2.6). Logo, a convergéncia (2.5) ocorre, mostrando assim que,
F' é continua.
Portanto do Teorema 1.4 (Lema fundamental), existe &,, € R™ com [,,| < r, tal que

F(&,) =0, ou seja, existe v, em W, verificando
[vm|| <7, ¥m €N e Fj(§n) =0, Vj=1,2,..,m,

implicando que
/vaij = / flz,vm)w;, Vj=1,2,...,m.
Q Q

Multiplicando a igualdade por um escalar qualquer «;, para cada j = 1,2,...,m e

somando-as, obtemos:
/V/UmV(ZOéjwj)dl':/f<w,vm)(§ ajw;),
Q = Q =
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logo
| Voo = [ f@vn)e. Ve € W, (2.7)
Como W,, C H}(Q),Vm € INe sendo r um ntimero pequeno que nao depende de m

podemos considerar r < 1, entdo a sequéncia v, C H(€) é limitada. Dai, a menos de

subsequéncia, existe v € H}(Q) tal que
U — v em H} ().
Fixe k € INe considere m > k, entao W, C W,,, e
/QVUmVSOk = /Qf(xavm)%, Vi, € Wi.
Note que g : H}(2) — R definida por
glu) = /Q VuVor, Yu e HH(Q)

¢ um funcional linear continuo. De fato, g ¢é linear da linearidade do gradiente e da
integral. Mostremos que g é continuo. Seja v € H} (), pela desigualdade de Holder (ver

Teorema B.17 no apéndice B)

)| =1 | Vo] < [ Vo] < [olllleill < Cloll

visto que [|px|| < C, pois v € C°(Q). Como v, — v em H}(Q), temos que

/QvaVgok — /QVUVgok,Vgok e W (2.8)

e mais, por imersao compacta (Ver Teorema B.27 no apéndice B), a menos de subsequéncia
U — vem L°(Q) para 1 < s <2*se N >3, eparal < s < 400 se N = 2, e pelo

Teorema B.16 no apéndice B, a menos de subsequéncia
i) () — v(x) q.t.p. em Q
i) |om(x)] < h(x), Ym € IN, q.t.p. em 2, com h € L*(Q).
Desde que f(z,.) é continua e da convergéncia em (i) temos que
flz,vn(z)) — flz,v(z)) qtp. em
Da condigao de crescimento sobre f obtemos

| (2, vm () pr(2)] < Crlom (2)["lpn(2)] < Crlh(2)Plor ()]
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Desde que h € L*(2), temos em particular que h? € LPTH(Q) Além disso, ), € LPH(Q).
Dai segue que Clh|Por € LY(2). Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

(ver Teorema B.15 no apéndice B)
| favn)es "= | fa vy, (29)
Portanto, da unicidade do limite
/viwk _ /Qf(x, ) Ph- (2.10)

Sendo 8 = {wy, wa, ..., W, ...} uma base Hilbertiana para H}(Q), entdo todo elemento

¢ € H}(Q) ¢ limite de uma sequéncia {¢;} C Hi(Q) tal que ¢ € Wy. Ou seja,

or o em HY(Q). (2.11)
Mostremos agora que
/Q VoV, — /Q VoVp. (2.12)

Observe que, como mostramos anteriormente, a fungao g : H(€2) — IR definida por

9(p) = /Q VoV,

¢ um funcional linear continuo. De (2.11), a convergéncia em (2.12) se verifica.

Ainda de (2.11), por imersao compacta (Ver Teorema B.27 no apéndice B) temos que
pr — ¢ em LH(Q)

para 1 < s <2*se N > 3, eparal < s < +oo se N = 2para s € [1,2*). E dai, pelo

Teorema B.16 a menos de subsequéncia,
i) eu(x) — ¢(z) q.t.p. em O
i1) |ox(z)| < ho(z),Vk € IN, q.t.p em €2, com hy € L*(£2).
De (i) decorre que
P, 0())pr(w) — £, 0(2))p() 4.6p. em Q.
E, de (i7) decorre que

[ (2, 0(x)pr(@)| < Culo(@)[Pler(z)] < Culo(@)[?|ha(z)].
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Desde que v? € Lpr(Q) e, em particular hy € LP(), segue que C|v|P|hs| € L*(2).
Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema B.15 no apéndice B)

temos que
| f@oee — [ 1@ (2.13)

Como ¢ ¢ arbitraria em H} (1)), de (2.10), (2.12), (2.13) e da unicidade do limite, obtemos

/viw — /Qf(m,v)go, Ve € HY(Q), (2.14)

provando que v é uma solugao fraca para o problema (P).
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Capitulo 3

Aplicacao do método de Galerkin a
uma classe de problemas Elipticos

com um termo sublinear

Neste capitulo, baseando-se em idéias presentes em [3], estudaremos a existéncia de

solucao para a seguinte classe de problemas

—Av = M+ f(x,v) em
v>0 em (P)2
v=>0 sobre Of.

onde A > 0 é um parametro, 0 < ¢ < 1, f : 2 x R — [0,00) é uma fungao localmente

Lipschitz com

f(z,0)=0 (3.1)

|z, 0)] < C()[v]”, (3.2)

onde

N-2?

l<p < N+2 ' e N >3
1<p se N =2.

e C: Q — Ré uma funcio em L>() e Q C RY é um dominio limitado com fronteira

suave.
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Nosso objetivo é mostrar que existe \* tal que (P), tem uma solugao positiva para
todo A € (0,\*). Para isso, estudaremos inicialmente o seguinte problema auxiliar:
—Av = M+ f(x,v) +7ll em
v>0 em ) (P)2,n

v=20 sobre 051,
para o qual v = 0 nao é solugdo. Note que por (3.1) v = 0 é solugdo do problema (P)s,.

Fixe 3 = {wy, wy, ..., Wy,, ...} uma base Hilbertiana para Hj({2) e considere
W = [wy, wa, ..., W]
Novamente identificaremos (IR"™, | |) com (W,,, || ||) através da aplicagao

T. W, — IR"
v = 62(517527...,&71).

m
onde v = Z &w;. Como ja mostramos no problema anterior

=1

[0l = 1¢]-
Defina F': R" — IR", tal que F (&) = (F1(§), F»(§), ..., Fn(€)) onde
1
F;(§) = /viij —)\/Qviwj —/Qf(x,wr)wj — ﬁ/gwj’ Vi=1,2,...m

sendo

vy = max{v, 0}.

Note entao que

Fi(§)§ = /vivfjwj - /\/§2(0+)q§jwj - /Q [, vy)€w; — ;/ngwja

como (F(€),€) = 3 F(€)6, temos aue
(F©).0) = [ VoV (i »:jwj) A [ o (i @wj)
- [ flav) (f: £jwj> - (f:fw)



1
Observe que, sendo v = v, — v_ temos viv = v1"" logo

1
F(6), :/V2—/\/ q+1—/ , —f/. 3.3
(F€).6) = [ Vol =& [ ()™ — [ flevo— T [ (3.3
Como 0 <g<l1,entdao 1 < g+ 1 <2< 2% esendo vy < |v], temos que
g+l </ g+l _ [platl
Lty < [ e = ol
Da condigao de crescimento (3.2) obtemos

e < [l

Cy / o [P
Q

1
< Cl|”|§il-

IN

E, como v € H}(2) e Q é limitado, entdao v € L'(Q2), da desigualdade de Holder (ver

Teorema B.17 no apéndice B) obtemos

Lo< (L) (L1F) =10l < ol

Logo, por imersao continua obtemos

| @)t < poltth < Clolet, (3.4)
| favaw < il < Gl (3.5)
e também,
/Qv < Cylols < Cullo])- (3.6)
De (3.3),(3.4), (3.5) e (3.6) obtemos
C
(F(©),6) = o] = ACIlol|*** = Callol"* = =]

Vamos considerar ||v]| =7 com r > 0 a ser fixado posteriormente. Logo,

(F(€),6) > r? = AOrTH! — Cor? ™t — 67;47,.

Devemos escolher r tal que

[\

r? — CyrPtt > T
2
ou seja,
1
r< T
(2C5) =1



Escolhendo r = ———, temos que
2(2Cy) 1

agora, considerando p = g — ACr?t! vamos escolher A > 0 tal que p > 0, ou seja,

Lot >0
2
implicando que
ri=a \
5C > Al
ri=a
Logo, escolhendo \* = Tl e ng € INtal que
C
A B, Vn > ng
n 2
obtemos
p

para todo v € H}(Q) tal que [¢] = ||v|| =7, n > ng e X € (0, \*).

Agora, mostremos que F é continua. Seja {£,} C R" e £ € R" tal que
& — Eem IR™.
Mostraremos que
F(&) = F(€) em R™ (3.7)
o que é equivalente a mostrar que
Fy(6) = Fy(€), em R, ¥j = 1,2,....m.

m m
Seja v, = Zénjwj ev= Zéjwj. Como &, — £ temos que v, — v em W,,. Logo,
=1 j=1

/Qanij —>/QVUij (3.8)
visto que, g : W,,, — IR definida por g(v) = / VoVw;, Vv € W, é um funcional linear
Q

continuo. E também, por imersdo compacta (ver Teorema B.27 no apéndice B), a menos

de subsequencia,

v, — vem LP(Q) paral <p<2*se N >3, eparal <p< +oose N=2em LP(Q)

para p € [1,2%).
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Dai, segue que

S e ]
Uk T Ty T T

= v, em L*(Q2) para s € [1,2%).

Pelo Teorema B.16 no apéndice B, temos que existe um subsequéncia (v, ) de (v, ) tal

que
(i) vnkr(z) = vi(2) q.t.p. em
(ii) |vnrs (z)| < h(x),Vk € IN, q.t.p. em Q, com h € L*(Q).
Logo,
(iii) [oner (2)]w;(x) — [v4+(2)]"w;(z) q.t.p. em €;
i) |[nks ()] w; ()] < [h(2)]*w; ().

qg+1
Desde que 0 < ¢ < 1, entao, visto que 2 é limitado temos que h? € L%(Q) E como,
w; € L1H(Q), temos que

hqw]’ & Ll (Q)

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema B.15 no apéndice B),

decorre que
@)y — [ (3.9
Mostremos que
/Qf(xavnk-l-)wj —>/Qf($70+)wj- (3.10)
Sendo f(z,.): R— IR continua, de (iii) decorre que
f(@, vppy (2))wi(z) — f(z,v4(z))w;(z) q.t.p. em .
Além disso,
[ (2, Onpr (2))w; ()| < Clope (2)[P|w; (2)] < Clh(z)Plw;(2)].

Desde que h € LPT(Q), e w; € LPTH(Q), temos que |h|P|w;] € L'Y(Q). Do teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema B.15 no apéndice B), decorre (3.10).

Portanto, de (3.8), (3.9), (3.10) e da defini¢io de Fj(€) obtemos
F;(&w) — F;(6),Vj=1,2,...,m,
e portanto,
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F(&nr) — F(§) em IR™.

Agora, suponhamos por contradigdo que a convergéncia (3.7) nao ocorra, entao existe

g0 > 0e {F (&)} C {F(&)} tal que
[F(&ns) = F(E)] = €0,Vj € N (3.11)
usando {F(&,;)} na primeira parte da demonstracdo, obtemos uma subsequéncia
{F (&)} C {F (&)} tal que
F(&k) — F(€) em R™.
Assim, existe n;o € INtal que
[P(Enge) = F(O] < 5. Ym0 = myo

o que é um absurdo por (3.11). Logo, a convergéncia (3.7) ocorre, mostrando assim que,
F' é continua.

Portanto, pelo Teorema 1.4 (Lema fundamental), para todo m € IN existe &,, € R"
com |&,,,| < r tal que F(&,) = 0, ou seja, existe v, € W, verificando |[v,,] < r,Vm € IN
tal que

[ F0n0 =2 [ (o004 [ F om0+ i [ovpew, @12

Desde que W,,, C Hj(Q),Vm € IN, e r ndo depende de m, entdao {v,,} C Hg(Q2) é uma

sequéncia limitada. Logo a menos de subsequéncia, existe v € H} () tal que
U — v em Hi(Q). (3.13)

Desde que 3 = {wy,ws, ..., w;, ...} é uma base hilbertiana para H} (), todo elemento
Y € H(Q) pode ser escrito como limite de uma sequéncia {1} C HJ(Q) tal que
k
UV = Z a;wj, isto €, i, € Wi, Assim,

J=1

Ve =X em HE(Q). (3.14)
Fixando k € INtal que m > k, obtemos

/mewk - A/Q(vm)qz/;k +/Qf(x,vm+)wk—|— i/ﬁwk,vwk c W, (3.15)
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Agora, sendo g : H}(Q) — IR definida por g(u) = / VuVy, Yu € HL(Q), temos que g é
0

um funcional linear continuo. De (3.13) temos que

/Q Vo Vi, — /Q VoV (3.16)

Mostremos que

Myt [ om ot [ — [ [ f oo [ 617

De (3.13), por imersdo compacta (ver Teorema B.27 no apéndice B), a menos de
subsequéncia, v,, — v em LP(Q2) para 1 < p < 2*se N > 3, e para 1 < p < +o00 se
N = 2. Logo, vy, — vy em LP(2), e pelo Teorema B.16 no apéndice B, a menos de

subsequeéncia,

i) Um, () = vi(z) g.t.p. em €

i) |vm, (x)] < h(z), Ym € N, q.t.p. em €, com h € LP(Q2).
Dai segue que,

[0, (2)0e() — v (2))7n(2) q.t.p. em O

[V, ()]0 (2)| < [B(@))7] ()],
desde que 1 < g+ 1 < 2 e Q ¢ limitado, temos que h?Y € L%(Q), e Y € LITHQ).
E portanto, hi|yy| € LY(2). Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver

Teorema B.15 no apéndice B) decorre que,
| @) — [ () (3.18)
Desde que f(z,.) : R— IR é continua, temos que
f(l',Um+ (55))7#1@ - f(l'vv-i-(x))wk g.t.p. em Q
e também,
(@, Vi, (2)) 0k (2)] < Clom, (@) P|¢hr(2)] < Clh(2)] ()]

Sendo 1 < p < 2* — 1, temos que h € LPTH(Q) e ¢ € LPT(Q), resultando que
hPiy, € L'(Q). Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema B.15

no apéndice B) decorre que

| 5@ vm e — [ v (3.19)
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De (3.18) e (3.19) obtemos a convergéncia (3.17). E, de (3.15), (3.16), (3.17) e da

unicidade do limite obtemos

1
[ Vovie =2 [ @om+ [ fa e+ [ ovnem. (320

Agora, da convergéncia em (3.14), e repetindo os argumentos utilizados em (3.16) e

(3.17), obtemos

/Q VoV, — /ﬂ VoV (3.21)

3 Leanet [ st [oe— [@ow+ [ feodp+s [o (322)
De (3.20), (3.21) e (3.22), e da unicidade do limite obtemos
[vove=x [e)m+ [ f o)+ i/ﬂw,\w c HY(Q). (3.23)

Além disso, v > 0 em Q. Como v_ € H}(Q), entdo, de (3.23) obtemos

/QVUVU_ = )\/Q(m)qv_ —i—/Qf(x,er)v_ + :L/Qv_.

Logo,
/ VoV = —/ Vo |2 = —[lv_|%
Q Q
Além disso,
/Q(U+)qv_ =0,
f(w, v, () > 0,¥z € O
e

v_(x) >0, qtp. em K.

Dali, temos que
1
02 —o|? = [ flavo+ - [ v =0,
Q n Jo

restando-nos apenas que |[v_||* = 0, ou seja,
v_(z) =0, q.t.p. em Q.

Portanto, v(x) = vy (x) > 0, q.t.p. em S
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3.1 Regularidade da solucao do problema auxiliar

(P)2,n

Nesta secao mostraremos primeiramente que as solucoes fracas do problema

1
—Av = i+ f(z,v)+—, Q

n
v >0, Q (3.24)
v =0, €.

sdo de fato cldssicas, onde © ¢ RY é um dominio limitado com fronteira suave, A > 0 é

um parametro, 0 < ¢ <1, f: Q2 x IR— [0,00) é uma funcdo localmente Lipschitz com

f(z,0)=0 (3.25)
e
|f(z,0)] < C(a)v]’ (3.26)
onde
l<p < ¥, seN>3
1<p se N =2

e C: Q) — IR é uma fungdo em L>(Q).

Demonstremos o seguinte Teorema:

Teorema 3.1 : Seja v € H}(Q) solugao fraca do problema (3.24). Entdo v é solugao
cldssica, isto é, v € C*(Q) N C°(Q).

Demonstracao: Esta demonstracao sera dividida em duas partes. Primeiramente,

utilizando as idéias de Ambrosetti ¢ Rabinowitz (ver [6]) que podem também ser vista

em [12], mostraremos a regularidade para 1 < p < % se N >3eparal <p < 400 se

2
N =2.

Considerando N = 2, das imersoes de Sobolev temos que
Hy(Q) — LYQ), para 1<t < +oo.
Logo, v € L'(Q) para 1 <t < +00. Defina

g(z) = W (z) + f(z,v(z)) + 711, com \>0, g€ (0,1). (3.27)
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Observe que g € L*(2) onde s = %. De fato, sendo v < |v| e da condigao de crescimento

(3.26) sobre f obtemos

o) < lo(@I"+Clo@P +

< 3.max{|v(a:)\q,0|v(x)\p,i}.

Se
maX{!v(a:)\Q, Clo()P?, 1} — [v()[* ou max{\v(x)\q, Clo()P?, 1} _1

n S

teremos
l9(x)] < 3Ch.
Se
max{ [o(@)|1, Clo(@)”, 1} = Clol)P
teremos
lg(2)] < 3C|v(z).

Portanto,

l9(2)] < Co(1+ Jo(z) ). (3.28)
Assim,

g(2)[7 < Cs(1+ |v(x)]).

Como v € L*(2), concluimos que

[ lg@)lF < +oo.

isto é, g € L%(Q) Assim, do Teorema B.30 no apéndice B, temos que v € W2%(Q)
Tomando t > &F teremos que v € W*7(Q) para algum r > .

Considerando N > 3, das imersoes continuas de Sobolev temos

H{(Q) — LY(Q), para 1 < t < 2 =27,

Logo, v € L* (). Considerando s = %, de (3.28) g € L*(9), e do Teorema B.30 no
apéndice B, v € W?#(2). A seguir mostraremos que v € W2" () para algum r > 5.

Se 2s > N, basta considerar » = s. De fato, note que r > % > 1, pelo que mostramos
anteriormente, g € L"(Q) e, sendo v solugao fraca do problema (3.24), pelo Teorema B.30

no apéndice B, temos que v € W?27(Q).
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Agora, suponha que 2s = N. Como g € L*(Q2) e Q ¢ limitado, segue que g € L7(Q)
para 1 < j < s tal que (1 4+¢)j > s. Considere k = (1 + ¢€)jp > 1. Entao, visto que
veEW(Q) e

W25(Q) — LY(), para 1 <t < +o0, se 25 = N,
temos que v € L¥(Q). Agora, considere r = g. Entao,
r=1+¢e)j>s>1.
Dai, teremos que g € L"(2). E, pelo Teorema B.30 no apéndice B,
v e W (Q).

E mais, 2r =2(1+¢)g > 2s = N.

Suponha agora que 2s < N. Para 1 < p < % afirmamos que existe tnico ¢ > 0 tal
que
2N
=(1 . 3.29
s=(1+e)7s (3:29)
Com efeito, observe que
- N +2 N 1 - N -2
PSN2 7 7 N+2
sendo 2* = %, teremos
2* - 2N N-2 2N
p N-2N+2 N+2
Logo, s > % Considerando ¢ = % — 1, obtemos a igualdade (3.29). Agora,
considere p; = N]X‘;s. Observe que, se 1 < p < % < 2(13[7:;2), entao
2N 1 - N
N—-2p N+2
ou seja, § > NLH, implicando que sN > N — 2s. Logo,
~ sN o1
Pr="N "9 '

Segue do Teorema B.25 no apéndice B, que a seguinte imersao é continua

W25(Q) — LY(Q), 1<t <

Dali, em particular,



resultando que v € LP*(2). Considerando s; = %, temos que s; > 1. De fato,

si_pip_p_ s(N-=2)

s p2x 22 2(N-—-2s)
De (3.29), obtemos

1 2 N =2 1 N —2
S (1+e) . >(+5)( ):1+5>1.
s (N +2)—4(1+¢) 2 N —2

Logo, s1 > s e p; > 2*. Como p < 2* — 1, entdo s; = %1 > 1. De (3.28) obtemos que

g € L*(§2). Entao, pelo Teorema B.30 no apéndice B,
v € WH(Q).

Se 2s; > N, entdo v € W?7(Q) para algum r > £. Caso contrério, considere

N N
L Entao, ps > 1. De fato, observe que p; > N9

N 25 5 implicando que

b2 =

N N42 Np
P N o N-—2- N+2

entao temos que p1 N > Np — 2p;, ou seja,

_ Nso
pz—N—QSl ’

Logo, por imersao continua, v € LP?(2). Dai, g € L*>(Q2) onde sy = bz E, pelo Teorema
p

B.30 no apéndice B, v € W%%2(0Q), e mais, sy > s;. Com efeito, observe que

S2 _ P2 _ Nsy N—QS:ﬂN—28>1+€
S1 P1 N—281. Ns S .N—281 ’

. S1
visto que — > 1+ «¢.
s
Repetindo este argumento, encontramos uma sequéncia (s,) € IR, onde s = 2; e

P N sN . Sn—lN
Sp = p,‘v’nE]N, com p; = N 25 epn—iN_an_l,‘v’nZQ.

N , a . , . S1
Mostremos que a sequéncia (sn) é uma sequencia crescente. Ja vimos que — > 1+ ¢
S

S S
e 2> 1+e. Vamos supor que SLEN para algum k£ € IN. Entao,
S1 Sk—1

Skl P+l Sk N — 2854

: >1+e.
Sk Pk sg-1 N — 25y
. . ) s
Por indugao, podemos concluir que mtlos 14 e,Vn € IN.
Sn
Agora, mostremos que
n—-+0o00

S, —— -+00.
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Suponhamos, por contradi¢ao, que
n—-+o00
s, — k>0.

Dal, teremos que

lim sup (SnH) >1+¢

n—-+oo Sn

implicando que

1>1+c¢,
isto é, ¢ = 0. Contradicao, visto que, por hipétese, € > 0. Logo,

n—-+o00
Sp —— +00.

Assim, existe n € N tal que 2s,, > N e v € W2*(Q). Considerando r = s,, teremos que
v € W2T(Q) para algum r tal que 2r > N.

Portanto, v € W*"(2) para algum r tal que 2r > N. Do item (i7) do Teorema B.25
no apéndice B segue que v € C*(Q), com 0 < A < 1 e portanto g € C*(©Q). Do Teorema
B.31 no apéndice B segue que v € C**(Q).

Agora, seguindo as idéias presentes em [19], mostraremos a regularidade da solugao

N+2

do problema (P)s,, para p = 5 = 2" — 1.

Defina para cada [ > 0 e § > 1 as seguintes fungoes

VP ,se v <l
Fv) = (3.30)
BBV —1)+1° ,se v>1

o) p2(A-1+1 ,se v <l (3:31)

v) = . .
B(28 — 1)PBY(p — 1) + 26D+ se v >

Algumas propriedades dessas fun¢oes podem ser destacadas:

(i) G(v) < vG'(v) q.t.p. em R

Da definicao de G obtemos

(28 — D*PD se v <

G'(v) = :
B(23 — 1)EB-D  se v >

Dai, se v < [ entao
G(v) = v*B-D+ < (28 — 1) E-DH — G/ (v).
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Se v > [ entao

G(v) = B2(8 — 1) (y — [) 4 (2E-D+1
= B(28 — D)PP Dy — (3 —1)(28 + 1)2F- D+
< B(28 = HIPPF Dy = v (v)

seguindo assim o resultado.

(ii) Para alguma constante ¢ independente de I, temos
c[F'(0)? < G'(v), qtp. em IR

De fato, da defini¢ao de F'(v) temos que

Fio) = BuB1  se vw<1 '
BIBY  se v >1

Se v < [, basta considerar ¢; tal que

20 —1
C1 S T
para obtermos a desigualdade. Se v > [, basta considerar
20 —1
R
e obteremos a desigualdade. Como 2%21 <8 (25271), pois # > 1, entao se considerarmos

¢ < ¢; obtemos (ii).

(iii) Para alguma constante C' independente de [, temos
vG(v) < C[F(v)]*
De fato, se v > [, entao
vG(v) = v+ = 28 < 01?8 = O [F (v))]?
para todo C7 > 1. Agora, se v > [, temos

vG(v) = v[B(26 — 1)l2(ﬂ—1)(v D)+ l2(5—1)+1]
= v[A26 - DIy — (8- 1)(28 + PTIH]
< 0’526 - DI
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E também, sendo C5 > 0 uma constante, temos
ColF(0)]? = GBI V(v —1) + 17
= [Py — (B — 1)1 Y)2
Como v > [ temos que
CIF@P > GBI — (8- 1)1 o)
= Cy[ulPV2,
Logo, para encontrarmos Cy que satisfaca
vG(v) < Co[F(v)]?
basta considerar C'y tal que
VA28 — DIPFY < Cp? PP

ou seja,
Cy > B(26 - 1).

Como 1 < (28 — 1), considere C' > C; e obteremos (i17).
(iv) Se v € W, *(Q), entdo F(v), G(v) € Wy?(Q), pois F e G sio fungdes Lipschitz;

De fato, note que se v <[ temos
|F(0)] = [v] = [v Do 1P Vo] = kifol,

IV(F(v))| = |F'(v)Vov| = |6UB*1VU| < ﬁlﬁfllvm = 1|V,

e também,

G = [P0 = 0] < POD]o] = kol
IV(G(v))] = |G (0) Vo] = |(28 = 1)v* P DVu| < (26 = POV V| = 6| V.
E, se v > [, obtemos

[F)l = |8 D=1+
= 81— (-1

IN

|BIP™D0| = ks|o],
V(F ()| = |F'(0)Vo| = |81 DV0] = 3|Vl

41



e também,

|G(U)| - |ﬁ(25 — 1)[2(6_1)(1} — [) + l2(ﬁ—1)+1|
— 1826 - DIy — (3 - )28+ DRI
< 1828 — PPy

= k:4|v|,

V(G ()] = |G (0) V] = [8(28 — DIPTDVu| = ey V.

Tomando k = max{ky, ko, k3, k4} € ¢ = max{cy, ¢z, 3, ¢4} obtemos

[E ()] < EJof, [V(F ()] < ¢[ Vo]

[G(u)] < ko], [V(G(v)] < |V

para todo valor de v. Logo, visto que v € H} (),
LIF@P <8 [ Jof? < +oc,
Q Q

/Q‘V(F(v))\Q < CQ/Q\VUF < 400

L1G@E <k [ o] < +oc,
Q Q

[I9@@)F < [ [VuP < +oo.

provando assim (iv).

Considere agora # > 1 tal que 23 < 2*. Considere a fungao teste
e =n*G(v)
onde 1 € C§°(R) sera fixada posteriormente. Assim, definindo
1
g(.I,U) = \f + f((lf,’U) + ﬁu

de (3.23) obtemos a equagao

| VoviEGw)] = [ gl vprG).

Q Q
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Mas, observe que

/QVUV[??2G<U)] :/QQT]VUVUG(U)—i—/QUQVUG’(U)Vv.
Dali, obtemos
/Q|Vv|2772G’(v) = /Qg(:v,v)n2G(v)dx—Q/SZUVUVnG(v)
< /Qg(x,v)UQG(v)dva2/977|Vv||V77|G(v). (3.32)

Da propriedade (i) e da desigualdade de Young com € (ver Teorema B.19 no apéndice B)

obtemos:

2 [Lalvulvico) < [ o () e

i l(&nﬂw.;) " ('V’Zf“w G (v)

_ 2 2 ! 2 2
- 5/977 V| G(v)+K€/Q\V77| V3G (v). (3.33)

IA

Agora, dado que
9263 — 1)p2B-D+1 <1
oG () = (26 —1)v se v
B2 —DPB Ny se v>1
Se v < I,
oG (v) = (28 — DD+ = O1G(v).

E,sev >,

vG'(v) = BERE-1DPCI (0 —1+1)
= B(26 - 1)PEF V(v —1) + (28 — 1)2E-V+L,

Como (28 — 1) > 1 temos que

UG’(U) < ﬁ(2ﬁ — 1)ﬁ(2ﬁ — 1)[2(571)@ _ l) + 5(26 o 1)l2(ﬂ71)+1
= B(28 — D)[B(28 — 1) (y — 1) 4 2D+
— G().

Considerando C' = max{C}, Cy} teremos que

vG'(v) < CG(v)
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para todo valor de v. Usando esta desigualdade em (3.33) obtemos
L1voPrrc ) < e [ IVela )+ ¢ [ [TnfG) + [ g on®G). (339
Agora, mostremos que g(x,v) satisfaz a seguinte condi¢do de crescimento
lg(z,v)] < C(1+ |vff), com 1<p<2"—1. (3.35)
Da definigao de g(z,v) temos
1
glx,v) =+ f(z,0)+—, 0< A, 0<g<1.
n

Logo,
l9(2,0)] = Ao]? + | f(z,0)| + 1.

Da condigao de crescimento (3.26) sobre f(x,v),

lg(z,0)] < Al + Cilof” +1
< 3.max{|v|?, Cy|v|?, 1}.
Se max{|v|?, C|v[P, 1} = 1 ou max{|v|?, Cy|v|P,1} = |v|9, entdo temos que |v(z)| < 1.

Assim, obtemos |g(x,v)| < Co(l + |v|P). E, se max{|v|?,Cy|v[’,1} = Ci|v|P, entao,
g(z,v) < Cyv]P + C;. Logo, a desigualdade em (3.35) é satisfeita. Dai, teremos que

g(x,v) satisfaz a seguinte condicao
Gv)g(z,v) < C3(1+0"G(v)), r=2"—1. (3.36)
Com efeito, se v < [, entao

G(v)g(z,v) = v*FDHg(z v)

IN

V2BDHLG(1 4 T
para [ > 1 temos que

V2BDHLC(1 4 o) < CPRB-DH | OpRB-D+128-)+
logo,

G)g(z,v) < OOV 4 2B Dy

= Ci(1+0"G(v)).
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E, se v > [, entao

G(v)g(z,v) = [ﬁ(%—1>l2<ﬁ‘”<v—l>+12<ﬁ—”“]g<x,v>
< (828 - 1) ><v—l>+l2<ﬁ DHNC(1 + 07

= [B(28—1PP Dy — (B -1)(268 + 1) C + G(v)Cv”

para | > 1 temos que
(828 — )20 Dy — (3 —1)(28 + 1)IPE-VHNC + G(v)Co"

< CB26 — )PP D" + G(v)Co"

e daf,
G)g(z,v) < CPR(B—1)+ 1)PF V™ + Gv)Co"
= [CG'(v)v+ G)C"

Da propriedade (i) encontramos

G(v)g(z,v) < [CG(v)+CGw)v"

< Oy(1+v"G(v)).

Considerando C3 = max{C1, Cy} obtemos a desigualdade (3.36).

Seja € suficientemente pequeno. Da propriedade (i) e, de (3.34) e (3.36) obtemos

2, 2 < 2 2 2
L1vePrrcie) < ¢ [ [VaPIF@R + [ nig(e 0)G(0)
< 2 2 2 2 7 _
< G [ IVnPIF@)E + [ Cont+ [ CantGlo)
Como |n|s < C, pois n € C§°(R2), e da propriedade (i),
2,21 2(F 222
L1voPrc @) < & [ [OnPF@)R +C [ ne I + Gyl
Note que, usando a propriedade (ii) obtemos
220900\ > 2 200 \12 / 2
LIvoPiEG @) = ¢ [[VoPR P @) = ¢ [ nF )V
Dai, de (3.37)

LINGFE@)E = [ (V9 F@) +nF' () Vol

2+/ InF'(v) Vv|2>

P40y [ HEOR + Gl

IA
ae
—
S~
<
=

AN
[e
S
<
S
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Da desigualdade de Sobolev (ver Teorema B.28 no apéndice B) obtemos

2
oF

([For)" < ¢ [ ware)P
< G [ [VIPIF@) + s [ P 2R + Colal,

2*

e da desigualdade de Hélder (ver Teorema B.17 no apéndice B), com os expoentes 5

e

27, obtemos

< G VPR

+Cs (/QUQ) (/gan*[F(v)]Q*y L0 (3.38)

Como v € H}(Q), entao pelo Teorema B.26 no apéndice B, v € L? (). Dai, obtemos que

ot
B:(z0)

se xg € ()

2 X Be(z0)-

Observe que

X B. (o) () = q.t.p. em

[o(2)[*

|U($)|2*XBS(:¢0)($) <l|v(x)[* q.t.p. em Q.

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema B.15 no apéndice B)

temos que

* —0
2 XB. (zg) — 0.

Assim, existe R > 0 tal que
2*

1\ 7=
/|U X B (x0) <<2 )2 2,paracadax0€Q,V€§R.

— \2C5
Dali,
. 1
2% 2
|v]5- (Br(zo)) = 205 (3.39)
Agora, considere n € C§°(Q2) tal que supp(n) = Bgr(zo). Entao, de (3.39),

2
>F

a0 )*(/n )

— </B(xO7R) v2*> ; </B(x07R) n* [F(v)]2*>
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2
*

<5 ([ E@E)”

Logo, substituindo a desigualdade anterior em (3.38) obtemos

2
3

([iF@ra)’

IN

Cr [ IVaPIF @) + G5l

< Ol [[FOP +Cull.
Passando ao limite de [ — +00 obtemos
( /| 772*@62*)2 < C) [ v+ Cylel. (3.40)

Do Teorema B.29 , podemos considerar n € C§°(Q2) tal que n(x) = 1,Va € B, (), onde
r < R. Entao, de (3.40) temos

)" < 2,82 ) > < 26 .
</Br($0)v ) —(/Q” v ) —C(n)/gv + Cs)Q

Como 23 < 2* e 2 é limitado teremos que
28
(0] 52+ (B (o)) < +00-

Portanto,
ve L. (3.41)

loc

Agora observe que, v é solucao da equacao

—Av = a(z)v + b(x),

onde,
(=) 0 ,se v <1
a(xr) =
v
e

0 ,se v>1
b(z) = .
g(z,v) ,se v<l1

Observe que b(z) € L*>(Q2), visto que, para v < 1,
()| = [g(z,v)| <|C+Cv* | < Ch.

Logo, considerando

h(z) = a(x)v + b(x),
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teremos que h € L"(Q2), com r > % Com efeito, considere r = N e 8 > N + 2, assim

teremos que

N ON
— —_—. .42
) <r< N2 (3.42)
Dali,
o= b))l
Lnr = [ la(@)e + (@)
< C/ " C/ b(x)|".
< G [ Ja()el +Ca | o)
Para v < 1 obtemos,
Lmrg @AM@VS@M<+%
Agora, para v > 1 temos que
Linl < ¢ [ la@yr
:0/ )l
, [ lot0)
Da condigao (3.35) obtemos,
[ < ¢ [1e+cpEy
Q Q
§<mm+@LwWﬂh
De (3.42) encontramos
LI < Gl +Cs [ o035
Q Q
§<MW+QAMW- (3.43)

Note que Q C U, B.(z;), onde x; € Q, Vi = 1,2, ..., k. Logo, de (3.41)
B B : B
2 / 2 / 2 ‘
Ll < [ < D o1 < o
Entdo, como Q C IRY é limitado, de (3.43)
/ﬁw§@m+@/ww<+m
Q Q

Dai, nés concluimos pelo item (i7) do Teorema B.30 no apéndice B, que v € W?"(Q).

E, pelo item (ii) do Teorema B.25 no apéndice B ,v € C*(Q2), com 0 < A < 1 e assim,
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h € C*(2). Portanto pelo Teorema B.31 no apéndice B, v € C?*(2). Logo v é solugao
classica de (3.24). n

Sendo v solugao classica do problema (3.24), entao

minv = 0,
xe)

e também
—Av > 0.

Dai, se existir xg € € tal que

v(xp) = minv = 0,
€N

entdo, pelo principio de méximo forte (ver Teorema B.32 no apéndice B), v é uma fungao
constante. Como v(zg) = 0, entdo v(z) = 0,Vx € Q. Absurdo, pois a fun¢do nula nao
¢ solugdo do problema (P),,. Portanto v > 0 em €2, ou seja, v é solugdo do problema
auxiliar (P)a,.

Denotando por v, a solugao de (P)s, para cada n € N fixo, temos que
UV —y, em Hi ().
Dai , pelo Teorema B.22 no apéndice B
[vn | < liminf [jv,[| < r, para cadan € IN.
Como r nao depende de n, entao
|lvnll < 7, Vn e IN,
assim, existe vg € H}(Q) tal que
v, — vo em HY(Q).
Por imersao compacta, a menos de subsequéncia, temos
v, — vp em L), para 1 < s<2"se N >3 eparal <s< +oose N =2,
e pelo Teorema B.16 no apéndice B, a menos de subsequéncia
i) v,(x) — vo(x) q.t.p. em
i) |va(2)] < h(z),¥n € N, q.t.p. em Q, com h € L*(Q).
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Observe que a seguinte desigualdade é valida

—Av, > Mg  em Q
Up, > 0 em )

Un = 0 sobre 012

Logo, considerando w,, = /\qil Un, temos que
( w711 > - >\< w? >
71T 71T

—Aw, > wl.

implicando que,

Sendo w a solugao tnica do problema

—Aw = w? em
W > 0 em €
W = 0 sobre 0N

(ver [9]) segue do Teorema A.1 no apéndice A, que w, > w, para todo n € IN, isto é,
)\Fllfun(a:) > w(z), q.t.p. em Q,Vn € IN,

implicando que
1

vp(z) > ATaw(x), q.t.p. em Q,Vn €N (3.44)

Passando ao limite de n — +o00 em (3.44), obtemos que
1

vo(z) > AT=aw(x) q.t.p. em Q

mostrando que vg > 0 em €.

Recorde que, de (3.23)

/Qanvw = )\/Q(vn)ql/ﬂr/ﬂf(x,vn)w—ki/gzﬁ, Vi € Hy(Q),

passando ao limite de n — +o00 na dltima igualdade, de (3.16), (3.18) e (3.19) obtemos

/Q Voo Vib = A /Q (v0) "4 + /Q Fz,v0), Vo € H(Q)

provando que vy € solu¢do do problema (P);. Da mesma maneira que para v, mostra-se

que vy € na verdade uma solucao classica.
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Capitulo 4

Aplicacao do Método de Galerkin a

uma classe de Sistemas Elipticos

Neste capitulo, usando o Teorema de Lax-Milgran (ver Teorema B.4 no apéndice B) e
seguindo as idéias presentes em [3] mostraremos a existéncia e unicidade de solugao para

o sistema abaixo

—Av+u = fi(z,u,v) em Q
Au+v = fo(r,u,v) em Q (S)
u=v=>0 sobre O0f).

onde Q C IRV é um dominio limitado com fronteira suave, fi, fo : 2 x Rx IR — IR séo

fungoes Carathéodory verificando a seguinte condicao de crescimento
[fi(@,u,0)| < Ci(|ul” + [v[?) e [falz,u,v)] < Colul® + [v]*) (4.1)

para 0 < p1,p2,q1,q2 < 1.

Ressaltamos que em [3] foi estudado apenas o problema

—Av+u = f;  em
Au+v = fo em € (S)
u=v=20 sobre 0.

onde fi, fo € L*(Q) x L*(Q).

Como foi dito na introdugao um dos trabalhos pioneiros envolvendo o método de
Galerkin aplicado a sistemas elipticos nao-lineares foi publicado por Alves e de Figueiredo
[4] em 2002, no qual eles mostram a existéncia de solugao para um sistema do tipo concavo

€ convexo.
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Vamos tentar associar ao sistema (5) uma forma bilinear sobre o espago de Hilbert
V = H}(Q) x Hi ().

Note que as fungoes

1w, o)l = (lful® + [[o]?)2, ¥(u,v) € V (4.2)

[, 0)] = (Ju? + [v]*)?, V(u,v) €V (4.3)

definem normas no espago V.
Observe primeiramente que uma solucao fraca (u,v) € V de (S), deve verificar as

seguintes igualdades

/wa+/guw :/Qfl(x,u,v)zb, Vi € HE(Q)

_ _ 1
/QVuV<p+/Qw /Qfg(af,u,v)% Vi € Hy(€2).

Logo, uma candidata natural a forma bilinear procurada é

a((u,v), (1, ) :/QVUV@/)—F/QM/J—/QVUVQD—F/QU(,D. (4.4)

No entanto, observe que

a((w,v), () = [ uf + [ o, ¥(u,v) €V,

implicando que

a((u,v), (u,v)) = |(u,v)|?, V(u,v) € V. (4.5)

Como af(-,-) definida como em (4.4) nao é coerciva, pois as normas ||.| e |.| ndo s@o
equivalentes em V', ndo podemos aplicar o Teorema de Lax-Milgram ao par (a, V).

A idéia entao é usar o Método de Galerkin trabalhando sobre os espacos de dimensao
finita W,,,, onde duas normas quaisquer sao equivalentes.

Fixe f = {wy, ws, ..., Wy, ...} uma base hilbertiana de V' e denote por W,, o seguinte
subespaco

Wm = [wl,wg, ,wm]

onde W,, = U, x U, sendo U,, C H& (©2) um subespagco de dimensao finita.
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Observe que as fungoes em (4.2) e (4.3) induzem duas normas em W,, C V que sao
equivalentes, visto que dimW,,, < 4o00.
De (4.5), e da equivaléncia das normas temos que existe uma constante C,, > 0 tal

que
a((u,v), (u,v)) = |(u, V) = Cur| (u, V)%,

ou seja, a forma bilinear definida em (4.4) é coerciva em W,,.
Mostremos que a forma bilinear que definimos em (4.4) é continua. Considerando
(u,v), (¥, ) € W,, C V, temos que u,v,1,p € Hi(), logo, por imersio continua (ver

Teorema B.26 no apéndice B) u,v,1, p € L?(Q). Dai, segue que

g B 2
al(w ). @) = | [ Vovv+ [w— [ Vave+ [ vy
2
< | L1vovel+ [ fusl+ [ 1Vuvel+ [ ol
Q Q Q Q
Da desigualdade de Holder (ver Teorema B.17 no apéndice B) obtemos
la((u, ), (¥, @))I* < (IVUl2| Vil + [ul2li)]2 + [ Vula| Volo + [v]2]0]2)%,
e por imersao continua obtemos
la((u,0), @, @) < Ca(|Vula +[Vol2) (V]2 + [Vipl2)”
2 2
<y (Jlull? + 1olP)” (101 + Il
= Csll(u, 0[Pl (v, )"

Logo, a é uma forma bilinear continua.

Portanto, a é W,,-eliptica. Sendo (W,,, | - ||) um subespago de V' com dimW,, < 400
munido da norma induzida por V', entdao (W,,, || - ||) é um espago de Hilbert. Além disso,
temos que

F,: W, — IR
(W.9) = Ful.0) = [ (Ale,w0)d + fale,u,v)p)

determina um funcional linear continuo. De fato, da linearidade da integral F}, é linear,

e também,
Fu.0) = | [ il w0+ fola,u, o)
(L 1riwollel+ [ 160 0ll)

2

IN
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Da condigao de crescimento (4.1) obtemos

Eal. ) < O ([l [ it + [ el + [ o))

Desde que 1 < p; +1,pp+ 1,1 + 1,0+ 1 < 2 e u,v,0,p € H}(Q), entao por imersio
continua temos que u, v, 9, € L*(Q) para s € {p1 +1,p2+1,¢1 +1,¢ + 1}. Assim, pela

desigualdade de Holder (ver Teorema B.17 no apéndice B) obtemos

[Fn(@, )" < Ca(lulpia[¥lpr + W1 ¥ o1 + ulg il @lo + 0I5 41| 0lgp1)?

Agora, por imersao continua obtemos

[En(, @) < CalllullP* [01] + ol [l + llull el + lloll®llel)?

< Ca(l@ll™ + 11w l7) + el lull™ + [lof))?

Logo, para cada (u,v) € V fixo teremos

[Fu(, o) < Cs(l9]l + llell)?
< Goll (.9l

de onde resulta que F,, € (W,,)".
Segue entao do Teorema de Lax-Milgran (ver Teorema B.4 no apéndice B) que para

cada m € IN, existem nicos (U, vy,) € W, tais que

(s )y (6,2)) = [ (0t 06+ (0t 0)), V(0 0) € Wone (46)

Logo,

/QvaVz/J—l—/Qumz/J—/QVumV@%—/Q vmng:/Qfl(:c,um,vm)w—i—/Q Jo (@, Uy v ). (4.7)

Assim, podemos considerar

/Q Vo,V + /Q U ) = /Q Fi(, oy O ), (4.8)

_/QVumVsDJr/vagoz/Qfg(x,um,vm)% (4.9)

para todo (¢, @) € Wp,.
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O nosso objetivo a partir daqui é mostrar que a sequéncia {(uy,, v,,)} C V é limitada.
Segue da caracterizacao de W,,, que se (u,v) € W, entao, (v,—u) € W,,, usando tal

propriedade de W,,, aplicando em 4.7 o par (v, —u,,), obtemos
/Q]va|2~|—/9umvm+/g\Vum|2—/vaum :/Q(fl(a:,um,vm)vm—fz(m,um,vm)um).
Da condigao de crescimento (4.1) obtemos
Joml?+ < Co ([ em? ol + o P2 l) + [ ([ ] + el 5} 20)
Aplicando a desigualdade de Holder, e por imersao continua obtemos
vl + luml* < Cs(llm P Jvm ] + lomlP2 4+ w75 + vm 1 [um])-

Observe que se |[tup|] < ||vm|| teremos que

[ [P ol < NlomlP € [vm | luml] < flvm|%*. (4.11)
Da mesma maneira, se ||v,| < ||un| entao

[P ol < NP e flom]|® ] < | (4.12)
Assim, de (4.11) e (4.12) obtemos

et P vl < N [P+ [ |74 < ol (i v [P

w1 ]| < [l |5+ [[om |7 < Croll (tm, vm) %7

Agora, substituindo as desigualdades acima em (4.10) resulta que

et v P < Cra ([t 0P+ 0 1727+ [t |+ | (i, v [127F)

< Curl s o) s 0 P Nt 075+ [t o) [740)

Desde que 1 < pi+1,po+1,¢14+1,92+1 < 2, a desigualdade acima mostra que a sequéncia
{(tm,v)} C V é limitada.

Considere agora (u,v) € V satisfazendo
(U V) = (u,v) em 'V, (4.13)

ou seja,
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Uy — U € vy, — v em HY(Q).
Por imersao compacta temos que
Uy, — w em L) e v,, — v em L5(Q)

para 1 <t,s <2*—1se N >3eparal <t ,s < +oose N =2 PeloTeorema B.16 no

apendice B temos que

um(z) — u(z) e vp(x) = v(x) qtp. em Q. (4.14)
Além disso,
(U ()| < hi(z),Ym €N, q.t.p. em €, com hy € L'(Q) (4.15)
e
v ()| < ho(z),Vm € IN, q.t.p. em Q,com hy € L*(2). (4.16)

Considerando (¢, ¢) € V podemos escrevé-lo da seguinte forma

0 k
(¢7 %0) = Zaiwi = khm Z QW; .
i=1 =1

k
Denote (g, or) = Z a;w;. Como 1y, gmary P e g gmarey ¢ em HJ (), entao
i=1

(n, 1) "= (0, 0) em V. (4.17)

Fixando k tal que k < m, note que Wy C W,,. Logo de (4.8) e (4.9),

/QvavwkjL/QumwkZAf1($,Um,Um)¢k

_/ VUmVSOk‘f'/ vm@k:/fQ(xaum7vm)Q0k7
Q Q Q

ou seja,

(s V), (W 01)) = [ (P00, 0+ Sol e v)n). (418)

Da convergéncia fraca em (4.13) temos que

a((tms vm)s (Y1 01)) "= al(us0), (U, 21)- (4.19)
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Desde que fi(z,.,.) e fa(z,.,.) sdo continuas, de (4.14) temos que

fi(z, um (), v ()0 — fi(x,u(x),v(x)), qt.p. em Q,

fo(z, um (), vm(2)) ok — folz,u(z),v(x))vr, q.t.p. em Q.

Além disso, da condic¢ao de crescimento (4.1) e de (4.15) e (4.16) obtemos

| f1(, um (), vm (2) 0k < Cr([ha (@) [P [or] + [ha () P2 [40r])

|2, tm (), vm () ok < Ca[hn ()" x| + |2 (2)[*]0k]).

Desde que hqy, hy € L%(Q) para t = p1,qq, P2, g2, € também , por imersao continua,

wka Pk € LJ(Q) pa’raj =DM + 17p2 + 17Q1 + 17(12 + 17 temos que

[P P [l [l Lo, Tal [l [hal ™ok ] € LH(Q).

Assim, do Teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema B.15 no

apéndice B) temos que

/Qfl(x,um,vm)wk —>/Qf1(:v,u,v)¢k (4.20)

[ £t vn)on = [ ol uo)e (421)

Portanto, de (4.18), (4.19), (4.20), (4.21) e da unicidade do limite temos que
a(w,0), (e 9)) = | (w0} + falle,u ). (4.22)
Definindo

F:V — R
(o) — F.9) = [ fileuo)v+ fale,uv)p

observamos que F € V', e de (4.22) temos que

a((”?“)? (1/)k7 (Pk)) = F(1/}ka (:Ok)'
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Sendo af(-,-) continua, e usando a convergéncia forte em (4.17) temos que

a’((u7v)7(¢k7§0k‘)) k—>_+>00 a((u’v)7(¢7¢)) €
F (4, o) e E(i, ).

Da unicidade do limite, obtemos

a((u,v), (Y, ) = F(¥, ), V(,p) €V

isto é, (u,v) € V é a tnica solucdo do sistema (S), visto que a sequéncia {(uy,, vy,)} CV

¢é obtida de maneira unica.
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Capitulo 5

O Método de Galerkin e o Operador

p-Laplaciano

Neste capitulo, seguindo as idéias presentes em [3] aplicaremos o método de Galerkin
a uma classe de problemas do tipo sublinear envolvendo o operador p-Laplaciano.

Iniciemos recordando a seguinte caracterizacao do operador p-Laplaciano (p > 1):

—A, 0 W(Q) — (W"(Q))

u — —Ayu
onde
—Nju: WP (Q) — R
v — < =Ayu,v >

com < —Ayu,v >= / |VulP?VuVo.
Q
Fixe 3 = {wy, Wy, ..., W, ...} uma base de Schauder para W, ?(Q). Logo, Yu € W, ()

temos
o m
u=23 Gu;= lim > &uw;.
j=1 j=1
Considere para cada m € IN o subespago

Wm = [wl,wg, ,U}m]

Note que um elemento v € W,,, pode ser representado da seguinte forma

m
v = Z §jwj.
7j=1
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Uma norma que utilizaremos sobre o espaco W,, é definida por

m
[Wllm =D 1&1.
j=1

Observe que (W, ||.|lm) é isomorfo e isométrico ao espaco normado (IR™,|.|s) onde |.|s é

a norma da soma. Com efeito, basta definir a funcao
T: Wi — R"
v= ;ﬁ:lfjwj — TU:§: (51762)-“75171)

que ¢é linear e bijetiva, pois , como {wy, ws, ..., wy, } sdo vetores da base de Schauder, todos

os elementos de W,, sao determinados de maneira unica. E mais,
[€ls = [Tv]s = [[v]|m-

Tendo em vista que W, tem dimensao finita, as normas ||.|| e ||.||, sdo equivalentes

em W,,.

5.1 O caso sublinear

Vamos usar o Método de Galerkin para mostrar a existéncia de solugao para o seguinte

problema
-Apy = f(z,v) ,Q
v = 0 , 00
onde © é Dominio limitado doIRY, 1 < p < N e f : QxR — IRé uma funcao Carathéodory

(P)s

verificando a seguinte condi¢ao de crescimento
|f(z, v)] < Clol (5.1)

para 0 < g <p— 1.
Ressaltamos que em [3] foi estudado apenas o problema abaixo
Ay = f Q)

u = 0 ,00
ondep >1e f € LYQ) com ;+ o =1

Defina a funcao F' : IR" — IR" dada por

F(&) = (F1(§), F2(8), -, Fin(E))
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onde

F;(&) = /Q |Vo|P2VoVw; — /Q [z, v)w;
com

v = Z §wj.
j=1
Observe que
G50 = [ IVl VoV (guy) — [ flav)(guw).
Logo, como
(F(£),€) = >_&Fj(8)
j=1

entao,

— p—2 a0s) — Iy

(F(©.9) = [[ [Vl Vov (o 6ws) = [ fla o) )
da definicao de v temos
(F©.6 = [19o = [ fG.op
= ol = [ fla o),

e da equivaléncia das normas obtemos

(F(€),€) zémuv\m—/ﬂf(x,v)v.

Da condicao de crescimento (5.1) temos que

| fawp<c [ ot = clofi)

por imersao continua e da equivaléncia das normas obtemos

| favpe < ol
Agora, lembrando que ||v|,, = |{|s e da equivaléncia das normas em IR", teremos

(F(€),8) = Cullvllh, = CpllvlIE
= Culglt - Cpl¢l5H
> Ol — Culél*™!

onde |.| é a norma usual de IR".
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Para que

Cnl€]P = Crl€|™ >0,

ou seja,

€1 (Cle~ @) = C) 2 0,

como |£]9T! > 0, basta considerarmos

isto é,

C«m|§|p—(q+1) _ Cvm >0

_ 1
C p—(q+1)
€l = ( — .
Cm
C P*(‘lﬁLl)

Assim, se pp, = 2 | =~ er = C’m|pm\7’ - C~’m|pm|qul teremos que, para [£| = pp,

obtemos (F'(§),&) > rmz 0.

Mostremos que F' é continua. Considere

m m
Up =Y Epjwy e v ="y &wj
= j=1

onde
gn = (5711,57127 ---7€nm) - 5 - (51752; ~-~7§m)-

Logo,

v, — v em W,.

De acordo com a defini¢ao de F}; temos que

Fj(fn) :/Q|an|p_2VUanj _/Qf(xavn)wj
F;(€) :/Q|Vv|p_2Vvaj _/Qf(x,v)wj.

Afirmamos que existe uma subsequéncia {v,;} C {v,} tal que
/Q |V U;P 2V, Vw; — /Q Vo2 VoVuw;. (5.2)

Demonstraremos esta afirmagao posteriormente. Agora, desde que f(.,u) : R — R é
continua e v, — v em VVO1 (), por imersao compacta (Ver Teorema B.27 no apéndice
B), existe uma subsequéncia{v,,} C {v,} tal que v, — v em LF¥(Q) para k € [1,p*).

Logo, pelo Teorema B.16 no apéndice B, a menos de subsequéncia:

62



) vne(z) — v(x) qt.p. em Q;
i) |var(2)| < h(x), Yn € N, q.t.p. em Q, com h € L¥(Q).
De (i) obtemos
(@, v (@) w; () — [z, v(x))w;(z) q.t.p. em Q.

E mais
| f (2, vn(2))w; ()| < Clogk(2)|*|w;(x)| < Clh(z)|w;(z)].

Observe que, em particular, h € L7T(Q), logo, |h|? € L%(Q), e como w; € L1T(Q)
obtemos

|f (2, va)w;| < ClA)%wy| € LH(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver Teorema B.15 no apéndice B),

/fxvnk —>/fo (5.3)

De (5.2) e (5.3) podemos concluir que a menos de subsequéncia

/\ank]p 2V Vw; — /f T, Upg )W ~—>/ |Vo|P2VoVw; — /f x,v)w;,

ou seja,

Fj (&) — F3(€),¥j € IN

implicando que

Fy(&n) = F5(§),Vj € N

Mostrando assim que, F' é continua.
Portanto, pelo Teorema (1.4), existe &, € IR,, com |&,| < pm, tal que F(&,,) = 0. Da
identificagao isométrica dos espagos (IR", |.|s) € (Wi, ||.|lm), € da equivaléncia das normas

nestes espagos temos que existe v, € W, tal que ||v,|| < 5, e

/Q IV 0[P~ 2V 0, Vi) = /Q Fla, vm), Vb € Wi (5.4)

Assim, tomando v, € W,, e substituindo na igualdade acima obtemos

lonll = | f(z,vm)om. (5.5)
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Da condicao de crescimento (5.1) e por imersao continua resulta que
[omll” < Cllom[I7.

Desde que ¢ + 1 < p, podemos concluir que {v,,} é uma sequéncia limitada em VVO1 Q).

Assim, existe v € W, ? (Q2) tal que, a menos de subsequéncia,
Um — v em WyP(Q). (5.6)

Logo, por imersao compacta (Ver Teorema B.27 no apéndice B), a menos de subsequéncia,
Uy — v em LF(Q) para k € [1,p*). Logo, pelo Teorema B.16 no apéndice B, a menos de

subsequéncia
i) vp(z) — v(x) q.t.p. em Q;
i) |vn(7)] < h(z), Vn € IN, q.t.p. em Q, com h € LF(Q).
Desde que f é uma fungao Carathéodory e de (i) obtemos
f(z,vm(2))vp(z) — f(z,v(x))v(x) q.t.p. em Q.

Além disso,

|f (@, vm())0m (2)] < Clom ()7 < Clh(z)|".

Portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/Qf(x,vm)vmﬁ/gf(x,v)v em IR (5.7)

Agora observe que a sequéncia {—A,v,,} C (Wy?(Q)) é limitada. Seja ¢ € W, ?(Q),
entao,

| < =Apv, > | = ‘/Q\va\p_2vaVc,0‘ < /Q VU, [P~ V.

Como v € WaP(9), temos que Vu,, € LP(Q), logo, |Vun[P~* € Lv1,¥m € IN. Desde que

p € LP(Q), aplicando a desigualdade de Holder com os expoentes p%l e p obtemos

< =pmp>] < ([voar) " ([ ver)’
Q Q

= Cl¢|
< O, Yo e WP (Q); ol <1
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portanto,
| — Apvm|| = sup | < —Apvy, > | < C.
e WP ()
lll < 1

Desde que o espago de Sobolev VVO1 P(Q) é reflexivo, segue do Teorema B.5 no apéndice

B, (Wol’p(Q))/ é reflexivo. Logo, se {—A,v,,} C (Wol’p(Q)), ¢ limitada, entdo, a menos de

subsequeéencia
—Ayv, = xem (Wol’p(ﬂ))l
isto é,
< =Dy, P >——< x, b >,V € WyP(Q).
Logo,

/Q Vo P2V 0, Vb —< X, 00 >, ¥ib € WEP(Q). (5.8)

Uma consequéncia imediata do Teorema B.20 no apéndice B é o fato de o operador

—A,, ser monotonico, ou seja,
< A — (=Apu),v—u>> 0, Yu,veWyP(Q)
isto é,
/ﬂ [lVU|p_2Vv(Vv — Vu) — |Vu|P2Vu(Vo — Vu)} >0, Yu,ve WP Q)
implicando que,
/Q (V0P Vo — [VulP 2V, Vo — Va) > 0, Yu,v € Wi?(Q). (5.9)
Dali, obtemos
| (190290, = [V 72V, Vo, = Vo) 20, ¥ € W32(9).
Cosequentemente,
L IV0ml = < =By, > = < =Byt vm > + < =By > 2 0, Vo € WP(Q),
implicando de (5.5) que

/Qf(x,vm)vm— <A > — < — A, v >+ < —Aph ) > >0, Vb € WEP(Q).
(5.10)

65



Logo, passando ao limite de m — +o00 em (5.10), e de (5.7) obtemos que
/Qf(x,v)v— <> — <A v >+ < —Aph > >0, Ve WEP(Q).  (5.11)

Observe que passando ao limite de m — +o00 em (5.4), das convergéncias em (5.7) e (5.8)

obtemos
<X >= [ fow, Ve W, (5.12)

dai, em particular
<Xy Uy >= /Qf(x,v)vm, para cada m € IN.
Como x € (Wol’p(Q)),, de (5.6), obtemos
< X, Uy >—< x,v >em R

e, da convergéncia acima, de (5.7) e da unicidade do limite, obtemos

<X,V >= / flz,v)v.
Q
Logo, substituindo a igualdade em (5.11)
<XU> = <G> — < =AW >+ < —Aph > >0, Vb € WP(Q)

ou seja,

<x — (=A,0),v =1 > >0, Vi € WyP(Q). (5.13)

Considere ¢ = v — Aw, com A > 0, w € Wy?(Q). De (5.13) temos
<X = (—Ap(v = Aw)),\w > >0, VA> 0,w € Wol’p(Q)

ou seja,

<X — (A, (v = Aw)),w > >0, VA > 0,w € Wy (Q).

Passando ao limite de A — 0 na desigualdade acima e da hemicontinuidade de —A,,

obtemos

<x — (=Apw),w > >0, Yw € WyP(Q). (5.14)

Da desigualdade acima podemos concluir também que

<x — (=A), —w > >0, Yw € Wy (Q).
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Logo, da linearidade do operador x — (—A,v) obtemos
<x — (=Aw),w > <0, Yw € WyP(Q). (5.15)
De (5.14) e (5.15) podemos concluir que

<X — (=Aw), w >=0, Yw € Wy (Q),

isto é,
X = —Ayv.
Portanto, de (5.8)
/Q V0[P 2V 0, Vi) — /Q Vol 2Vove, Vi e WEP(Q), (5.16)
e de (5.12),
/Q|Vz)|p—2ww - /Qf(x,v)z/), Vi € W, (5.17)

Como m é arbitrario, a igualdade acima é vélida para todo ¢ € Wol (). Portanto, v é

solugao fraca do problema (P)s.
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Apeéendice A
Resultados importantes

Neste apéndice enunciaremos e demonstraremos um resultado importante utilizado no

trabalho.
Definicao A.1 (Sub-solucao e Super-solucao): Considere o problema:

—Av = f(v) em Q
v > 0 em Q . (A.1)
v = 0 sobre 09

Dizemos que uma solu¢io vy € C*(Q) € uma sub-solugdo para o problema (A.1) se v,
satisfaz
—Av; < f(vy)) em Q

> 0 em Q . (A.2)
U1 = 0 sobre 0f)

(%1

Da mesma forma dizemos que uma solugio vy € C*(Q) € uma super-solugdo para o

problema (A.1) se vy satisfaz

_AUQ Z f('UQ) 7Q
> 0 .0 . (A.3)
V2 = 0 ,aQ

(%

Teorema A.1 (Teorema de Ambrosetti, Brézis e Cerami): Considere f : IR — R e

assuma que f(t) é uma fungdo tal que t~1f(t) é decrescente para t > 0. Sejam vy e vy

satisfazendo (A.2) e (A.3). Entdo, vy > vy em Q.
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Demonstragao: Multiplicando (A.2) por —vs e (A.3) por vy, obtemos
v Avy > —vy f(v1)

—v1Avg > vy f(vg).

Somando-se as desigualdades acima encontramos
—01Avy + v Avy > —vy f(v1) + v1 f(v2)

de onde segue que

V2 U1

—v1 Ay + v Av; > [W;Q (f (v2) _J W)] . (A4)

Seja 6(t) uma funcao suave nao-decrescente tal que

1, se t>1

0(t) = )
0, se t<0

Definindo para cada € > 0, a funcao

temos que
0.(t) >0, vt e R
De fato,
t 1, se t>1
6.(t) =6 () — e="
€ 0, se <0
ou seja,
1, se t>e¢
0, se t<0

Sendo 6(t) uma fungdo suave nao decrescente, segue que 0.(t) > 0,
vVt € IR Multiplicando a desigualdade (A.4) por 6.(v; — v9) e integrando em €,
encontramos

/Q [~ 01 AV + v w0, (01 — vy) > /Q [ulvg <f ) _ 1 W)] Ovi —vs).  (A5)

V2 U1
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Observe que,

/Q[—UlAvg + v Av1]0(v1 — v3) = —/

[ (0.0 = v)ur] Aoy + /Q [0, (01 — va)v] Avr. (A.6)

Sendo vy e vy € C%*(Q) e § uma fungao suave, e usando a primeira identidade de Green

temos:

— /9[96(111 — v9)v1|Avy = —[/ [0c(v1 — U2)U1]881;72 - /QV[He(vl — v2)01] V]

o0

e sendo v; = 0 sobre 0f2, temos que

_ /9[96(111 — V2)v]Avy = /QV[(‘)E(M — 1) Vvs.

Calculando

V[Gg(vl — Ug)Ul]
e substituindo na igualdade acima encontramos

. /Q 6. (01 — va) 0] Avy = /Q [V[0c(v1 — v9)]or + 0. (1 — v2) V] - Vs,

Pela linearidade da integral

— /9[66(111 — Vg)v1]Avg = /Q[(Q;(Ul — 09)V (v — vg)]v1 Vg + /Q 0. (v1 — v9) VU Vu,. (A7)

Sendo vy = 0 sobre 0f2, de maneira analoga obtemos

/Q[Qe(vl — U2)Uo] Avy = — /{2[9;(01 — )V (v — vg)]ua Vg — /QQE(vl — v9)Vu1Vug. (A.8)

Usando a linearidade do gradiente em (A.7) e (A.8) e depois somando-as obtemos

_ /9[95(1)1 — v2)vq]Avy + /Q[Qe(vl — 09) V] Ay

= /Q[@;(Ul — vg)(Vvl — va)]vag -+ /Q 96(211 — vg)Vvag
— /Q[@;(’Ul - ’UQ)(VUl - VUQ)UQVUl — /996(1)1 — UQ)Vvag

- /Q 10 (01 — v9)(Vor — V)1 Vs — /Q 10/ (01 — v2)(Voy — V)]va Vo

Usando a linearidade da integral no primeiro membro da igualdade acima e, somando e

subtraindo

‘/9[0;(’01 - vg)(Vvl - va)]val
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no segundo membro, obtemos

/Q [—01Avs + 02 Av1][Be (01 — s)]

= /ﬂ[@;(vl — v3) (Vv — V)|, Vg — /9[9;(”01 — 09)(Vuy — Vug)|u; Vo
—i—/ﬂ[@;(vl — v9)(Vuy — Vug)u; Vo — /Q[G;(Ul — 09) (Vv — Vug)ua Vi

= /Qvl [6)(v1 — v2)](Voy — V) (Vg — Vo) + /Q(vl — ) Vr [0, (v, — v2))(Vvy — V).

Logo,
/Q [~ 0105 + v A0, ][0, (01 — )]

_ /Q n[f (01 — v2)]|Vor — Vo|? + /Q(vl — 0)[0. (01 — 02)] VUi (Vg — Viug).  (A.9)

Sendo
~ [ 0w~ o] [Vor — Vol <0,

somando a ambos os membros da desigualdade acima a expressao:

/Q (01 — v2)[6(v1 — 02)]Vr(Vvy — Vvg)

obtemos
_ /Q nlf (01 — 0)][Vor — Va? + /Q (01 — 02) [0 (01 — 02)]Vor (Voy — V)

< /Q (01 — 02) [0 (V1 — 12)] V1 (Vor — V)
Usando a desigualdade acima em (A.9) concluimos que
,/Q[_UIAU2 + UQAUIHQE(Ul — UQ)] S ‘/Q(Ul - UQ)[Q;(Ul - UQ)]VUl(V’Ul - VUQ) (A]_O)

Defina
t /
Ye(t) = / s-0.(s)ds
0
Uma vez que s - 0.(s) é continua e Vv (v; — v3) = 7.(v; — v3) - V(v; — v3), do Teorema
Fundamental do Céalculo, temos que

! I

Ye(v1 — v2) = (v1 — V)0 (v1 — va).

Logo,
VAe(vy —vg) = (v — 02)9;(01 — v9)(Vvy — Vuy).
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Substituindo a desigualdade acima em (A.10) obtemos

/Q [~ 01 Avs + vaAAur][8, (11 — v)] < /Q VoV e (o1 — vs)]-

(A.11)

Usando novamente a primeira identidade de Green no lado direito da desigualdade acima,

obtemos

/ Vo1 V[ye(vy — v9)] / Ye(v1 — v9) Avy +/ Ye(v1 — vg) -

8111
on’

Sendo v; — vg = 0 sobre 0€2, segue-se que v.(v; — v2) = 7.(0) = 0, sobre 9. Logo,

/levm(vl — )] :/Q%m — vs)(=Awy).

Desde que
—Av; < f(v1), Vo € Q
Segue-se que

/ Vo1 V[ye(vy — v9)] / Ye(vr — v2) f(vy).

Observe que, da definigdo de 7,(¢) obtemos

() = /059 ds+/59 )ds
25-96(5);—/()9(d8+89 ]—/

= 6-96(6)—/696( ds+5’ —S’ < el () =€
0 € €

Logo,
0<7 <e

Segue-se de (A.12) que

/QVmV['ye(vl—vz)] S/QG f(vr)

Pela desigualdade (A.11) obtemos

/Q [~ 01 Avs + v An][8 (01 — v)] < /Q e f(v1)

e consequentemente,

/Q [—01Avs + v A0n][8 (1 — v5)] < € /Q Flor).

Fixando

/Qf(vl)dx =M
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temos que

/ [—v1Avy + v Ay ][0 (v — vo)]dx < € - M.
Q

Pela desigualdade (A.4) encontramos

s [““’2 (M - M)] [Oe(vr —v2)] < e M,

V2 U1

ou equivalentemente,

/[v1§v2] [UM (fgjf) B fizl)ﬂ [0 (01 — v2)]

+ - ][vlvg (M—Mﬂ [Oc(v) —vy)] <e€- M.

V2 U1

Observe que, em [v; < v5] temos que .(v; — vy) = 0. Desta forma

/[vlgvg] [““’2 <f$;2) - fiﬁ”)] [0.(vr — v)] = 0.

/[v1>v2] [UM <f$;2) - fgjil)ﬂ [Oc(v1 —ve)] <€ M.

Entao,

No conjunto [v; > vy], do fato de t~! f(¢) ser decrescente para t > 0, temos que:

[Ulw (f(v2) ACH)

V2 (%1

)] [0c(v1 —v9)] >0

e quando € — 0, obtemos 0 (v; — v2) — 1, e logo

lvlvz (f(vz) B f(Ul))] 0 (v — v3)] —> _,Ulw <f(U2) B f(Ul)ﬂ _

V2 U1 U2 U1

Definindo

fe(z) = [vm (f(”) — f(“)): [0 (vy — v5)] () >0

V2 U1

f(o) = lmvz (f(vz) B ﬂvl))] (z)

com Q = [v; > vy e

V2 U1

Observe que f. é continua e positiva em Q = [v; > v3] e de (A.14)

/ fe < eM.
[v1>v2]

Concluimos, pelo lema de Fatou e por (A.15) que

0 > lim inf fe(z) > f(x)>0

=0 [v1>wv2] [v1>wv2] o
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ou seja,

<

f(v2)  f(u)
O S /[v1v2] [71102< (%) B V1 )

it [ [Wg (f (w2) _f W)] 8. (01 — )] < 0.

f el
lmQ <f(?f2) B f(vl)ﬂ .

med[v; > vg] = 0.

Assim,

Desde que,

em [v; > vy] concluimos que

Portanto,
v1(z) < wy(x) q.t.p em €.

Sendo v; e vy fungoes continuas em 2, temos que vy (z) < vy(x), Vz € Q.
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Apeéendice B
Resultados Basicos

As defini¢oes e Teoremas béasicos usados no trabalho estao aqui enunciados.

Definicao B.1 : Seja f : Q x R — IR uma fungao. Diz-se que f €
Carathéodory quando f(z,.)) : R — 1R € continua para cada s € TR, e

f(.,8) : @ — IR € mensurdvel para cada x € IR

Definicao B.2 : Sejam X e Y espacos topologicos.  Duas aplicagoes continuas

f,9: X =Y dizem-se homotdpicas quando existe uma aplica¢ao continua
H:Xx[0,1] =Y

tal que H(x,0) = f(x) e H(z,1) = g(x) para todo v € X. A aplicagio H chama-se entio

Homotopia entre | e g.

Definicao B.3 (Ver [16]): Diz-se que um espa¢o métrico E € separdvel se existe um

subconjunto D C E enumerdvel e denso.

Definicao B.4 (Ver [8]): Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial H dotado de um

7/ l
produto escalar (u,v) e que € completo com a norma (u,u)z.

Defini¢ao B.5 (Ver [8]): Chama-se Base Hilbertiana a toda sequéncia (e,) de elementos
de H tais que:

i) len| = 1,Vn € Ne (en, en) =0,Ym,n € IN tal que m # n;

it) O espago vetorial gerado pelos vetores (e,) é denso em H.
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Definicao B.6 (Ver [8]): Seja (E,)n>1 uma sequéncia de subespacos fechados de H.

Diz-se que H € uma soma Hilbertiana dos (E,) e se escreve H = @En se:
n
i) Os subspacos E,, sao ortogonais dois a dois, isto é,

(u,v) =0, Yu € E,,, Yv € E,, m # n;

i1) O espago vetorial gerado pelos (E,) é denso em H.

Teorema B.1 (Ver [8]): Suponhamos que H € uma soma Hilbertiana dos (E,)n>1. Seja

u € H e seja u, = Pg u, onde Pg, € a projecao de u sobre E,. Entao, verificamos que

[e's) k
a) u= Z Uy, isto €, u = kh_)rgoz Up;
S —1
oo

b) |ul*> =" |u.|* (Desigualdade de Bessel-Parseval).

n=1
Reciprocamente, dada uma sequéncia (u,) em H tal que u, € E,, ¥n e 3>°° |u,|? < oo,

entao a série Y, u, € convergente e u =y > | u, verifica u, = Pg, u.

Observagao B.1 (Ver [8]): Resulta do teorema anterior que se (e,) € uma base

Hilbertiana, entao todo uw € H pode ser escrito da sequinte forma

[0.9] o
u="> (u,en)e, com |ul*>=>"|(u,e,)|.
n=1 n=1

o0
Inversamente, dada uma sequéncia (ov,) € 12, a série Z ape, converge para um elemento

n=1
denotado por u verificando

[e.e]
(U, en) =, e |ul*>=> a2
n=1

Teorema B.2 (Ver [8]): Existe uma base Hilbertiana (e,)n,>1 em L*(Q) e uma sequéncia

(An)n>1 de nidmeros reais com A\, > 0 e A\, — 00 tais que

en € Hy(Q) N C™®(Q)

—Ae,, = e, em S

Diz-se que o0s (\,) sao os valores préprios de —A e que as (e,) sdo as fungoes proprias

associadas.
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Observagao B.2 (Ver [8]): Nas hipdteses do teorema acima, demonstra-se que e, €

L>(Q). Por outro lado, se 2 € de classe C™, entao e, € C*(1).
Teorema B.3 (Ver [8]): Todo espaco de Hilbert separdvel admite uma base Hilbertiana.
Defini¢ao B.7 (Ver [8]): Uma forma bilinear a(u,v) : H x H — IR é:

i) continua se existe uma constante C' tal que |a(u,v)| < Cllull||v]] ¥V u,v € H.

ii) coerciva se existe uma constante o > 0 tal que a(v,v) > aljv||?, Vv € H.

Teorema B.4 (Ver [8])(Teorema de Laz-Milgran): Seja V um espaco de Hilbert e af-,-)

.7 ~ . ~ ’ . , .
uma forma bilinear, continua e coerciva . Entao, para todo ¢ € V', existe um unicou € V

tal que a(u,v) = p(v), Yo € V.

Definicao B.8 (Ver [8])(Base de Schauder): Diz-se que (€,)n>1 € uma base de Schauder
do espago de Banach E, se para todo u € E, existir uma sequéncia (ay,),>1 em IR, inica,

(e.)
tal que u = Z Oy Cr,.

n=1
Teorema B.5 (Ver [14]): Seja E um espago de Banach. Entao E é reflexivo se, e

somente se E' € reflexivo.

Vamos agora recordar algumas defini¢oes e enunciar os principais resultados de Anélise

no IRY que foram utilizados neste trabalho.

Teorema B.6 (Ver [15])(Teorema de Weiertrass): Toda sequéncia limitada em TRY

possui uma subsequéncia convergente.

Teorema B.7 (Ver [15])(Teorema da Aplicagio Inversa): Seja f : Q — IRY de classe
C* (k > 1) definida no aberto Q C RY. Sex € Q ¢ tal que f'(z) : RY — RY ¢ invertivel,
entdo existe uma bola aberta B = B(x,0) C Q) tal que a restrigdo f|g € um difeomorfismo

sobre um aberto V> f(x).

Teorema B.8 (Ver [15])(Teorema da fungdo implicita): Dada a funcio f : U — R

de classe C*(k > 1) no aberto U C RV*!, seja (wo,50) € U tal que f(xo,y0) = ¢ e
of

dy

com as sequintes propriedades:

(z0,0) # 0. Ezistem uma bola B = B(xo : 6) C RY e um intervalo J = (yo—¢, 0 +€)
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_ 0 _
1) BxJCUea]yt(x,y)%O, V (z,y) € B X J;
2) para todo x € B eziste um unico y = e(x) e J tal que f(x,y) = f(x,e(x)) = c.

A funcdo € : B — J, assim definida é de classe C* e suas derivadas parciais em cada

ponto x € B sdao dadas por

s
T )
AP )

Teorema B.9 (Ver [15])(Teorema de Borel Lebesque): Seja K C IRY um compacto.

Entao, toda cobertura aberta de K C Uyep Ax admite uma subcobertura finita
K C A)q U A)\z U..u A)\i.

Teorema B.10 (Ver [15])(Teorema do Valor Médio): Seja f : U — IR diferencidvel no
aberto U C RY. Se o segmento de reta |a, a+v] estiver contido em U e existir M > 0 tal

que |grad f(a+tv)] < M para t € [0,1] entao,
[fa+v) = fla)] < Mlv].

Teorema B.11 (Ver [13])(Teorema de Sard): Sejam Q C RY um conjunto aberto,
f:Q— RY uma funcio em CY(Q,RY) e

S = {r € 0Jy(x) =0},
Onde J¢(z) = det(f'(z)). Entdo, o subconjunto f(S) tem medida nula em R .

Teorema B.12 (Ver [17])(Teorema da extensio de Tietze): Dada uma fungdo real
continua f : X — TR, definida num subconjunto fechado X C RN, existe uma funcdo
F:RY — R continua tal que F|x = f.

Teorema B.13 (Ver [11])(Teorema da Divergéncia): Sejam Q C IRY um dominio cuja
fronteira (09) é uma unido finita de curvas suaves . Seja F: Q — IR um campo vetorial

de classe C' em €. Entao,

ﬁ Y Fdady — / Fpds,
Q o0

onde n é a normal externa unitdria a OS).
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Teorema B.14 (Ver [11])(As identidades de Green): Seja Q@ C RY um dominio onde

vale o teorema da divergéncia e sejam u,v € C*(Q). Entao valem as sequintes identidades:

ou
A = — B.1
/ﬁ(v u+ VoVu)dzdy /m Uan ds, (B.1)
e
ou Jv
Au — - 9 _ W B.2
/§<U u — uVv)dxdy /89 (U o uf%]) ds, (B.2)

onde a% ¢ a derivada direcional na direcao da normal unitdria externa n.

Agora apresentaremos alguns resultados sobre Teoria da medida e Espacos de Sobolev

que foram utilizados neste trabalho.

Teorema B.15 (Ver [7])(Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue): Seja { f,}
uma sequéncia de fungoes integrdaveis em €1, convergente quase sempre para uma fun¢ao
f mensurdvel. Se existir uma funcgdo integrdvel g tal que |f,| < g quase em toda parte

(q.t.p.) para todo n € IN, entao f € integrdvel e tem-se

5= 5

Lema B.1 (Ver [7])(Lema de Fatou): Seja (f,) uma sequéncia de fun¢oes em L'(Q) tal

que:
i) Para cadan € IN, f,(x) >0 q.t.p. em §;
i) supn/ fn < 00.
Q
para cada x € § tem-se que f(x) = lim+inf fn(z). Entio f € L'(Q) e
[ 1< tumint [ 1.
Teorema B.16 (Ver [8]): Seja (f,) uma sequéncia em LP(Q), e f € L¥(Q), onde

QcCc R el <p < oo, tais que |fn — flle» — 0. Entdo, existe uma subsequéncia

(faur) tal que:
i) far(x) — f(x) g-t.p. em §Q;

it) | for()| < h(z), Vk € IN, g.t.p. em Q, com h € LP(Q).
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Teorema B.17 (Ver [7])(Desigualdade de Holder): Seja f € LP(2) e g € L4(S2), onde
p>1 e%+%:1. Entao, fg € L}(Q) e

gl < [1fllzellgllze-

Teorema B.18 (Ver [10/)(Desigualdade de Young ): Seja 1 < p,q < oo tais que
1,1 ~
st = 1. Entao,

a? bl

ab < —+ —(a,b > 0). B.3
5 q( ) (B.3)

onde a,b > 0. A igualdade so ocorre se, e somente se, a? = b?.

Teorema B.19 (Ver [10])(Desigualdade de Young com €): Seja 1 < p,q < oo tais que
%—l— % = 1. Entao,
ab < ea” + C(€)b? (a,b>0, € >0) (B.4)

onde a,b> 0, € > 0, para C(€) = (ep) rq~L.

Teorema B.20 (Ver [19]): Sejam x,y € RY. Entdo,

_9 _9 Cp|ZL‘—y| 756}922
(|} 2 = [y} y, 2 —y) 2 |z — y|P . 5
ey TP

onde C,, € uma constante positiva.

Definicao B.9 (Ver [8])(Convergéncia Forte): Seja X um espago vetorial normado e
(x,) C X. Dizemos que x,, converge forte em X se existe x € X com ||z, — z|| — 0,

quando n — +o00. Neste caso, x é o limite de x, em X.

Definigao B.10 (Ver [8])(Convergéncia fraca): Seja X um espago vetorial normado e

(x,) C X. Dizemos que x,, converge fraco em X, se existe v € X verificando:
f(za) = fa) em R VfeX
Neste caso, x ¢ chamado limite fraco de z, em X, e denotamos x, — x.

Teorema B.21 (Ver [8]): Seja (z,) uma sequéncia fracamente convergente num espago

vetorial normado, isto €, existe v € X tal que
z, —~x em X.
Entao,
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a) O limite fraco x de (x,) € unico;
b) Toda subsequéncia (z,;) C (x,) converge para x;
c) A sequéncia (z,) € limitada.
Teorema B.22 (Ver [8]): Seja (z,) uma sequéncia em X. Entdo,
a) Se x, — x, entdo x, — x;
b) Se x, — x, entdo ||x,| € limitado e ||z| < liminf ||z,];
c) Sex, —~x e f,— femX', entao f,(z,) — f(x).

Teorema B.23 (Ver [8]): Seja X um espaco de Banach reflexivo e seja (x,) uma
sequéncia limitada. Entdo, existe (z,;) C (x,) que converge fracamente em X, isto €,
exviste v € X tal que

Tnj —x em X.

Definicao B.11 (Ver [8])(Convergéncia fraca - x): Dizemos que (f,) C X' converge

fraco-*, se existir f € X' tal que
fulz) — f(x) em IRVze X.

Notacio: f, = f em X'.
Teorema B.24 (Ver [8]): Seja (f,) C X'. Entao:

i) Se f, — [ em X', entao f, — f em X';

ii) Se f, — f em X', entio f, = f em X';

iii) Se f, = f em X', entdo ||f,| € limitada e ||f]| < liminf || f,]|;

w) Se f, > f ex, =, entdo fo(x,) — f(x) em R

Definicao B.12 (Ver [1])(Imersao continua): Dizemos que o espago normado (X, || |z)

estd imerso continuamente no espago (Y, || ||,) e escrevemos X — Y se:

i) X for subespago vetorial de Y;
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ii) A aplicagao identidade

¢ continua, isto €, existe M > 0 tal que ||i(z)||y < M||z|x, Vo € X.

Definicao B.13 (Ver [14])(Operador Linear Compacto): Sejam X eY espagos métricos.
Um operador linear T : X — 'Y € dito compacto, se toda sequéncia limitada (z,) C X €

levada em uma sequéncia (y, = T(x,)) que admite uma subsequéncia convergente em Y .

Definicao B.14 (Ver [1])(Imersao compacta): Dizemos que o espago normado X estd

imerso compactamente no espaco Y e escrevemos X — Y se:

i1: X — Y

r — i(r)==x
¢ um operador linear compacto.

Teorema B.25 (Ver [1]): Seja Q2 C RY com (N >2) el < p < +oo. Entdo as sequintes

mmersoes sao continuas:

(i) WEP(Q) — L4(Q) para 1 < q < N]Xip, se kp < N (se kp = N , podemos considerar

1 < g < 400); Além disso, se ) € limitado essa imersao é compacta quando

Np
N—kp-*

q<

(ii) WkP — C™* se kp > N, onde k é um inteiro verificando m < k — % <m+1el

éumrealsatisfazendo()<)\Sk:—m—%:)\o, sed<1l,e0< A<, seN\g=1.

Em particular temos estes dois Teoremas:

Teorema B.26 (Ver [18])(Imersoes de Sobolev): Seja Q C RY com N > 2, entdo as

sequintes imersoes sao continuas:

. L(Q) ; 1<s<2*=2% para N >3
Hy () —
L*(Q) 1<s<o0 para N=1 ou N =2
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Teorema B.27 (Ver [1])(Imersdo compacta de Rellich-Kondrachov): Sendo Q C IRY um

Dominio limitado do RY, as sequintes imersoes sio compactas:

L) ; 1<s<2 =22~ para N>3

L(Q) ; 1<s<o0 para  N=1 ou N =2

Teorema B.28 (Ver [10])(Desigualdade de Sobolev): Seja 2 um subconjunto aberto e

limitado do RY . Suponha u € Wol’p(Q) para algum 1 < p < N. Entdo,temos a estimativa
[ullza) < Cllullyrr @) = ClIVullr @
para cada q € [1,p*]. A constante C' depende de p, q, NeQ.

Teorema B.29 (Ver [18]): Considere dois subconjuntos K e F do IRY disjuntos, sendo

K compacto e F fechado. Entdo, existe uma funcdo teste o definida no RY tal que
px)y=1em K, p(z)=0em F, e 0 < p(z) < 1.

Teorema B.30 (Ver [2]): Suponha que h € LP(Q), 1 < p < 400, e que u € W,>(Q)

seja solugao fraca do problema

—Au=h(z) ,Q
u=20 , 00 .

Entdo, u € W??(Q) e existe um C > 0 (independente de u) tal que
[lullw2r@) < Cllf|Lr()-

Teorema B.31 (Ver [11]): Seja 0 < o < 1 e suponha que u € C*(Q) N W, *(Q) seja
uma solugao fraca de (B.5) com h € C*(Q). Entdo u € C**(Q)

Teorema B.32 (Ver [10])(Principio de Mdximo forte): Seja u € C*(Q)NC(Q) ec >0

em ). Suponha também que ) € conezo.

i) Se
Lu<0 em €

e u atinge um mdzimo nao-negativo em wm ponto interior do conjunto Q, entdo u

€ constante em €);
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ii) Analogamente, se

Lu>0 em €

e u atinge um minimo ndo-negativo em um ponto interior do conjunto Q, entdo u

é constante em §).

Teorema B.33 (Ver [9]): O problema

—Av = ¢ em £
v > 0 em Q

) = 0 sobre 0f)

onde 0 < q < 1 possui uma unica solu¢ao positiva.
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