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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar as algebras de poténcias associativas, as train algebras
de posto 3 e as algebras de Jordan e de Bernstein-Jordan, provando uma condicao de
equivaléncia das mesmas e analisando a nilpoténcia do quadrado do barideal de uma algebra
de Bernstein. Deduz-se identidades validas em algebras de poténcias associativas que per-
mitem obter uma decomposicao de Peirce relativa a um idempotente. Em seguida, é dada
a definicao de algebras baricas. Depois, determina-se uma série de identidades vélidas em
train algebras de posto 3 e em as algebras de Jordan e de Bernstein-Jordan, que resul-
tarao na decomposicao de Peirce destas algebras. Finalmente, determina-se um indice de
nilpoténcia do quadrado do barideal da algebra de Bernstein e condi¢oes de equivaléncia
entre as algebras abordadas neste trabalho.

PALAVRAS-CHAVE: Algebra de poténcias associativas. Train algebra de posto 3. Algebra
de Jordan. Algebra de Bernstein-Jordan.



ABSTRACT

The objective of this work is to study the power associative algebras, the train algebras of
rank 3 and the Jordan and Bernstein-Jordan algebras, showing a condition of equivalence
between them and analyse the nilpotency of the square of the barideal of a Bernstein
algebra. It is proved some identities on power associative algebras that provide the Peirce
decomposition. Then, the baric algebras are defined. After that, it is proved identities
on train algebras of rank 3 and on Jordan and Bernstein-Jordan algebras, the will result
in the Peirce decomposition of this algebras. Finally, it is given an index of nilpotency of
the square of the barideal of a Bernstein algebra and conditions of equivalence between the
algebras studied in this work.

KEYWORDS: Power associative algebra, train algebra of rank 3, Bernstein algebra, Berntein-
Jordan algebra.
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Introducao

Este trabalho estuda basicamente trés tipos de algebras: as de poténcias associativas,
as train algebras de posto 3 e dlgebras de Bernstein. Os principais objetivos sao obter um
indice de nilpoténcia para o quadrado do barideal de uma algebra de Bernstein e estabelecer
uma condicao de equivaléncia entre as algebras de poténcias associativas, as train algebras
de posto 3 e as algebras de Bernstein.

Em 1948, A. Albert estabeleceu varios resultados que caracterizam os anéis de
poténcias associativas, que sao aqueles que em que a subdlgebra gerada por um elemento
arbitrario é de poténcias associativas. No capitulo 1 encontram-se as adaptacoes desses
resultados para dlgebras de poténcias associativas. Em seguida, define-se uma algebra A(*)
associada & dlgebra A, modificando apenas o seu produto, de modo que A também seja
de poténcias associativas e um conjunto A, que contem os operadores de multiplicacao a
direita e a esquerda do elemento x. Demonstra-se que esse conjunto também contem todas
as poténcias do elemento z. Trabalhando com um elemento idempotente e € A, consegue-se
decompor uma dlgebra A comutativa de poténcias associativas em uma soma direta de trés
subdlgebras, denominada decomposicao de Peirce de A relativa ao idempotente e e usando a
algebra A e obtem-se um resultado andlogo para o caso em que A nio é necessariamente
uma algebra comutativa. A fim de obter resutados mais relevantes sobre a estrutura de
uma algebra de poténcias associativas A, acrescenta-se a hipétese de flexibilidade, isto é,
que z(yz) = (zy)z, para quaisquer x,y € A.

As dlgebras béricas sao algebras constituidas de um par ordenado (A4,w), onde A
¢ uma algebra sobre o corpo F' e w é um homomorfismo de A em F' e foram introduzi-
das por I. Etherington com objetivo de resolver problemas sobre Genética de Populacgoes.
Estas dlgebras sao subdivididas em outras classes impondo-se determinadas condigoes, nor-
malmente sob o contexto da Genética, definindo-se assim algebras como as train dlgebras,
as algebras de Bernstein e as algebras de Bernstein-Jordan. O capitulo 2 comega com
a definicao de algebras baricas e, em particular, a definicao de train algebra de posto n.
Sejam (A,w) uma &lgebra barica de dimensao finita sobre o corpo F', com caracteristica
diferente de 2 e n um inteiro positivo fixo. Diz-se que A é uma train algebra de posto n, se
a igualdade

"+ yw@) " L yw(@)" e =0

é valida para qualquer x € A. Nos ultimos vinte anos tem-se estudado com muito esforco
as train algebras sob varios pontos de vista, principalmente élgebras de baixo posto e pouco
se sabe ainda sobre train algebras de posto arbitrario. As atencoes deste trabalho sao



voltadas especificamente para o caso em que n = 3. A partir dai, deduz-se identidades que
fornecem a decomposicao de Peirce relativa a um idempotente e da train algebra de posto
3 e o conjunto de idempotentes. Além disso, outras identidades sao estabeleceidas como
consequencia dessa decomposicao, assim como relacoes de inclusoes envolvendo os somandos
dessa decomposicao.

O capitulo 3 trata de um outro tipo de algebra barica: a algebra de Bernstein, isto
é, uma algebra comutativa para qual

qualquer que seja x € A. Resultados analogos aos que foram provados no capitulo anterior
sao demonstrados estuda-se também as algebras de Bernstein-Jordan, isto é, algebras de
Bernstein para as quais vale a identidade de Jordan, a saber: x?(yz) = (2%y)z, quaisquer
que sejam os elementos = e y da algebra de Bernstein-Jordan. As élgebras de Jordan tem
origem na formulacao da Mecanica Quantica.

O capitulo 4 esta baseado no artigo On the Nilpotency of the Barideal of a Benstein
Algebra (1998). Sao apresentadas uma série de identidades que resultarado na obtengao de
indice de nilpoténcia para o quadrado do barideal N de uma &algebra de Jordan e uma
condicao de equivaléncia envolvendo as algebras estudadas. Até o momento ainda nao se
sabe se o indice de nilpoténcia obtido pode ser aprimorado.



Capitulo 1

Algebras de poténcias associativas

Neste capitulo vamos apresentar os resultados sobre dlgebras de poténcias associativas
que, posteriormente, serao utilizados na obtencao dos resultados principais deste trabalho.

1.1 Definicoes iniciais

Definicao 1.1. Uma dlgebra A ¢ um espacgo vetorial sobre um corpo F', onde estd definida
uma operacao denominada multiplicagao que associa todo par de elementos x,y € A ao
produto xy € A, a qual as sequintes propriedades

a(zy) = z(ay) =y(ax),
z(y + z) Yy + xz,
(y+2)z = yr+ 2,

quaisquer que sejam os elementos x,y,z € A ea € .

Definicao 1.2. Uma subdlgebra S da dlgebra A é um subespago vetorial. Uma subdlgebra
S para a qual ax,xa € S, para quaisquer a € A e x € S é chamada tdeal de A.

Definigao 1.3. Uma dlgebra A é denominada uma dlgebra comutativa se xy = yz, para
quaisquer x,y € A e dlgebra associativa se (xy)z = x(yz), para quaisquer x,y,z € A.
Definicao 1.4. As poténcias principais a direita da dlgebra A sdio definidas por x* = x
e 2" = 2" 'z, onde n € N. As poténcias principais a esquerda da dlgebra A sdo
definidas por 'x = x e "x = x(""'x), onde n € N.

Definigao 1.5. Dados =,y € A, define-se o comutador de x com y pela formula

[x,y] = xy—yx.

Obsevermos que o comutador é bilinear e anti-simétrico, isto é, dados x,y, z € A, tem-se,
respectivamente, que [x,y + z| = [z,y] + [z, 2] e [z, y] = —[y, z].
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1.2 Poténcias associativas

Definigao 1.6. Uma dlgebra A € uma dlgebra de poténcias associativas se a subdlgebra
gerada por todo elemento x € A é associativa.

De modo equivalente, podemos afirmar que uma algebra A é de poténcias associativas
se, e somente se, z™x" = ™" para quaisquer x € A e inteiros positvos m e n

Lema 1.1. Seja A uma dlgebra sobre um corpo F, cuja caracteristica € diferente de 2. Se

xx? = 22z, para todo x € A, entdo para quaisquer x,y,z € A, tem-se que

[zy + yx, 2] + [yz + zy, x] + [z + z2,y] = 0. (1.1)

2

Demonstra¢ao. Por hipétese, temos que [z, z] = 0. Em particular, substituindo = por

x4+ Ay, onde X € F, temos

0 = [2% 7]
= [(1’ + Ay o+ /\y]
= [a:z + Azy + \yx + N2y o + )\y]
= [2% 2] + X ([2%y] + [ey +ya,2]) + X ([v7 2] + [yr +ay,9]) + Ny, y)
= A(z,y) + NU(y, ),

= [2%y] + [y + yx,2] e Uy, =) = [y* 2] + [y2 + 2y, y]. Tomando A = 1,
+U(y,z) = 0e X = —1, fornece —T'(x,y)+U(y,z) = 0. Entao 27 (x,y) = 0,
= 0. O proximo passo é substituir « por x + pz, onde p € F'e z € A, em

em que, T'(z,y)
obtemos T'(x, y)
ou seja, T(z,y)
T(xz,y) =0.

0 = T(x+ pzy)
= [+ p2) y] +(w+p2)y+y(z+ p2), 7+ py
= [xQ +uwz+uzx+u2z2,y} + [zy + pzy + yr + pyz, v + pzj
= [2%y] + [oy +ya, 2] + p([vz + 22, 9] + [2y + y2, 2] + [2y + yz, 2])
4112 ([22,1/} + [zy—i—yz,z])
= T(z.y) +uW(z,y,2) + *T(z,y),

em que W(x,y,z) = [zz + zx,y] + [2y + yz,2] + [vy + yx,z]. Como T = 0, obtemos a
igualdade fazendo p = 1. ]

Notemos que se a caracteristica de F' for diferente de 2 e de 3, entao fazendo x =y = 2

em (1.1), temos 3[2z?, z] = 0. Logo, 6 [z, z] = 0. Assim z?z = za?.

Lema 1.2. Seja A uma dlgebra sobre um corpo F, cuja caracteristica é diferente de 2. Se
iz = 2 para todo x € A para todos os inteiros positivos i e j tais que i+j < n en > 4,
entao

vz, a=1,2...,n-1 (1.2)
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Demonstracdao. Sejam « e (3 inteiros positvos com « + 3 < n. Substituindo x,y e z por %,
2% e 2" (@8 respectivamente, na identidade (1.1), temos que [x%2° + xﬁxa,x”_(aJrﬁ)] +
[wPan=eth) 4 (et go] 4 [gn—(ethge 4 gagn=(oth) F] = 0. Logo [x*1F gn(@tA)] 4
[z"~ 2] 4+ [m"‘ﬁ, xﬁ] =0 e, entao

e I P S P

Usaremos esta ultima igualdade para provar o lema. Fazendo o =1,2,...n—1e =1,
temos, respectivamente

[l’n_2,$2] — [.’L’n_l,l'] + [l‘n_l,l‘],
[l‘n_3, ZL‘S] — [xn—Q,xZ] + [:L‘n_l, ZL‘],
[xnf(kfl),xkfl] _ [(ﬂn (k 2),£Ck 2] + [:L‘n 1,1,]’
[xnfk’xk] _ [xnf(kfl)wrkfl] + [l‘nil, l‘]

Somando membro a membro as igualdades acima, obtemos [z"*, z¥] = k[z"~! z]. E para

k =mn — 1, segue da identidade anterior que n[z"~! z] = 0. m

Lema 1.3. Seja A uma dlgebra sobre um corpo F, cuja caracteristica € diferente de 2. Se
2?2% = (2%2)x, para todo x € A, entdo

Z(xy +yz)(zw +wz) = Z [Z(zw + wz)y] x. (1.3)

6 4 3

onde as somas acima sao obtidas por todas as selecoes possiveis dos simbolos envolvidos e
Y tem k parcelas.

Demonstracdao. Substituindo x por x 4+ Ay na hipotese, em que x,y € A e XA € F, tem-se
que
(z + )2 (z + My)? — [( + M) (z + )] (z + Ay) = 0.

Efetuando os calculos, chegamos & K + AL 4+ N2M + A3N + AP = 0, onde

K = K(z)=2%%—2°2=0,
P = K(y) =y —-yy=0,
L = L(z,y) = 2*(xy) + 2*(yx) + (xy)a® + (yz)a® — 2°y — ((zy)z)z — ((yx)z)z — (2%y)z,
M = M(z,y) =2*y* + (zy)* + (xy)(yz) + (yz)(2y) + (y2)° + v*2® = ((2y)y)z — ((yx)z)y
—(zy)x — (yPx)r — (2%y)y — ((y)2)y — ((y2)y)=,
N = L{y,z) =y (yz) + v*(xy) + (y2)y* + (2y)y® — v’z — ((v2)y)y — (29)y)y — (Y 2)y.

Segue que AL + X\>M + X\3N = 0. Quando A = 1, temos que L + M + N = 0 e quando
A= —1, temos que —L+ M — N = 0. Logo, M(z,y) = 0 e substituindo = por x + uz, onde
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we Feze Aobtemos

Mz +pzy) = (24 p2)*y" + [(@ + p2)yl* + (& + p2)yly(z + p2)]
+y(z + p2)ll(@ + p2)y] + [y(@ + p2)]* + v (@ + pz)?
y* (x + p2))(z + p2) = (& + p2)y)yl(x + p2)
(y(z + p2))yl(z + p2) — [((x + p2)y)(x + pz)ly
(y(z + pz)(x + p2)ly = [((z + p2)?yly

[
[
[
[

e isto fornece a equacao M (x + uz,y) = M(z,y) + uQ(x,y, z) + p?>M(z,y), onde

Q(z,y,2) = y'(xz+z2) + (xz+ za)y* + (zy + yz)(2y + 2y) + (2y + 2y) (xy + yz)
—(y*x)z — 2(y°x) — [(xy + yx)ylz — [(zy + y2)yle — [(zy + ya)z]y —
[(zy +yz)z]y — [(z2 + 22)yly.

Mas, como vimos acima, M = 0 e, assim, Q(z,y, z) = 0. Agora, substituindo y por y + aw,
encontramos a igualdade Q(z,y,2) + aR(z,y, 2,w) + a*Q(z,w, z) = 0. Lembrando que Q
é nula e fazendo o = 1, obtemos o resultado, ou seja

(zy + yz) (2w + wz) + (22 + 22) (yw + wy) + (2w + wz)(2y + y2z) + (2y + y2)(vw + wr)
+(yw + wy)(zz + 22) + (2w + w2)(zy + yz) = [(20 + wz)y + (wy + yw)z + (yz + 2y)wlz
(2w +w2)r + (we + 2w)z + (22 + 2y)wly + [(2w + wr)y + (wy + yw)z + (yr + zy)w]z
[(zx + z2)y + (xy + yz)z + (yz + 2y)z|w.

E assim fica provada a equagao (1.3). n

Observemos que se a caracteristica de I for diferente de 2 e de 3, entao fazendo r = y =

z = w em (1.3), obtemos x?z* = z3z.

Lema 1.4. Seja A uma dlgebra sobre um corpo F de caracteristica diferente de 2, de 3 e de
5. Sen >5 extat = 2 M, quaisquer que sejam o0s inteiros positivos \ e j, com A+ pu < n,
entao

a—1

2

n—o, .o nflx 4

[x”’l,a:], a=1,2,...,n—1 (1.4)

Demonstracao. Consideremos os inteiros positivos «, 3,7, tais que a + 5+ v+ = n.
Substituindo x por 2%, y por 2, z por 7 e w por z° em (1.3) obtemos
4xa+ﬂx’y+6 + 4xa+’ylﬁ+6 + 4xa+61ﬁ+’y + 4lﬂ+'yl.a+6 + 4$ﬁ+6xa+'y + 4x'y+6xo¢+ﬁ _

6xﬁ+7+5xoz + 6xa+’y+61ﬁ + 6xa+ﬁ+5$7 + 6xa+ﬂ+’yx5,

de onde segue que

2 (xa+ﬁx’y+6 + xa+7x5+5 + xa+6$ﬁ+'y) -3 (xnfaxa + xnfﬁxﬂ 4 Y 4 $nf(a+6+7)xa+ﬁ+’y) )
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Calculando 2™ %20, x0tBx7 40 gatvgftd ¢ 4a+9,0+7 no Lema 1.2, obtemos os resultados que
sao aplicados na igualdade anterior de modo que

3 (xn ape y gn- ﬁ.’Lﬁ 4 4 xn—(a-i—ﬂ-i—‘y)xa-&-ﬁ-&-’y) — 4 (xn—(oa—&-ﬁ)xoﬁ-ﬁ + l,n—(oz—k'y)xa-ﬁ-’y)
+4 (xn—(ﬁJrv)xﬁJrv)
—(a+B+7) ", ], (1.5)

Vamos discutir os casos em que a+ 3+ v = 3, 4 e 5. No primeiro caso, obrigatoriamente
a = [ =7 =1 e aplicando acima, temos que
3" e e+ 2" e 42" ?) = A(a" Rt 4 2" % 4 2" %) = 32 2,
"3 = 42" - 32" — [z ). (1.6)

Se a+ 3+~ = 4, pode ser que o« = 2 e 3 = v = 1. Aplicados na equagao (1.5) e usando (1.6),
fornecem

3( n— 2:):2_'_1,71 1I+In_1$+l‘n_4$4) — 4(1‘” 3[E3+l’n 3ZL'3+JIn 21_2) _4[1,71—1,1,]’
Ry 2 2+6.Tn 1x+3xn 4 4 = 8" 3 3+4Q3n 2 2 4[x"71,x],
"t = 112" %2 — 102" — 4[2" 7 2. (1.7)

Oscasosemque a =7y=1e3=2eemque a =3 =1e vy =2 fornecem uma igualdade
semelhante a (1.6) pela simetria em relagao a a, 3 e . Agora, vejamos o que ocorre quando
a+pf+~v=>5 Entdfon >6esea=F=2evy=1,segue de (1.5) que

3" + 2" Pt " e+ 2" 0) = A(e" et "3 4 2 e?) — Bl ],
62" 22 + 32" + 32" °2® = 4a" 'zt + 82" P2 — 5" 1) (1.8)
Sea=3e(=7v=1, entao
3" P2 4" e 4 " e 4 2" 02 = 42"t + "t 4 2" 22?) — B[ 2,
32" 4+ 62" + 32" P2 = Szt 4+ 82" %a? — 5" ). (1.9)
Subtraindo membro a membro (1.8) e (1.9), obtemos
37" 4 32" — 62" %2 = Ax" 2t 4 42" a? — 8"
3" + 112" 22 — 102" 22 = 42" 2t (1.10)

Usando (1.6) e (1.7) em (1.10)
3z™ 4+ 11(42" %% — 32" — [2"7 1, 2]) — 102"7* = 4(112" 2 — 102" — 4[2" ", 1)),
n—2,2 __ n -
2"t = g [z
que é o resultado do lema para a = 2. Agora vamos proceder por indug¢ao. Suponhamos
que (1.4) seja valida para o = 1,2,...,k — 2, onde k£ > 1. Substituindo § =~ = 1e
a=k—1em (1.5), obtemos

Lz

3(l'n_(k_1)$k_1 _{_an—lx_'_xn—(k-&-l)xk-l-l) _ 4(233” kZEk 4 2 2) (k’—i— )[ n— 1,ZB],
3:L‘n_(k_1).l’k_1 —|—6:En_1$—|—35(]n_(k+1)l‘k+1 — Q" k k + 4z 2 2 (k?—i— )[ n— 171,],
anf(k+1)xk+1 — 8 n—k k 4 41_77, 2 2 an (k 1)xk71 -

62" 'x — (k4 1)[z" ', z]. (1.11)
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Fazendo o = k — 1 e a = k na hipdtese de indugao, obtemos respectivamente
k—2
2

k—1
a:nkak — l’nill’—F 5 [xnfl’x]

n—1

n—(k+1) .k+1 __ nflx_k

x x = x [z" x],

Levando esses resultados em (1.12), concluimos que

kE—1 1
anf(k+1)xk+1 — 8 (xnlx + 5 [:U”l,:r,']) +4 (xnlx + 5 [l'nl,l'])

kE—1
6 (ot S ] ) = ok D
k—2
-3 (x”_lx +— [x"_l,x]) :
$n_(k+1)ZL‘k+1 _ IL‘n_ll'—f—g [ZL‘n_l,ZL‘]‘
Portanto, o resultado também ¢é vélido para a = k e isso encerra a demonstragao. |

Corolario 1.1. Sejam n > 5 um inteiro e A dlgebra sobre um corpo F' com a caracteristica
diferente de n, entio [z"*, 2% = a[z" ', 2], n[z" !, 2] =0 e 2" = 2",

Teorema 1.1. Seja A uma dlgebra comutativa sobre um corpo F com caracteristica diferente
de 2,3 e 5 e suponha que x°x* = (zx)x para qualquer x € A. Entio A é de poténcias
associativas.

n—1 1 1

Demonstracao. Se A for um algebra comutativa, entao [2" 1 z] = 0, isto é, 2" 'z = xa"~
e de (1.4) conclui-se que as m-ésimas poténcias sdo associativas e o mesmo vale para as
k-ésimas poténcias, com k < n en > 5.

Teorema 1.2. Seja A uma dlgebra comutativa sobre um corpo F com caracteristica zero
e suponha que v*r = xx? e x°2* = (2’x)x para qualquer v € A. Entao A é de poténcias
associativas.

Apresentemos, agora, alguns contra-exemplos que mostram a importancia da hipdtese
sobre a caracteristica do Teorema 1.1. Esses contra-exemplos e outro sobre a caracteristica
zero para o Teorema 1.2 estao na referéncia [1].

Exemplo 1.1. Seja A uma algebra comutativa com uma base formada pelos elementos
a,a’,a’ a* = a*a® e a® = a® sobre o corpo F' = {0,1} de caracteristica 2 e tal que a*a® =
a’a* = a’a® = a®a® = d’a* = a®a® = a*a* = a*a® = a®a® = 0. Notemos que A nao é de
poténcias associativas, pois a® # a?a®. Dado qualquer x € A, existem a;,... a5 € F, tais

que T = oa, +asa® + aza® + auat + asa’® e temos sucessivamente que

* = aja® + asa’,
r’r? = o/lla4,

2., _ 3.3 2.2 5
r'r = aja’ +ajasa,

(%7)r = afa’ + (a3a] + aday)d’.
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Mas, como F' = {0, 1}, a soma a2a? + aday se anula. Logo z%2? = (2%2)z.
) ) ) 21 1

Exemplo 1.2. Seja A uma 4dlgebra comutativa com base {a,a? a3 a* = a*a? a° a*a®}

sobre um corpo qualquer cuja caracteristica é 3. Consideremos que todos os produtos de
seis ou mais fatores de A seja nulo. Dado & = aqa, +asa®+ asa® + aua* +aza® +aga’a® € A,
onde o; € F, parai1=1,2,...,6, temos que

= ozla + 20 a0a” + (20103 + a3)at + 2a1040° + 201030 a’,

?r? = ala + 041a2a2a3
2 _ 5 2 2.\ 23
rir = ala + (a3 + 2aias)a’® + (2aqa3 + afas)a’a?,
(?2)r = afa* +adasa®a®.

Entao z22? = (2%x)z, porém A nao é uma dlgebra de poténcias associativas, pois a® # a’a?.

Exemplo 1.3. Seja A uma algebra sobre um corpo F' de caracteristica 5, cuja base é
{a,a,a®,a* = a%a® a® = a’a?,a’a, a®a®}. Suponhamos ainda que essa algebra seja co-
mutativa, que o produto de poténcias de a com sete ou mais fatores se anule e que as
identidades a® = 3a3a® — 2a2%a* e 3a3a® = 4a*a* — 3a° sejam vélidas. Desse modo, temos
para um elemento arbitrario = aya, +oa® + aza® + cua* + asa® + aga’a* + aza’a®, onde
a; € Foparat1=1,2,...,7, que

2 = ala® + 201000 + (20105 + ad)at + 2(aray + azas)a’ — 2ap04a%at

+(a3 + ajas)a’a’.
Fazendo —2anay = € F e Oz§ + ajas = 3 € F, temos

2 = ala + 2a1000° + (20103 + a3)a + 2(a1a4 + apaz)a’ + aad’a + Ba’a

2’r? = afa’ + 4030,50° + 202 (a2 4 2a103)a’a* + 4a’adaa’.
Por outro lado, temos ainda
P’z = ada® + 3adazay + 3(anas + ajaz)a® + Aafa’ + yata®,

onde A = a3 + 2a2ay + 3ajasas e ¥ = alay + 3ajasas. Além disso,
(®z)r = aja’ +4aiaqsa® — 3(afas + 2a5as)a’a + (9aias + 10aias)a’a®.
Porém, —3a%a3 — 6aias = 20303 + 4adag e 9aias + 10aias = 4aias. Portanto,
2933 2 2

(#*x)r = aja* +4adayad® + (20203 + 4adas)a’a’ +4a1a2a a® = zz”.

mas A nao é uma &lgebra de poténcias associativas, ja que a®a® # a?

1.3 A &algebra A

Veremos agora que, a partir de uma algebra A dada, podemos construir uma nova algebra,
apenas modificando o produto. A dlgebra que veremos agora serd 1til no estudo das dlgebras
de poténcias associativas nao comutativas.
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Seja A uma algebra, na qual a equacao 2z = a admite uma tnica solucao x € A qualquer
que seja a € A. Definiremos, agora, uma algebra associada A cuja adicdo é a mesma da
algebra A, mas com produto denotado por z -y e definido em funcao do produto zy em A
da seguinte maneira

1
Ty = §(ﬂcy+yfv)

1 1
Temos que a algebra A é comutativa, pois z -y = 5(:63/ +yx) = i(z:y +yx) =y - .

Definimos as poténcias de A™) por 2! = z e 2" = 2™ Yz, onde n > 1 é inteiro. Essas

poténcias coincidem com as de A. De fato, suponhamos por inducao que isso seja verdade

para o inteiro positivo k, ou seja, % = 2¥, entdo

1

gD ke ke ke
Entdo A®) é uma dlgebra de poténcias associativas, se A for de poténcias associativas.
Porém, é possivel construir uma algebra A de poténcias associativas, sem que A seja de
poténcias associativas.

Exemplo 1.4. Seja A uma dlgebra sobre um corpo F' com base {a,a? a’a,aa?®} definida
de modo que os produtos a---a com quatro ou mais fatores sejam iguais a zero. Entao,
para todo = € A, temos

r = aa+ Ba®+ yaad® + dd’a,
2 _ 2 2 2 2 2 2\ _ 2.2 2 2
r® = (aa+ fa” +vyaa® + da“a)(oa + fa” + yaa® + da”a) = a“a” + afaa” + afia’a,
v2® = (aa+ Ba® + yaa® + da*a)(a’a® + afaad’® + afa’a) = a’aa® = 1*x,
1 3aa® 1
-z = i(xx2+x2x) = a ;a = §(xac2+x2x) =2 7.

E como z®2® = 0, para o + 8 > 4, teremos sempre que z%z” = z°*° para todos os
inteiros positivos o e 3. Portanto, A é de poténcias associativas, onde A néo o é, pois

aa® # a’a.

1.4 Identidades envolvendo L, e R,

Nesta secao, vamos definir os operadores de multiplicagao em uma algebra e estabelecer
algumas identidades envolvendo tais operadores.

Definicao 1.7. Sejam A uma dlgebra sobre o corpo F e x € A. O operador linear R, sobre
A definido por aR, = ax é denominado operador de multiplicacao a direita por x.
Analogamente, o operador linear L, definido por aL, = xa € denominado operador de
multiplicacao a esquerda por x.

Com isso a multiplicacdo por z em A é unicamente representada pela aplicacio:

1
T, = §(Rx + L,).
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Reescrevendo a identidade (1.1) em termos de multiplicagao a direita e a esquerda, temos
L:cy—i—yz - ny—i—y:c + (Ly + Ry).CE - Qf(Ly + Ry) + (Lx + Rx)y - y(Lx + RI) = Oa
que pode ainda ser reescrita como segue

(Raz + Lx)(Ry o Ly) + (Ry + Ly)(Rx - Loc) = Rry-i—yx o ny+yx' (1-12)

Reescrevendo a identidade (1.3) em termos de multiplicagao a esquerda e a direita temos
que:

(xy +yx)(R. + L) + (xz + zx)(Ry + L) + (Re + L) (2y + yz) + (2y + y2) (R, + L)
+H(Ry+ Ly)(xz+ zx) + (R, + L) (2y + yx) = (R, + L)y + (Ry + Ly)z + Ly, )r+
H[(Re + La)y + (Ry 4 Ly)® + Layryelz + [(Re + L)z 4 (Re + L)z + Loz 2oy +
Lzt 2wy + Liwy+ye)z T Liyzt2y)e

Portanto,

Ra: m)(Ryz+zy + Lyz+zy - Rsz - RzRy> +

Ligzszayy + Ligyrya)z + Ligerzgye = (Ro+

( Yy + )( xrz+2x + Lzz+zx - R:ERZ - Rsz> +
(R, +

(L

Z)( TY+yr + L$y+yw R R - RyRa:) -
oytyaRe + Lazioo Ry + Lyzi oy Ry) (1.13)

z

Fazendo x = y em (1.12), temos que Royy — Loz = 2(Ry + Ly) (R, — L), ou ainda
Ryr — Ly = (Ry + Ly)(Ry — Ly) (1.14)
e quando = = y = z, segue de (1.13), temos que

Lzzye = (Ry + L) (Ryp + Ly — Ri) — L,..R,. (1.15)

Lema 1.5. Sejam A uma dlgebra, x € A e A, o conjunto do todas as somas finitas de
produtos de um niumero finito de fatores da forma R,, L, ou R,,. Entdo A, contém todos
o0s elementos da forma Ry, e Ly, onde w = x* e k € um inteiro positivo.

Demonstracao. E claro que o resultado é valido para k = 1 e segue de (1.14) que o resultado
também vale para £k = 2. Suponhamos que esse resultado seja valido para todos os expoentes
inteiros k tais que k < t 4+ 1. Escrevendo y = z*! e w = 22 e como 2y + yr = xa'™! +
r 'ty = 22172 = 2w, segue de (1.12) que

2(Ry, — Ly) = (Ry + L) (R, — Ly) + (Ry + L) (R, — L) (1.16)
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O préximo passo ¢ substituir z por z! e y por z em (1.13). Notemos que dessa maneira
(ry + yx)z = (2 + xx)zt = 2272 = 2w e, analogamente, (zy + yz)z = (yz + 2y)r =
(xz + zx)y. Entao

6L, = (Rx + Lx)(QRle — 2L 11 — Ry Ryt — thRx) + (th + th)(2R$2 + 2L, — QRI)

Consequentemente, pela hipétese de inducao, temos que L, € A, e por (1.16) temos que
L, €A, ]

No caso particular em que r = e = €2, a férmula (1.14) se transforma em R, — L. =
(Re + Le)(R. — L), de onde segue que (R, + L.)(R. — L.) — (R. — L.) = 0. Logo,

(R8+Le_l)(Re_L6) - (Re_Le) = 0. (117)

Fazendo z = e = ¢* também em (1.15), obtemos Lee)e = (Re + L¢)(Re + Le — R2) — LR,
ou ainda, R* + R.L. — R.R*> + L.R. + L? — L.R?> — L.R. — L., = 0. Assim, temos

(Re + Le)> — (Re+ Lo)R2 — Lo(R. + 1) = 0. (1.18)

onde I é o operador identidade em A. Nao é possivel deduzir a partir de (1.17) e (1.18)
equagoes que s6 contenham R, ou L.. Quando A é comutativa, segue de (1.13) que

2Ry (y2) + 2Ry (20 + 2Ro(y) = (Ro + Ly)(4R,. — RyR. — R.R,) +
(R, + Ry)(4R.; — R.R, — R,R.) +
(R.+ R.)(4R,, — R, R, — R,R,) —

2

(RiyR. + R.. R, + R,.R,).
portanto, temos

Rx(yz) + Ry(zx) + Rz(:cy) - 4<R:L‘Ryz + Rszac + RzRacy) - (Rysz + szRy + nyRz) -
[Ro(R,R. + R.R,) + Ry(R.Ry + RyR.) + R.(R.R, + R,R.)].
(1.19)

Além disso, (1.12) e (1.14) se anulam, pois L, = R,, para todo z € A. A igualdade (1.15)
se torna R(up), = 2Ry (Ryr — R2) — Ryy Ry, ou seja,

Risyy = 4RyRup— 2R — R..R,. (1.20)

Finalmente, usando a expressiao (1.19) com y = z e 2 = z? e a expressao (1.20), chegamos
a identidade

Ruayaey = R2,+10R2R,, — 6R, R, R, — 4R, (1.21)

1.5 Nilalgebras e nilideais

Veremos agora uma condicao para que, dados uma algebra de poténcias associativas A
e um elemento x € A qualquer, a algebra A, seja nilpotente e um exemplo de dlgebra nao
comutativa A, em que A, nao é nilpotente.
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Definicao 1.8. Seja A uma dlgebra de poténcias associativas. Dizemos que um elemento
r € A € nilpotente existe um inteiro r tal que x” = 0. O menor inteiro positivo r para o
qual " = 0 € denominado nilindice ou indice de nilpoténcia de x.

Definicao 1.9. Diz-se que A € uma nildlgebra se todos os elementos de A forem nilpo-
tentes. O milindice da dlgebra A ¢é definido como sendo o menor inteiro positivo para o
qual todos os elementos de A sdo nilpotentes.

Definigcao 1.10. Se todos os elementos do ideal B da dlgebra A forem nilpontentes, entao

B € denomidado um nilideal.

Notemos que a soma de nilideais também é um nilideal. De fato, sejam B e C nilideais,
de nilindices k e ¢, respectivamente. Sendo assim, b* = ¢! = 0 para quaisquer b € Bec € C.
Como cada elemento de B + C' é da forma b + ¢, temos

b+ =0+ =" +c) =c5g=0

onde ¢y = Y (bicj + ¢;b;) € C é uma soma de produtos de elementos envolvendo b; € B e
¢; € C e os indices 7 e j sao inteiros positivos. Disso se conclui que a soma By + - - -+ B, de
uma quantidade finita de nilideais também ¢é um nilideal. Define-se também a soma R dos
nilideais de A como sendo o conjunto de todas as somas finitas da forma b = b; + --- + b,,
onde cada by € B;, + = 1,...,r. Evidentemente, b é nilpotente com indice de nilpoténcia
igual ao minimo miiltiplo comum dos indices dos b; e R é chamado de nilradical de A.

Teorema 1.3. Seja A um dlgebra comutativa de poténcias associativas sobre um corpo
de caracteristica diferente de 2 com nilindice t < 4. Entdo A, € nula ou € uma dlgebra
associativa nilpotente, para todo x € A.

Demonstragdo. Suponhamos que t = 2. Entao, para quaisquer a,b € A, temos que (a+b)? =
0, ou ainda, a? + 2ab + b*> = 0. Assim, ab = 0. Neste caso A é nula e A, sé contém o
homomorfismo nulo. Suponhamos agora que ¢t = 3. Assim, pela definicdo de indice de
nilpoténcia, deve existir z € A tal que z? # 0 e, logicamente, R, # 0. Segue de z?z = 0 que

(zy)z + (z2)y + (y2)z = 0
onde x,y,z € A. Portanto, temos
Ry + R, Ry + RyR, = 0. (1.22)
Fazendo x = y em (1.22) temos R,, + R, R, + R,R, = 0. Logo
Rye = —2R% (1.23)
multiplicando por R, a esquerda, obtemos
R,R,. = —4R?. (1.24)
Notemos que R,, comuta com R,, pois

RywR, = —2R:R, = —2R3,
R,R,. = R, (—2R?)=-2R.
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Dai segue que, para todo y € A
(y(zz))z = (yz)(zx),
(*y)z = 2*(yx).
Substituindo y por zz em (1.22), obtemos Ry(;z) + Ry Ru(wz) + Ro(za)Re = 0. Assim,
Ry(z2) = —2R,R,, e, portanto,
R.R,., = 0
pois, % = 0, e segue de (1.24) que R, ¢é nilpotente. Quando o indice de nilpoténcia for 4,
temos por linearizagao de (zz)(zz) = 0 que
(zy)(wz) + (z2)(yw) + (zw)(yz) = 0,
R.R,y+R.. + R, Ry, = 0
onde z,y,z,w € A. Fazendo © = y = z acima, obtemos R R,, = 0 e de (1.21) obtemos
R%_ = 4R, Portanto, multiplicando por R, & esquerda, R5 = 0, ou seja, R, é nilpotente.

Agora vamos demonstrar que A, é nilpotente. Lembramos que cada elemento desse conjunto
é uma soma de produtos de uma quantidade finita de elementos iguais a R, ou R,,, ou seja:

A:PIPQ“‘Pkl+P1P2"'Pk2+“‘+P1P2"'PkT

onde k e r sao inteiros positivos e cada P; é R, ou R,, e modo que cada produto de seis
elementos de A, é uma soma finita de produtos da forma P = S515,---S,, n > 6. Se

S1 = R,, entao P é sempre zero pois, se Sy = R,, vamos ter P = R,R,,--- = 0 e caso
Sy = R, devemos olhar para o valor de S;. Se este for R,,, entao P = R, R, R,,--- = 0,
caso contrdrio continuamos esse processo até Ss e ai s6 pode ocorrer P = R2--- = 0 ou
P = R3R,R.,--- = 0. Supondo que S; = Sy = R,,, segue que S; = Sy = 4R2 ¢,
para qualquer S3, P se anula novamente. Fixando S; = R,, e S; = R,, podemos ter
RyeRy - RyRyp--- = 0 ou RyyRyRyp -+ = 0, ou mesmo R, R>--- = 0. Portanto, A, é
nilpotente. |

Vejamos um exemplo de algebra nao comutativa e que nao possui a propriedade do
Teorema 1.3.

Exemplo 1.5. Seja A uma dlgebra sobre um corpo F' com base {u,v,uv} tal que u*> =
v = (w)? = 0, w +vu = 0, (w)u = —u(uw) = v e (wv)v = —v(uww) = u. Entao dado

qualquer z € A, exitem \, 7, p € F tais que x = \u + pv + puv. Dessa forma, temos que

v = U 4 Apww + dou(uv) + Adpvu + po? + pev(uw) + p(uv)u + pp(uv)v + o
= Au(w +vu) + Aplu(uw) + (uo)u] + pplv(uw) + (uo)v] = Ap(—v +v) + pp(—u + u)
= 0.

Entao A tem nilindice 2 e é de poténcias associativas. Porém as aplicagoes R, e R, nao sao
nilpotentes. De fato, construindo as matrizes dessas mesmas, temos

uR, = u?=0=0u+ 0v+Ouv,
vR, = wvu=0u+0v—uv,
(ww)R, = (uv)u=v=0u+ v+ Ouv.
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Além disso,

ulR, = uv = Ou + Ov + luw,
vR, = v* = 0u + Ov + Ouw,
(w)R, = (uv)v = u = lu + v + Ouv.

Logo, as matrizes dos operadores R, e R, sao dadas por

0 0 0
RJ=10 0 1
0 —1 0

(§]
00 1
RJ=1]0 00
100

Com isso, podemos constatar que R} e R? sdo idempotentes, ou seja, (R2)? = R} e (R?)? =
R%. Assim, nenhuma poténcia de R, e R, serd nula. Consequentemente, qualquer R, # 0
e A, nao é nilpotente.

1.6 Idempotentes em algebras comutativas

Nesta secao consideraremos um idempotente e de uma algebra comutativa e de poténcias

. 1
associativas A. Provaremos que os autovalores do operador R, s@ao 0, 1 e —=. A partir
desses autovalores, construiremos subespacos que decomporao A em soma direta. Depois
estudaremos como se comporta o produto de dois desses subespagos.

Seja A uma dlgebra comutativa. Com isso a igualdade (1.18) se torna —2R3+3R*—R, =
0. Dai

(2R? - 3R, + )R, =

(2R? — 2R, — R. + )R,
2R.(R. — 1) — (R. — I)] R,
(2R = I)(Re — I)R. =

I
o o o o

(1.25)

Para todo idempotente e € A. Definimos o conjunto A.(A) como sendo o conjunto dos
elementos a.(\) € A tais que

eac(N) = Aae(N). (1.26)
Entao dado qualquer z € A.()), temos que ex = Ae e segue de (1.25) que
z[(2R. — I)(R. — I)R.] = 0,
2\ = Dz[(Re = )R] = 0
CA—1)(A—=1zR. = 0
A=A —DIx = 0

Y

Y
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Portanto, A € {0,1,1/2}. Mostremos agora que A.(\) é um subespaco de A. Dados
x,y € Ac(N) e ¢ € F, tem-se que ex = Az e ey = Ay, logo

e(r—y) = er—ey=Ar— A y=Az—y),
e(pr) = glex) = p(Ar) = Mpx).
Logo, z —y € A.(N\) e px € A.(A). Além disso, a dlgebra A é a soma direta
A = A.(0)d Ac(1l) & Ac(1/2). (1.27)
De fato, pois dados a € A e o operador identidade I sobre A, temos que
a = al —3aR, +2aR? + 4aR, — 4aR> + 2aR? — aR,
= a(l —3R. +2R?) +4a(R. — R?) + a(2R? — R,)
= rty+z

onde z = a(I — 3R, +2R?), y = 4a(R. — R?), z = a(2R? — R.). Observemos que = € A.(0),
y € A(1/2) e z € A.(1), j4 que, usando o fato de que 2R? — 3R? + R, = 0, temos

er = ea(l —3R.+2R?) = ae — 3aeR. + 2aeR? = a(R, — 3R> + 2R?) = 0,

ey = dea(R, — R?) = 4aeR, — 4aeR? = 4aR? — 4aR>.
Mas como 2R? — 3R? + R, = 0 implica 27} (R, — R?) = R? — R?, entdo

ey = 4(aR?—aR}) =2"'a(R - RY) = %,
ez = a(2R?— R,) = 2aeR? — aeR, = 2aR> — aR? = a(2R? — R?).

Porém 2R? —3R?+ R, = 2R? — R? —2R?+ R, = 0. Entao 2R? — R? = 2R? — R, e obtemos
ez = a(2R? — R?) = a(2R? — R,) = 2.

E para provar que a soma é direta, multiplicamos duas vezes por e a igualdade a.(0) +
ac(1) 4+ ae(1/2) = 0 e usamos a definigao de a.(\)

eae(0) + eac(1) + ea.(1/2) = 0,
ao(1) + 27, (1/2) = 0, (1.28)

ear(1) +e27ta.(1/2) = 0,
a.(1) + 47 a,(1/2) = o. (1.29)

Resolvendo o sistema formado por (1.28) e (1.29), obtemos a solucao trivial e também
concluimos que a.(0) = 0.

Definicao 1.11. Diz-se que os subespacos B e C da dlgebra A sao ortogonais quando
xy =0, para quaisquer x € B ey € C.

Teorema 1.4. Os subespacos A.(1) e A.(0) num dlgebra comutativa de poténcias associa-
tivas sao nulos ou subdlgebras ortogonais de A e sao validas as sequintes inclusoes

A1/2) A(1/2) € A1) + A(0),
A1) A(1/2) C A(1/2) + A(0), (1.30)
A.0) A(1/2) C A(1/2) + AL).
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Demonstragdo. Inicialmente, obsevermos que a linearizacao de x*z? = (z2x)z fornece a
identidade

A(zy)(wz) + (z2)(yw) + (zw)(yz)] = zly(zw) + 2(wy) + w(yz)]
+ylz(zw) + z(wz) + w(xz)]
+2[z(yw) + y(wz) + wlzy))
Fwlz(yz) + y(r2) + 2(zy)]

i

Em particular, quando z = w = e, obtemos a seguinte identidade

A[(zy)e + 2(ze)(ye)] = wlye + 2(ye)e] + ylze + 2(ze)e] + 2elz(ye) + y(ze) + (zy)e].
(1.31)

Sejam z,y € A.(1), entdo xe = x e ye = y. Fazendo essas substitui¢des em (1.31) temos
4(zy)e + 8xy = bxy + 4e(zy) + 2((zy)e)e. Logo,((zy)e)e — xy = (zy)(R: — I). Segue
dai que (zy)(R. — I) = 0. Assim, e(xy) = xy e, portanto, xy € A.(1). Entdao A é
uma subdlgebra. Agora consideremos z,y € A.(0), de modo que ze = ye = 0. Com
isto, a equagao (1.31) se reduz a 4(zy)e = 2((zy)e)e, que pode ainda se reescrita como
((zy)e)e —2(zy)e = 0. Logo (zy)(R%?—2R.) = (zy)Re(R. —2I) = 0. Assim, (zy)R. = 0, ou
seja (zy)e = 0. Portanto, xy € A.(0) e fica provado que A.(0) também é uma subélgebra.
Vamos provar que elas sdo ortogonais. Dados z € A.(1) e y € A.(0). Segue de (1.31) que
4(zy)e = 3xy+2(zy)e+2((zy)e)e. Portanto, 0 = (zy)(2R?— R.+3I) = (zy)R.(R?+2I) =
(zy)R. = (xy)e. Entao, segue de 4(zy)e = 3zy + 2(zy)e + 2((xy)e)e, que 3zy = 0 e assim
xy = 0. Logo, as subdlgebras A.(1) e A.(0) sdo ortogonais.

Resta provar as inclusoes. Consideremos z,y € A.(1/2) e isto significa que ze = z

ye = ‘g De (1.31) vem ((zy)e)e — (xy)e = 0, (zy)Re(R. — I) = 0 e (zy)R. = 0 e assim

zy € A(0) C A(0) + A (D).

(S

Sex € A.(1) ey € Ac(1/2), isto é, se ze =z e ye = %, obtemos 2((zy)e)e — (zy)e = 0,
(l’y)Re(2Re - ]) = 0’ (xy)(ZRe - [) =0e e($y) = ($y)/2 LOgO, Ty S Ae(1/2) g
A.(0) + A.(1/2).

Finalmente, quando = € A.(0) e y € A.(1/2), isto é, se ze = 0 e ye = Entao

2((zy)e) — 3(xy)e + 2y = 0, (2y)(2R. — [)(R. — I) = 0, (xy)(2R. — I) = 0. Portanto,
xy € Ac(1/2) C Ac(1) + Ac(1/2) e isto encerra a demonstragao. ]

o=

Quando A é uma algebra de Jordan, isto é, uma dlgebra comutativa para qual 22(yx) =
(z?y)x, para quaisquer z,y € A, as duas dltimas inclusoes do Teorema 1.4 se reduzem a

A1) A(1/2) C A(1/2), A.(0) A(1/2) € A(1/2). (1.32)

Entretanto, as inclusées em (1.32) ndo sado validas para todos os dlgebras comutativas
de poténcias associativas.
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Exemplo 1.6. Seja A uma algebra comutativa sobre um corpo F' cuja caracteristica é

diferente de 2, 3 e 5, tal que {e, f, g, h} seja uma base para A de modo que ¢? = e, ef =
1

f.eg = =g, gh=f, eh = f* =¢* =h* = fg = fh = 0. Entao A.(1/2) = gF, pois dado

2
1 1
x € gF, entdo z é da forma z = ag e ex = e(ag) = Jeg=3gre assim x € A.(1/2). Agora,

dado x = ae + Bf + vg + dh € A(1/2), temos

1
er = -,
2
1
e(we+ Bf +vg+0h) = §(Cze+ﬁf+”yg+5h),
ae+ Bf —oh = 0.

Segue que @« = f = § = 0, pois os elementos da base sao linearmente independentes e
concluimos assim que x = ae + ff +vg+ 0h = vg € gF. Também temos que, A.(0) = hF,
pois dado x € hF'| temos que z = ah e ex = e(ah) = a(eh) = a0 = 0, dai = € A.(0). Dado
x=ae+ [Bf+vg+0h € A.(0), temos

ex = 0,
e(ae + Bf +yg+6h) = 0,

1
ae+5f+§79 =

Logo, o = 3 = v = 0, pois os elementos da base sao linearmente independentes e concluimos
assim que © = ae + Bf + vg + dh = 6h € hF. Finalmente, A.(1/2)A.(0) = (hF)(gF) =

1
(hg)F = fF C Ac(1) e fF € A.(1/2), j& que x = \f € fF implica ex = Xef = \f # 3
Entao nao vale (1.32), embora A seja uma algebra de poténcias associativas, pois dado
qualquer z = ae + Bf +vg + dh € A, tem-se que

#? = (ae+ Bf +7g+0h)* = a’e +2(af +70) f + ayg,
2?2 = a'e+4a*(aB+0)f + alyg,
v’r = (e +2(aB+70)f +ayg)(ae + Bf + g+ 6h) = a’e + 3alaf + ) f + a*vg,
(2°2) = = (’e+3a(af+70)f + a’vg)(ae + Bf + g + 6h) = 2°2°.

1.7 Idempotentes em algebras nao comutativas

Seja A uma algebra de poténcias associativas nao necessariamente comutativa. Como ja
foi visto, as poténcias de A coincidem com as poténcias de A, além disso todo idempotente

idempotente e € A também é um idempotente da dlgebra A™), pois e - e = 5(62 +€?) =

e? = e. Entdo tudo o que foi visto na secao anterior é valido para a algebra A, Assim,

temos a seguinte decomposi¢ao

A = AP e A1) @ AP (1/2),
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onde

AD0) = {a€ A e-a=0}={a€A; ea+ae=0},
A1) {a€ A; e-a=a} ={a€ A; ea+ ae =2a},

e

AD(1/2) = {a€ A; 2e-a=a}={a€ A; ea+ae=a}.

Esses conjuntos podem ser escritos como

AN = {a€Ae-a=Xa} ={a€ A ea+ae=2\a}.

e

Quando A é uma &lgebra comutativa, vimos na secao anterior que dois dos somandos de
A sao ortogonais. No proximo teorema vamos provar um resultado analogo.

Teorema 1.5. Os subespacos Ac(1) e A.(0) da dlgebra A de poténcias associativas nao
necessariamente comutativa sao ortogonais tais que

eac(l) = ac(l)e = a(1), ea.(0) = a.(0)e = 0, (1.33)

para todos os elementos a.(1) € A.(1) € a.(0) € A.(0).

Demonstragao. Dados z € A.(1), entdo ex = x. Com relagdo ao produto em Asr)(l),
sabemos que ex + ex = 2x. Logo, re = 2x — ex = 2x — x = z. Analogamente, se y € A.(0),
entao ex = 0. Pelo produto em ASF)(O), vem ex + xe = 0, isto é, xre = 0. Assim as relagoes
em (1.33) ficam provadas.

Como ex+ze = 2x em A,(;L)(l), ey+ye =0em A§+)(O) e, pela ortogonalidade de A.(1) e
A.(0), temos que zy +yx = 0. Entao substituindo esses dados e z por e na igualdade (1.1),
segue que [zy + yzx,e| + [re + ex,y|] + [ye + ey,xz] = 0, o que implica [z,y] = 0. Logo
zy —yx = 0. Portanto, zy = 0. |

Exemplo 1.7. Quando a dlgebra A nao é comutativa, os autovalores de R, nao necessari-

amente sao 0, 1 e 3 vistos no caso comutativo.

De fato, consideremos a algebra A com base {e,ey,..., e}, onde e é um idempotente e
tal que ee; = ae;, ;e = (1 — y)e; e e;ej = 0 para d,j = 1,...,t. Entdo os autovalores
sao arbitrarios e A é de poténcias associativas, pois dado y = (ie; + -+ + (e, entao

y? =yy = Bre; + -+ Bes = 0. Logo yy? = v*y e y*y* = (y?y)y. Para os demais elementos
x € A, temos que z = ae + y. Assim,

ey +ye = e Zﬁiei + (Z ﬁiei) €= Z Bieei + Zﬂieie =
= Z azﬁzez + Z ﬁz 1 - az i Z azﬁzez + Z azﬁz
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Portanto, temos que

2 = (ae+1y)” = e+ aey + aye + y? = a’e + ay = ax,
rr? = x(ax) = ar? = o’x,
22 = (ax)r = ax® =’z
(ax) 7
22 = (az)(ax) = o’2? = o’r,
(xQx x = ((ax)r)r = ax’e = o?2? = o’r.

e concluimos que zz? = 2%z e 2%1? = 2? = (2%2)z.

Exemplo 1.8. Consideremos uma algebra com base {e, u,v} sobre um corpo F' de carac-
1
teristica diferente de 2, 3 e 5, de tal maneira que e? = e, eu = ue = iu, ev = ve = 51},

w = v, vu = —u, u? = v? = 0.

Nesta &lgebra nao comutativa, =,y € A.(1/2), pois dados © = ae + fu+yv e y =
Ae + pu+Yv em A, (1/2), com «, 3,7, A, ¢, € F, temos

1 1 1 1
Ty = ale+ —apu+ 50&/}1} + 55)\u + B + =y Av — you,

2 2
1 1 1 1 1 1 1
e(ry) = ale+ Ut Zm/w + Zﬁ)\u + 56@/}1} + 17)\@ - 5P = Sy

Entao zy € A.(1/2) e assim a.(1/2) é uma subdlgebra de A e por isso nao vale a inclusao
A (1/2)A.(1/2) € Ac(1)AL(0). Entretanto

1 1 1 1
2? = ole + i&ﬁu + éafyv + iaﬁu + Byu + Ea'yv — Byu = o’e + a(Bu + ) = ax.

E, como vimos no exemplo anterior, isso acarreta no fato de que A é uma élgebra de
poténcias associativas. Vejamos um exemplo em que os subconjuntos A.(1) e A.(0) nao
precisam ser subdalgebras de A para que esta seja uma algebra de poténcias associativas.

Exemplo 1.9. Seja A uma algebra com base {e,u,v,w} tal que eu = ue = u, ¢* = e,

ev=ve=cw=we=u’=v=w?=wuw=rvu=uw=wu=0,vw=u ww=—u.

Dados z,y € A.(0), entdo estes elementos sdo da forma = = ae + Bf + vg + 0h e
Yy = ue—i—gou—i—wv—i—aw, com Oqﬁ,’y,(i,ﬂ,g&,@b,a € F7 temos

xy = (ae + Bf +vg + 0h)(pe + pu + v + ow) = ape + (ap + Bu + yo — o¢)u.

Mas como zy € A.(0), entao e(xy) = 0 e ape + (ap + Bu + yo — d)u = 0. Sendo os
elementos da base nao nulos, concluimos que ap = 0 e que xy € uF'. Logo, A.(0)A.(0) C
uF. Além disso, e(zy) = zy e vy € A.(1). Agora calculemos

7?2 = (ae+ Bu+yv+ow)? = a’e + 20u,

v’z = (a’e+ 2apBu)(ae + fu+ v+ dw) = a’e + 3a*fu = ra?,
(z)r = (’e+ 3a2Bu)(ae + Bu+ yv + dw) = a’e + 4o’ fu = 2°2>.

Entao A é de poténcias associativas, porém A.(0) ndo é uma subalgebra de A.
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1.8 Algebras flexiveis

Nesta secao, vamos considerar algebras de poténcias associativas com uma condigao
adicional, o que nos permitira melhores resultados sobre a sua estrutura.

Definicao 1.12. Dizemos que a dlgebra A € flexivel se (zy)x = x(yx), quaisquer que sejam
x,y € A.

Observemos que, substituindo x por z+ z, onde z € A, ficamos com ((z + 2)y) (z+2) =
(x + 2) (y(x + 2)) e isso, usando a defini¢do acima, gera a identidade (zy + zy)(z + 2) =
(x + z)(yz + y=z), ou seja,

(zy)z + (zy)r = w(yz) + z(y). (1.34)
Reciprocamente, se uma dlgebra A cumpre a condigao (1.34), entao A é flexivel. Em par-
ticular a igualdade z?z = xa? é valida para todo x numa 4lgebra flexivel.

Teorema 1.6. Seja A uma dlgebra flexivel sobre um corpo F com caracteristica diferente

de 2, 3 e 5. Entio A € de poténcias associativas se, e somente se, r’x? = (x*)x.

Demonstragdo. E claro que se A é de poténcias associativas, tem-se que z%x? = (z%z)r.

Reciprocamente, pela flexibilidade , temos que zz? = x(zz) = (zx)r = z’r. Notemos
também, que esse fato e a flexibilidade de A nos dao zx® = z(2%r) = (zz*)z = 23z = 2.
Além disso, por hipétese, temos que x?z? = x*. Segue que z“z? = x°*P para inteiros

positivos « e [ tais que a + § < 4. Agora suponhamos, por inducao, que isso também

seja verdade o + 3 < m, onde n > 4. Substituindo y por 2*~! e z por 2" *, onde X\ €
{2,3,...,n—1} em (1.34), teremos (zz* 1)z A+ (2" 2?1z = (2 g )42 M2 ),
ou seja,

" 42" e = oz

Fazendo A = n — 1 na identidade acima, obtemos z" 'z = zz" ! e que pode ser ree-
scrita como [#"7 !, 2] = 0. Pelo Lema 1.4, 2" *z* = 2" 'z = 2" e assim, concluimos que
2%2? = 28 também para a+ 3 = n. Portanto, A é uma algebra de poténcias associativas.
]

Teorema 1.7. Seja e um idempotente de uma dlgebra flexivel de poténcias associativas
A. Entio A.(1) e A.(0) sao nulos ou sao subdlgebras de A; ex,xe € A.(1/2), para todo
x € Ac(1/2) e valem as inclusoes

A(DA(L/2) C A(1/2) + A(0), Ac(1/2)
A(0)Au(1/2) C Ac(1/2) + A1),  Al(1/2)

Demonstragao. Inicialmente, substituimos ey e ye por ay e z por e em (1.34), entao

A (1) ),
P Y (1.35)

(zy)e + a(yz) = a(zy) +e(yz),
(zy)e + a(yz) 2a(xy) — a(zy) + e(yz) + e(zy) — e(zy),
azy +yz) —e(zy +yz) = 2a(zy) — [(zy)e + e(yz)],
(xy +yzx)(al — L.) = 22zy(lal —T,). (1.36)
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Dados z,y € A.(1), entdo zy + yx € A.(1), pois A.(1) é um subdlgebra de A™). Aplicando
a = 1 na igualdade (1.36), obtemos,

(ry +yx)(I — Le) = xy+yx —e(ey +yz) = vy +yx — (zy +yx) =0,
0 = 2xy(I —T.),
0 = zy(d —1T.),
(xy)Te = y.

Segue que xy € A.(1). Analogamente, dados =,y € A.(0), entao zy+yx € A.(0) e aplicando
a = 0 temos (zy + yzr)L. = e(xy + yr) = e(zy) + e(yzr) = 0, ou ainda, 2(zy)T. = 0 e
0 = (zy)T.. Logo, zy € A.(0) e entdo A.(0) e A.(1) sdo subdlgebras. Também ja foi
provado anteriormente que estas subdlgebras sao ortogonais. Agora vamos substituir y por
e em (1.34) e obtemos (ze)z + (ze)x = x(ez) + z(ex). Se x € A.(1/2), entdo xe +ex =x e
dai (ze)e + (ex)e = xe e para a = 1

(I — L) = x—ex=ue,
1
2ee(I =T,) = 2xe—2- 5(@6)6 + (ex)e) = we,
re = 2ze—2(ze)Ty,
(xe)T., = xe/2,
re € A,(1/2).

E como z € A.(1/2) e A.(1/2) é uma subélgebra, temos que ex = x — ze € A.(1/2).
Resta provar as inclusées (1.35). Comegamos por substituir y por e em (1.34)

sideremos ainda x € A.(1/2) e z € A.(1). Entdo (ze)z + (ze)x = z(ez) + z(ex), ou
ainda, vz = vz + zx — z(ex) — (ex)z e segue de (1.30) que zz + zoz C A, (1) + A.(0) e
z(ex) + (ex)z C A(1) + Ac(0). Logo, xzz € A.(1) + A.(1/2). Finalmente, escolhemos
ez = ze = 0, isto é, z € A.(0). Entdo zz + (ze)x = z(ez) + z(ex) + (ex)z, isto ¢,
xz = z(ex) + (ex)z € A(0)A(1/2) C A.(1/2) + Ac(1). Assim, zz também estd nessa
subalgebra, pois 2z = xz + zx — z(ex) — (ex)z. Logo, zx = z(ex) + (ex)z € Ac(1/2) + Ac(1)
e o teorema esta demonstrado. n

€ con-

O teorema acima é um resultado andlogo ao Teorema 1.4 para algebras flexiveis. Lem-
bremos que para algebras nao comutativas,

A = A0 e A1) e AM(1/2),
onde, pelo Teorema 1.5,
AM(0) {a € A; aT, =0} ={a € A; ea = ae = 0},
AN = {a€A; al.=a) ={ac A; ea =ae=a},
)

A (1/2 {a € A; 24T, = a}.

Além disso, ASF)(O) e Agﬂ(l) sao ortogonais e para todo a € A, se a = x + y + z, entao
x = a(I - 3T, +2T?) € AL(0),
= 4a(T, — T?) € AT (1/2),
z = a(2T? —T,) € AD(1).

—

0
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Definicao 1.13. Diz-se que um dlgebra A ¢ estdvel, se A for um dlgebra de poténcias
associativas flexivel e, para todo idempotente e € A, valer as sequintes inclusoes.

Ac(0)Ac(1/2) C Ac(1/2),  Ac(1/2)A(0) € Ac(1/2), (1.37)

Ac(1)Ac(1/2) € Ac(1/2), Ac(1/2)Ac(1) C Ac(1/2). '
Teorema 1.8. Um dlgebra de poténcias associativas flexivel A é um dlgebra estdvel se, e
somente se, A € estdvel.

Demonstragao. Suponhamos que A seja estdvel. Dados z € A.(1) C A.(1) + A.(0) e
1
y € A.(1/2). Por hipdtese, temos que xy + yr € A.(1/2), §(xy +yz) € A(1/2) ex -y €

A.(1/2). De modo anélogo se prova que dados x € A.(0) C A.(1) + A.(0) e y € A.(1/2),
entdo x -y € v.(1/2). Reciprocamente, suponhamos que A™) seja estdvel. Substituimos y
por e em (1.36) e obtemos (ze)z + (ze)x = z(ez) + z(ex). Dados x € A.(1) e z € A.(1/2)
entdo xe = ex = x e ze + ex = z. Somando (ez)x, teremos

xz+ (ze+ez)r = x(ez)+ z(ex) + zx,
xz+4zx = xz(ez) + z(ex) + zx,
xz = x(ez) + z(ex).
Isso implica 2z € A.(1/2), pois A™) é estavel e ez € A,(1/2), pelo Teorema 1.7. Se

somassemos z(ze) e repetissemos o argumento acima, poderemos concluir que zz € A.(1/2).
Se x € A.(0), entao ex = xe = 0 e consequentemente

(xe)z + (ze)r = x(ez) + z(ex),
(ze)r = z(ez),
(ze)x + (e2)r = x(ez) + (ez)z,
(ze +ez)x = z(ez) + (e2)x,
zr = z(ez) + (ez)x € A(1/2)

Segue do Teorema 1.7, A™) é uma &lgebra estdvel. Analogamente zz € A.(1/2). Portanto,
A é estavel. -

1.9 Idempotentes principais de uma algebra

Definicao 1.14. Um idempotente e de um dlgebra A € denominadado tdempotente prin-
cipal de A se nao existir outro idempotente u € A que seja ortogonal a e.

Quando A é de poténcias associativas, isto significa que A.(0) ndo tem idempotentes e
quando A é uma algebra flexivel, tem-se que A.(0) é uma subélgebra e e é principal se, e s6
se, A¢(0) é uma nildlgebra.

Teorema 1.9. Seja e um idempotente principal de uma dlgebra estavel A. Entao os ele-
mentos de A.(1/2) sdo todos nilpotentes.
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Demonstracdo. Como as poténcias de A™) coincidem com as poténcias de A, é necessario
apenas provar o teorema para AT). Entdo é possivel tomar apenas o caso em que A é
comutativo. Comegamos com a igualdade (1.20), considerando nela x € A.(1/2) (lembremos
que isso implica 2ex = x) e e como sendo um idempotente. Segue disso que

eR(xa:)a: - 6<4R1Rzz - Rmex - 2Ri>’

el(xzx)z] = e[da(zx) — (xx)r — 2(xx)x],

ex® = 2% — (ex?)x.

Pelo Teorema 1.4, podemos escrever

w=1"=w +wy, w € A(1/2), wy € A.(0).

Usando as relagoes (1.37), temos que 2 = 2%z = (w; + wy)z € A.(1/2) e dai segue que

/2 = 2° —[e(w; + wo)z,
*—2°/2 = (ew)x + (ewp)z,
/2 = wz,
’r = 2wz,
(w1 +wo)xr = 2wz,
wiT +wer = 2wz,
T = Wol. (1.38)

Seja e um idempotente principal tal que A.(0) seja uma nildlgebra, logo existe um inteiro
positivo k para o qual w§ = 0. Ponhamos z = z?**1 e teremos
22 = gz = gLl o (g2)2D o g 2Rl g 2k g 2kl

pois w; e wy sdo ortogonais. Por outro lado, observemos que z2* = (2?)F = w* = wf +wk €
A(1) 4+ Ac(0) e assim

= 22 = 2%y = (WP + wb)r = v+ whr = Wiz € A.(1/2),

2 (o 2\2k+1 _ 2l _ 2kl | 2k+1
2?2 = (z%) = (w1 + wo) =wy T Fwy
Fazendo v; = wi*™ e vy = wi*™ = 0, decorre de (1.38) que v1z = voz = 0 e 2° = 222 =

(vF + b))z = vFz + vf2 = 0. Portanto, (22*71)5 = 23 = () e assim x é nilpotente. m
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Train algebras de posto 3

2.1 Algebras baricas

Definigao 2.1. Uma dlgebra bdrica é um par ordenado (A;w), onde A é uma dlgebra
sobre o corpo F e w é um homomorfismo nao nulo de A em F.

Vejamos, agora, que toda dlgebra bérica (A; w) sempre admite uma decomposigdo em
somas diretas de dois subespacos.
Lema 2.1. Toda dlgebra barica (A;w) pode ser decomposta em A = Fx @ N, onde Fx € o

subespago gerado pelo elemento x ¢ N, o kernel de w.

Demonstracao. Obviamente, Fx + N C A. Dado y € A, entao podemos escrever

:M:H(y—ﬂx) € Fr+ N,

w(z) w(x)
pois

w(y - M) —o(y) - L) =0

w(x)

Para ver que a soma ¢é direta, tomemos z € FxNN. Logo, z € Fx e, assim, existe a € F
de modo que z = az. Dal w(z) = w(azx) = aw(z) = 0. Mas como = ¢ N, entdo w(zx) # 0.
Segue que a = 0 e, portanto, Fx N N = {0}. n

2.2 Train algebras

Definigao 2.2. Sejam (A,w) uma dlgebra bdrica de dimensdo finita sobre o corpo F, com
caracteristica diferente de 2 e n um inteiro positivo firo. Dizemos que A € uma train
dlgebra de posto n, se a igualdade

"+ yw(@)e™ 4 sw (@) e =0

¢ valida para qualquer x € A.

25
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Notemos que os escalares vy,...,7,-1 € F' cumprem a condi¢ao 1+, + -+ v,-1 = 0,
pois dado = € A tal que w(z) # 0, temos

0=w(@"+mw@)r" 4+ .. +yw@) ) = w@)" (1 4+ 91+ ..+ Y1)
e, como w(z)" # 0, chegamos & 1+ + -+ + v,_1 = 0.

Definigao 2.3. Um polinémio da forma p(a) = a" +yw(a)a™ '+ ...+ 1w(a)"ta cujos
coeficientes satisfazem 1+, +---+v,—1 = 0 € chamado de train polinémio de grau n.

Em uma train dlgebra existe um tnico train polinémio p(a) de menor grau que satisfaz
p(z) = 0 para todo x € A. O grau deste polinomio é chamado de posto de A. Uma train
algebra de posto n satisfaz 2™ = 0 para todo x € N, o kernel de w.

Lema 2.2. Toda train dlgebra de posto n possui um unico caracter.

Demonstracao. Seja (A; w) e suponhamos que W' seja outro caracter de A. Desse modo,
qualquer que seja x € N, teremos

2" + ' (z) 2" 4 4 W () e = 0.

Entretanto, como z™ = 0 e aplicando w’, segue que

/

0 = J(@"+mw (@) T+ g ()" ),
= N/ (@) (@)" + e (@) (),
= @) @ @) = @ ) = ()"

Isto nos diz que w'(z) = 0, ou ainda, que = € ker(w’), resultando em N C ker(w’). Como
w também é um caracter de A, por hipdtese, existe xg € N tal que © = axg+n, onde a € F
en € N. Temos, agora w'(z) = w'(azy +n) = aw'(xp) + w'(n) = aw'(zg). Mas

W' (o) = w’(xo)w(%) = w,<x0)w(xo).

w (7o) w(wo)

w' (o)
w(wg)

W'(z) = aw'(zg) = afw(xg) = afw(xy) + 0 = afw(zg) + w(n) = Pw(azy + n) = fw(x)

Ponhamos (§ = Entao

e note-se ainda que

Bu(we)? = Pw(rg) = w'(a5) = o' (20)* = (Bw(o))® = Fw(wo)?,
(8% — Bw(xg)* = 0.
Lembrando que zy ¢ N, obtemos w(x)? # 0. Segue que 32 — 3 =0, logo S =0o0u 8 = 1.

Lembremos, também, que «’ é um caracter de A, por isso § nao pode ser zero. Portanto,
b=1lew=uw. ]



CAPITULO 2. TRAIN ALGEBRAS DE POSTO 3 27

Em decorréncia deste lema, denotaremos uma train algebra simplesmente por A. No
caso particular em que n = 3, isto é, em uma train algebra A de posto 3, vale a seguinte
igualdade, para todo z € A e para todo v € F

2% — (1 + y)w(z)z® + yw(z)?x = 0. (2.1)

Seja A uma train algebra de posto 3, linearizando a igualdade 23 = 0, onde € N,
temos

2 = 0,
11wy + 211 (2119) = O,
x1(22x3) + Ta(x123) + 23(T129) = 0,

onde 1, %9, x3 € N. Agora, vamos linearizar (2.1)
2y + 20(zy) — (1+79) [w(y)2® + 2w(@)zy] + 7 [20(@)w(y)e + w(x)’y] =0 (2.5)
e linearizando esta ultima igualdade, obtemos, para z,y,z € A
(zy) 2 + (22)y + (y2) o — (1 +7) [w (@) yz + w (y) 22 + w (2) 2y] +
TwEw@) z+tw@yw )z +w@)w(z)y] =0. (2.6)

Substituindo y por x e z e 2% na expressao acima, onde x € A é tal que w(zr) = 1,

teremos
(zx)2? + (z2®)z + (22 = (1 +7)(z2® + 22® + 22) — y(2* + 2+ 2),
(23?2 + 22 = (1+7)(22° + 2?) — y(2® + 22),
mas de (2.1), temos 2% — (1 + v)z? + vz = 0, ou seja,
= (1+ W)xQ — vy, (2.7)

Esta igualdade, quando multiplicada por x, resulta em z# = (1+ 'y)m3 — ~vz2. Logo

(3)? = (14+7)(22° +2%) — y(2* + 27) — 22,

(%) = (1 +7)(20° +2%) — y(2? + 22) — 2(1 + 7)2® + 2727,

(3)? = (14 2v)2® — 2yx. (2.8)

Definicao 2.4. Define-se as poténcias plenas de x por ') = e e 2 = kg1 parq
o inteiro k > 2.

Lema 2.3. Sejam A uma dlgebra e x € A. As poténcias plenas de x pertencem ao subespago

W, gerado por x e 2.

Demonstracdo. Suponhamos que x € A. Inicialmente, observemos que para k = 2, temos
2 = Mz = 22 = 22 € W. Suponhamos, agora, que o lema seja valido, para to-
das as poténcias com expoentes menores do que ou iguais ao inteiro positivo k. Entao

2
gl = gk = (ﬂ”) € W, por hipétese de inducao e concluimos o resultado. m

O proximo lema descreve o conjunto dos idempotentes de uma train algebra de posto 3.
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1
Lema 2.4. Seja A uma train dlgebra de posto 3 ey # o O conjunto dos idempotentes nao

nulos nessa dlgebra é dado por

1
1— 2y

Id,(A) = { (22— 2y2); 2 € A e w(x) :1}.

Demonstragdo. Tomemos um elemento da forma ax?+ Gz, ondex € A, w(z) =lea,B € F.
Por defini¢ao de idempotente, temos (az?+(1)? = ax®+ Bz, isto é, o?(2?)?+2a 823+ 3222 =
ar? 4+ fx. De (2.7) e (2.8), temos que

(1 + 27)2? — 2a%yx + 203(1 4+ 7)2? — 2aByx + f*2* = oz’ + fBr,
[0*(1427) + 2aB8(1 +7) + %] 2° + (—2°y — 267)r = aa® + Bz

Resolvendo o sistema

(1 +27y) +2ap(1 + ) + 32 oY
—20”y — 20y = 0

obtemos a solucao

1 —2v
a= , b=
1—2y 1—2y
e, portanto, o idempotente é
az® + Br = (2% — 2vx).
1—2y

1
Por simplicidade, faremos 6 = e devemos ter em mente que 7y # 5 Fazendo

1 —2v
r=ecldi(A) ey € N em (2.5), vem

ey + 2e(ey) + 2ey(1+v)+vy = 0 (2.9)
e fazendo z =y € N ey € Id;(A) em (2.5), temos que

ey’ +2yley) = (14+7)y” (2.10)

Consideremos um idempotente e € A, com w(e) = 1, e y € N. Definimos o operador
L.: N — N pelalei L.(y) = ey e com isto podemos reescrever (2.9) como

Le(y) +2eLe(y) — 2(1 +v)Le(y) +vy = 0,
2L2(y) — (1+27)Le(y) + vy = 0. (2.11)

1
Assim, o polinémio p(z) = 22% — (1 + 2y)x — v = 2 (3: — 5) (x —7) € F[X] é um
anulador de L., ja que p(L.) = 2L%(y) — (14 2y)L. + Iy, sendo Iy o operador identidade
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1
em N, calculado em y é zero, para todo y € N. Notemos que p;(x) =z — 5 nao anula L.

1 1
Caso contrario, terfamos L(y) — Sy = 0, ou seja, ey = SV Aplicando esta ultima relacao
em (2.10), temos

1

§y2+y2 = (1+7)°,

1\ ,
(7—5)?1 = 0,

1
logo, v = g7 O que nao pode ocorrer. Similarmente, o polindémio py(z) = = — 3 nao é um

anulador de L., pois resultaria em L.(y) —yy = 0, o que da ey = yy. Levando isto em (2.9),
teremos

v 42yt = (14797
(2y-1)y* = 0,

1 1
ou sejay = =. Segue que m(zx) = (z— 5)(m—7) é o polinomio minimal de L.. Pelo Teorema

da Decomposicao Primaéria, obtemos a soma direta

1
N = ker (Le - §IN) @ ker(L. — vIy).

Vamos definir os conjuntos U, e V., da seguinte maneira

1 1
U, = ker (Le - §IN> = {u € N;eu = §u} , (2.12)
Ve = ker(L.—vly)={v € N;ev=rv}. (2.13)

Logo, N=U.,®V,ecomo A=F, & N,entao A=F, U, DV,.

Definicao 2.5. A soma direta A = F, @ U, ® V., onde U, é definido em (2.12) e V, €
definido em (2.13), é denominada decomposicao de Peirce relativa ao idempotente
e.

No lema a seguir, veremos como os conjuntos U, e V, estao relacionados.

Lema 2.5. Seja A uma train dlgebras de posto 3, com a decomposicio A =F,® U, dV,.
Entao

UV.CU., U2CV, V2=0. (2.14)

Demonstracao. De fato, linerizando a identidade (2.10), obtemos

e(yy2) + i eye) + yaleyr) = (1 + 7)y1ye. (2.15)
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Dados uy,us € N, segue de (2.12) e (2.15) que

1 1
€(U1UQ> + §U1U2 + §u1u2 = (1 + ’y)ulug,
e(ujug) = ~yujus.

E assim, concluimos que U? C V.. Tomemos u € U, e v € V.. Usando (2.10), (2.12)
e (2.13) obtemos

e(uv) + u(ev) +v(eu) = (14 v)uw,
1
e(uv) = U,

e isso implica uv € U,. Finalmente, dados vy, vy € V., segue

e(v1vg) + yvivg +yvvy = (1 4+ y)v1v9,

e(vivg) = (1 —7)vyv,,
escrevendo v1v, = u + v, com u € U, e v € V,, temos
e(utv) = (1=7)(utv),

('y—%)u—l—(Q’y—l)v —

1
DecorredeN:Ue@Veedev#§, que u = v = 0 e, portanto, vivs = u+v =0¢e
V2 =0. m

No préximo lema temos algumas identidades que os elementos de U, e V, satisfazem.

Lema 2.6. Sejam A = F, ® U, &V, uma train dlgebra de posto 3, u,uy,us € U, e v € V.
Entdao sao vdlidas as sequintes identidades.

v = 0, (2.16)

v* = 0, (2.17)

v? = 0, (2.18)

u?v = 0, (2.19)

u(uv) = 0, (2.20)

v(vu) = 0, (2.21)
uiug + 2uy(ugug) = 0, (2.22)
ui(uguy) = 0, (2.23)
ui(uv) = 0, (2.24)

(wv)®> = 0 (2.25)
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Demonstracdo. Como em A temos 2° = 0, em particular vale ©> = v3 = 0. A identi-
dade (2.18) segue imediatamente do fato de que V.2 = 0. Substituindo x; por u e x5 por v
m (2.3), obtemos u?v + 2u(uv) = 0. Mas, por (2.19), u?*v = 0. Logo, u(uv) = 0. Agora,
vamos substituir x; por v e 3 por u em (2.3), obtemos v?u + 2v(vu) = 0 e segue de (2.18)
que v(vu) = 0. A igualdade (2.20) é um caso particular de (2.3), onde x; = uy e T2 = us.
Para concluir, usamos o lema anterior da seguinte forma

ut(uug) € UZ(ULU.) CVV.=V2=0,
ui(uw) € UZ(UVe) CVVe=V72 =0,
(w)® € (UV)*CV2=0.
|

Lema 2.7. Em uma train dlgebra A de posto 3, com a decomposicao de Peirce A = F,®U. @
V., sao vdlidas as identidades abairo, quaisquer que sejam os elementos u,uy,us, uz € U, e
v, V1, 02,03 € Ve.

uy (ugug) + ug(ugug) + us(ujug) = 0, (2.26)
v1(vov3) + vo(viv3) + v3(v1v2) = 0, (2.27)
vivg = 0, (2.28)

(wpug)v = 0, (2.29)

uy(ugv) = 0, (2.30)

ug(uv) = 0, (2.31)

vy (uvg) + vao(uvy) = 0, (2.32)

(uv)(ugv) = 0, (2.33)

uvy)(uvy) = 0 (2.34)

Demonstracao. De fato, linearizando a igualdade (2.16), obtemos a igualdade (2.26). Analoga-
mente, linearizando a igualdade (2.17), obtemos a igualdade (2.27). As demais identidades
sao obtidas a partir do Lema 2.5. |

Agora vamos caracterizar os idempotentes de peso 1 de uma train algebra de posto 3.

Teorema 2.1. Seja A = F, ® U, ® V., é uma train dlgebra de posto 3. Entao o conjunto
dos idempotentes de peso 1 de A €

1 1
Id;(A) = 2. U - - U
di(A) {e—l—u—l—@u,ue ., 0 1_27,77g2}

Demonstracao. Com base no Lema 2.5, temos

(e+u+0u*)? = e+ u?+0*(u®)? + 2eu + 20eu” + 20u® = e + u + u? + 20yu?,

2
= e+u+(1+267)u2:e+u+(1+1 VQ >u2,
— 2y

= e+u+ u? = e+ u+ 0u.

1—2y
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e assim e + u + Ou® C Id;(A). Por outro lado, seja z € Id;(A), entao z = e + u + v, onde
u€ U, ev eV, Comoz?=uz, segue que

etutv = (et+u+v)?=e+u®+2eu+2ev+2uv = e+ u? + 2eu + 2yv + 2uv,
= e+ (u+2uw) + (u? + 2y),

pela decomposicao A = F, ® U, @ V,, temos que u = u + 2uv, isto é uv = 0 e ainda
v = u? + 2vyv, o que fornece v = Gu?. Portanto, x = e + u + v. n

Pelo que acabamos de ver, fixando um idempotente e € 1d;(A), qualquer outro idempo-
tente nao nulo pode ser escrito como f = e + ug + u3, onde uqy € U,.

Corolério 2.1. Sejam e, f € 1di(A), tais que f = e + ug + u3, com uy € U,. Entio as
fungoes abaizo sao isomorfismos.

Ocuo : Ue — U
u — u—+ 20ugu

Te,uo: V; B Vf
v — v — 20ugu

Demonstragao. Pelos lemas anteriores, temos que as aplicagoes 0.y, € Ty, €stao bem
definidas, pois

2f(u+ 20ugu) = 2(e + ug + Oud)(u + 20ugu)
= 2eu + 40e(uou) + 2ugu + (40ug(uou) + 20uiu) + 46°uf(ugu)
=+ 40y (ugu) + 2(uou) + 26(ug + ug(uou))

2
— u+2(297+1)u0u:u+2<1 72 —i—l) (ugu)
— Y

2

C Uty

(wou) = u + 2yuou € Uy,

fv—20upv) = 2(e +up+ 0ud)(v — 20ugv)
= ev — 20e(ugv) + ugv — 20ug(uv) + udv — 20ud(ugv)

1
= v —Ougv +ugv =yv + | 1 — UQV
1—2v

2
= 7 (U ks QVUOU) = (v — 20ugv).

Dados uy, ug € Ue, com ¢y (U1) = 0euy(u2), temos que uy + 20uguy = us + 20ugug, mas
pela soma direta N = U, & V,, concluimos que u; = uy. Analogamente, Dados vy, vy € V,
COM. Te 4, (V1) = Tewy(V2), temos que vy — 20ugv; = vy — 20ugus, dai v1 = ve. Logo, oc 4, €
Teup SA0 1njetivas.
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Seja Peu, 1 A — A, definida pela lei @, (e +u+v) = af + 0, (U) + Teu, (v), com
u € U, ev €V, vemos que @, ,, ¢ injetiva, portanto sobrejetiva. Logo, oc .y, € Ty, também
sao sobrejetivas. Portanto, oc, € e, sao isomorfismos. [ ]

Notemos que nao hé problema em escrever simplesmente o, 7 e ¢ ao invés de ¢y, Teu,
€ Yeuy, J& que estas aplicagoes nao dependem dos idempotentes e, f € Id;(A). Além disso,
o coroldrio acima nos diz para e, f € Id;(A), onde f = e +ug+u3, com ug € U,, tem-se que

U = {u+20upu; uel.},
Vi = {v—20upv; velV}.



Capitulo 3

Algebras de Bernstein e de
Bernstein-Jordan

3.1 Algebras de Bernstein

Definicao 3.1. Diz-se que a dlgebra bdrica (A,w) sobre um corpo F € uma dlgebra de
Bernstein, se A for comutativa e

@) = w(?)e?, (3.1)
para todo © € A.

Como uma algebra de Bernstein (A,w) é uma algebra bérica, pelo Lema 2.1, podemos
decompo-la na soma direta A = F'x @& N, onde N é o kernel de w. Além disso, dado n € NV,
tem-se que

(n*)? = 0 (3.2)

e por linearizacao, temos que

%(nﬂh)
n?(nang) + 2(ning)(nins)

(ning)(ngng) + (n1ns)(naeng) + (niny)(nong) =

n

0,
)
0,
para quaisquer nq, no, ng, ng € N.

O lema a seguir nos mostra um resultado andlogo ao que ja foi provado para train
algebras de posto 3.

Lema 3.1. Toda dlgebra de Bernstein possut um unico caracter.

Demonstragao. Seja (A,w) uma algebra de Bernstein e suponhamos que ' seja outro
caracter de A. Dado n € N, temos que (n?)> = w(n)*n* = On?> = 0 e notemos que

34
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W'(n)t = (W' (n)?)? = J((n?*)?) = &'(0) = 0 e com isso podemos dizer que n € ker(w’).
Como w é caracter de A entao, pelo Lema 2.1 existe um zy € A tal que w(xg) # 0 e
A = Fzo® N. Dai, para qualquer x em A existem e sao unicos o € F' e n € N tais que
r = axg + n. Com isso,

w(zo) w'(zo)

W(z) = W(arg+n)=aw(xg) = aw'(xo)w(x0> = &w(xo) w(zo)-

/
Fazendo \ = M, tem-se

w(xg)
W(z) = adw(zg) = alw(zg) + 0 = adw(zy) + w(n) = dw(azy + n) = Aw(z).
Portanto, w" = Aw com A # 0 pois w' é caracter de A. Mas,
No(zo)? = Aw(ad) = ' (28) = ' (w0)? = Pl = Nw(zp)?.

Logo, (A — Nw(z)? = 0 e como w(zg)? # 0 tem-se A2 — X\ = 0, o que implica que A = 1 e,
portanto, W’ = w. n
O lema anterior nos permite denotar uma algebra de Bernstein (A, w) simplesmente por

A. No que segue, suporemos sempre que F' é um corpo de caracteristica diferente de 2.

Lema 3.2. Seja A um dlgebra de Bernstein sobre um corpo F' com mais de trés elementos.
Nessas condigoes, a sequinte identidade € vadlida para quaisquer x,y € A.

22%(zy) = w(x)’zy + w(@)w(y)z? (3.6)

Demonstragao. Dados x,y € A, trocamos x por ax + y, com « € F em (3.1), temos

((ax+y)?)? = wloax+y)*(az+y)*.

Desenvolvendo esta igualdade, aplicando, em seguida, (3.1) novamente e reordenando os
termos, temos

o? (42 (2y) — 2w(x) zy — 2w(r)w(y)2?) + o (4(zy)? + 22°%y* — w(x)*y? —
—Aw(@)w(y)zy —w(y)'s?) + a(d(zy)y’ — 2w(@)w(z)y’ — 2w(y)’zy) = 0.

Substituindo a por —a nesta equagao resulta

@’ (—da?(zy) + 2w (@) ry + 2w(z)w(y)z?) + o®(4(yx)? + 207y — w(@)y® -
—dw(@)w(y)zy — w(y)’z®) + a(—4(zy)y” + 2w()w(y)y® + 2w(y)’zy) = 0.

1
Agora, subtraindo estas duas equacoes e depois multiplicando por 1 temos

o (2% (zy) — w(z)’zy — w(@)w(y)a®) + a2y*(zy) — w(@)w(y)y® — w(y)*(zy)) = 0.
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Como F' tem caracteristica diferente de 2 e mais de 3 elementos entao 1 # —1. Assim existe

1
B € F comf¢{0,1,—1} de tal modo que substituindo v por (3 e multiplicando por 3 na

ultima equacao verificamos que
32 (22°(ay) — w(z)’zy — w(@)w(y)e?) + (2(ay)y” — w@)w(y)y® — wly)*zy) = 0.
Fazendo a = 1 obtemos
(22%(zy) — w(z)*ry — w(z)w(y)e?) + 24 (vy) — w(x)w(y)y® — w(y)’zy) = 0.
Finalmente, subtraindo as duas ultimas equagoes resulta
(8 = (2% (zy) — w(z)’zy — w(z)w(y)a®) =0

e como (3% # 1 concluimos o resultado. ]

O proximo passo é descrever o conjunto dos idempotentes de uma algebra de Bernstein.

Lema 3.3. Seja A uma dlgebra de Bernstein. Todo idempotente nao nulo pertence ao
conjunto Id; (A) = {2?; x € A e w(x) = 1}.

?)?
?)a?

Demonstracao. Seja x € A um idempotente nao nulo. Temos que xz = = (z
w(x?)x? = w(x)z, ou seja, w(z) = 1 e Id;(A) C X. Por outro lado sey el (A)
existe z € A, de modo que y = 2% e w(x) = 1. Segue de (3.1) que y* = (z°)? = w(x
w(z)w(z)x® = 2? =y, assim y é um idempotente de A.

é

Lema 3.4. Sejam (A,w) uma dlgebra barica sobre um corpo F' e e um idempotente ndo-
nulo de peso 1. Se F' tem pelo menos quatro elementos, entio (A,w) é de Bernstein se, e
somente se, todo y € N verifica as identidades abaizo.

2e(2ey) = 2ey, (3.7)
(2ey)y* = 0, (3.8)
2ey’ + (2ey)* = ¢, (3.9)
(¥*)?* = 0. (3.10)

Demonstra¢ao. Como w(e) = 1 e w(y) = 0 para qualquer y € N, substituimos = por e
em (3.1) e multiplicando ambos os membros por 2 obtemos (3.7). Substituindo em x por y
e y por e em (3.6), teremos

2= 2% (ye) = (2ey)y”.

0 = wy)’ye+wlywle)y
Substituindo x por e +y e y por e em (3.6) temos

2¢e(ey) + 2e(2ey) + (2ey)* + (2ey)y* = ey + 2ey + v°.



CAPITULO 3. ALGEBRAS DE BERNSTEIN E DE BERNSTEIN-JORDAN 37

e usando (3.7) e (3.8) chegamos a equagao (3.9). E para obter a identidade (3.10), basta
substituir « por y em (3.1). Reciprocamente, se (A,w) for uma algebra bérica, e um idem-
potente nao nulo de peso e todo y € N cumprir as igualdades (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10),
entdo para um dado z = w(z)e +y € A, comy € N e w(x) € F, temos

(@) = (w@ety)?)

= (w ) e+ 2w ( )ey+y2)2

(2)te + dw(@)*(ey)® + (1) + dw(@)’e(ey) + 4w (2) (ey) y* + 2w () ey
w (@) e+w (@) (2ey” + (2ey)*) + w (z)° 2€ (2ey)

w (2)° (w (2)% e +w (2) 2e (2ey) + y}) =w () (w (2)% e +w (x) 2ey + v?)
w ()’ (w (@) e +y)* = w(x)e® = w(@?)a®.

2

|
€

Portanto, (A,w) é dlgebra de Bernstein. ]

Considerando o ideal N, podemos definir um operador M, : N — N dado por M,(y) =
2ey, para cada y € N. Note-se que M, é uma projegao, pois M2(y) = M.(M.(y)) =
2e(2ey) = 2ey = M,(y). Entao se U, e V, s@o a imagem e o kernel, repectivamente, de M.,
temos a seguinte decomposicao

N=UaV,
onde
U = {uEN;eu:%u}, (3.11)
Ve = {vé€ N;ev=0}. (3.12)

A seguir, mostramos mais um resultado analogo ao que foi visto para as train algebras
de posto 3 em relacao aos conjuntos U, e V..

Lema 3.5. Seja A uma dlgebra de Bernstein. Tem-se as sequintes inclusoes:

UV.CU, UZCV, VZCU.

Demonstragao. Inicialmente reescrevemos (3.9) em funcdo do operador M, para obter
Me(y)®+ Me(y)* = y* e, por linearizacao, Me(y1y2) +Me(y1) Me(y2) = 3192, onde y1,y» € N.

Tomemos y1, Yo € Ue, entdao M.(y1y2) + (2ey1)(2ey2) = y1y2, ou seja M (y1y2) = 0. Isso
fornece yy,y, € V. e U2 C V..

Quando y; € V. ou ys € V,, temos M.(y1y2) = y1y2, dai y1y2 € U, e portanto NV, C U,.
Assim, em particular, temos as desigualdades UV, C U, e V2 C U.. [ |

Defini¢ao 3.2. A soma direta A = F, ® U, ® V., onde U, € definido em (3.11) e V, €
definido em (3.12), € denominada decomposi¢cao de Peirce relativa ao idempotente
e.
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Agora, vamos ver como reescrever um elemento x da algebra de Bernstein A usando
a sua decomposicao de Peirce e algumas identidades que os elementos de U, e V, de uma
algebra de Bernstein satisfazem.

Teorema 3.1. Seja (A,w) uma dlgebra bdrica com idempotente nao-nulo e.

(a) Se (A,w) € uma dlgebra de Bernstein, decompondo cada x € A da forma x =
w()e+u+v comue U, ev eV, tem-se:

7 = w(x)?e + (w(T)u + 2uv + v?) + u?, (3.13)

onde w(z)u + 2uv +v? € U, e u* € V,. Além disso, valem as sequintes identidades, para
quaisquer u € U, ev € V,:

u® =0, (3.14)
u(uv) =0, (3.15)
u? =0, (3.16)
(u*)? =0, (3.17)
(uv)? = 0. (3.18)

(b) Reciprocamente, se A = Fe@U®V ¢é soma direta de subespagos com a multiplica¢ao
satisfazendo (3.13), (3.14), (3.15), (3.16), (3.17) e (3.18), entdo (A,w) € uma dlgebra
de Bernstein com U =U, eV =V,.

Demonstracao. (a) Seja (A,w) dlgebra de Bernstein. Como A admite a decomposi¢ao
A= Fed U, ®V,, podemos escrever para todo z € A, r = w(zr)e +u+ v, com u € U, e
v € V.. Lembrando que 2eu = M.(u) = u e 2ev = M (v) =0, para u € U, e v € V,, temos
7?2 = (w(r)e+u+v)? =w(x)?e® + u? +v* + 2w(x)eu + 2w(x)ev + 2uv = w(x)?e + (w(r)u +
2uv + v*) + u?. Pelo lema anterior, segue que w(x)u + 2uv + v? € U, e u® € V.. Prova-se
assim, (3.13).

Cada y € N se decompoe da forma y = au + fv, onde a, 3 € F, u € U, e v € V. Desse
modo, 2ey = M.(y) = aM.(u) + fM.(v) = au. Substituindo y = au + (v na identidade
(3.8), obtemos:

0 = (2ey)y* = au(au + fv)? = o*u® + 202 Bu(ww) + af*uv?,

para todo a, 3 € F,u€ U,ev €V,. Fazendoa=1e 3 =0, temos u® =0. Paraa = —1 e
£ =1, resulta em

—u® 4 2u(uw) — uw? = 0. (3.19)
Para a = (=1,

u? 4 2u(uv) + w? = 0. (3.20)
Finalmente, para a« =1 e = —1, temos

u® — 2u(uv) + uwv? = 0. (3.21)



CAPITULO 3. ALGEBRAS DE BERNSTEIN E DE BERNSTEIN-JORDAN 39

Da soma de (3.16) e (3.17), resulta u(uv) = 0. Somando (3.17) e (3.18), obtemos uv? = 0.
Substituindo ¥, desta vez, em (3.10), resulta que (y*)? = 0 se, e somente se, (u?)? = (uv)? =
u?v? = (v?1)? = v?(w) = (uww)v? = 0, para todo u € U, e v € V,. De fato,

0 = (¥°)* = ((au+ fv)*)?
= (o®u® + 2a8(uv) + F*v?)?
= o' (u?)? + 402 F% (uw)? + 202 F2uPv® 4 B (v?)? + 40 Bu’ (uw) + 4at® (uv)v?,
para todo u € U, e v € v.. Por hipdtese, a identidade (7?)? = w(x)?z? ¢ satisfeita para todo

r € A; em particular, (u?)? = (v*)? = 0, para todo u € U, e v € V,. Fazendo a = —1 e
[ =1, resulta

4(uv)? + 2u*v? — 4u’(uv) — 4(uv)v® = 0. (3.22)
Para o = § =1, temos

4(uv)? + 2u*v® + 4u?(uv) + 4(uwv)v® = 0. (3.23)
Somando (3.22) e (3.23), obtemos 2(uv)?+u?v? = 0. Do lema anterior, temos que (uv)? € V,
e u?v? € U,. Como U, NV, = {0}, pois N = U, ® V., concluimos que (uv)? = v*v* = 0.
Subtraindo (3.22) e (3.23), resulta u*(uv) + (uv)v? = 0. Pelo lema anterior e pelo fato de

U. NV, = {0}, concluimos que u?(uv) = (uv)v? = 0. Em particular, valem as identidades

em (3.17) e (3.18).

(b) Como A = Fe® N = Ke ® U, ® V, por hipétese, podemos decompor cada y € N
na forma y = u+ v, onde u € U, e v € V.. Usando (3.13) para © = e + u + v, temos
2? = e +u? + 0?4+ 2eu+2ev+2uv = e+u+2uv+vi+u?. Assim, 2e(u+v) = u. Lembremos
que o operador M, : N — N, definido por Ls.(y) = 2ey é uma projegao com Im(Ly.) = U,
e ker(Ly.) = V. e é de facil verificagdo que Im(Ls.) = U, e ker(Ly.) = V.. Temos, assim, a
identidade (3.7) verificada. Novamente, por (3.13) temos y? = (u + v)? = 2uv + v* + u?,
com 2uv + v* € U, e u? € V., o que implica UV, + V2 C U, e U?> C V.. Desse modo,

2ey” + (2ey)” = M(y*) + (Me(y))?

= M. (u®+2uv +v?) + u?

= M. (v*) + M.(2uv + v*) + u?

= 2uv+ v+ u?

= /y2_
Portanto, vale (3.9). Resta entdo, provar que para todoy = u+v € N,comu € U, e v € V,
vale (y2)? = (u? + 2uv +v%)? = (u?)? +4(uwv)? + (v*)? + 40 (uwv) + 2uv? + 4(uv)v? = 0. Por
hipétese, temos (uv)? = (u?)? = 0. Logo, é suficiente mostrar que:

(v*)? = v?(uv) = v*v* = (uv)v* = 0, (3.24)

paratodou e U, ev € V,.

Facamos uma linearizacao da identidade u® = 0:

0 = u’=u(uu)

= w(uu) + u(uu) + u(uu)

= wu? + 2u(uiu).
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Fazendo u = uy e linearizando novamente, obtemos:

0 =
= wuy(ugus + usug) + 2(u2(u1U3) + U3(u1u2))
2uq (ugu3z) + 2ug(ujus) + 2uz(ujus)
uy(ugug) + ug(ugus) + us(uius), (3.25)

para todo uq, us, uz € U. Tomando u; = us = u e uz = uv, obtemos 2u (u(uv)) +(uv)u? = 0,
o que implica (uv)u®? = 0, pois, por hipétese, u(uv) = 0. Da mesma forma, tomando
U = Uy = u e uz = v?, resulta 2u(uv?) + u*v? = 0, o que implica u?v? = 0, pois, desta vez,
uv? = 0. Finalmente, da identidade uv? = 0 e observando que U,V e V.2 estao contidos em

U., concluimos que (uv)v? = (v?)? = 0.

Provamos assim que as identidades do Lema 3.4 sao satisfeitas para todo y € N. Por-
tanto (A,w) é uma algebra de Bernstein. ]

Temos, ainda, outras identidades obtidas através da linearizagao das identidades (3.13),
(3.14), (3.15), (3.16), (3.17) e (3.18).

Corolario 3.1. Em uma dlgebra de Bernstein A = Fe ® U &V wvalem as sequintes identi-
dades:

u(vvy) = 0, (3.26)

u(u’v) = 0, (3.27)

ujus + 2uy (ugug) = 0, (3.28)
u*(u®v) = 0, (3.29)

u (ugv) + ug(uyv) = 0, (3.30)
ui(uiug) = 0, (3.31)

uf(ugv) + 2(urug) (urv) 0, (3.32)
(uv)(ugv) = 0, (3.33)
(uvy)(uvy) = 0, (3.34)
(ujug)v® = 0, (3.35)

u(v1v9) = 0, (3.36)

para todos u,uy, us € U, € v,v1,09 € V.

Demonstracao. Linearizando uv? = 0, resulta u(v1v) = 0. Fazendo v = vy e v1 = u? obtém-
se (3.27), observando que u? € V., para todo u € U,. A identidade (3.28) vem de (3.25),
fazendo u; = u3. Assim, lembrando que u(u?v) = 0, obtemos u?(u?v) = —2u(u(v?v)) = 0,
o que verifica a segunda identidade de (3.27). Linearizando u(uv) = 0, obtemos u;(uv) +
u(uyv) = 0. Fazendo u = uy, obtemos a identidade (3.30). Ao linearizarmos (u?)? = 0,
resulta u?(uju) = 0, que nos (3.31) tomando-se u = uy. A identidade (3.32) pode ser
obtida através da linearizagao de u?(uv) = 0, conforme segue: u*(uv) = 0 isto implica que
(uu)(uv) = 0, daf segue que (uyu)(uv) + (uuy)(uv) + v?(ugv) = v?(uv) + 2(uuy) (uv) = 0.
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Agora, basta tomar v = u; e u; = uy. Linearizando (uv)? = 0, temos: (uv)(uv) = 0
entao (uv)(uv) + (wv)(u1v) = 0 = (ugv)(uwv). Fazendo u = uy, obtemos (u1v)(ugv) = 0.
Da mesma forma, podemos escrever (uv)(uv) = 0 segue que (uvy)(uv) + (uv)(uvy) = 0 =
(uvy)(uv). Fazendo v = vy, obtemos (uvy)(uve) = (u1v)(ugv) = 0, Finalmente, uma lin-
earizagao de u?v? = 0 é dada por (vu)(vv) = (uu)v? = 0, entdao (uju)v? = 0. Fazendo
U = g, obtemos (uyuz)v? = 0. De forma andloga, podemos obter u?(vivy) = (ujus)v? = 0.
]

Corolario 3.2. Seja A = Fe® U &V € uma dlgebra de Bernstein e e € 1d;(A). Entao
todo idempotente de peso 1 pertence ao conjunto Id;(A) = {e +u +u?; u € U.}.

Demonstragdo. Comegamos provando que para todo u € Uy, e +u+u? € Id;(A). Mas para
todo u € U, tem-se 2eu = M,(u) = u, 2eu? = M.(u?) =0, u® =0 e (u?)* = 0. Logo

(e+u+u?)? = e +u?+ (u?) + 2eu+ 2eu® + 2uu? = e +u +u?

e e+u+u? é idempotente de peso 1. Fica, entao, provado que {e+u+u*; v € U.} C Id;(A).
Por outro lado, se  é um idempotente de peso 1, temos ¢ = e+u+v e 2° =z, com u € U,
e v € V.. Da equagao (3.13), temos 2 = x = e+ u+ v = e + (u + 2uv + v*) + u?, com
u+ 2uv +v? € U, e u? € V,, de onde resulta v = u?. Logo, para todo z € Id;(A), temos
T = e+ u+ u? para um certo u € U,. Portanto, Id;(A) C {e +u+u*; v e U.}. n

Coroldério 3.3. Sejame, f = e+ug+ud idempotentes nio nulos de uma dlgebra de Bernstein
A=Fed U, DV, comug € U,. Entdo as aplicacoes abaizo sao isomorfismos de espagos

vetoriais.
o : U — Us
U — U+ 2uug

T Ve — Vi
u — v — 2ugv — 2udv

Y U — Uy

u — u—2uud

Demonstracao. Vamos comecgar provando que as aplicacoes estao bem definidas. De fato, o
estd bem definida, pois usando (3.3), (3.11), (3.12), o Lema 3.5, (3.17) e (3.18), obtemos
2(e +ug +ug)(u+ 2uug) = 2eu + de(uug) + 2uug + dug(uu) + 2uug + 4ud (uug)

= u—+ 2uuy.

Para ver que 7 estd bem definida, observemos que x € Vy equivale a My(z) = 2fx =0,
ou seja, fr = 0. Entao segue de (3.6), (3.12), do Lema 3.5 e do corlario anterior que

fv—2upv — 2udv) = ev — 2e(ugv) — 2e(ujv) + ugv — 2uo(uev) — 2ug(uiv)
+ugv — 2ud (uv) — 2ug(uiv) = —2ud (ujv)
= —2(—2up(uo(ugv))) = 4ug(uo(ugv)) = 0.
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E facil ver que as trés aplicagoes sao lineares. Dados uq,us € U, e v1,v9 € V, e a € F,
temos

olau; +uy) = auy + ug + 2ug(auy + ug) = auy + 20cupuy + ug + 2ugus
= a(uy + 2upuy) + us + 2ugus = aoc(uy) + o(us),

T(avy +v3) = av + vy — 2ug(av; + va) — 2ui(avy + vy)
= av; — 20ugv; — 2au8v1 + vy — 2ugve — QUSUQ
= a(v; — 2upvy — ngvl) + vy — 2ugUy — 2u(2)v2
= ar(vy) + 7(v2),

Y(ouy +up) = auy +uy — 2(au; + ug)ul = auy — 20uiul + uy — 2upul
= afuy — 2ugul) + us — 2ugud = arh(uy) + V(uy).

As aplicagbes sao injetoras. Seja u € U, tal que o(u) = 0, entdo u + 2upu = 0, ou
ainda, u = —2ugu € V,. Logo, u € U, NV,. Porém U, NV, = 0, sendo assim s6 pode
ser u = 0. Seja v € V, tal que 7(v) = 0. Agora temos que v — 2ugv; — 2uv = 0 e, pela
Decomposicao de Peirce, decorre que v = 0. Seja u € U, para o qual ¢(u) = 0, isto é, u =
2uu?. Multiplicando por u2 ambos os membros dessa equagao e utilizando o Lema 3.5 e as
identidades (3.14), (3.28) e (3.30) obtemos uud = 2u2(uud) = —4dug(up(vud)) = dug(uul) = 0
e, portanto, u = 0.

Finalmente, provemos que as aplicacoes sao sobrejetoras. Dado y € Uy C N podemos
obter u € U, e v € V, tais que y = u + v. Assim

(u+v) = 2(e+u+ud)(u+v) = 2eu + 2ev + 2uu + 2uv + 2uiu + 2udv
= u+ 2upu + 2upv + 2udu + 2ulv.

Segue da decomposigao de Peirce que 2ugv + 2uud + 2uiv = 0 e v = 2uuy, resultando em
o(u) = y. Fica, assim, provado que o é sobrejetora e de modo anédlogo se prova que o mesmo
para ¢. Dados u € U, e v € V, seja y = u+v € Vy, tem-se que

0 = 2(e+up+ud)(u+v) = 2eu + 2ev + 2ugu + 2ugv + 2ugu + 2ugv
= (u+ 2upv + 2uiv + 2udu) + 2ugu.

Notemos que u + 2ugv + 2u§v + 2u(2)u € U, e ugu € Vo, como N = U, ® V, entao
u + 2ugv + 2udv + 2udu = 0 e 2ugu = 0 por (3.28) segue que uiu = —2up(uu) = 0,
assim u = —2ugv — 2udv, logo 7(v) = v — 2ugv — 2udv = v +u = y. n

Decorre do que acabamos de ver que as dimensoes de U, e V., nao dependem da escolha
do idempotente nao nulo e; assim, o par (1 + dim Up; dim V,) é um invariante para élgebras
de Bernstein com dimensao finita e é denominado o tipo da élgebra (A;w).
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3.2 Algebras de Bernstein-Jordan

Definigcao 3.3. Uma dlgebra comutativa A é uma dlgebra de Jordan quando quaisquer
elementos x,y € A cumprem com sequinte condi¢ao

P (yz) = (2°y)z. (3.37)

Definigao 3.4. Diz-se que a dlgebra de Bernstein A é uma dlgebra de Bernstein-Jordan
quando A também for uma dlgebra de Jordan.

O seguinte teorema caracteriza as dlgebras de Bernstein-Jordan.

Teorema 3.2. Seja A = Fe ® U, ® V., uma dlgebra de Bernstein. FEntao as sequintes
afirmagoes sao equivalentes.

(a) A € uma dlgebra de Jordan;
(b) V2 =0 para todo e € 1d;(A);
(c) V2=0, para algum e € Id;(A) e (uv)v = 0, para todo u € U, e v € V,;

d) Todo elemento © € A satisfaz x3 = w(x)x?.
(

Demonstragao. (a) = (b). Como A ¢ uma algebra de Jordan, vamos substituir x por e 4+ v

1
e y por e em (3.37), onde e € Id;(A) e v € V.. Recordando que €? = ¢, ev = 0, eu = ~u,

2
U:CV, V2CU,eUV,CU, temos que
(e +v)*(ele +v)) ((e+v)e) (e +wv),
(e® + 2ev + v?)(e* + ev) ((e® +26U+U)6)<6+U),
(e+v)e ((e+v*)e)(e+v),
e + ev? (€* + ev?)(e +v),
e + ev? (e +ev?)(e +v),
e+ ev? e+ ev + e(ev?) + v(ev?),
ev? e(ev?) + v(ev?).
1 1 1
—v?+ =% e, como v? =0,

Usando o fato de que v? € U, a tltima equacao se reduz a 502 =

segue que v2 = 0.

4 2

(b) = (c). Seja A = Fe ® U, ® V., uma decomposi¢ao de Peirce de A relativa a um
idempotente e. Para cada u € U, e consideremos o idempotente f = e +u+u?. Troquemos
e por f na hipdtese, assim sz = 0. Vamos usar a aplicagao 7 do corolario anterior.

Como 7(Ve) = Vj entao 73(V,) = V7

u?v € V2 =0 temos

0 = () =
= 0¥ — dv(w) + 4(uw)? — 4v(u?

(v — 2uv — 2uv)* = (v

= 0. Logo, lembrando que (uv)?

= 0 e que

—2uv)? — 2(v — 2uv)2uv + (2u?v)?
v) + 8(uw)(u?v) + 4(u*v) (u?v) = —dv(uww) = (uv)v
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(¢) = (d). Dadoz € A = Fe® U, & V,, temos que existem u € U, e v € V, tais que
r = w(x)e+u+wv. Tendo em vista as hipoteses, efetuamos calculos de modo que tenhamos
3 = (w(m)e—i—u—i—v) (w(z)e +u+v)*(w(x)e +u+v)
w(z)?e? 4 2w( )(u+v)+(u+v)2>(w(a:)e+u+v)

= <w z)%e + w(z)u + u? +2uv>( (x)e +u+v)
Y + w(r)’eu + w(r)’eu + w(z)u? + w(r)uv + w(r)uv + 2(uv)u + 2(uv)v

= w(z)
x)( (z)%e + 2w(x )eu+u2+2uv> — w(z)z?.

(
(

= W

(d)= (a). Linearizando z* = w(z)x? temos
2yr)r + 2%y = wly)z? + 2w(z)(yz).
Substituindo y por xy na equacao anterior obtemos

22(a(xy)) + 2 (vy) = w(x)w(y)a® + 2w(z)a(ay).

Multiplicando a pentltima equacao por x obtemos

22 (yx)r + z(z%y) = w(y)z® + 2w(z)z(yx).
Subtraindo esta tultima equacao da anterior temos

2(2%y) — 2%(zy) = w(y)2® — w()w(y)z®.

3 2

Como z° = w(z)x

w(z*y) — ¥ (zy) = wyw(@)z® —w(@)w(y)z?,

z(z%y) — 2*(zy) = 0.

Portanto x(z%y) = z?(xy) ou z%(yz) = (2*y)x, o que faz com que A seja uma &lgebra de
Jordan. m

Corolario 3.4. Seja A uma dlgebra de Bernstein-Jordan. Entdo vale as sequintes identi-
dades

V12 = O,
(Uﬂ)l)vg + (UUQ)Ul = 0,
para e € 1d1(A), u € U, vy, vy € V.
Demonstragdo. Basta linearizar v? = 0 e (uv)v = 0 que obtemos o resultado. n

Fechamos essa secao, apresentando um ideal que sera 1til no capitulo seguinte.

Lema 3.6. Seja A= Ke® U, &V, € uma dlgebra de Bernstein.
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a) O conjunto L = {u € Ug;ulU, = 0} € um ideal de A.
b) VZC L.

Demonstragao. a) Notemos que L # &, pois 0 € L. Agora, sejam « € F, uj,us € L e
u € U, temos que
(uy + ug)u = cugu + ugu = a0 + 0 = 0.

Suponha agora x € A tal que © = w(z)e + v’ + v, onde v’ € U, v € V, e u; € L, entao
1
zuy = w(z)euy + vuy = §w(x)u1 +vu; € U,.
Assim, usando (3.30) obtemos
1
(rup)u = §w(x)u1u + (wv)u = —(uv)uy = 0.

Logo, xu; € L.
b) Por (3.16), V2U, = 0. n

Lema 3.7. Sejam A= Fe® U, ® V, uma dlgebra de Bernstein e I C N um ideal de A. A
dlgebra quociente (A/1,w), onde W(T) = w(x), para todo x € A, é Bernstein-Jordan se, e
somente se, V2 C I para todo idempotente e € A.

Demonstracao. De fato, mostraremos inicialmente que (A/I,@) é uma algebra de Bern-
stein com as operagoes usualmente definidas para quocientes e sendo w : /I — K dada
por W(Z) = w(z). Com efeito, como I C N entao para cada T = 7 temos que x —y € N.
Logo, w(x) = w(y) e assim @(T) = w(7). Deste modo, @ esté bem definida. E facil observar
que w é um caracter sobre A, pois w o é. Além disso, para qualquer T € A/I segue que
(72)? = (22)? = w(2?)22? = wW(T)*7? e portanto A/I é uma &lgebra de Bernstein. Agora, se
A/I é Bernstein-Jordan entdo 72 = v2 = 0, o que implica em v? € I para todo v € V,, ou
seja, V.2 C I. Reciprocamente, se V.2 C I entdo v2 = 0, pelo Teorema 3.2, temos que A/ é
Bernstein-Jordan. |

Do Lemas 3.6(b) e 3.7, concluimos que A/L é uma algebra de Bernstein-Jordan.



Capitulo 4

Nilpoténcia das algebras de Bernstein

4.1 Barideal

Nesta secao deduziremos uma série de identidades que nos levaram a um indice de
nilpoténcia para N2, isto é, o quadrado do barideal N . Entretanto, ainda nao se sabe se
tal indice é o melhor possivel.

Seja x € N numa algebra Bernstein-Jordan, entao 2% = 0, ou ainda,
(xy)z+ (y2)x + (x2)y = 0 (4.1)
Lema 4.1. Sejam A uma dlgebra de Bernstein-Jordan e os elementos ui,us € U, € vy, ..., 0 €
V.. Entdao
(i) Set=1, 2 (mod4), entao ((((ujvy)ve) - vi)uz) + ((((ugvy)ve) - - - vy)uy) = 0.
(ii) Set =0, 3 (mod4), entao ((((urv1)ve)---ve)uz) — ((((ugvy)ve) - - - v)uy) = 0.

Demonstragao. De acordo com t =1, 2 (mod 4) e t =0, 3 (mod 4), basta provar que

t(t+1)

((((wv)va) -~ v)uz) = (=1)" 2 ((((ugv1)va) - - v)us) = 0.
Temos de (3.30) e depois aplicando t — 1 vezes o Corolario 3.4, temos que
(((wavi)ve) -~ v)uz) = —(uave)(((+ - ((wavn)v2) -+ Jve—2)vis

= ((uav)ve—1))((- -+ ((wavr)v2) -+ Jvp3)vp0 = - - -
= (=1)(-- ((ugve)ve1) - - - v1)us.

Usando o Corolario 3.4 temos

wvy vy = (=D ((ugon)ve) - - Jv)us = (=12 ((ugorJva)vy) - - vy

46
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Lema 4.2. Sejam A uma dlgebra de Bernstein-Jordan e os elementos ui,us,us € U, e
Vi,...,0 € Vo. Entao

(a) Set=0, 3 (mod4), entao (((--- (urvy) -~ )ve)ug)ug = ((- - (ugvy) - - - )vy) (ugus).

(b) (((Ulug)vl)vz)ul = (((U2U%)01)U2)U2-

Demonstracao. Para a primeira parte, usaremos a igualdade (4.1) e o lema anterior da
seguinte maneira

(¢ (uavn) - Joug)us = =(((-- (ugve) - - JoJug)ur + ((-- - (ugvr) - - - Jve) (ugun)
—((- - (uqvy) - - - )vy) (ugus). (4.2)

Calculando (((-- - (ugvy) - - - )vy)ug)ug de outra maneira com base na igualdade (7.1) e no
lema anterior, temos

(¢ (uavn) - Joug)us = —(((--- (ugve) - - Jouz)ur — (- (ugvr) - - o) (urug).
(4.3)

Somando membro a membro as identidades (4.2) e (4.3), obtemos

20((- -+ (wavr) - Jvdug)ug = ((--- (ugvr) - -+ Jve) (uaur) — (- (wavn) - - - Jve) (ugus)
—((- -+ (ugur) - - - Jvp) (wrus)
= ((--- (2ugvy) - - - vy) (uyug).

Dividindo por 2 temos o resultado. Para a outra parte, temos que
(((Ulug)vl)vz)ul = —2((uz(uruz)vr)ve)us = =2((ur(urug)vy)ve)us = —(((Uzuz)vl)vz)uw
]

Lema 4.3. Se A = Fe® U, &V, € uma dlgebra de Bernstein-Jordan, entdo € vdlida a
sequinte identidade € satisfeita

((((urv)vr)ug)us)vs + ((((urv2)ug)us)vjvr = 0.
PATa qUALSqQUET Uy, U, Uz € U, € v,v9,v3 € V.
Demonstragao. Fazendo x = ujvy, y = usvy € 2 = ug em (4.1), obtemos a identidade
((wrv1)(ugv2))us + ((wrv1)us)(ugve) + ((u2v2)us)(wvr) = 0. (4.4)
Substituindo u; por uqv,
((urv)vy) (ugve))us + (((urv)v1)usz)(ugve) + ((ugve)us)((urv)vy) = 0. (4.5)
Por (3.30) e pelo Corolério 3.4, temos

(((urv)vy)ug)ve)uz + (((urv)vy)uz)us)ve + ((ugve)us)((urv)vy) = 0. (4.6)
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Permutando u; com uz e uy com ug em (4.6), obtemos identidades que somadas membro
a membro com (4.6) nos dao

0 = (((wv)vr)ug)ve)us + (((urv)vr)us)us)ve + ((uava)us)((w1v)vy)
+(((ugv)vy )ug)ve)us + (((ugv)vy)ug)ug)ve + ((ugva)uy)((uszv)vy) (4.7)
+(((urv)vr)uz)ve)uz + (((urv)vr)ug)us)ve + ((uzve)uz)((urv)vy).

Pelo Lema 4.1(a),
(((ugv)vr)ug)ve)us + (((wrv)vr)ug)uz)vs = 0
Por (3.30), temos que
((uzve)ug)((urv)v1) + ((ugve)uz)((urv)vr) = 0

Agora, usando o lema anterior e trés vezes a igualdade (3.30) em cada parcela abaixo, segue
que

(((ugv)vy)ug)ve)us + (((usv)vy)ug)ve)us + (((ugv)vy)ug)ve)us = 0.

Logo a igualdade (4.7) se reduz a (((uyv)vy)us)ve)us + ((ugv2)uy)((usv)vy) = 0 e, por-
tanto, do Corolario 3.4, temos a identidade desejada. |

Os lemas acima nos ajudam a concluir que certos produtos de elementos de U, e V, se
anulam.

Teorema 4.1. Se A = Fe® U, ®V, € uma dlgebra de Bernstein-Jordan, entdo todos os
produtos de trés elementos de U, e quatro elementos de V., se anulam.

Demonstracao. Sejam uy,ug,u3 € U, e v1,v9,v3,v4 € V.. Recordemos que o produto
de cada dois elementos de V, sempre se anula. Do mesmo modo, um produto do tipo
(ugug)vy = 0. Assim, ap6s analisar todas as possibilidades de produto nas condig¢oes do
teorema, observamos que basta considerar apenas os seguintes produtos:

(ulvl V2 Ug)Ug)Ug)U4.
)

Usg ) U3) V4.

N

Jv2)
(u1v1)va)v3
(Ulvl)vg)vg)UQ)U3)U4.

Vg )U3

N

Usg ) U3) V4.

Jv2)vs)
(ul’Ul)’Ug)Ug)UQ)Ug)U4.
Substituindo u; por u;v em lema anterior, teremos

((((((urv)vr)ug)uz)va)vz)vs + (((((((w1v)ve)vs)ug)uz)v)vi)vy = 0. (4.8)
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Permutando u; e us na identidade (4.8), obtemos uma nova identidade que ao ser somada
membro a membro com a identidade (4.8) fornece

= ((((
+((
Mas, pelo Lema 4.1(a), a soma da primeira com a terceira parcelas acima se anula. Além
disso, pelo Lema 4.1(b), a quarta parcela é igual a segunda. Logo (((((uiv1)ve)vs)us)us)vy =
0, ou seja, o produto do item (a) se anula. Segue de (4.8) que o produto do item (b) se
anula. Para mostrar que o produto do item (c) se anula, usamos, sucessivamente, o Lema
4.2(a), o Corolério 3.4, a identidade (4.1) e o produto do item (a). Para o produto do item
(d), usamos o lema anterior e recaimos no produto do item (b). Finalmente, o produto do

item (e) pode ser decomposto em duas parcelas do produto do item (a), desde que usemos
o Corolério 3.4 e a identidade (4.1) ]

(urv)vr)ug)uz)ve)vs)vs + (((((((wrv)ve)vs)ug)uz)v)vr vy
(((uzv)vr)ur)us)vz)vs)va + (((((((w2v)v2)vs)urJus)v)vi)vs.

(
(

Teorema 4.2. Se A = Fe® U, ®V, € uma dlgebra de Bernstein-Jordan, entdo todos os
produtos de quatro elementos de U, e trés elementos de V., se anulam.

Demonstracdo. Sejam uq, us, us, uy € U, € v1, 09,03 € V,. Assim como no teorema anterior,
devemos determinar todos os casos possiveis, lembrando que vivy = (ujug)vy = 0. Tais
produtos sao dos seguintes tipos

(urvr)ug)us)ve)vs)ug.
U1v1)V2)U2)U3)U3) Uy
U1U1) )Us)UQ) 3)U4

(urug)ug)vy )va)vs)uy.
Multiplicando a igualdade do Lema 4.3 por w4, teremos
((((urv1)uz)us)ve)vs)us + ((((wrvi)va)uz)us)vs)us = 0.
Usando os Lemas 4.1 e 4.2, podemos reescrever a igualdade acima como
((((us(urvr)uz))va)vs)us + ((us(((wav2)vs)usz))vr)us = 0. (4.9)

Permutando u3 e uy naigualdade (4.9) obtemos uma igualdade obtemos uma nova identidade
que ao ser somada membro a membro com (4.9) resulta em

0 = ((((us(urvr)us))va)va)ug + ((us(((urv2)vs)us))vi)us
+((((ug(urvr)ug))va)vz)ug + ((ug(((ugve)vs)ug)) vy Jus. (4.10)

)
Pelo Lema 4.1(a) ((us(((uive)vs)ug))vy)uy = —((ug(((urv2)vs)uz))vr)ug e pelo Lema 4.1(b)
((((ug(uqgvr)uz))ve)vg)us = ((((ug(ugvr)uz))ve)vs)us. Logo, segue de (4.10) que

2((((uz(urvr)ug))va)vz)usy = 0
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Aplicando esse resultado em (4.9), concluimos que o produto do item (b) se anula. Para
mostrar que o produto do item (c) se anula, usamos o Lema 4.2(a), as identidades (3.30)
e (4.1) e o produto do item (b). Finalmente, o produto do item (d) se anula quando apli-
camos, sucessivamente, as identidades (3.30) e (4.1) e o produto do item (a). ]

Lema 4.4. Seja A = Fe® U, &V, uma dlgebra de Bernstein-Jordan. Se uy,us,uz € U, e
v, € V., entao

2y, 2

(((uav)uz)uz)N - = 0.
Demonstracdo. Seja n € N, entao existem u € U, e v € V,, tais que n = u + v. As-
sim, devemos apenas provar que ujvjusuiu + wyviuiusv = 0. Vamos comegar mostrando

(((uyv1)u3)u3)uy = 0. Para isso, usamos vérias vezes a identidade (3.30) e o Lema 4.2 para
obter

(wvnuw)uz)ur = ((wvn)uz)us)u.
Agora, usamos (3.30) apenas uma vez e obtemos

(((Ulvl)ug)ug)ul = —(((Ulvl)ug)ug)ul-

Somando esta igualdade membro a membro com a anterior, concluimos que 2(((uyvy)u3)u3)u; =

0. Entao, em particular,
((((u + w)vi)uz)us) (u+ ur) = 0.
Tendo em vista o nosso resultado preeliminar, desenvolvemos essa igualdade, obtendo
(((wor)uz)uz)us + (((wv)uz)uz)u = 0.
Lembrando que, pelo Lema 4.1(a),
(o)) — (o)) = 0.

Dessas duas tltimas igualdades, segue que ((((uiv;)u3)u)u = 0. Agora, usando vérias vezes
as afirmagoes do Lema 4.2 e (3.30),

(((urv)ug)uz)v = —(((wrv)or)us)u;
e usando apenas (3.30) varias vezes,
((wv)uz)uz)v = (((wrv)vr)uz)us.
Portanto, ((((uivy)u3)ul)v = 0. n

Lema 4.5. Seja A = Fe ® U, ® V, uma dlgebra de Bernstein-Jordan. Se ui,us,usz € U, e
v1, V9 € V., entao

(((wyv1)ud)ve)usN = 0.
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Demonstracdo. Sejan € N, entdao existem u € U, e v € V,, tais que n = u + v. Assim,
devemos apenas provar que ((((uiv)ud)ve)us)u + ((((uyvr)ud)ve)uz)v = 0. Mas notemos
que ((((uyvr)ud)va)usz) € V. e, como o produto de dois elementos de V, é nulo, entdo
resta provar que ((((ujv1)ud)ve)uz)u = 0. De acordo com o lema anterior, sabemos que
((((wgvy)u3)u3)v = 0. Em particular, substituindo ug por usz + u € U, temos

(((urvr)u3)(us +u)*)o = 0,
(((urvy)u3)(usu))v = 0. (4.11)

Por outro lado, aplicamos sucessivamente (3.25), (3.30), (4.11), o Lema 4.1(b) e novamente
(3.25), (3.30) e (4.11) chegamos a igualdade

((((Ulﬂl)ug)vz)u?)u = ((((Wl)U%)W)US)Ul-
e, usando os mesmos argumentos, podemos afirmar que

((((Ulvl)ug)W)uS)u = —((((Wl)ug)w)u:ﬁul-

Somando membro a membro, concluimos que ((((u1vy)u3)ve)uz)u = 0. ]

Definicao 4.1. A poténcia produto de uma dlgebra A € definida por

AWM = 4 Ak — Z A® AG)

i+j=k

Lema 4.6. Em uma dlgebra de Bernstein-Jordan, tem-se que N*) C N,

Demonstracao. E evidente que o resultado é valido para kK = 1. Suponhamos que isso
também seja valido para inteiros menores do que ou iguais a k. Temos que

A+ Z ADAG) = AW A 4 AB=D AR 1o C APA + AF1AZ 1. C AFA = AR
itj=k+1
Portanto, o resultado é valido para todo inteiro positivo k. |

Agora que ja possuimos os resultados necessarios, vamos provar que o quadrado do
barideal N é nilpotente.

Teorema 4.3. Seja N o barideal de uma dlgebra de Bernstein-Jordan. Entao

(NN = .

Demonstracdo. Observemos que, pelo lema anterior, (N®)®) C (N?)3. Assim, basta provar
que (N?)3N =0. Como N = U, ® V, e V2 =0, temos

(N?’N = [(Ue+ Vo)?P(Uc+ Vo) = (U2 + U Ve)> (U + Ve)
= [(U2UV)U? + (UXHU V) (UV.) + (UV) UV UV (U, + Vo).
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Analisemos cada parcela acima. Pelo Lema 4.4, temos que (((uivq)u3)us)(u + v) = 0.
Em particular, substituindo uy por ug + uy € Ue, ja que uy € U,, temos que (((uiv1)(ug +
ug)?*)u3)(u +v) = 0. Logo,

(((uyv1) (ugug))ud)(u +v) = 0.

Agora vamos substituir na identidade acima ugz por uz + us € U, ja que us € U,. Obtemos,
assim, (((uqvy)(uguy))(us + us)?)(u + v) = 0, o que implica

(((urv1)(uaug))(ugus))(u +v) = 0,

e, assim, [(UZ(UcVe))UZ](Ue + Ve) = 0.

Do Lema 4.5, temos que ((((u1v1)u3)ve)us)(u + v) = 0. Substituindo nessa identidade
uy por uy + uy € U, temos que ((((uyvy)(ug + ug)?)ve)us)(u + v) = 0, ou ainda,

((((urv1)(ugug))vz)us)(u +v) = 0
Tomando z = (ujv1)(ugus), y = vo € z = ug, segue de (4.1) que

(((wrvr)(ugua))v2)us = —(((wrv1)(uous))us)va — (((uavr)(ugua))(usvs)

= —(((wrv1) (uguy)) (usvs),

pois (((uv1)(uzus))us)vy € V2 = 0. Logo, (UZ(UeVe))(UeVe))(Ue + Ve) = 0.

Além disso, como [(U.V)(U.V.)(U.V,)]Ue = 0, pelo Teorema 4.2 ¢ [(UV,) (U V.) (U Ve) Ve =
0, pelo Teorema 4.1 entao [(U.V.)(U.V.)(UV,)|(U. + V.) = 0. Portanto, (N?)3N = 0.

Corolario 4.1. Seja N o barideal de uma dlgebra de Bernstein-Jordan. Entao

(N(Q))(‘*) — 0.

Demonstracdo. Pelo Lema 4.6 e pelo Teorema 4.3, temos (N®)®) C (N?2)* = (N?)3N =0. m

Teorema 4.4. Seja N o barideal de uma dlgebra de Bernstein. Entao

NU = .

Demonstracdo. Pela definicdo de poténcia plena, N = NBINBl = (N2 NI (NVE N2 =
(N2N?)(N?N?). Assim, temos provar que (N?N?)(N?N?) = 0. Observemos que

N?N? = (U, 4+ V)*(U. +V.)?
= U202+ UZ(UNV.) + UVE+ (UV)(UeVe) + (UV)VE + VIV

Mas por (3.26), temos que U, V> = 0 e por (3.36), temos que U?V? = (0. Desses dois fatos
decorre que (U, V,)VZ C U V2 =0 e que V2V2 C U?V? = 0. Entao

NN? = UZUZ + UZ(UVe) + (U Vo) (U Ve).
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Lembremos que por (3.26), temos
(U)X (U2)?
(U2)*(U2(UVe))

‘/'62‘/'62 g Ue‘/eQ — O,

VE(UZV.) = 0.

Com isso, concluimos que

N = (N2N?)(N?N?) = (UZ(UV))UZ(UV2) + (UZ(UV))(UeVe)® + (UVe) (U V).

Agora, vamos mostrar que cada parcela acima se anula. Comegamos mostrando que um
produto do tipo ((uyvq)(ugus))((usve)(usug)) se anula. Notemos que (ujvy)(ugus) € U,
(ugvq) € Ue, (usug) € Ve e aplicando o Corolario 3.4 duas vezes

((u1v1)(uausz)) ((uava) (usue)) = —(((wrvr)(ugus))(usue))(uqve)
= ((((uv1)(ugus))(usue))v2)ug.
Por outro lado, tomando a classe lateral
(((((wr + L)(v1 + L)) ((ug + L)(uz + L)))(us + L)(ug + L))(v2 + L)) (ug + L)

temos que ((((u1v1)(ugus))(usueg))ve)us+ L € A/L, que é uma élgebra de Bernstein-Jordan.
Pelo Teorema 4.3,

((((u1v1)(ugus))(usue))v2)us + L € A/L =0+ L

e assim ((((uyvy1)(ugus))(usug))ve)uy = 0.

Agora vamos provar que o produto do tipo ((u3vy)(ugvs))((usvs)(usus)) se anula. Tendo
em vista a identidade (3.25), esse produto pode ser reescrito como

((u1v1)(u2v2))((uzvs) (uaus)) = —(((ugvs)(uaus))(urv1))(uzvz) — (((usvs)(uaus))(uzv2)) (uivr).

Assim, basta mostrar que uma das parcelas do segundo membro da identidade acima se
anula. De fato, usando (3.30), temos

(((ugvs)(ugus))(urvr))(ugve) = —((((usvs)(uaus))vi)us)(uzvs) (4.12)
e por (3.5),
—((((ugvs)(uaus))vr)ur)(ugve) = ((((usvs)(ugus))vr)us)(urvs)
+((((uvs) (uaus))vr)v2) (uruz). (4.13)
Usando a identidade (3.25) na tltima parcela de (4.13), temos

(((uvs)(ugus))vi)ve) (uaug) = —((((uzvs)(uaus))vi)ve)ug)us
—((((usvs)(uqus))vr)va)us ) us. (4.14)

Usando classes laterais e aplicando o Corolédrio 3.4 e depois (3.25) no tltimo produto da
identidade (4.14), segue que

((((uzvz)(ugus))vr)v2)us + L = —((((uz(uaus))vs)vr)ve)us + L
= ((((((uzusg)us)vz)vi)va)ur + (((((usus)ua)vs)vi)ve)us) + L
— 041,
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pelo Teorema 4.2. Consequentemente, ((((usvs)(ugus))vr)ve)u; = 0. De modo andlogo se
prova que a primeira parcela de (4.14) se anula. Agora, a identidade (4.13) esta reduzida a
identidade

—((((ugvs)(ugus))vr)ur ) (ugve) = (((uzvs)(ugus))vi)uz)(uive),
((((uzvs)(ugus))vi)ur)(ugva) = —(((uzvs)(uaus))vi)ug)(uivz). (4.15)

Trabalhando com classes laterais no segundo membro de (4.15) e usando o Lema 4.1(b),
temos

(((usvs)(ugus))vi)uz + L = —(((ugvs)(uaus))vi)us + L,
o que implica (((uzvs)(ugus))vr)us — (((ugvs)(ugus))vr)ug € L e como uyvy € U, segue que
((((uvs)(uaus))vr)us — (((uzvs)(uaus))vr)us)(urvz) = 0, ou seja,
(((uzvs) (ugus))vi)uz = (((ugvs)(usus))vr)us). (4.16)

Decorre da identidade (4.16), da identidade (4.15) e do Lema 2.1(b) que

—((((uzv3)(uaus))v)uz)(wrve) = —((((u2vs)(uaus))vr)us)(urv2)
= ((((uavs)(ugus))vi)ur)(uzva)
= ((u1vs)(uaus))vr)us)(uzvs)
—((((u1v3)(uaus))v1)us) (uzv2)
—((
)

(ugvs) (uqus))vy)ug) (ugvs).

Levando este resultado em (4.15), obtemos ((((ugvs)(uqus))vy)ur)(ugve) = 0 e com isto (4.12)
fornece (((u3vs)(uqus))(uivy))(ugve))0. Portanto, (U V,)?(UV.)? = 0.

Finalmente, vamos provar que um produto do tipo ((ujv1)(ugv2))((usvs)(usvy)) se anula
para concluir que (U.V,)*(U.V,)? = 0. De fato, temos por (3.30) e (3.5), sucessivamente

((u1v1)(ugv2))((uzvs)(uqvy)) —(ua((urv1)va)) ((uzv3)(usvs))
(((urv1)ve)(usvs))(uz(uavs)) + (((u1v1)v2) (usvs)) (ua(usvs)).

Como as parcelas da tltima igualdade acima sao semelhantes, basta mostrar que uma delas
se anula, digamos, a primeira. Provemos, entao, que (((u1v1)v2)(usvs))(ug(usvs)) = 0 ou,
equivalentemente, pelo Corolario 3.4

((((urv1)va)vs)us)(ua(usvy)) = 0.

Pelas identidades (3.5) e (3.30) e pelo Lema 2.1

((((urv1)v2)vs)us)(ua(usva)) —((((u1v1)v2)v3)uz) (us(uava)) (u1v1)v2)v3) (uav4)) (u2us)

((((urv1)ve)vs)us)(ua(uszvs)) U1 )V2)V3) Vs )Us ) (U2u3)

((((uv1)v2)vs)ur)(ua(uzva)) Ugv1)V2)V3)04) 1) (U2u3)
—(( )
((

((ugv1)va)vs)us)(us (usvs)) — (ugv1)v)v3))(usvs))(urtis)
F(((((wav1)ve)vs)va)ur ) (ugus). (4.17)

+ ((
+
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Permutando u; e uz na identidade (4.17) e somando membro a membro com a mesma resulta
em

=

((wrv1)v2)vs)us)(uz(uava)) + ((((u2v1)v2)vs)ua)(u(usvs))

—(((((ugv1)v2)vs)va)us) (urug) — (((((w1v1)v2)vs)va)ua) (ugus)
+((((ugvr)v2)vz)ur) (ua(usva)) + ((((u2v1)va)vs)va) (uz(urua))

—(( ) — ((( )

(((uguy)v2)vs)ug)uy ) (usvy) ((ugv1)ve)vs)vy)ug) (uguy). (4.18)

Porém, lembremos que por (3.30) a soma da segunda com a sexta parcelas de (4.18) se
anula. Além disso, decorre de (3.5) e do Lema 2.1(b) que

—(((((wrv1)ve)vz)va)ug) (ugus) — (((((uzv1)ve)vs)va)us)(ugus)

= —(((((ugv1)va)vz)va)us ) (ugus) — (((((uav1)v2)vs)va)us)(uaus)
= (((((ugv1)va)vz)va)ug)(uruz) = (((((ugvr)ve)vs)va)us)(usuz)
e, pela mesma razao, temos que
—(((((ugvr)va)vz)va)uz)(urus) — (((((ugv1)ve)vs)us)us)(uzvs) =
= (((((ugv1)v2)vs)va)ug) (urus).
Pelo Lema 2.1(b),
((((urv1)va)vs)us)(uz(usvs)) + ((((uzvr)ve)vs)ur)(ua(usvs)) = 2((((u1v1)va2)vz)us) (uz(ugvs)).

Com estes resultados, a igualdade (4.18) se reduz a identidade

2((((urv1)ve)vs)us)(uz(uavs)) + 2(((((u2v1)v2)vs)vs)ug)(uruz) = 0. (4.19)

Permutando os elementos uy e uy4 na identidade (4.19) e somando membro a membro com
a mesma, chegamos a identidade

0 = ((((urv1)v2)vz)uz)(us(ugvs)) + (((((wavr)v2)vs)va)ug)(uius)
+((((urv1)v2)va)uz) (us(ugva)) + (((((u2v1)v2)vs)va)ug)(urus). (4.20)

Mas levando em consideracao wuy(usvy) = —us(ugvy), 0 que anula a soma da primeira com
a terceira parcelas de (4.20). De acordo com o Lema 2.1(b) temos ((((ugvy)ve)vs)vy)us =
((((ugvq)vg)v3)vg)us. Logo, (((((usvy)va)vs)vg)us)(ujus) = 0. Portanto, segue de (4.19)

((((w1v1)v2)vs)us) (uz(usvy)) = 0.

Corolario 4.2. O barideal N de uma dlgebra de Bernstein cumpre com a condi¢do

(N(Q))(S) - 0.
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Demonstracao. Usando os Teoremas 4.3 e 4.4, temos

(NOH@ - = (N(2))(3)N2 + (N(2))(2)(N(2))(2) - (N(Q))?’NQ + (N(Q)N(Q))(N@)N(Q))
— (N(2))3(N(2))(2) — (N(2))4.

Logo, 0 = (N®)W = (N@)* C [. Além disso,
LN® = LN?=L(U.V.+U2) C LU, + LU? = LU?.

Mas notemos que dado z € LUeQ, existem uy € L e uj,up € U,, tais que z = ug(ujus) =
—uy (ugug) — uz(ugur) = 0. Entdo, LU? = 0 e segue que LN?) = 0. Portanto,

(N(2))(5) - (N(2))(4)N(2) + (N(Q))(i%)(N(?))(?) C LN® 4 (N(2))3N(2) — (N(2))4 = 0.

No artigo Free Nuclear Algebras de C. Martinez (1995) é dado um exemplo de uma
dlgebra de Bernstein A que é nuclear (A? = A) mas que nao é de Jordan, isto ¢, existe um
idempotente e tal que U2U? # 0, logo NB! £ 0. Por isso, o indice de solubilidade dado no
Teorema 4.4 é o melhor possivel. Néo se sabe ainda se o indice de nilpoténcia de N® pode
ser aprimorado.

4.2 Algebras de Bernstein e de poténcias associativas
Agora veremos os teoremas que relacionam as algebras de poténcias associativas, de
Jordan, de Bernstein-Jordan e train de posto 3.

Teorema 4.5. Seja (A, w) uma train dlgebra comutativa de posto 3. As sequintes afirmagoes
sao equivalentes.

(i) A € uma dlgebra de Jordan.

(ii) A € uma dlgebra de poténcias associativas.

(iii) y=0ouy=1

Demonstragdo. (i) = (ii). Suponhamos que A seja uma dlgebra de Jordan. Entao (zy)z? =
z(yx?), quaisquer que sejam x,y € A. Lembremos que A, é o conjunto de todos as somas
finitas de produtos de um numero finito de fatores iguais a R, ou a R,,. Além disso, pelo

Lema 1.6, A, contem todos R,, onde w = z* e k é um inteiro positivo. Vejamos que R,
comuta com R,,. Dado y € A, tem-se que

YRoRow = (y2)Rew = (y2)2” = (zy)2” = 2(ya’) = (ya*)z = (y2*)Re = yRuw R
Entao, podemos afimar que

RyRy = RyRy (4.21)
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¢é valido para todos os inteiros positivos 7 e j. Este fato serd usado para concluir que A
¢é de poteéncias associativas. Raciocionando, novamente por inducgao sobre 7, temos que o
resultado é claro para i = 1. Suponhamos, entao que seja valido para todo inteiro ¢, ou seja,
x'z) = . Entao, aplicando (4.21) para z € A, tem-se que

2l = (22")2) = (2)RyiRy = (1) Ry Ry = (wa?)a’ = 27" = g+,

(ii) = (iii). Como A é uma train algebra de posto 3, seja x € A de modo que w(x) = 1.
Segue de (2.1) que 2* = (1 + v)z? — yx. Multiplicando essa equacao por x, temos

ot = (1472’ —q2® = (L+9)((1 +7)2’ —2°) —7a?
= (1+2y+9%)2" + (=7 =7z — 72
= (1+7+7)2" + (= =)z, (4.22)

Mas, por hipdtese, A é de poténcias associativas, entao (z%)? = z* = 23z. Logo,
(1+27)2° =29z = (L+v+9)2* + (=7 — 7"z
por igualdade de polinomios, segue que 1 +~v+7% =142y e —y — 4% = —27. Ambas as
equacoes sao equivalentes & equacao 72 — v = 0 e, portanto, v = 0 ou v = 1.
(iii) = (i). Fazendo y =z ¢ z = y em (2.6), obtemos

2y +2(xy)z — (14+7) [2w(x)xy+w(y)x2} +V[w(a:)2y+2w(:v)w(y)x} =0.

Multiplicando por z, temos

x(2?y) + 22(x(2y)) — (1 4+ 7)[2w(@)z(zy) + w(y)r®] + yw(z)?zy + 2w()w(y)2z®] = 0,
(4.23)

substituindo y por zy e lembrando que w(z(zy)) = w(r)w(ry) = w(T)w(T)w(y) = W(T)*wW(Y),
temos

2*(zy) + 2(a(zy))z — (1 +7) 2w(z)(zy) + w(zy)z’] + yw(z)*zy + 2w(z)’w(y)z] = 0
(4.24)

e subtraindo membro a membro (4.23) e (4.24), obtemos
v(2’y) —2*(zy) = (1+7wE)r’ — (1+Nw@w(y)s” - 2w@)w(y)r® + 2w(@) w(y)
= w1 +7)2° = (1 +7w(@)r” — 2yw(@)e® +yw(@)’s + yw(@)’a].

Como —2? = —(1 + 7)w(z)z? + yw(z)*z, por (2.1), entdo

w(2?y) — 2P (zy) = w@)(1+7)2° —2® — 2qw(z)2” + yw(z)’z]
= w(y)ha® - 2qw(@)2® + yw(z)?].
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Finalmente, para v = 0 temos que x(z%y) — 2%(zy) = 0. Logo A é uma algebra de Jordan e
para 7 = 1, usamos (2.1) para concluir que

o(a?y) — 2*(zy) = wy)lr’ - w(@)r® +w(x)’a]
w(y)2w(z)r? — w(z)?r — 2w(z)2? + w(z)x] =

Portanto, neste caso A também é uma algebra de Jordan. |

Teorema 4.6. Seja (A, w) uma train dlgebra comutativa de posto 3. As sequintes afirmagoes
sao equivalentes.

(i) A € uma dlgebra de Bernstein-Jordan.
(ii) A é uma dlgebra de Bernstein e de poténcias associativas.

(iii) A € uma dlgebra de Bernstein.
(iv) v=0.

Demonstracao. (i) = (ii). Foi feito no teorema anterior.
(i) = (iii). Obvio.

(iii) = (iv). Como A é uma train algebra de posto 3, temos a decomposicao N = U@V,
onde

1
U. = {uEN;euzéu},

= {v € N;ev =v}.

@
|

Mas como A também ¢é uma algebra de Bernstein, temos a decomposi¢ao N = U, & V.,
onde

VI = {v € N;er =0}
Pelo Teorema 3.2, existe e € Id(A), tal que V. # 0. Dado a € V,, entdao ea = yv. Mas

1
a€Ve CN=U @V, logo existem v’ € U, e v' € V] tais que a = v + 7', e’ = éu'e

ev’ = 0. Segue que

ea = eu +ev,
ya = 1u'
2 Y
/ r 1 !
U+ = —u.
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1
Como a soma é direta, temos que yu' = iu’, ou ainda | v — 3 u' =0 e, portanto, u’ = 0.

Além disso, de yv' = 0, pode ser v = 0 ou v" = 0. Mas notemos que se v # 0, entao teriamos
v’ =0 e, como ja vimos que v’ = 0, resultaria em a = 0, 0 que nao pode ocorrer. Portanto,
v =0.

(iv) = (i). Aplicando a hipétese v = 0 em (2.1), temos

? —w(x)z® = 0. (4.25)

Substituindo x por x + Ay, onde y € A e A € F, acima temos

0 = (z+Xy)° —wl@+y)(x + \y)*
= 2%+ 2%y + 2\ (@y)x + 20 (2y)y + Ny’ + Ny° — w(z)a® — 2 ayw(z) —
MN2w(z) — Ar?w(y) — 22 2zyw(y) — Nyw(y). (4.26)

Fazendo x = Ay em (4.25)

()’ —wy)(Ay)* = 0,
Ny — No(y)y? = 0. (4.27)

Usando (4.25) e (4.27) em (4.26) temos
A’y +2(zy)r — 2oyw (@) — 2*w(y)] + N[2(ay)y + y'z — y'w(@) — 2oyw(y)] = 0.
Mas A\ # 0, dai

2y + 2(zy)z — 2ryw(x) — 2°w(y) = 0, (4.28)
2(zy)y + y’r — yw(r) — 20yw(y) = 0. (4.29)

Convém notar que as identidades acima sao equivalentes, bastando substituir x por y
em uma que se obtém a outra. Multiplicando (4.28) por z, temos

z(z%y) + 22 (x(2y)) — 22(zy)w(z) — 2Pw(y) = 0. (4.30)

Substituindo y por xzy em (4.28), temos

?(xvy) + 2z(z(2y)) — 22(7y)w(x) — P*w(zy) = 0. (4.31)
Vamos subtrair membro a membro as identidades (4.30) e (4.31). O resultado é

z(2?y) — 2*(zy) + w(z)w(y)e® — Pwly) =
w(z?y) — 2*(zy) —w(y)[2’ —w(z)2?] =
z(2x%y) — 2*(xy)

o oo
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Note-se que foi usada a relagao (4.25). Assim A é uma &lgebra de Jordan. Resta provar
que A é uma algebra de Bernstein. Para isso, multiplicamos (4.25) por z, entao

4

= 2 —w(@)2® =2*

— w(z)w(r)r?,

= w(r)’2®

Pelo teorema anterior, A é de poténcias associativas, ou seja (r%)?

w(x)?z?. Portanto, A é uma algebra de Bernstein-Jordan. u
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