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Resumo

CARVALHO, Dennison Célio de Oliveira. Graficos de Controle Bayesianos em alguns
Processos da Familia Exponencial. Dissertagao de Mestrado (Programa de Pés-Graduagao
em Matematica e Estatistica-UFPA, Belém - PA, Brasil).

Apresenta-se neste trabalho os conceitos basicos de inferéncia estatistica necessarios a
construcao de graficos de controle bayesianos, assim como a metodologia proposta por
Menzefricke (2002) para construgao dos limites de controle baseados em distribuigoes
preditivas a posteriori. A partir desta metodologia obteve-se a distribuicao preditiva em
alguns processos da Familia Exponencial, em particular Poisson e Exponencial, e como a
distribuicao preditiva encontrada nao foi analiticamente tratavel, foi necessario a utilizagao
de métodos de simulagao de Monte Carlo para quantidades preditivas, para obter os limites
de controle. A partir destes métodos de simulacao obteve-se, também, o comprimento
médio da sequeéncia, isto é, o nimero médio de amostras até que o gréafico sinalize que o
processo esta fora de controle pela primeira vez. Para a avaliagao dos graficos de controle
propostos neste trabalho, assumiu-se hipoteticamente que houve uma mudanca na média
do processo de magnitude §, analisando-se assim a probabilidade de que uma obervagao
qualquer caia na regiao de rejeicao, ou seja, a probabilidade de que o grafico sinalize, dado
que houve esta mudanca no processo. Os resultados obtidos na avaliagao dos graficos de
controle para processos Poisson e Exponencial mostraram que, para amostras futuras (y)
de tamanho n = 10, ambos os graficos apresentaram sensibilidade a pequenas mudancas
N0 Processo.

Palavras Chaves: Graficos de Controle, Distribuicao Preditiva e Métodos de Monte Carlo.



Abstract

CARVALHO, Dennison Célio de Oliveira. Bayesian Control Charts in some Processes of
the Exponential Family. Master Dissertation (Post Graduation Program in Mathematics
and Statistics - UFPA, Belém - PA, Brazil).

It is presented in this paper the basic concepts of statistical inference that are necessary to
construct the Bayesian control charts as well as the methodology proposed by Menzefricke
(2002) to the construction of the control limits based on posterior predictive distributions.
From this methodology it was achieved the predictive distributions in some processes of
the Exponential family, in particular Poisson and Exponential, and how the predictive
distributions found was not analytic treated, it was necessary the use of methods of
simulation of Monte Carlo to predictive distributions to obtain the control limits. From
these methods of simulation it is also achieved the average run length that is the average
number of samples until the chart shows that the process is out of control for the first
time. For the evaluation of the control charts that were proposed in this paper, it was
hypothetically assumed that there was a change in the average of the magnitude process
0, analyzing the probability of any observation going to the rejection region, in other
words, the probability that the chart shows, because there was this change in the process.
The results obtained in the evaluation of the control charts to the processes Poisson and
Exponential show that, to future samples (y) of size n = 10, both charts present sensitivity
to small changes in the process.

Key-words: Control Charts, Anticipating Distribution and Monte Carlo Methods.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos gerais

A busca pela melhoria da qualidade em diversas dreas tem sido a meta de muitos érgaos,
empresas, entidades publicas dentre outros, visto que, com a melhoria da qualidade pode-
se, por exemplo, aumentar a produtividade acentuando a penetragao no mercado com
maior lucratividade e forte competitividade. Dentre os diversas métodos estatisticos para
o controle e a melhoria da qualidade, destaca-se o controle estatistico de processos (CEP),
que tem os graficos de controle como principal e mais utilizada ferramenta para a melhoria

da qualidade.

Walter A. Shewhart, dos Bell Telephone Laboratories, desenvolveu em 1924 o conceito
estatistico de grafico de controle, que é considerado, em geral, como o comego formal
do controle estatistico da qualidade (Montgomery, 2001). Estes graficos de controle sao
construidos marcando-se em ordenadas uma linha central (também chamada de linha
média), uma linha inferior e uma linha superior de controle. Na abordagem estatistica
classica estes limites sao calculados com base na teoria de construgao de intervalos de

confianca (Casella e Berger, 2002).

A informagao que se tem sobre uma quantidade de interesse 6 é fundamental na Es-
tatistica (Ehlers, 2007). O verdadeiro valor de 6 é desconhecido e a idéia é tentar reduzir
este desconhecimento. Além disso, a intensidade da incerteza a respeito de 6 pode assumir
diferentes graus. Do ponto de vista bayesiano, estes diferentes graus de incerteza sao re-
presentados através de modelos probabilisticos para 6, denominados distribuicao a priori.
Neste contexto, é natural que diferentes pesquisadores possam ter diferentes graus de in-
certeza sobre 6 (especificando modelos distintos). Sendo assim, a construgao de graficos de

controle bayesianos apresentam esta caracteristica muito importante que ¢é a capacidade de
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incorporar formalmente o conhecimento que o pesquisador tem a respeito da quantidade

de interesse 6.

Contudo, dada a importancia da informagao inicial que se tem sobre 6, Menzefricke
(2002) propoe a construgao de graficos de controle para a média p de um processo com dis-
tribuicao Normal, assumindo as duas situagoes: desvio padrao conhecido e desconhecido.
Na construgao destes graficos ele baseia-se na obtencao de uma regiao de credibilidade
HPD (highest posterior density) para a observacao futura do processo, utilizando sua

distribuicao preditiva a posteriori.

1.2 Justificativa e importancia do trabalho

A qualidade tornou-se um dos mais importantes fatores de decisao dos consumidores na
selecao de produtos e servigos que competem entre si. O fenomeno é geral, independente
do fato de o consumidor ser um individuo, uma organizacao industrial, uma loja de varejo,
ou um programa militar de defesa. Consequentemente, compreender e melhorar a quali-
dade é um fator-chave que conduz ao sucesso, ao crescimento e a uma melhor posicao de
competitividade de um negécio. A melhoria e o emprego bem-sucedido da qualidade como
parte integrante da estratégia geral da empresa, produzem retorno substancial sobre o

investimento (Montgomery, 2001).

A crise econdomica internacional atual que atinge diversos paises, inclusive o Brasil,
reforga ainda mais a idéia da necessidade do uso de métodos de controle estatistico da
qualidade (CEQ), visto que, em tempos de crise ou nao, o desperdicio de materiais, con-
sumo excessivo de determinados produto, a producao em grandes escalas de produtos
possivelmente defeituosos, em industrias, empresas e no mercado econéomico de um modo

geral, contribui ainda mais para o agravamento da crise.

No CEQ), os métodos classicos sao amplamente utilizados pelas comunidades estatisticas
e por diversas outras areas, inclusive para construcao de graficos de controle. A construcgao
dos graficos de controle classicos é feita a partir de subgrupos racionais, ou seja, sao
retiradas k£ amostras de tamanho n de uma determinada populagao, e posteriormente,

calcula-se os limites de controle.

Carvalho, D. C. O. PPGME/UFPA
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Mesmo quando a caracteristica da qualidade® nao tem distribuicao normal, na abor-
dagem cléssica, costuma-se utilizar os graficos de controle sob a suposicao de normalidade,
ja que, por exemplo, Burr (1967) comenta que os limites de controle baseados na teoria
normal sao robustos com relacao a hipétese de normalidade e podem ser empregados desde

que a populacao nao seja extremamente nao-normal.

Na abordagem bayesiana, os graficos de controle para a média também foram cons-
truidos sobre a suposicao de que a distribuicao da caracteristica da qualidade é normal-
mente distribuida (Menzefricke, 2002). No entanto, a caracteristica da qualidade pode
apresentar outras distribuicoes de probabilidade. A distribuicao de Poisson é bastante 1til
no CEQ, onde, uma aplicacao tipica desta distribuicao é quando se deseja monitorar o
numero de defeitos por unidade de produto. Outra distribuicao muito importante no CEQ
é a distribuicao Exponencial, que é amplamente utilizada na area de engenharia da con-
fiabilidade como modelo do tempo de falha de um componente ou sistema (Montgomery,

2001).

Neste contexto, este projeto visa construir graficos de controle bayesianos em alguns
membros da Familia Exponencial, em particular Poisson e Exponencial, visto que, em
tese, estes graficos seriam de extrema importancia para situagoes em que a caracteristica

da qualidade nao seja normalmente distribuida.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo geral

Desenvolver graficos de controle bayesianos em alguns processos da Familia Exponen-

cial, baseados em distribuicoes preditivas.

1.3.2 Objetivos Especificos

Como objetivos especificos tém-se

e Apresentar os principais conceitos da teoria estatistica necessaria para a construgao

de graficos de controle;

* A caracteristica da qualidade pode ser uma varidvel ou atributo a partir do qual se deseja monitorar
um processo. Ela é uma variavel quando é medida em uma escala numérica e, um atributo quando
classificada como conforme ou nao conforme (Montgomery, 2001).

Carvalho, D. C. O. PPGME/UFPA
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e Estender a teoria bayesiana proposta por Menzefricke (2002) para graficos de con-
trole, considerando processos nao-normais, em particular, processos Poisson e Ex-

ponenciais;

e Implementar os graficos bayesianos propostos a partir de métodos de simulagao de

Monte Carlo;

e Avaliar os resultados obtidos.

1.4 Estrutura do trabalho

Este trabalho encontra-se dividido em seis capitulos, a saber

Capitulo 1: Refere-se a introducao do trabalho, onde estao contidos a justificativa e

importancia, objetivos geral e especificos;

e Capitulo 2: Faz-se uma breve introducao ao controle estatistico da qualidade e
mostra-se dois dos principais graficos de controle classicos para processos normais e

Nnao-normais;

e Capitulo 3: Mostra-se alguns conceitos de inferéncia estatistica de grande importancia

para a construcao de graficos de controle bayesianos;

e Capitulo 4: Apresenta-se a metodologia para construcao dos graficos de controle
bayesianos para a média com desvio padrao conhecido e desconhecido em processos

com distribui¢cao normal;

e Capitulo 5: Apresenta-se a construcao e avaliacao dos gréaficos de controle para

processos Poisson e Exponenciais;

e Capitulo 6: Sao apresentadas as conclusoes e recomendagoes para trabalhos futuros.

Carvalho, D. C. O. PPGME/UFPA



Capitulo 2

Graficos de Controle Classicos

2.1 Controle estatistico da qualidade (CEQ)

Para Deming (2000), qualidade significa atender e, se possivel, exceder as expectativas
do consumidor. Para Juran (1999), qualidade significa adequagao ao uso. J& para Crosby
(1995), qualidade significa atender as especificagoes. O CEP é um dos métodos mais
utilizados para a melhoria da qualidade, onde a principal ferramenta é o grafico de controle.
Neste contexto, apresenta-se neste capitulo os conceitos necessarios para a construgao dos
graficos de controle para processos normais, quando a caracteristica da qualidade é uma

variavel e, para processos nao-normais, quando a caracteristica da qualidade é um atributo.

O controle da qualidade de produtos é tao antigo quanto a prépria industria; durante
muito tempo foi realizado sob a forma tradicional denominada “inspecao”. Somente a
partir de 1920 é que se desenvolveu o controle estatistico da qualidade, cuja aplicacao
vem crescendo em diversas areas de interesse. Portanto, controle estatistico da qualidade
¢ um sistema amplo e complexo; abrange todos os setores de uma empresa, em um esforgo
comum e cooperativo, tendo como objetivo estabelecer, melhorar e assegurar a qualidade
de producao, em niveis economicos, para satisfazer aos desejos dos consumidores (Filho,

1970).

Segundo Montgomery (2001), se um produto deve corresponder as exigéncias de um
cliente, deve, em geral, ser produzido por um processo que seja estavel ou replicavel. Mais
precisamente, o processo deve ser capaz de operar com pequena variabilidade em torno
das dimensoes-alvo ou nominais das caracteristicas de qualidade do produto. O controle
estatistico do processo (CEP) é uma poderosa colegao de ferramentas de resolucao de
problemas 1util na obtencao da estabilidade do processo e na melhoria da capacidade

através da reducao da variabilidade.



2.1 Controle estatistico da qualidade (CEQ) 6

Os gréficos de controle sao construidos a partir da técnica de estimacao por intervalos,
os intervalos de confianca. A construcao destes intervalos na abordagem classica é feita
utilizando-se quantidades pivotais. Uma varidvel aleatéria Q(X;0) = Q(Xy, ..., X,;0) é
uma quantidade pivotal se a distribui¢ao de Q(X; 0) é independente de todos os parametros
(Casella e Berger, 2002). No caso em que se tem uma amostra aleatéria X = (X7, ..., X,,)
i.i.d. (independentes e identicamente distribuidas) de tamanho n da distribui¢do nor-

mal com média p e variancia o?

conhecido, encontra-se a partir da quantidade pivotal
(X — p)/(0/+/n) , que tem distribuicio N(0,1) (normal com média 0 e variancia 1), o

intervalo de confianca para u, dado pela seguinte expressao:

_ o — g
{H P X — Za/Q% <p< X+ Za/Q%} (2.1)

onde, p é o parametro desconhecido; X é a média amostral; ¢ é o desvio padrao; n é o

tamanho da amostra e z,/2 € o valor tabelado da normal padrao.

2 ¢ desconhecida, utiliza-se S? que é o estimador nao

No caso em que a variancia o
viesado para a variancia o2 e a partir da quantidade pivotal (X — u)/(S/+/n) , que tem
distribuicao t-student com n — 1 graus de liberdade, encontra-se o seguinte intervalo de

confianca:

Vale ressaltar que tanto na expressao 2.1 quanto na 2.2, u nao é uma variavel aleatdria.
Portanto, se forem construidos m intervalos de confianga baseados em amostras de tamanho
n, 95% deles conteriam o verdadeiro valor de p. Isto é, o intervalo de confianca é uma

varidvel aleatodria.

Carvalho, D. C. O. PPGME/UFPA
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2.2 Grafico de controle classico para processos nor-
mais

2.2.1 Grafico de controle para a média

Seja X = (X, ..., X,,) uma amostra aleatdria de uma popula¢do normal com média

e variancia 02 < oo, entdao F(X) = u, Var(X) = ¢?/n e ainda E(S?) = ¢%/n (Casella e
Berger, 2002).

Supondo que uma caracteristica da qualidade seja normalmente distribuida com média
e desvio padrao o conhecidos, se X = (X1, ..., X,,) é uma amostra aleatéria de tamanho

n, entao, ha uma probabilidade 1 — o de qualquer média amostral cair entre

o o
M= Zoa/2% e p+ za/?%

que podem ser usados como limites superior e inferior em um grafico de controle para

(2.3)

médias amostrais (Montgomery, 2001).

Quando os parametros forem desconhecidos, caso muito comum especialmente na fase
inicial do controle, é necessario calcular as estimativas dos parametros as quais devem se
basear em, no minimo, em k = 25 amostras de tamanho n = 4 ou k = 20 amostras de

tamanho n = 5 itens (Filho, 1970).

e Estimativa da média - a estimativa da média é calculada pela média geral, também

chamada de média das médias das amostras:

-1 _
X = (X1 o+ X), (2.4)

onde X; é a média da primeira amostra, X, a da segunda e assim por diante.

e Estimativa do desvio padrao - o calculo da estimativa do desvio padrao ¢ pode ser
feito a partir do desvio padrao amostral S. Para a i-ésima amostra, de n itens, o

desvio padrao amostral é

X244+ X2—nXx2)]Y?
g = |t £ X = n X (2.5)

n

Carvalho, D. C. O. PPGME/UFPA
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e a estimativa do desvio padrao da populacao o é obtido calculando-se preliminarmente

o desvio padrao amostral médio dado por

- 1

S = E(Sl—i—...—i—Sk), (2.6)
a estimativa de o é entdo & = S/cy, onde ¢y é um fator de correcio da estimativa, em
funcao do tamanho da amostra. Para amostras com mais de 25 itens, co = 1.

Substituindo os estimadores de pu e ¢ na Equacao 2.3, os limites para o grafico de

controle para a média sao dados por:

LSC = X +3 5

Co/ T
LC = X (2.7)
LIC = X -3 S

CQ\/ﬁ

Observe que na Equacao 2.7, z, /2 é substituido pelo valor 3. Montgomery (2001) justifica
o uso dos limites de controle trés sigmas (onde a porcentagem da area dentro do intervalo
put30 é de 99,73%) pelo fato de darem bons resultados na prética. Além disso, em muitos
casos, a verdadeira distribuicao da caracteristica da qualidade nao é conhecida o bastante
para se calcular os limites de probabilidade exatos. Contudo, mesmo que a caracteristica
da qualidade nao seja normal, os resultados substituindo-se z,/2 por 3 sao aproximada-
mente corretos devido ao teorema central do limite que estabelece que se Xj, ..., X,, sao
varidveis aleatdrias independentes com média j; e varidncia o? e se Y; = Z?:l X;, entao

a distribuicao de

Y—Zﬂi

—_— (2.8)
e

se aproxima da distribuigdo normal N(0;1) a medida que n tende para infinito.

Carvalho, D. C. O. PPGME/UFPA
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2.3 Grafico de controle classico para processos nao-
normais

2.3.1 Grafico de controle para o nimero de defeitos

Existem casos em que o pesquisador estd interessado na quantidade de nao-conformi-
dades (ou defeitos). Neste caso, utiliza-se o gréfico de controle para nao-conformidades.
Suponha que os defeitos, ou, nao-conformidades de um processo qualquer, ocorram de

acordo com a distribuicao de Poisson, isto é,

p(z) = r=0,1,2, .., (2.9)

onde x é o numero de defeitos e A > 0 é o parametro da distribuicao de Poisson. Sabe-se
que, tanto a média, quanto a variancia desta distribuicao sdo o parametro A (Bussab e
Morettin, 2003). Portanto, um grafico de controle para nao-conformidades (defeitos), com
limites 3 sigmas*, dado que A é conhecido, ou que um padrao ¢é especificado pela geréncia

¢ definido como

LSC = \+3V)
LC = )\ (2.10)
LIC = X\—3V\

Se nao é dado nenhum padrao, entao A pode ser estimado como o nimero médio de
defeitos observado em uma amostra preliminar de unidades de inspegao, por exemplo \.

Neste caso, o grafico de controle é definido da seguinte maneira

LSC = A+3V)
LC = )\ (2.11)
LIC = -3V
* O risco « para os limites 3 sigma ndo ¢é igualmente alocado acima do LSC e abaixo do LIC, visto que a

distribuigdo de Poisson é assimétrica. Alguns autores recomendam o uso dos limites de probabilidades
para este grafico, particularmente quando A é pequeno (Montgomery, 2001).
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Capitulo 3

O Cenario da Inferéncia Estatistica

3.1 Introducao

O problema fundamental em Inferéncia Estatistica consiste em inferir sobre o valor de
um parametro 6, associado ao modelo de probabilidade de uma variavel aleatoria X de

interesse, com base na informagcao trazida por uma amostra aleatéria de tamanho n de

valores de X, X = (X1, ..., X,,).

Se a amostra de tamanho n é grande, entao as observagbes amostrais x = (21, ..., )
sao uma longa lista de nimeros que podem ser de dificil interpretagao (Casella e Berger,
2002). Neste sentido, destaca-se um conceito associado a redugao de dados: Suficiéncia.
Esta reducao se dé através de uma estatistica (fun¢do da amostra x) que condensa toda
a informacao sobre 6 contida na amostra.

A idéia é promover um método de reducao de dados que nao descarte nenhuma in-
formacao sobre 6 quando alcancada alguma sumarizacao dos dados. A definicao de es-

tatistica suficiente é dada abaixo.

Definicao 3.1.1. Uma estatistica T(X) é uma estatistica suficiente para 0 se a dis-
tribuicao condicional da amostra X, dada T(X), for independente do parametro 0. Isto
¢, T(X) € uma estatistica suficiente para 0 se, e somente se, P[X; = x1,..,X, =
2| T(Xq, ..., X)) = T(xq,...2,)] for independente de 6, (no caso discreto) ou f[X; =

X1y ey X = 2| T (X4, ..., X)) = T(21, ...2,)] for independente de 0, (no caso continuo).

A Defini¢do 3.1.1 mostra como se pode verificar se uma estatistica 7'(X) é ou nao
suficiente. Contudo, nao pode ser utilizada para obtencao de uma estatistica suficiente.
Bickel e Doksum (2001) apresentam um procedimento para a obtengao de estatisticas

suficientes, denominado de teorema da fatoracao, formalizado a seguir.
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Teorema 3.1.1. Uma estatistica T(X) é suficiente para 6 se, e somente se, existe uma

fungao g(t|0) e h(x) tal que,

f(x]0) = g(T(X)|0)h(x), (3.1)
para todo x € x e € O, onde f(x|f) representa a fungao de verossimilhanca.

Muitos modelos estatisticos podem ser considerados como casos especiais de uma familia
mais geral de distribuigoes (Bolfarine e Sandoval, 2001). Esta familia é denominada Familia

Exponencial e é definida a seguir.

Definicao 3.1.2. Diz-se que a distribuicio da varidvel aleatoria X pertence a Familia
Ezponencial unidimensional de distribui¢oes, se pudermos escrever sua f.p. (fungao de

probabilidade) ou f.p.d. (fun¢do densidade de probabilidade) como

f(Ile) — ec(G)T(J:)-l-d(@)-i—S(x)7 = 147 (32)
onde ¢, d sao funcgoes reais de 6; T, S sao funcoes reais de x e A, que é o suporte da
variavel X, nao depende de 6.

O préximo teorema estabelece que amostras aleatorias de familias exponenciais uni-
dimensionais sdo também membros da Familia Exponencial unidimensional (Bolfarine e

Sandoval, 2001).

Teorema 3.1.2. Sejam Xi,...,X,, uma amostra aleatoria de tamanho n da varidvel
aleatdria X, com fun¢ao de densidade (ou de probabilidade) dada por 3.2. Entao, a dis-

tribuicao conjunta de Xy, ..., X, € dada por:

F(@1, oy 2)0) = & OTMTEIHE O @) e gn (3.3)

que também ¢é da familia exponencial com T'(x) = > | T'(x;), ¢*(0) = ¢(0), d*(0) = nd()
e 5%(x) = 31y S(wi).

Observe de 3.3 que considerando

Carvalho, D. C. O. PPGME/UFPA



3.1 Introducao 12

h(xl, ey xn) = 622;1 S(@i) [Ti=y IA(Zi), e gy (T) — 60(0)2?=1 T(aci)Jrnd(Q)’
temos, pelo critério da fatoragao (Teorema 3.1.1), que a estatistica T'(X) = > " | T'(X;) é

suficiente para 6.

Entre os membros da familia exponencial pode-se destacar os seguintes modelos de
probabilidade (Ross, 1977): Bernoulli, Binomial, Geométrica, Poisson, Normal, Gama,
Exponencial e t-student. Sendo que, este trabalho limita-se a apresentar apenas dois mo-

delos: Poisson e Exponencial.

i) Distribuigao Poisson

Uma variavel aleatéria X, que assume os valores 0,1,2,..., é dita ser uma variavel
aleatoria Poisson com parametro A, se para algum A\ > 0,
e N

plz) =P(X =1z) = o r= 0,1,... (3.4)

Agora, seja X1, ..., X,, uma amostra aleatéria de X ~ Poi()\) a partir do Teorema 3.1.2
e do critério da fatoragdo, sabe-se que: ¢(A) =In\; T'(z) = z; d(A\) = =X e S(x) = Inzl.
Portanto, T'(X) = > | X; é suficiente para .

1) Distribuicoes Exponencial

Diz-se que X tem distribuicao exponencial com parametro A, se para algum A > 0 sua

f.d.p. poder ser escrita como

fz]A) =Xe™, 0< < +oo. (3.5)

Agora, seja X7, ..., X,, uma amostra aleatéria de X ~ Exp(A) a partir do Teorema 3.1.2
e do critério da fatoragao, sabe-se que: ¢(A) = —X; T'(z) = z; d(\) = InX e S(z) = 0.
Portanto, T'(X) = > | X; é suficiente para .
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3.2 Aspectos gerais da inferéncia bayesiana

Nos métodos bayesianos, o grau de incerteza inicial sobre o parametro desconhecido
6 € © deve ser representado por um modelo de probabilidade para 6. Isto é, nos métodos
bayesianos 6 é uma variavel aleatéria. Este modelo de probabilidade, que representa a
incerteza inicial ou a priori sobre 6 é denotado por h(f) e chamado de distribuigao a priori
de 6. Deste modo, h(f) indica o grau de credibilidade dado pelo pesquisador ao parametro
de interesse, onde h(#) pode ser uma funcao de probabilidade, no caso em que 6 é discreto,

ou uma funcao densidade de probabilidade no caso continuo.

Ao realizar inferéncias sobre o parametro nao observavel 6, os métodos cldssicos se
baseiam em probabilidades associadas com diferentes amostras X, que poderiam ocorrer
para algum valor fixo, mas desconhecido, do parametro 6. Eo que ocorre quando se fazem
inferéncias com base nas distribuigdes amostrais de certas estatisticas (Paulino et al.,
2003). J4 na metodologia bayesiana todo o processo de inferéncia baseia-se na distribui¢ao

a posteriori de 0, dada por

h(ox) = L)y g (3.6)

[ f(x]|0)R(6)do’

onde f(x|0) representa a distribuigdo conjunta da amostra, a fungao de verossimilhanga.
Como o denominador (distribuicao preditiva) da Equagao 3.6, ndo depende de 6, este
funciona como uma constante normalizadora de h(f|z), sendo assim, a Equagao 3.6 pode

ser escrita como o produto da verossimilhanca pela priori, a menos de uma constante,

h(0)x) o f(x|0)h(0), 6 € O. (3.7)

3.2.1 Distribuicoes a prior:t conjugadas

Uma das principais dificuldades na abordagem bayesiana é a nao trivialidade das
solucoes analiticas, quando existem, das distribuicoes a posteriori. A simplicidade da
operacao bayesiana pode ficar garantida na medida em que se impoe a familia de dis-
tribuigoes a priori H, fechada sob amostragem de (qualquer elemento de) F = {f(x|0) :

0 € ©}, isto é,
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h(0) € H = h(0|x) x h(0)f(z|0) € H, (3.8)
nestas condigoes, diz-se também que H é uma familia conjugada de F (Paulino et al,

2003).

A seguir, mostra-se as distribui¢oes conjugadas para as distribuicoes Poisson e Expo-

nencial.

i) Distribuicao de Poisson e distribuicao Gama

Seja X = (X1, ..., X,,) uma amostra aleatéria da distribuicao de Poisson com parametro

. Sua funcao de verossimilhanga é dada por:

O nicleo desta verossimilhanga (a parte que depende sé de 6) caracteriza a familia
de distribuicoes Gama. Assim, a distribuicao a prior: para o parametro 6 é dada pela

distribuicao Gama com hiperparametros a e b, isto é,

ba
h(h) = F(a)ea—le—w, a,b>0 e 6>0.

Entao, utilizando a Equacgao 3.7, temos

hOlx) o L(Ox)h(0)
x e—nGeZ?zl miea—le—ba

x 6“+Zi:1 ziflefé?(b+n) )

O nucleo de h(f]x) corresponde a distribuicdo Ga(a + Y i, z;,b + n). Portanto, a

distribuicao Gama ¢ conjugada para a distribuicao Poisson.
1) Distribuicdo Exponencial e distribuicao Gama

Seja X = (X1, ..., X;,) uma amostra aleatéria da distribuigdo Exponencial com parametro

. Sua funcao de verossimilhanga ¢ dada por:
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L(x]0) = gne 217 9 > 0.

O nucleo desta verossimilhanga (a parte que depende s6 de 0) caracteriza a familia
de distribuicoes Gama. Assim, a distribuicao a prior: para o parametro 6 é dada pela

distribuicao Gama com hiperparametros a e b, isto é,

ba
h(f) = =0 ab>0 e 6>0.

Entao, utilizando a Equagao 3.7, temos

holx) < L(8]x)h(6)
x enefe Yo mieaflefbe

x ea—i-n—le—e(b-i—z:?:l xl)

O ntcleo de h(f]x) corresponde a distribuicdo Ga(a + n,b + >, x;). Portanto, a

distribuicao Gama é conjugada também para a distribuicao Exponencial.

3.2.2 Distribuicoes a prior: nao-informativa

A primeira idéia de “nao informacao”a priori que se pode ter é pensar em todos os
possiveis valores de 6 como igualmente provaveis, isto é, com uma distribuicao a prior:
uniforme (Ehlers, 2007). Neste caso, fazendo h(f) o k para # variando em um subconjunto
da reta significa que nenhum valor particular tem preferéncia (Bayes, 1763). Porém esta

escolha de priori pode trazer algumas dificuldades técnicas,

i) Se o intervalo de variacao de 6 for ilimitado entao a distribui¢do a priori é imprépria,

isto é,

/h@w:m. (3.9)
©
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i) Se ¢ = g(f) é uma reparametrizagdo nao linear monétona de 6 entdo h(¢) é nao

uniforme ja que pelo teorema de transformacao de variaveis

(3.10)

nio) = n(o(o | 7| |

—| ox |—].

do| — |do
Na pratica, como o interesse é a distribuicao a posteriori, o que realmente importa,

independente da impropriedade da distribuicao a priori, € que a posteriori seja propria

antes de fazer qualquer inferéncia.

A classe de prioris nao informativas proposta por Jeffreys é invariante a transformacoes
1 a1, embora em geral seja impropria. Antes de defini-la é necessario apresentar a defini¢ao

da medida de informacao de Fisher.

Definigao 3.2.1. Considere uma tunica observacao X com f.p. ou f.d.p. f(x|0). A medida

de informacao esperada de Fisher de 0 através de X € definida como

D*log f(x|0)
I0)=FE [_T} . (3.11)
A medida de informacao de Fisher I(6) fica entao definida como
2
1(6) = _Flogf(z]f) (3.12)

06?

Definigao 3.2.2. Seja uma observagio X com f.p ou f.d.p. f(x|0). A priori ndo-informativa
de Jaffreys tem f.p ou f.d.p. dada por

h(6) o [1(0)]"/2. (3.13)

Existem outros métodos para a obtencao de prioris nao-informativas como por exem-
plo: método de Bayes-Laplace, Box-Tiao, Berger-Bernardo, dentre outros. Porém, neste

trabalho limita-se a apresentacao do método mostrado anteriormente.
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3.2.3 Distribuicao preditiva

Frequentemente as inferéncias sobre os parametros do modelo postulado nao sao um
fim em si, mas antes, um meio visando predizer dados amostrais futuros (Paulino et
al., 2003). Formalmente, pretende-se predizer um vetor Y (ou alguma fungao dele) com
distribuicao amostral dependente de # com base em observacoes de um vetor aleatério X,

com distribuigao f(x|#), considerando todo o conhecimento acumulado sobre 6.

Dada a aleatoriedade intrinseca dos dados futuros, afigura-se natural pretender atingir
aquele objetivo através de um modelo probabilistico para Y, condicionado nos dados atuais
x. Como estes transmitem informacao sobre o parametro 6, que governa a distribuigao
amostral de Y dado x, f(y|x,6), é natural ponderar esta com o conhecimento acumulado
sobre 6, quantificado na distribuicao a posteriori de 6, obtendo-se a chamada distribuicao

preditiva a posteriori, cuja a f.p ou f.d.p. é

hylz) = / £(y[x, 0)h(0]x)db. (3.14)

3.2.4 Intervalos de credibilidade

A estimacao por intervalos na abordagem Bayesiana dé-se através da construcao dos
chamados intervalos de credibilidade. Um intervalo com 100(1 —a)% de credibilidade para
um parametro # (suposto aqui um escalar) é composto por um par de valores (,6) de ©,

tais que,

p@gegémpi/%wmmm:mw1—@%. (3.15)

Uma forma de construir um intervalo de credibilidade é considerar na distribuicao a

posteriori abas de igual credibilidade,

0 +oo o
/‘mmhwmw:/ WOl ) = (3.16)
9

— 00

Conforme Paulino et al. (2003) a Equacao 3.16 possui um inconveniente: o intervalo

(0, 0) nao é unico, podendo suceder que valores de 6 contidos neste intervalo tenham menor
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credibilidade que valores de # nao incluidos no mesmo intervalo. Assim, para proceder a
escolha de um certo intervalo que atenda ao nivel de credibilidade de 100(1 — «)% e ao
mesmo tempo minimize a respectiva amplitude, os bayesianos preferem trabalhar com

intervalos HPD (highest posteriori density), ou seja, um intervalo (6,0) tal que

(@.0") C 0 h(B)z1, ... 20) > k() (3.17)

onde k(a) é o maior nimero real tal que,

PO <6<0")=100(1 — a)%. (3.18)

3.2.5 Aspectos computacionais - Métodos de Monte Carlo

Em muitas situagoes na inferéncia bayesiana, o calculo por via analitica de distribuicoes
a posteriori nao apresentam solucoes analiticas. Em tais situagoes, aproximacoes por si-
mulagao podem ser aplicadas naturalmente (Chen et al., 2000). Os métodos de Monte
Carlo sao uma excelente alternativa para solucao destes problemas, visto que, baseia-se
em simulagao estocdstica, ou seja, estes métodos simulam valores de nimeros (pseudo)

aleatorios de distribuigoes de probabilidade.

A distribuicao a posteriori pode ser convenientemente resumida em termos de es-

perancas de fungoes particulares do parametro ¢ (Ehlers, 2007), isto é

EMWﬂ=/MWWBW% (3.19)

ou distribuicoes a posteriori marginais quando @ for multidimensional, isto é

an»—/hme%

onde 6 = (601, 0,).

Assim, o problema geral da inferéncia Bayesiana consiste em calcular tais valores es-

perados sob a distribuicao a posteriori de 6.
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e Método de Monte Carlo Simples

A idéia deste método é escrever a integral que se deseja calcular como um valor esperado
(Ehlers, 2007). Supondo que pode-se gerar uma amostra 61, ..., 6,, da distribuicao posterior

h(0|x), o Método de Monte Carlo Simples consiste em aproximar a integral 3.19 por

I=FE[g(6 k:§:%§: (3.20)

onde a variancia deste estimador pode ser estimada como

m

vzigijmwg—m? (3.21)

Uma vez que as geracoes sao independentes, pela Lei Forte dos Grandes Nimeros
(Casella e Berger, 2002) segue que E[g()|x] converge quase certamente para E[g(6)|x].

Além disso, de acordo com o Teorema Central do Limite, para n grande segue que

g—Elg(0
9= BlgO)] N(0,1). (3.22)
Vu
No caso multivariado a extensdo também é direta. Seja @ = (6y,...,6;) um vetor

aleatério de dimensao k com fungao de densidade h(@). Neste caso os valores gerados

serao também vetores 014, ...,0,, e o estimador de Monte Carlo fica
~ 1
T=—
2
e Intervalos de credibilidade

Considere que (0;,1 < i < m) é uma amostra aleatéria da densidade a posteriori
univariada h(f|z), com fungao de distribuigao H(6|x), que pretende ser resumida por um
intervalo de credibilidade com 100(1 — «)% de credibilidade. A determinagao exata deste
exige o conhecimento completo da distribuicao a posteriori, o que nem sempre é possivel

devido a constante normalizadora (Paulino et al., 2003).

O intervalo de credibilidade central para 6 é definido por R.(a) = (9%,01_%), cujos
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extremos definem os quantis de probabilidade a posteriori
g, isto é, H(6s|x) = .

(Sl

e 1 — ¢, respectivamente, de

Uma aproximagao via método de Monte Carlo de R.(a) é obtida ordenando a amostra
aleatéria e usando os quantis empiricos. Especificamente, representando agora (6,1 <

i < 'm) a amostra ordenada, a estimativa de Monte Carlo de R.(«) é definida por

Re(a) = <9[mg],9[m1_g]) , (3.23)

onde [m(1 — «)] é a parte inteira de m(1 — «).

O intervalo R.(a) de h(f|z) nado é o melhor resumo intervalar de uma distribuicao
unimodal quando esta nao é simétrica, sendo por isso claramente preterido em favor do
intervalo HPD Ry(a) = {0 : h(f|z) > k,} onde k, é a maior constante para a qual a
probabilidade a posteriori de R.(a) é no minimo 1 — «. Pela sua definigao, este intervalo é
mais dificil de determinar do que R.(a), mesmo que se disponha de formas fechadas para

as fungoes densidade e de distribuicao a posteriori de 6 (Paulino et al., 2003).

Chen et al. (2000) propoe um procedimento de Monte Carlo para aproximagoes de
Ry(a) com base na amostra ordenada, determinando os intervalos de credibilidade 1 — «

da seguinte forma

R(a) = (9@), 9(i+[m(1—a)]))> 1= 1, e, — [m(l — a)], (3.24)

desta forma, a aproximacao de Monte Carlo de Ry(«) é definido por ﬁo(a) = Rio(a) tal

que

Ro(ar) = Rio(@) = [Oo+ima—ay) — o)) = min[0i+pma-ay) — 0], (3.25)
com 1 <i<m-—[m(l—a).

e Quantidades preditivas

Paulino et al. (2003), propde um procedimento para estimar a densidade preditiva a
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posteriori. Dado que h(y|z) = Ep.[f(y|0, )], facilmente se obtém a respectiva aproxima-

¢ao de Monte Carlo

m

Rylr) = 3" F(316., ), (3.26)

i=1
com base no valores ii.d. (independentes e identicamente distribuidos) simulados de
h(0|x). Para a simulacdo de Monte Carlo de quantidades associadas com a distribuic¢ao
preditiva de h(y|z) é necessario obter-se uma amostra aleatéria desta distribuigao. Isto é
possivel através do chamado método de composi¢ao (Tanner, 1996, Sec. 3.3) caso se saiba
amostrar da distribuigdo amostral de y, obtendo-se entao a amostra Y = (Y7,...,Y,,) de

h(y|z) do seguinte modo:

1. Retira-se uma amostra de valores i.i.d. de h(0|x), (61, ...,0.);

2. Para cada 1, retira-se y; de f(y|0;,x),i=1,...,m.

Com base nesta amostra pode-se calcular facilmente aproximagoes de varios resumos
da distribuicao preditiva. Por exemplo, estimativas da predi¢cao média e do intervalo de
predicao HPD para a observacao futura y € R obtém-se pela mesma forma como a média

a posteriori e os intervalos de 0, da mesma forma mostrada no item anterior.
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Capitulo 4

Graficos de Controle Bayesianos

4.1 Graficos de controle baseados em distribuicoes pre-
ditivas

Menzefricke (2002) propos gréficos de controle bayesianos para a média de um processo
com distribuicao normal. Para a construgao destes gréaficos de controle ele utilizou a dis-
tribuigao preditiva de uma amostra futura para encontrar a regiao de rejeigao (limites de
controle). Inicialmente, o autor mostra a metodologia utilizada para construir os graficos
de controle baseados em distribuicoes preditivas e, posteriormente, uma forma de avaliar
estes graficos a partir do “comprimento da sequéncia”, ou seja, estabelece o tamanho

Otimo da amostra a ser considerada.

4.1.1 Construcao dos graficos de controle

Suponha que um processo estavel esta gerando os dados x, com f.d.p. dada por f(x|6),
onde € é o parametro de interesse. Em muitas situacoes, o valor de 6 nao é exata-
mente conhecido, e assume-se que a informacao a priori sobre 6 pode ser represen-
tada pela distribui¢do a priori, h(6). Mais adiante assume-se que uma amostra aleatéria
X = (X, ..., X,,) de tamanho n, deste processo esta disponivel, a funcdo de verossimi-

lhanca dos dados amostrais é dada por

flxy, ..., zpn,]0) = Hf(:z:l|0) (4.1)

A partir da existéncia de uma estatistica suficiente para 6, aqui denotada por T, =
T.(X), tem-se que a distribuicao a posteriori de h(f|x) depende da amostra X apenas

através de T.(X). Assim, tem-se



4.1 Graficos de controle baseados em distribuicoes preditivas 23

h(0]x) = h(0|T,)  f(T.|0)h(6). (4.2)

Dado um particular valor para o parametro #, pode-se obter a verossimilhanca de uma

amostra futura Y = (Y7, ..., Y,), de tamanho n,

n

Fy10) =TT f(wil). (4.3)

i=1

Agora dado T' = T(Y) uma estatistica suficiente e f(7'|6) sua f.p. ou f.d.p., entéao a

distribuicao preditiva a posteriori de T', dada a amostra inicial, é dada por

W(TIT,) = / F(T10)R(O|T.)do. (1.4)

A partir desta distribuicao preditiva, pode-se agora obter a regiao de rejeicao com
credibilidade 1 — a que depende do valor observado de T,.. Denotando-se esta regiao por

R(a,T.), temos que o tamanho desta regiao de rejeicao é dado por

a:/ h(T|T.)dT. (4.5)
R(a,Te)

Se T € R(«,T.), o grafico de controle sinalizara e deve-se investigar as possiveis causas

para esta mudanca. Caso contrario, conclui-se que nao houve mudancas no processo.

De acordo com Menzefricke (2002), uma amostra futura de tamanho n é retirada repeti-
damente de um processo, e o interesse é avaliar o comprimento da sequéncia, isto é, o
numero de tais amostras r (é importante ressaltar que r nao inclui a amostra quando o
grafico sinaliza), até que o grafico de controle sinalize pela primeira vez. Dado € e um pro-

cesso estavel, a distribuicao do comprimento da sequéncia r é geométrica com parametro

$(6) = /R i (4.6)

O valor de # é desconhecido e a incerteza é descrita pela distribuicao a posteriori,

h(0|T.). Deste modo, pode-se obter a distribuigao preditiva de r, onde a média de r é
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1
Er|a,T,) = /(9—1_¢<0)

h(0|T.)db. (4.7)
A Equagao 4.7 é denominada average run length-ARL (comprimento médio da sequéncia),
isto é, o nimero médio de amostras r até que o grafico de controle sinalize pela primeira

VeZ.

4.1.2 Avaliagao dos Graficos de Controle

Para a avaliacao dos graficos de controle, deve-se investigar a performance da regiao
de rejeicao, assumindo que o parametro 6 é igual a um valor hipotético, 6,, em particular,

assume-se que os dados y = (v, ..., yn) sdo gerados pelo seguinte modelo:

n

FWl0a) =TT £(y16a)- (4.8)

=1

Na prética, raramente se conhece o atual valor de 6,, e a incerteza sobre 6 é carac-
terizada pela distribuicdo a posteriori h(0|T.) dado em 4.2. Assumindo 6, conhecido, a
correspondente distribuicao da estatistica suficiente T' pode ser denotada por f(T'0,), e

o tamanho da regiao de rejeigdo R(a,T,) é entao

o(Tb) = [ (BT (4.9)
R(a,Te)

Além disso, dado o valor do parametro 6,, a distribuicao do comprimento da sequéncia,

Tq, ¢ geométrica com parametro «(7,,0,).

Na avaliagao do grafico de controle, deve-se investigar a(7,,6,) para diferentes valores
de 0,. Quando 6, é unidimensional, um simples grafico de «(7,0,) versus 6, pode ser

usado para avaliar o grafico de controle.
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4.2 Grafico de controle em processo normais

4.2.1 Caso 1: Média com desvio padrao conhecido

Na secao anterior mostrou-se a metodologia utilizada por Menzefricke (2002), para
construcao de graficos de controle baseados em distribuicoes preditivas. Nesta secao é
reproduzido o caso em que o parametro de interesse é a média do processo, isto é, 8 = p,

conforme apresentado em Menzefricke (2002).

Quando um processo estavel estda gerando os dados, a variavel resposta é gerada por
uma distribuigao normal com média p desconhecida e variancia o2 conhecida. Assume-se

que a informacao a priori para p pode ser resumida por uma distribuigao normal

o2
p~ N <m0; —) . (4.10)

L
Seja x = (x1,...,7,,) dados do processo estdvel, a estatistica suficiente é a média
amostral, T, = 7. A distribuicao de f(7,|0) é entao Z|u ~ N(u;02%/n.), e a distribuigao a

posterior: para pu € calculada por

h(plz) oo h(p)f(Z|w)

1

1
o exp [202 (1 — mo)2] exp

2
a
20

(7 - u)2]

no

X exp {% [ng(u —mg)? + n.(T — u)ﬂ } (4.11)

'

Agora, utilizando-se a identidade fundamental (Paulino et al., 2003), expressa em 4.12

dydy

di(z—c1)? +do(z — 2)* = (dy + dy) (2 — ¢)* +
1(Z Cl) 2(Z 02) (1 2)(2 C) di + do

(Cl — 02)2, (412)

c1+daco

onde ¢ = & d g, temos que a expressao destacada em 4.11 pode ser escrita como

N\ 2
ngMo + NI NN, _\92
— | + (mo — :c) .

. 2 = 2 — _
no(,u mo) + nc<x /vL) (no + Tlc) (/JJ ng + N no + Ne
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Deste modo,

1 nogmo + Nz \ >
h(p|z) o exp [—2 = (M—L> ] (4.13)

ng+n
no+ne 0 ¢

O ntcleo de 4.13 mostra que,

- (nomg +n.x o2 )
plz ~ N ; :
No + Ne ng + Ne¢
ngmg + N.T
Fazendo ny = ng + n. e my = L, temos que
n
o2
plz ~ N <m1; —> . (4.14)
ny

Supondo que o processo permaneca estavel, sejay = (y1, ..., ¥, ) dados futuros deste pro-
cesso, e T' = jj a estatistica suficiente. A distribuicao de f(7']0) é entao ij|u ~ N(u;0?/n),

e a distribuicao preditiva a posteriori para y é calculada da seguinte maneira

—+00

h(y|z) = F@lp) f(ulz)dp

—00

1 1 )
5 &P |3 (1 —ma) ] dp
; ]\/27]-\/_771 [ 250

+o0 /—nnl 1 , 2:| }
- T = XP T (P —y) g —m dp, 4.15
/oo V2roy/2mo P { 202 L =9 iy a0 0| pdm (4.15)

e 1 1 _
- — - oxp [—27_2<u—y>2
o W\/ﬁ

agora, utilizando-se a identidade dada por 4.12, temos que a expressao destacada em 4.15

pode ser escrita como

ny + nnm 2 nn
—1 1) + ! (gj—ml)2.

_—2 - 2: o
n(p—g)° +ni(p—mq) (n+n1)(u — —

Carvalho, D. C. O. PPGME/UFPA



4.2 Grafico de controle em processo normais 27

Deste modo,

+o0 1 = 2
biale) = L [ e | (- M)
2V 2102 J_ o 2.5 n—+ny

1 _ 2
X exXp [_W(y_ml) ] dp

nni

\/nnq 2mo 1 _
= p [—22—(9—7”1)2] X

ex
V21 2mo? /N + ny (":—rzl)
+eo 1 1 ny + n1m1>2
exp | ——— - du. (4.16
oo V2mo [\ F 1y P [ Qniil <M n+ ny po (416)

-~

Na expressao 4.16, o integrando da integral em destaque corresponde a f.d.p. de uma
N (—”ﬁmml' o >, portanto

n+ny ' n+ny

o 1 1 _ 9
h(ylz) = o () P [—W(Q —ma) ] : (4.17)
\/’fﬁl nni
Logo, pode-se concluir a partir de 4.17 que
gz ~ N {ml,cﬂ (n+ nl)} : (4.18)
nniy

que também pode ser escrita como

ny

ylz ~ N {ml;cﬂ (%‘Fi)} . (4.19)

Uma regido de aceitagdo de tamanho 1 — a é denotada por A(a, T,.) = (1, t2), de forma

que

2 1 1
_ - - R 7 2 —
Ala, Ty) = = am exp [ o2 ) (5 —my) ] dj, (4.20)
1 /nn nni
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(F—m1)(v/nn1)

agora, fazendo a transformacao z = i m) , diz-se que z ~ N(0; 1), portanto

(t2—mq) (/77T
T 1 1, \ (Vatn)
Ala, T,) = ————exp | —=z0 | ——d
Wom)arD) | for s (/ndn) 2 nn
o(v/ntnt) Naon

<,

(tg—my)(v/m77)

o/ NnTn 1 ].
A(O{, TC) = . < )(:;;)) \/T exp (—§ZQ> dz. (421)
1(}(27\/?1)1 ™

Observe que a Equacao 4.21 corresponde a integral da f.d.p. de uma distribuigao N(0; 1),

desta forma pode-se isolar o valor de ¢; e t5 da seguinte maneira

(t — mq)(y/nna) o(v/n+mn)

—Zag = =1 =m — 2y ——, 4.22

/2 o(yv/n+ny) ! ! /2 nny ( )
ty — v/ o(+/n +

= (t2 — m)(v/mn) =ty = my + 22 (v +m) (4.23)

“af2 o(v/n+n) nny

onde z,/2 ¢ o valor tabelado da Normal padrao.

Agora, escrevendo my; = 7 + (ng—1x) e

n0+n

o(v/n+tni)
v/nni - \f ( 1+

os limites do grafico de controle para a média pu com desvio padrao conhecido é dado por:

- +n >, temos que

no _ o n
—T)* 24— 1 4.24
no+nc(n0 7) Z/Q\/ﬁ< +no+ncﬂ ( )

e ARL para o grafico de controle da média com desvio padrao conhecido

Ala, T.) = |+

Dado p, a distribuicao do comprimento da sequéncia é geométrica com parametro

o))
- 1—(1)(77;/\/_4—,21 a/g\/r>+<b(a/\/_ +za/2\/r)(425)

onde ®(z) denota a funcao de distribui¢ao acumulada da Normal padrao avaliada no ponto

z. A média da distribuicao preditiva do comprimento da sequéncia pode ser avaliada por

integracao numérica unidimensional, por exemplo,
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Brlas) = [ osn <u|m1;2—j) "

- 42) dz, (4.26)
/ZI—@<u2—\/nzlz>—l—(I><u1— ﬂz)

onde u; = 2o/2/1 +n/n1 <0 euy = 21_4/2v/1 +n/ny <0.

4.2.2 Caso 2: Média com desvio padrao desconhecido

Neste caso, o parametro de interesse ¢ @ = (u,0?). Quando o processo é estavel, a
variavel resposta é gerada por uma distribuicdo normal com média p e variancia o?.
Assume-se que a informacao a priori para p e o2 pode ser resumida pela distribuicao

normal-gama

2
2y _ 7 -2y _ Y P2
h(ulo®) = N (mg, no) e h(c™®) =Ga ( 5055 ) . (4.27)

2

) é a estatistica con-

Seja x = (x1,...,x,,) dados do processo estavel, entao T, = (7, s
juntamente suficiente, e a distribuigao f(T.|0) ¢ portanto f(z, s2|u, %) = f(Z|u, o2, s2)
F(s2li, ) = £(|,0M)F(52]0%), onde sl ~ N (1, 2) e 2o ~ Ga [(252) , (25202)].

Deste modo, temos que

2
r
o (Ls2)2 1\ 2! 1
h(p,0?) = Vi (5 (22 <;> exp {—@ [no(pw — mo)? + vosg] } ., (4.28)

que ¢ distribuigao a priori conjunta para 6 = (i, 0?) e a densidade conjunta da estatistica

suficiente é dada por
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F(@, 531w, 0%) = f(@|, o) f(s3]0?)

Ve N )2 (n260_21)”42 2\ "5 -1
270 P [_ 202 (=2 ] W (Sx)
= Voro T (=) (s7) exp {—— [ne(p —2)* + (ne — 1)s ]} (4.29)

Agora, a distribui¢ao a posteriori para @ = (u,0?) é calculada da seguinte maneira:

hp,0%T) o hp,o®)f(Z, 55 p,0°) (4.30)

m_l ne—1
1/1): 1 s o) 1 ne—1\"%
o~ (§> exp {—ﬁ [no(,u —mgp)” + 1/050] } p ( 52 ) X

< oot tu =57+ (ne - 7]

952
"C‘H’O_l
Ly =@ 1 2 )2
x |2 Xp\ 753 no(pt — mo) v+ ne(pw—2z)°| o x
1
X exp {—27‘2 [vosy + (ne — 1)s2] } : (4.31)

agora, utilizando-se a identidade dada por 4.12, temos que a expressao destacada em 4.31

pode ser escrita como

N2
nomo—l—ncx) N NoNe

— 2 —_2: i
(1 = mo)? +ne(t — ) = (o + o) (u o 11

Deste modo,

,2 1 71N\t ns? 1
h(p, 077 Te) o exp Y (1 —ma) 2 P\ 5 2 (4.32)

ni
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onde n; = ng+ne, my = %ﬁ"cx, V) =Nt e st = vpsi+(ne— 1)3520—1—%(7710—@)2.
Logo, pode-se concluir que
o? v 118
p|Te,07 % ~ N (ml; —) e o 3T, ~ Ga (—; —1) . (4.33)
ny 2 2

Supondo que o processo permanece estavel, pode-se agora construir os limites de con-
trole para uma amostra futura Y = (Y1,...,Y,), onde T, = (7,s}) é a estatistica con-
juntamente suficiente. No entanto, Menzefricke (2002) apresentou o grafico de controle
apenas para a média, considerando apenas T' = §j. Neste caso, dado u e o2, a distribuicao
de f(T|0) é entao y|u,0? ~ N(u;0%/n), e a distribuigao preditiva a posteriori de 3 é

calculada pela seguinte equacao:

+o0 +0oo
hglz, s2) = / F (@l o) (s, 0%, ) (4.34)
0 —00

_ [T eXP{—L{ (u—y)2+n1(u—m1)2” x
0 oo V212702 202 -— .
n )% 1\z! s’ 1 B
X % (;) exp (—f;) dpdo ™2, (4.35)
2

utilizando-se a identidade 4.12, temos que a expressao destacada em 4.35 pode ser escrita

como

_ 2
9 9 ny + nymy nny o, _ 9
n(y — +nmpu—my)"=Mn+n - + —my)”.
(0= 0+ = ) = (o ) (po = L) By
Agora, fazendo no = n+mny e my = %”;lel, a Equacao 4.34 pode ser escrita como

segue
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+oo +oo

o / \/nnq exp |: N9 m2)2 _ nny
0 vV 271'\/ 2102

(%s1)

2\ > 2
U8 ud
T(%) ( ) eXp( 2 0—2) Hew
nm nni _ 2 (%
/ \/27r\/27702 [ 202, (v 1) } r

2 400

visy 1 2ro o V12 [ no 2}

— — d ——(u— d 4.36
eXp ( 9 0.2) \/n—2 g e o exp (:u m2) Ko ( )

X

X

a expressao em destaque em 4.36 corresponde a integral da f.d.p. de uma N (mg; Z—D,

portanto, continuando o célculo da Equacao 4.34, temos que

2n2
y12+1
nny (%S%)% L (*5%) /+OO <"n1 G —m)” + %S%)
= vy vi+1 v1+1 X
Varyis T(%) (ZZ;(y—m1)2+”ls%> s L)

1 U2 nnl _ 2 Vl 2 1 _2
X (;) exp{— {Q—M(y—ml) + 58 = do™=,

observe que o integrando da integral acima corresponde a f.d.p. de uma variavel aleatoria

com distribuigao Ga [”1“ ("”1 (g—m)*+4 S%)}, portanto

2n9

Vi (3s1) P (25
\/%\/_ (%) (3 . 2)* (4.37)

s (§ —m)? + st

que evidencia o ntcleo de uma distribuicao t-Student. Logo,
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ny

1 1
ﬂ|i‘, Si ~t |:l/1,m1, (H + —> S%:| (438)

Uma regiao de aceitacao de tamanho 1 — o é A(a, T.) = (t1,12), e de forma andloga os

limites do grafico de controle para a média, com o desvio padrao desconhecido, é dado por

1 1
A(Oé, Tc> = |:m1 + ta/2,y1 S14/— + —} . (439)
n Al

e ARL para o grafico de controle da média com desvio padrao desconhecido

Dado p e 02, a distribuicao do comprimento da sequéncia é geométrica com parametro

Y(p,0%)=1— (?/\/_> + @ (?/\/_) (4.40)

a média da distribuicao preditiva do comprimento da sequéncia pode ser avaliada por

integracao numérica bi-dimensional, por exemplo,

1
B0t = [ [ ol (oL o,
o 0_2¢M702

_ // w\o,g( ’?1 f)dwdg (4.41)

onde g = sic 2 e w = ‘ﬁ(“ ma) , temos ainda que u; = (toé/gw11 /14— /nllw) Vo e
Uy = <t17a/2,u1\/1 + - %w) V9
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Capitulo 5

Resultados e Avaliacao

5.1 Grafico de controle para processos da Familia Ex-
ponencial

Os gréficos vistos anteriormente foram construidos sobre a suposigao de que os dados
sao gerados por uma distribuicao Normal. Neste Capitulo apresenta-se a construcao dos
graficos de controle para uma distribuicao discreta e uma continua, pertencentes a Familia
Exponencial, que é um conjunto de distribui¢oes muito utilizada nas mais diversas areas,
bem como a avaliacao destes, feitos a partir da mesma metodologia mostrada no Capitulo
anterior. Os resultados numéricos apresentados neste Capitulo foram obtidos a partir dos
Métodos de Monte Carlo mostrados no Capitulo 3 e implementados no aplicativo Matlab

5.3.

5.1.1 Grafico de Controle para Processos Poisson

Neste caso a variavel resposta é gerada por uma distribuigao Poisson()). Assume-se

que a informacao a prior: pode ser resumida pela distribuicao conjugada Gama

A ~ Ga(a;b), (5.1)

onde a > 0 e b > 0 sao os chamados hiperparametros da distribuicao a priori.

Suponha que x = (x1, ..., z,,) sdo dados de um processo Poisson, a estatistica suficiente
6 T, => " x;. A distribuicao de f(T,|\) é entdo Y °, x;|A ~ Poi(n.A), e a distribuigao

a posteriori para A € calculada da seguinte maneira
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Te

ROTY 7)o BOFCY ) (5.2)

oc A" Lexp(—bA) exp(—neA) (n.A)'e

h(\l i: z;) o ANTelexp[—(b 4+ n.) . (5.3)

O ntcleo de h(A| D> ¢, x;) mostra que,

A @i~ Gala+ te; b+ ne). (5.4)
=1

Supondo que o processo continue sendo gerado por uma distribui¢ao Poisson(\), seja
y = (Y1,...,yn) dados futuros deste processo, T' = Y "  y; é a estatistica suficiente. A
distribuicao de f(T|0) é entdao Y ., yi|A ~ Poi(n)), e a distribuigao preditiva a posteriori

para y ., y; é calculada como segue

H(Cwyn) = [ e el
i=1 Z i=1 Z 0 T(a+tc) )
exp(—n\)(nA)!

X i dX
_ (b + nc)aHC nt oo Nottett=1 o
I(a + t.)t! 0

X exp[—(b+ n. + n)AdA
(b4 ne)*te . T(a+t.+1)

n X
C(a+t)t! (b4 ne+ n)ottett

/+oo (b + e + n)a+tc+t )\a+tc+t—1
0 C(a+t.+1)

X

exp[—(b + n. + n)A]dA,

observe que o integrando da integral acima corresponde a f.d.p. de uma Ga(a +t.+t;0+

n. + n), portanto, pode-se concluir que

- e (b+n) e T(a+t.+1) ,
(Z > ) e R N CRE AT >
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i) Intervalo HPD para processos Poisson

Como a distribui¢ao de dada pela Equacao 5.5 nao ¢é analiticamente tratavel, pode-
se utilizar os métodos de simulacao Monte Carlo para quantidades preditivas (subsecao
3.2.5) para encontrar uma estimativa de h (31, v;| Y i<, ;) e, posteriormente, utilizar os
métodos de simulagao Monte Carlo para intervalos de credibilidade (subsecao 3.2.5) para
construir um intervalo HPD para processos Poisson, baseados na distribuicao preditiva,

que serao os limites dos graficos de controle para estes processos.

Deste modo, utilizando-se o método das quantidades preditivas retira-se uma amostra
Lid. de h(A|Y 0, z;) e assim, obtém-se uma amostra de h (> v >, x;). A partir
desta amostra, pode-se agora encontrar uma estimativa para o intervalo HPD, utilizando-
se o método mostrado na subsecao 3.2.5. Portanto, para m = 1.000 amostras simuladas
da distribuicao preditiva e a = 5%, obteve-se 50 intervalos ]%Z-p(B%) = (A@)s A@tpos0))), 1 <
1 < 50, onde o intervalo HPD é aquele que apresenta a menor amplitude. A Tabela 5.1
apresenta os resultados das simulacoes para o HPD para processos Poisson, com diferentes
tamanhos da primeira amostra (x), e para a = b =1, n = 10 e a« = 5%. Estes intervalos

sao os limites de controle para o grafico em estudo, e serao usados para o célculo do ARL.

Tabela 5.1 Intervalos HPD (limites de controle) para Processos Poisson Baseados na Dis-
tribuicao Preditiva a Posteriori para T.

)

T (@)
5 [2:23]
10 [3:22]
25 [4;19]
30 [4;17]

11) Comprimento médio da sequéncia - ARL

Dado que o processo permaneca estavel, o parametro da distribuicao do comprimento

da sequeéncia, r,, para processos Poisson é dado por

A(i+[950]) n
LN = DY FO_ulN), (5.6)
)‘(z) =1
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onde, Ay e Agtpeso)) Sao, respectivamente, os limites inferior e superior do grafico de

controle para processos Poisson apresentados na Tabela 5.1.

Como foi visto anteriormente, T'= Y, y;|A ~ Poi(n)\), portanto a Equacao 5.6 pode

ser escrita como

A(i+1950))

(N = > xp(ZnA) () (5.7)

t!
AG)

Pode-se entao obter o ARL para processos Poisson calculando-se a esperanca da dis-

tribui¢ao do comprimento da sequéncia, 7,, da seguinte forma

E(rp\a,zclxi> = /1_%) (A]le> dA, (5.8)

sabe-se que, A|t, = > 7, x; ~ Ga(a+t.; b+n,.), deste modo a Equagao 5.8 pode ser escrita

Cco1mo

1 (b + ne)tte _
E(ry|a,t,) = / = Nt expl—(b + ne)A|dA, 5.9
olonte) = | T T (0 n (59)
que pode ser aproximada pelo método de Monte Simples (Equagao 3.20), simulando-se

uma amostra aleatéria (A, ..., A,,) da distribuigao a posteriori dada em 5.4 obtendo-se

m
Br|a,t.) ~ %2[1 — 00 (5.10)
i=1

A Tabela 5.2 apresenta o ARL obtido a partir de 5.10, para Processos Poisson basea-
dos na distribuicao preditiva a posteriori para T" para diferentes tamanhos amostrais da
primeira amostra (x) e para n = 10 (tamanho da amostra futura y). Nela, pode-se veri-
ficar que, fixado o valor de n = 10, quanto maior o tamanho da primeira amostra, menor
serd o comprimento médio da sequéncia, ou seja, sera necessario retirar, em média, uma

quantidade de amostras menor, até que o grafico sinalize pela primeira vez.
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Tabela 5.2 ARL para Processos Poisson Baseados na Distribuicao Preditiva a Posteriori
para T.

n. ARL

5 155
10 78
25 26

30 16

1i1) Avaliagao do grafico de controle para processos Poisson

Para a avaliacao do gréafico de controle para processos Poisson, suponha que a média
de T'= 3", y;, isto é, E(T) = nA, sofra um acréscimo, §, e passe a ser E(T) = n\ + 4.
A Figura 5.1 apresenta a probabilidade de que a estatistica suficiente, T =Y., y;, caia
na regiao de rejeicao, dado que houve esta mudanca na média do processo. Fixado o valor
de A =1 e n = 10, pode-se observar a partir desta figura que, a medida que o tamanho
da primeira amostra é aumentado, aumenta também a probabilidade do grafico detectar

esta mudanca no processo.

1,00 -
0,80 -
0,60 -

0,40

uma Variacdo

0,20

Probabilidade de Detectar

0, 00 I T T T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

NA+d

——nc=5 ——nc=10 nc=25 ——nc=30

Figura 5.1 Probabilidade de Rejeicio do Grdfico de Controle para Processos Poisson.

Carvalho, D. C. O. PPGME/UFPA



5.1 Grafico de controle para processos da Familia Exponencial 39

5.1.2 Grafico de controle para processos Exponenciais

Neste caso a variavel resposta é gerada por uma distribuicao Exponencial(\). Assume-

se que a informacgao a prior: pode ser resumida pela distribui¢ao conjugada Gama

A~ Ga(a;b). (5.11)

onde a > 0 e b > 0 sdao os chamados hiperparametros da distribuicao a priori.

Suponha que x = (z1,...,z,,) sao dados de um processo Exponencial, a estatistica
suficiente ¢ T, = > ¢, x;. A distribuicdo de f(T.|\) é entdo Y 1°, x;|A ~ Ga(ng;N), e a

distribuicao a posteriori para A é calculada da seguinte maneira

ROTY ) o AOVACY ) (5.12)
) x A“_lexp_(—b)\)/\”cexp(—)\tc)

h(\| i z;) o< AT lexp—(b+t.)N]. (5.13)

O nicleo de h(A| D7, ;) mostra que,

)\|sz ~ Ga(a +neb+t.). (5.14)

i=1

Supondo que o processo continue sendo gerado por uma distribui¢cdo Exponencial()),
seja y = (Y1, ..., yn) dados futuros deste processo, T'= )", y; ¢ a estatistica suficiente. A
distribuigao de f(T'|0) é entao Y., y;|A ~ Ga(n; A), e a distribuigao preditiva a posteriori

para y ., y; ¢ calculada como segue
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h iyJixz = /+oo wka—mc—l exp[—(b—i—tc))\] x
=1 =1 0 Pa+n)

N s
—t" —At)dA
b+tc)a+nc tn—l +oo o
= (F(a+n ) F(n)/o AT expl— (b + t + 1)AJdA
(b+te)*t"e t" 1 T(a+n.+n)

T(a+ne) D(n) (b+t, + tyatnein

+00 (b —|—t + t)a+nc+n
= \atnetn—l —(b+t. + t)\d\
x /0 ['(a+n.+n) exp[—(b+ fe +1)AJdA,

observe que o integrando da integral acima corresponde a f.d.p. de uma Ga(a+n.+n; b+

t. +t), portanto, pode-se concluir que

2 = (b+t.)m  T(a4+n.+n), 4
h : o= L 5.15
(ZmZ) G+ totr 07 ) (5.15)

1) Intervalo HPD para processos Exponenciais

Neste caso, também pode-se utilizar os métodos de simulacao Monte Carlo para quan-
tidades preditivas (subsegao 3.2.5) para encontrar uma estimativa de b (3, | D ey @)
e, posteriormente, utilizar os métodos de simulacao Monte Carlo para intervalos de cre-
dibilidade para construir um intervalo HPD para processos Exponenciais, baseados na

distribuicao preditiva, que serao os limites de controle para estes processos.

Deste modo, utilizando-se o método das quantidades preditivas retira-se uma amostra
iid. de h(A| D 0

L T;) e assim, obtém-se uma amostra de h (D> ., y;| > o) x;). A partir
desta amostra, pode-se agora encontrar uma estimativa para o intervalo HPD, utilizando-
se 0 método mostrado na subsecao 3.2.5. Portanto, para m = 1.000 amostras simuladas
da distribuicao preditiva e a = 5%, obteve-se 50 intervalos }A%Z-e(5%) = (A@)s Aitpos0])), 1 <
1 < 50, onde o intervalo HPD é aquele que apresenta a menor amplitude. A Tabela 5.3
apresenta os resultados das simulacoes para o HPD para processos Exponenciais, com

diferentes tamanhos da primeira amostra (x), e paraa =b =1, n = 10 e « = 5%. Estes
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intervalos sao os limites de controle para o grafico em estudo, e serao usados para o calculo
do ARL.

Tabela 5.3 Intervalos HPD (limites de controle) para Processos Ezponenciais Baseados
na Distribuicao Preditiva a Posteriort para T.

ne  Re(y)

5 [3,59;48,09]
10 [3,21;23,27]
25 [3,81;19,15]
30 [4,09;17,56]

11) Comprimento médio da sequéncia - ARL

Dado que o processo permaneca estavel, o parametro da distribuicao do comprimento

da sequéncia r. para processos Exponenciais é dado por
A(i+1950))
w0 = [ ), (5.16)
AGi)

onde, \;) e Agtpos0)) Sao, respectivamente, os limites inferior e superior do grafico de

controle para processos Exponenciais apresentados na Tabela 5.3

Como foi visto anteriormente, sabe-se que t = > " ;|\ ~ Ga(n; ), deste modo a

Equagao 5.16 pode ser escrita como

B A(i+[950]) (/\)n e 1eX B
Ye(N) = /Am F(n)t p(—At)dt. (5.17)

Pode-se entao obter o ARL para processos Exponenciais calculando-se a esperanca da

distribuicao do comprimento da sequéncia r. da seguinte forma

E(TJO(,Z_?%) = /1_% (A\Z%) : (5.18)
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como foi visto anteriormente, A|t. = > 7 x; ~ Ga(a + n.; b+ t.), deste modo a Equagao

5.18 pode ser escrita como

L (b+tp)rtme _
E(r.ot.) = / c AL exp[— (b + t.)A]dA. 5.19
rdot) = | T Fa e [~ A (519)
que pode ser aproximada pelo método de Monte Simples (Equagao 3.20), simulando-se

uma amostra aleatéria (A, ..., \,) da distribuicdo a posteriori 5.14 obtendo-se

m

~ 1
E (relo,to) ~ — ;[1 — he(M)] 7" (5.20)
A Tabela 5.4 apresenta o ARL obtido a partir de 5.20, para Processos Exponenci-
ais baseados na distribuicao preditiva para diferentes tamanhos amostrais da primeira
amostra (x) e para n = 10 (tamanho da amostra futura y). Nela, pode-se verificar que,
fixado o valor de n = 10, quanto maior o tamanho da primeira amostra, menor sera o com-
primento médio da sequéncia, ou seja, serd necessario retirar, em média, uma quantidade

de amostras menor, até que o gréafico sinalize pela primeira vez.

Tabela 5.4 ARL para Processos Exponenciais Baseados na Distribuicao Preditiva a Pos-
teriori para T.

n. ARL

5 2.216
10 146
25 44

30 27

1i1) Avaliagao do grafico de controle para processos Exponenciais

Para a avaliacao do grafico de controle para processos Exponenciais, suponha que
a média de T = " | y;, isto é, E(T) = n/), sofra um acréscimo, 0, e passe a ser
E(T) =n/XA+ 0. A Figura 5.2 apresenta a probabilidade de que a estatistica suficiente,

T = > vy, cala na regido de rejeicdo, dado que houve esta mudanga na média do
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processo. Fixado o valor de A = 1 e n = 10, pode-se observar a partir desta figura
que, a medida que o tamanho da primeira amostra é aumentado, aumenta também a

probabilidade do grafico detectar esta mudanca no processo.

1,00 - -

0,80 +
0,60 -

0,40 +

uma Variacéo

0,20 +

Probabilidade de Detectar

0,00 T T T T ]

n/A+d

——nc=5 ——nc=10 nc=25 ——nc=30

Figura 5.2 Probabilidade de Rejei¢ao do Grdfico de Controle para Processos Exponenciais.
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Capitulo 6

Conclusoes e Recomendacoes

Este trabalho teve como principal objetivo desenvolver graficos de controle bayesianos
em alguns processos da Familia Exponencial, baseados em distribui¢oes preditivas de
acordo com a metodologia proposta por Menzefricke (2002). A construcao de graficos de
controle, tanto na abordagem bayesiana quanto na classica, é feita sobre a suposicao de que
o processo em estudo apresenta distribui¢do Normal (ou pelo menos aproximadamente). A
metodologia proposta neste trabalho mostra a construcao de graficos de controle para pro-
cessos cuja distribuicao pertenca a Familia Exponencial, mais especificamente, mostrou-se
a construcao e avaliacao dos graficos de controle baseados em distribuigoes preditivas para

processo cuja distribuicao seja Poisson ou Exponencial.

Para a construcao e avaliacao destes graficos é necessario que se retire uma primeira
amostra X = (X7, ..., X,,,) de tamanho n, para encontrar a distribuigao a posteriori e, pos-
teriormente retira-se uma segunda amostra Y = (Y7, ..., Y;,) de tamanho n para encontrar
a distribuicao preditiva e a partir desta distribuicao, construir um intervalo HPD para ser
utilizado como os limites de controle para os graficos em questao. Como a distribuicao pre-
ditiva em ambos os casos, Poisson e Exponencial, nao é analiticamente tratavel, utilizou-se
os métodos de simulacao de Monte Carlo para quantidades preditivas e para intervalos
de credibilidade, para encontrar os limites de controle para processos Poisson e Expo-
nencial. Assumindo-se hipoteticamente que houve uma mudanca na média do processo,
verificou-se que ambos os graficos apresentam sensibilidade para pequenas mudangas no
processo, para n = 10 e para grandes valores de n.. Contudo, a principal vantagem do
método proposto neste trabalho em relacao aos métodos cléssicos é a redugao de custos, ja
que sdo necessarias apenas 2 amostras para fazer o monitoramento do processo, enquanto
que nos métodos classicos costuma-se retirar pelo menos 20 ou 30 amostras para fazer tal

monitoramento.
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Portanto, os objetivos deste trabalho foram alcancados com éxito, e como recomendagoes

para trabalhos futuros, podem-se destacar:

e Construcao de graficos de controle baseados em distribuicoes preditivas para outros

processos da Familia Exponencial;

e Investigar o comportamento dos graficos apresentados neste trabalho na presenca

de valores extremos, a partir do ARL e da probabilidade de rejeicao;

e Verificar a robustez dos graficos propostos por Menzefricke (2002) a nao normalidade

do processo.
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