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Resumo

A proposta deste trabalho é estudar a existéncia e multiplicidade de solugbes nao-

triviais relacionadas aos seguintes problemas :

—[M([[ulP)P~ Apu = f(z,u) em Q,
u=0 sobre 0,

(Fo)

—Au=u? em

u=0 sobre 09,

(F1)

—Apu = f(z,u) — |[v]%0 em Q,
(P) —Ayv = 0ulP2u — y|9 %0 + g(x,v) em  Q,
u=v=0 sobre 01,

onde A, é o operador p-Laplaceano e €2 é um dominio limitado e regular do RY cujas

hipdteses sobre as fungoes f, g e M serao introduzidas oportunamente .

Palavras - chaves: Equacao eliptica nao - linear . Operador p-Laplaceano. Teoria

G-indice. Teoria de Krasnoselskii.



Abstract

The purpose of this paper is to investigate the existence and multiplicity of solutions

related to following problems:

—[M(ulP)}P~ Apu = f(z,u) in Q
u=0 on 01,

Y

(Fo)

~Au=u® in Q,

u=0 on 0,

(1)

—Apu = f(z,u) — v| %0 in Q
() —Ayv = 0ulP?u — y|v|T%v + g(z,v) in Q,
u=v=0 on 09,

where A, is the p-Laplacian operator and (2 is a smooth bounded domain of RY and

whose hypotheses about the functions f, g e M the will be introduced opportunely.

Key words: Nonlinear elliptic equations. p-Laplacian operator. G-index theory.

Krasnoselskii theory.
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Introducao

Nesta dissertagao estudaremos a multiciplicidade de solugoes nao-triviais para os seguintes

problemas:

—[M([[ulP)P~r Apu = fz,u) em Q,
u=0 sobre 0O

(Fo)

—Au=u> em

u=0 sobre 0N

(1)

—Apu = f(z,u) — |[v]%0 em Q
(P) — A = luP2u — y|v|9 20 + g(x,0) em
u=v=0 sobre 01,

onde nos problemas (Py) e (P,), Q é um dominio limitado com fronteira suave do IRY e
.|| denota a norma do espaco W,”. No problema (P;), Q é um dominio limitado com
fronteira suave do IR* e f,g e M sdo funcoes continuas, cujas as hipéteses detalharemos
nos capitulos subseqiientes.

O estudo dos problemas (Fy) e (FP) foi baseado em dois artigos, cujos autores sao
Corréa e Figueiredo [13], [14].0 problema (P;) foi estudado com base no livro de David
Costa [8]. Em todos trés casos foi usado um teorema devido a Clarke [Ver apéndice BJ, o
qual utiliza a Teoria de Género devido a Krasnolselskii.

Para uma melhor compreensao, este texto sera escrito com a seguinte estruturacao. No
Capitulo 1, enunciaremos os principais resultados da Analise Funcional e indicaremos a

referéncia que contém sua demonstracao que sao cruciais para o entendimento do trabalho.



No Capitulo 2, estudaremos o problema

—[M([Jul[P)PrApu = flz,u) em Q
u=0 sobre 0.

(Fo)

O qual serd denominado problema p-Kirchhoff e serd mostrado um resultado de
existéncia e multiplicidade de solugao de Corréa e Figueiredo [13].

No Capitulo 3, trataremos do problema nao-local com simetria Z5 do tipo Dirichlet:

—Au=u® em Q,

u=0 sobre Of.

(P1)

O fato em que este problema possui infinitas solugoes foi mostrado originalmente por
Ambrosseti-Rabinowitz [2] o qual utiliza a versdo “simétrica” do Teorema do Passo da
Montanha. Vamos apresentar outra demonstracao (cf. Castro [3]) que utiliza o Teorema
devido a Clarke [ver Apéndice B] aplicado a um funcional associado, o qual é limitado
inferiormente e cujo seu conjunto de pontos criticos estao associados ao conjunto de pontos
criticos do funcional original.

Na teoria de Krasnoselskii, o Teorema abstrato que garante a existéncia de pontos
criticos para um funcional associado a equagao diferencial (devido a Krasnoselskii) deve
possuir a hipétese de ser limitado inferiormente , o que néo ocorre com o problena (P;).
Entretanto, definindo-se um problema auxiliar, esta dificuldade é entao contornada. Esta
¢ a finalidade do Capitulo 3, o qual é apresentar que esta teoria pode ser aplicada a
problemas cujo o funcional associado nao é limitado inferiormente.

No Capitulo 4 iremos mostrar a existéncia e multiplicidade de solugoes, conforme feito
nos capitulos anteriores, aplicado a um sistema envolvendo o operador (p, q)- Laplaceano

que tem motivacao nas equagoes de FitzHugh-Nagumo :

—Apyu= f(z,u) — [v|% em €,
(F2) —Ayv = 0|ulP?u — y|v|T%v + g(z,v) em
u=v=0 sobre 0N



Para finalizar essa dissertacao, mostraremos no Apéndice A que os funcionais usados
no corpo do trabalho sio de classe C'. No Apéndice B enunciaremos os resultados gerais
juntamente com a Teoria de Género usados neste trabalho.

No corpo da dissertagao usaremos as seguintes notagoes:

—: Convergencia forte;

—: Convergeéncia fraca;

|u||(xy: Norma no dual de X, onde X é um espaco de Banach;

|ul,: Norma em L9(92),0 < ¢ < 00;

N
Apw=>" 88 (\Vw|m2 gw> Operador m-Laplaceano;
i=1 7% T4

A: Classe de todos subconjuntos fechados e simétricos com relagao a origem.



Capitulo 1

Resultados Basicos

As defini¢oes e Teoremas béasicos usados no trabalho estao aqui enunciados.

Teorema 1.1 Seja (z,) uma seqiiéncia fracamente convergente no espago normado X,
isto €, existe x € X tal que x,, — x. Entao:

a) O limite fraco x de (z,,) € unico;

b) Qualquer subseqiiéncia de (x,) converge fracamente para x;

c) A seqiiéncia (x,) € limitada em X.
Demonstragao: Ver [11].

Teorema 1.2 Seja X um espago de Banach reflexivo. Se (x,) € uma seqiéncia limitada

em X, entdo existem uma subseqiiéncia (r,;) C (z,) ex € X tais que
Tp; =T em X.
Demonstracao: Ver [21].

Teorema 1.3 (da Convergéncia Dominada de Lebesque): Seja (f,) uma seqiéncia de
fungoes em LY(2). Suponhamos que:

a) fu(z) — f(x) q.t.p. em §;

b) Eziste g € L'(Q) tal que |f,| < g para todo n € IN.

Entio f € L'(Q) e

/and:c—>/9fd:c.

Demonstracao: Ver [30].



Lema 1.1 Sejam (f,) uma seqiiéncia de fungoes em LP(Q) tal que f, — f em LP(Q).
Entdo existe uma subseqiiéncia (fn;) C (fn) tal que

a) fn,(x) — f(z) ¢.t.p. em €.
b) Ezxiste h € LP(2) tal que |fn,(z)] < h(z) q.t.p. em Q para todo j € IN.

Demonstracao: Ver [21].

Lema 1.2 (Desigualdade de Young): Sejam p e q nimeros reais satisfazendo 1 < p <

+oo e (%) + (%) = 1. Entao, para todos A e B nao-negativos e para todo € positivo, vale

a desigualdade
AB < C(e)AP 4 eB1

Demonstragao: Ver [10].

Lema 1.3 Sejam z,y € RY e seja (., .) o produto interno usual no RY. Entdo,
J ) J

(|x|p—2x - ‘y|p—2’x - y) Z Op’x - y’p , SEP 2 27

ou,

Cp‘x _9‘2

— ,se 1l <p<2
(| + [y])> P

(lzf~2z =y z —y) >

Demonstragao: Por homogeneidade podemos assumir que |z| = 1 e |y| < 1. Além disso,

escolhendo uma base conveniente no R podemos assumir

r=(1,0,0,....0) ,y=(y1,¥2,0,...,0) ey} +y3 <1
(i) Caso 1 < p < 2. Esté claro que a desigualdade é equivalente a

{<1 _( 7 (2—p)/2> (1—y)+ : Y } (12 +43)>" N

Y3+ v3) yi+y3) P2 (1 —wp)? + s
Mas
U1
l—————2>(p-1)1—wn) se 0<y <1,
(\Vyi+y3)%r
e
U1

>1—y>p-1)1—-y1) sey <0,



entao,

(=1 {0 =) +v3
(ii) Caso p > 2. A desigualdade é equivalente a

[1—a(y? + y%)(”‘2)/2](1 —y1) +yi(yd + yg)(p—2)/2
(1 —y1)? + y3)r/?

Denotando t = |y| / |z| e s = (x,y)/(]z||y|) entdo, temos que mostrar que a fungao

> C.

1— (Pt +t)s+ 7

J8) = =455 Tz

é limitada inferiormente. Um célculo direto mostra que fixando t, % =0 se

2 +1
1— ("' +t)s+ P = i (1 —2ts +t?),
p
temos,
2+ 1 1 ! 1
= > = mi >
T8 = ot s o2 = 5 d8 g 1= = 3

o que conclui a prova do lema. [ ]

Teorema 1.4 (Desigualdade de Hélder): Sejam f € LP(Q) e g € LI(Q) com 1 < p <
+oo e (%) + (%) = 1. Entao fqg e L'(Q) e

| fadz <1i£1Llgll,

Demonstragao: Ver [30].

Teorema 1.5 (do Valor Intermedidrio): Seja f : [a,b] — IR continua. Se f(a) < d <
f(b), entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Demonstracao: Ver [12].

Teorema 1.6 Se X é um espaco normado de dimensao finita, entao todas as normas em

X sao equivalentes.

Demonstracao: Ver [11].

Teorema 1.7 Seja X um espaco normado de dimensao finita. Entao para todo M C X

temos que M é compacto se, e somente se, € fechado e limitado.

Demonstracao: Ver [11].



Teorema 1.8 Sejam X e Y espacos métricos e T : X — Y uma aplicagao continua.
Entao a imagem T (M) de um conjunto compacto M C X € um subconjunto compacto de

Y.

Demonstragao: Ver [11].

Seja. @ < RY um aberto limitado e C*(Q;IRY) o espaco das funcoes
f:Q — RY que sao k vezes diferencidveis em €, tal que estas funcoes e todas as
suas derivadas de orden k podem ser extendidas continuamente para €.

Seja f € CY(;RY). Recorde que f/(z) € L(IRY,RY) e logo, pode ser representado

por uma matriz n X n. Seja S o conjunto de todos os pontos criticos de f.

Defini¢do 1.1 [29] Seja f : Q — RY uma fungio em CY(QRY) e seja
b ¢ f(S)U f(0R). Entdao, definimos o grau topoldgico de Brower de f em rela¢io a

Q) no ponto b como

0 ,se f7H(b) =
> sgn(Jr(x)) se f7Hb) #

z€f1(b)

0
d(f,Q,b) = . (1.1)

A funcao sgn é a funcao sinal que é definida por

1 ,se t>0
sgn(t) = , .
,se t<

Teorema 1.9 (i) (Continuidade com relagdo a funcdo): Seja f € C(Q;RY) e
seja b ¢ f(09). Eviste uma vizinhanca U de f em C(Q;RY) tal que para toda g € U,

d(g,Q,b) = d(f,,b) (1.2)

(i) (Invaridancia do grau por Homotopia): Seja H € C(Q x [0,1];RY) tal que
b H(OQ % [0,1]). Entao, d(H(.,t),Q,b) € independente de t.
(#i) O grau é constante, com relacdo a b em cada componente conexa de RY \ f(09).
(iv) (Aditividade): Seja QN Qs =0 e b ¢ f(00) U f(08), onde f € C(QTRY),
Q= QO UQy. Entao,
d(f,Q,b) = d(f,,b) +d(f,0,b). (1.3)

Demonstracao: Ver [29]



Proposicao 1.1 : Seja f,g € C(Q,RY) tais que f = g em 0. Seja b ¢ f(0K). Entdo,
d(f,€,b) = d(g,9,b)

Demonstragao: Ver [29]

Teorema do Passo da Montanha

Lema 1.4 (ver [29], pg 12) Seja X um espago de Banach e I € C'(X,IR) com I(0) = 0.
Suponha que:

(Hy) Ezistem a,r >0 tais que I(u) > a >0 para todo uw € X tal que ||ul| =r
(Hy) Existe e € X tal que ||e|]| > 7 e J(e) <O.
Entao existe uma sequéncia (u,) C X tal que
I(u,) —c e I'(u,) —0 em X'
onde

0<ec=inf max I(y(t))

I'={y € C([0,1], X) :7(0) = 0,5(1) = e}.

Teorema 1.10 (Teorema de Borsuk) Sejam Q C RY um conjunto aberto, limitado e
simétrico, f € C(Q,IRY) com 0 & f(09Q), se
i) 0 € Q, entdo deg(f,Q,0) é um nimero impar;

ii) 0 & Q, entdo deg(f,2,0) é um nimero par.

Demonstragao: Ver [34]



Capitulo 2

Um problema do tipo p-Kirchhoft

2.1 Introducao

Neste capitulo trataremos de questoes de existéncia e multiplicidade de solucoes da

equacao do tipo p-Kirchhoff.

(R) —[M(JulP)P Apu = f(z,u) em Q, 2<p<N
u=20 sobre 09,

onde Q ¢ RY é um dominio limitado e suave, f : OxIR— R e M : R" — IR' sdo
funcoes continuas que satisfazem as seguintes condigoes:

Existem constantes positivas A, B e « tais que

At < [M(1)F~! < Bt* (M)
e existem constantes positivas (01, ()2 e ¢ tais que
Qi < f(x,t) < QutT (f1)

para todo t > 0, z € Q, onde ¢ € (p,p* = %) e a> 4 , tem-se
p

f(l‘,t) :—f(.%‘,—t), (f2)



para todo ¢t € Re para todo € Q. Além disso, A,u é o operador p-Laplaceano, isto é,

N
Apuzzi <|VU|”2 au) ; 2<p<N
i=1 alz‘ 8%'
e |||l é a norma usual em Wo(l’p)(ﬂ) dada por
P = VulP.
g = [ vul

Observe que o problema (P,) é uma generalizacao da cldssica equagao de Kirchhoff.

—M([[ul*)Au = f(z,u) em Q
(K)
u=0 sobre 0f),

onde |[ul]? = [o |Vu|?, que é a equivalente a versao estacionaria da bem conhecida equagao

hiperbdlica de Kirchhoff.

(1) gE:NMMWAu:ﬂLMGmKl

Com relacdo aos problemas (F) e (K), estes tém sido abordados do ponto de vista

variacional, isto é, sempre considerando a suposicao

(2) M(t)>m >0,

para todo ¢ > 0, onde my é uma constante; veja [5], [15] e [16] para exemplos.

No estudo da equagao deste capitulo, a fun¢do M nao satisfaz a suposicao (2). Além
disso, os autores obtiveram infinitas solugoes. Foram essas as contribuicoes dos autores
do artigo [13].

Em um trabalho recente de Nascimento [32], foi considerado M decrescente e M (t)

10



tendendo a zero quando t — +00, ou seja, M nao goza da hipétese (2).
A autora fez o uso do Teorema do Passo da Montanha, na ordem de se obter a existéncia

de solucoes. Feito essas consideragoes, o principal resultado deste capitulo é:

Teorema 2.1 Assuma as hipsteses (M), (f1) e (f2). Entao (Fy) possui infinitas

solucoes.

Para demonstrar este teorema vamos usar um resultado devido a Clarke [ver Lema
B.4 no Apéndice B| o qual é uma conseqiiéncia de um teorema bésico de multiplicidade

envolvendo um funcional invariante sob a agao de um grupo topolégico.

2.2 Estrutura variacional e alguns lemas técnicos

Considere o funcional

J:WyP(Q) - R

definido por

I i= BT (Jull) = [ Fla )

onde

Note que o funcional .J € C' (Wy?(Q), R) [Ver apéndice A] e

T(w)e =M ()~ [ 1Vup Vave - [ fuo.

para todo u, ¢ € W{"(Q).

Na prova do Teorema 1.1, precisaremos dos seguintes resultados técnicos:

Lema 2.1 : O funcional J é limitado inferiormente.

11



Demonstragao: Pelas condigdes (f;) temos que

Qs

/Otf(:v m)dm<Q2/ mdm = szq o=

que implica

F(a,t) <

—/QF(x,u) > —%/ﬂ|u|q.

Usando a condigao (M) temos que,

Q .,
q

ou

— A
M Py > platl)
(Hul[3) _p(a+1)|l |
Assim
J platl) _ Qz/ q
(1) 2~ ult.

Usando a imersdo continua Wy () < L9(Q) obtemos

A Qs
J(u) > ———|[uf[plet) — =22
(W) 2~ q

Agora, como p (a+ 1) > q, segue-se que J é coercivo, donde limitado inferiormente. m

[l 7.

Lema 2.2 J é um funcional par.

Demonstragao:
De fato, note que
F(x,—t) = /O_t f(x, s)ds.
Por outro lado, fazendo a seguinte mudanca de variavel © = —s que implica du = —ds,
temos para s = 0 que u = 0. Analogamente, para s = —t temos u = t. Usando o fato de
f ser uma funcao impar, temos:
—t
F(z,—t) = /0 f(z,s)ds

t

flx, —u)(—du).

I
S—

Assim

t

F(z,—t) = /0 —f(z, —u)du

= /Otf(x,u)du
= F(x,t),

12



isto é, a integral de uma funcao impar é uma funcao par, logo
F(z,—u) = F(x,u).
Por outro lado,

i —uly = [ a(as

0

_ /Ouunp)[M (s)]71ds
= M(|lull?).

Concluimos assim que J é par. [ ]

Lema 2.3 J satisfaz a condicao (PS)., isto é, toda seqiéncia (u,) tal que J(u,) — c

e J'(u,) — 0, possui uma subseqiiéncia convergente.
Demonstragao: Seja (u,) uma seqiiéncia em W, () tal que
J(u,) — ¢ e J'(u,) — 0.

Sendo J(u,) — ¢ e J é coercivo, segue-se que (u,) é limitada em Wy (€2).

Desse modo, passando a uma subseqiiéncia se necessario, temos que

Logo, se tg = 0, entao

[[n, = O[] =0,

ou seja,

u, — 0 em WyP(Q),

mostrando que u, possui uma subseqiiéncia convergente em W, ”(Q).
Por outro lado, se ty > 0 desde que u,, ¢ uma seqiiéncia limitada, existe u € Wol Q)

de modo que

U, — u em WyP(Q).

Usando as imersoes de Sobolev de W, ” (Q) em L(Q), para p < ¢ < p*, temos a menos de
subseqiiéncia que,

U, — u em LI(Q).

13



Logo, passando a uma subseqiiécia, temos

up(r) — u(x) qtp em Q e |u,(2)] <h(z) qtp em Q, com he LIUQ).

Pela continuidade de f(z,.), segue que
F (@ (@)un(x) — flau(m)u() qpem Qe

f@, up(z))u(z) — f(z,u(z))u(z) qtp em €.
Por outro lado,
Ql tq_l < f(x7t) < Q2 tq_lv
daf,
|f (2, 8)] < Qst] ",

onde Q3 =maz {Q1,Q}.
Assim, de (2.2) e (2.4) temos que,

|f (2, un(2))un(z)] < Q3 |un(x)]?.

Agora de (2.1), segue que
|f(z, un(2))un(z)] < Qs [h(x)]?, com Qs |h|?€ L'

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos a convergéncia

[ faw)u = [

De modo analogo, de (2.3) e (2.4) , obtém-se

(2, tn (2)un] < Qslu()] |un ()[4

|f (2, un(2)un| < Qslu(x)||h(z)|T.

Note que |u| |[h|7"! € L'. De fato, temos que h € L¢ implicando |h|9~1 € L7 1 ().

Desde que v € L9, tem-se :

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)



e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, chegamos a,

/Qf(a:,un)u H/Qf(:c,u)u. (2.6)

Considerando uma seqiiéncia P, da seguinte forma ,

P, = J (u,)uy, +/Q [, up)u, — J'(un)u—/Q f(z,uy)u

Como J'(u,) — 0, u, é limitada em Wy e pelas convergéncias (2.5) e (2.6) temos que

P, — 0. Além disso,
Py = [M ([lual )" fJunl” [M(Hun\lz")]p*l/Q V"™ Vuy, V.
De fato, recordemos que:
T(w)o = (M ()" [ V0 *Vuve — [ e
assim como,

Ty = M (a7 [ V0= VT — [,

T (wa)u = [M (JJun |P))" /Q V"™ YV, Vu — /Q (@, un)u.

Assim, pelas convergéncias (2.5) e (2.6) concluimos

Po = J)un + [ fun)un = T [ flau)u
= Ml [ 1V V0V = [ f ) + [ o,
— M) [ 1Vl VeV [ e [ )
= M (el 19072 [Tl = (M ()P [ 190072 T V4 0,(1)
= M (el [ 19l = 1 a7 [V V0,V 0+ 0,(1)
= 1M (a7 Jaall? = 1 (el PP [ V072 V4 0,(1)

Do fato de ||u,|| — to , da continuidade da fungao M e da convergéncia fraca u,, — u em

Wy P (Q), temos,
= [M (JJunl)"1 /Q Va2 VuVu, + [M (Jua 7)) ul” = o0n(1).
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Portanto,

on(1) + P, = [M(Hunn)p]p_l [[un[P — [M(Hunn)p]p_l /Q ’vun|p_2vunvu

= [M (JJual )1 /Q Va2 VuVu, + [M ([Jua )P lul”
Conseqiientemente,
on(1) + P = [M (||un|?)]"" /Q<|vun|p—2 Vi, — [Vul’? Vau, Vu, — V)
Usando a desigualdade [Ver Lema C.3 no apéndice CJ:
(Jo 22— [yl2y, o —y) > Gyl —y,
para todo z,y € RY e p > 2, temos que
/Q <]Vun\p72Vun — |VulP7?Vu, Vu, — Vu> > C, /Q|Vun — Vul?,

e portanto,

on(1) + P, > écp/Q IV, — Vul?, (2.7)

onde C), ¢ a constante que aparece na desigualdade padrao do RY.

Com isto, ao passarmos o limite quando n — 400 na equagao (2.7), obtemos
C’p/ |Vu, — VulP < 0.
Q

Portanto u,, — u em Wol P oque mostra que J satisfaz a condigao (PS).. [ ]
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2.3 Demonstracao do Teorema 2.1

Mostraremos que existe um conjunto compacto K € A tal que y(K) =k e sup J(z) <
50 veK
De fato, seja {e1,es, ..., ...6;, ...} uma base de Schauder de W,?(Q) e para cada k € N,
considere X}, = (ey, €, ..., e) o0 subespago de W'?(Q) gerado por k vetores ey, e, ..., €.
Note que X, C Wol’p(Q) — L9(Q), com 1 < ¢ < p*, com imersdes continuas.

Assim, as normas de W,?(Q) e L9(Q) sio equivalentes sobre X}, logo existe uma

constante C}, positiva tal que,
—C|lu]|* < —/ lul?,  para todo wu € Xj.
Q

Pelas condigoes (f1) e (M) resulta que

B (0%
) € o P = G @y
isto é,
Jw) < lull? (=2 Julperv= — ¢, Q).
- pla+1)

Seja R uma constante positiva tal que
B
pla+1)

Assim, para todo 0 < r < R e considerando

RPeTI™ < O Q.

K ={ue Xy :|ul| =r}

obtemos, para todo u € K,

B
< plat+l)—q _
Ju) < r (p(oz n 1)7“ C Q1>

B
< Rq (p(()g—l—l)Rp(OH_l)_q - Ok Q1> < O - J(O)

implicando que,
sup J(u) < 0= J(0).
Sendo X e IR* isomorfos (pois sao de dimensao finita), com K e S*~! homeomorfos,
utilizando o Teorema de Borsuk, concluimos que vy(K) = k.
Além disso, de (f3), temos que J é par. Pelo Teorema de Clarke [Ver apéndice B, J
possui pelo menos k pares de pontos criticos.

Como consideramos K de maneira arbitraria, obtemos infinitos pontos criticos de J. =
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Capitulo 3

Um problema com o funcional

assoclado nao limitado inferiormente

3.1 Introducao

Considere o seguinte problema de Dirichlet

—Au=u® em Q,

u=0 sobre 0X,

(1)

onde Q C IR® é um dominio limitado com fronteira suave. O funcional associado a este
problema ¢é dado por,
1 1
o(w) = 5 [ 1Vul =5 [ Jult

Note que ¢ estd bem definido e é de classe C' no espago de Sobolev H}(Q) [Ver
apéndice A]. Seus pontos criticos sdo precisamente as solugdes de (P ).

Fazendo uso do Teorema do Passo da Montanha podemos mostrar que o problema
(P;) possui ao menos uma solugao nao-trivial. Todavia vamos utilizar o Teorema devido
a Clarke ver [8] para mostrar que o problema (P;) possui uma infinidade de solugdes.

Note que para ¢ € C*°(Q2) com ¢ > 0 em Q temos que ¢(tp) — —oo quando t — oo,
o que mostra que ¢ nao é limitado inferiormente. Para isso vamos trabalhar com um
problema auxiliar de tal forma que solucoes do problema auxiliar sao solugoes do problema
original.

Ao fazermos a mudanga para o problema auxiliar, teremos que o funcional associado,

agora, ¢ limitado inferiormente.
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Posteriormente, seguindo os passos do que fora feito no Capitulo 1, demonstraremos o

seguinte teorema:

Teorema 3.1 O Problema (Py) possui uma infinidade de solugoes.

3.2 Estrutura variacional e alguns lemas técnicos

Considere o problema auxiliar :

—6[jul|*Au = 4u® em Q,
u=0  sobre 012,

(Pa)

onde Q ¢ IR também é um dominio suave limitado.

O problema (Pa) tem como funcional associado

wiw) = ([ 1Vuar) ~ [ wtde =l - ul},

onde ||.|| ¢ a norma em H} () e |.|4 é a norma em L*(€2). Temos que 1 estd bem definido

e também ¢ de classe C'' no espago H}(Q2) [Ver apéndice A], com derivada
Y (u)v = 6Hu||4/ VuVu dx — 4/ u® v dx, para todo u,v € Hy(Q).
Q Q
Lema 3.1 ¢ € um funcional limitado inferiormente.

Demonstragao: Com efeito, pela imersao de Sobolev H}(Q) < L*(Q), temos que existe

C > 0 tal que

uls < Cllul],
implicando,

[uls < Cllul*.
Assim,

() = Jull® — Julg
> lul|® = C|lu||* , para todo u € H(Q),

ou seja, 1 é coercivo e portanto , ¢ é limitado inferiormente. [ ]
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Lema 3.2 ¢ é um funcional par.

Demonstracgao: De fato,

Y(—u) = | —ul® = [ —uli = [Jul® — [uli = P(w).

Lema 3.3 O funcional v satisfaz a condi¢ao (PS)..

Demonstracao: Seja {u,} uma seqiiéncia tal que,

Y(uy) — ¢ e YP(u,) — 0.

Sendo 1) coercivo, segue-se que (u,) ¢ limitada em Hj(€2). Além disso, como H}(€2) é um
espago reflexivo, temos que a menos de subseqiiéncia u,, — u em H}(Q). Por outro lado
H}(Q) — L*(Q) e entdo

u, —u em L*Q).
Assim, a menos de subseqiiéncia,

[un]] = a.

Dois casos a considerar;
(i) Se a = 0, o resultado estd mostrado, ja temos a subseqiiéncia convergente;

(i) Se a > 0, entao
W () (g, — 1) = 6| — 6||un||4/ ViV — Afuy |t + 4/u§;u.
Q
Passando ao limite quando n — +o00, temos:

0 = 6a° — 6a'llul]? - 4ful? + 4]ul!

0 = 6a’(a”— |lul?)

logo,
= [l = 0
implicando
a = [lul]
Portanto,
[un]| = flull-
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Dali,

| —ul]* = <u,—u, Un — U >p1(q)
= JJuall® = 2 < wnyu > gy o) +lull?
= JJull* =2 < u,u>py) +Hull* + 04(1)
= 2ful* = 2jull* + 0a(1)
= o,(1).
Isto é,
[t — ul] — 0,

mostrando que 1) satisfaz a condi¢ao (PS).. [ |
Lema 3.4 O problema auxiliar possui infinitas solugoes.

De fato, seja X =< ¢1, @2, ..., ¢ > o subespaco gerado pelas k-primeiras auto-funcoes

do problema.

Como X}, é de dimensdo finita e da inclusdio X;, C L*, existe b > 0 tal que as normas de

H} () e L) sdo equivalentes em Xj, ou seja,
1
bluly < fJul] < g]uh para todo u € Xj.
Desde que [[ul|® < AJul§, onde A = 3 > 0, temos
U(u) = Jlull® = Juli < Alul§ — |uly = Juli(Alulf - 1).
Desta forma, se

1

resulta que
-1
U(u) < 7|U|Q1 <0,
isto é,

Y(u) <0.
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Definamos o seguinte conjunto:

5
K ={ueX,: % < ||ul| < ad}.

Temos que K é fechado e simétrico e sup ¢ < 0. Além disso, como X, é isomorfo ao IR¥,
segue-se que Y(K) = k (pois K e S*1 Skéo homeomorfos).
Assim, do Teorema de Clarke, existe pelo menos k pares distintos de pontos criticos para
.

Pela arbitrariedade de K, obtemos uma infinidade de pontos criticos para 1 os quais
resolvem o problema auxiliar.
Vamos utilizar um Lema que ird relacionar o conjunto dos pontos criticos de 1 com o
conjunto dos pontos criticos do funcional ¢ e concluir que o problema (P;) possui uma

infinidade de solucoes.

3.3 Demonstracao do Teorema 2.1

Lema 3.5 Se 0 # u € H}(Q) € ponto critico de v, entdo v = \/62||1;||2 ¢ ponto critico de ¢.

Demonstragao: Sendo v um ponto critico de 1, entao para todo w € H () temos
P (u)w = 6HuH4/ VuVwdz — 4/ udwdr = 0.
Q Q

Com isto

6||u||4/ VuVwdr = 4/ udwdx.
Q Q

Por outro lado,

¢’(v)w:/QVvadx—/Qv3wdx.

Queremos mostrar que ¢’ (\/62”1;“2> w = 0 para todo w € Hy(9).

De fato, notemos que

"Mw = ¢ 2716 w
#) ¢<m\ur!2>

- (i) v L ()
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2 / 8
= —— | VuVwdz — 7/ wdwdx
||u||2\/6 Q 6\/6||u||6 Q

2
e (Bl [ VaVeds — 4 [ adods)
6\/6”UH6<||U|| | VuVwdz | uwdz

= 0, para todo w € Hj(Q).

Finalmente, deste lema e do fato que v possui infinitos pontos criticos, concluimos que o
funcional ¢ possui também uma infinidade de pontos criticos, e dai o problema (P;) tem

uma infinidade de solugoes. [ ]
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Capitulo 4

Multiplicidade em um (p,q)-Sistema
Eliptico

4.1 Introducao

Neste Capitulo, trataremos de questoes de multiplicidade de solucoes para o seguinte

sistema

—Apu = f(z,u) — |[v]9%v em Q,
(%) —Ayv = 0|ulP2u — |v|7%v + g(x,v) em Q,
u=v=0 sobre 01,
onde Q ¢ IRY é um dominio limitado com fronteira suave, f, g : Q x IR — IR sdo funcées

continuas dadas que satisfazem as condigoes que serao afirmadas posteriormente, A,,w é

o operador m-Laplaceano, isto é,

Ajw = g: 0 <|Vw|m_2aw>
i=1 9L
el<g<p<N.
O problema (P,) é uma generalizacdo de uma classe de sistemas surgida das equagoes
de FitzHugh-Nagumo. Mais precisamente, diversos autores tem estudado questoes de

existéncia, multiplicidade, positividade, simetria e etc, da equivalente estacionéria de

u = Au+ f(u) — v, (4.1)

vy = Av 4 du — v,
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sobretudo quando

Ft) =t =)t —a),0 < a < ; (4.2)

Equagoes do tipo (4.1) sdo uma extensao das simples equagoes de FitzHugh-Nagumo,

a saber

Up = Ugy + f(u) — v, (43)
v = 0u — yv.
que servem como um modelo para os problemas de conducao nervosa e outros sistemas
quimicos e bioldgicos. Ao leitor interessado recomendamos: [31], [33], [18], [23] e [24],
para a revisao de algumas motivagoes fisicas.

Em particular, muitos pesquisadores focaram suas atengoes na versao estacionaria do

problema (4.1), a saber,

—Au= f(u) —v em £,
—Av =0u—~v em £, (4.4)
uw=v=0 sobre 9f2.

considerando nao somente a nao-linearidade de FitzHugh-Nagumo dada acima (4.2) como
também para outros tipos mais gerais de fungao f (por exemplo, [9], [17], [4], [22] e [19]).
Nestes trabalhos os autores usaram uma técnica desacoplante de uma tal maneira que o
problema (4.1) é transformado em uma equacgao integro-diferencial. Em outras palavras,

para cada u podemos resolver a equacao linear

—Av+yv =d6u em (),
v =0 sobre 99.

(4.5)

e fazer v = Bu, ou seja, B = §(—A+~)~! sob a condigao de fronteira de Dirichlet. Entao,

(3.1) é equivalente a

—Au+ Bu = f(u) em £,
u =0 sobre 0f2.

(4.6)

onde —A 4 B é um operador linear integro-diferencial.

Mancini-Mitidieri [19] também usam um método desacoplante para estudar o problema

—Au= X —v+ f(u) em £,
—Av="06u—"v+gv) em (4.7)
u=uv=0 sobre 0Of).
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utilizando métodos variacionais, onde a presenga de uma funcdo g(v) conduz a uma
desacoplante nao-linear. Além disso, os autores consideram a nao-linearidade critica de f
e obtém resultados como em Brezis-Nirenberg [20].

No problema (P), a desacoplagdo nao é apropriada porque a presenga do (p,q)-
Laplaceano leva a questoes técnicas delicadas, por isso os autores optaram por trabalhar
diretamente com o sistema sem desacoplar.

Segundo Corréa e Figueiredo em [14], este trabalho apresenta resultado totalmente
novos do tipo (p, q) - Laplaceano e se obtém infinitas solu¢oes do mesmo.

Assumimos as seguintes hipéteses sobre f e g:

Existem constantes positivas @1, QQ2, @3, Q4, @ € o tais que
Qut* ™ < flayt) < Qut* 7, (f1)
para todo ¢t > 0 e para todo x € Q, onde « € [1,q),
Qst"™! < g(x,t) < Qut”, (91)
para todo ¢ > 0 e para todo z € ), onde o € [1,p),

f(l‘,t) = —f(CL’, _t) (fQ)

g(ZE,t) = —g(:L’, _t) (92)

para todo ¢ € Re para todo z € Q.
Usamos a teoria de Género, introduzida por Krasnoselskii [28], para provar o nosso

principal resultado, como segue:

Teorema 4.1 Suponhamos (f1) — (f2) e (91) — (92). Entdo (Py) tem infinitas solugoes.

4.2 Estrutura variacional e alguns lemas técnicos

Sendo 2 é um dominio limitado e ¢ < p, temos que W'P(Q) — WH(Q). Assim,

consideramos o espaco de Banach W = W, ?(Q) x W, ?(Q) munido da norma dada por

[ (s 0[P = [l 5 + [l
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onde ||w]|, é a norma usual em Wy (Q), isto é,

lolly = (] |Vw|P)’1’.

Consideramos também o funcional J : W — IR definido por
1 1+~ )
o= e e 52 o= o~ [t
() = Sl o)l = [ P+ =2 [l = [ = [ Ga.o)
t t
onde F(z,t) :/ flx,m)dm e G(x,t) :/ g(x,m)dm. Claramente, J € C*(W,R) e
0 0

I, 0)(6,0) = [ [9uP29uve+ [ [9op2ove - [ fau)o
+(1+7)/Q|v|q_2v¢)—5/Q|u|p_2uqb—/ﬂg(x,v)¢

Uma solugao de (FP) é um par (u,v) € W tal que

L 1vup2vuvs = [ f@we— [ ol

L190l2900 =5 [ jul2ug = [ o200+ [ g0
para todo (¢,1) € W.

Observacao 4.1 Figueiredo-Mitidieri em [9], consideram o sistema eliptico nao-

cooperativo

—Au= X u+ f(x) —v em Q,
—Av="06u—~v em €, (4.8)
u=v=0 sobre 0S.

Os autores provam que se 8 e y sio nimeros positivos, com v+ A1 > V0 e —y + 2/ <
A < A1, onde Ay € o primeiro autovalor de (—A, Wy2(Q)) e Ay = A\, + ﬁ;ﬂ, entao f >0
implica que u,v > 0 em Q. FEste é um principio de mdrimo para o sistema eliptico
cooperativo (3.7).

Por outro lado, Mancini-Mitidieri [19] consideram o seguinte sistema

—Au= A u—o0v+ f(zr) em Q,
—Av = du+yv + h(z) em Q, (4.9)
u=v=0 sobre O}
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com 0 < §d < A\ —7, A< )\1% evy+ 20 < A Além disso, se h(x) < 0 < f(z),
fihe L%(Q) e (u,v) € W € solucao de (3.8), entdo u € nao-negativa em Q.
Estes principios de mazrimo nos permite obter resultados de positividade para a equivalente
semilinear de (3.7) e (3.8).
Observamos que nao temos a nossa disposicao um principio de maximo para 0 MoSSo
(p,q)-sistema, isto €,
—Apu = NulP2u+ f(z) — v|?%0 em Q,
—Av = ulP"2u — y|T %0 + g(x) em Q, (4.10)
u=v=0 sobre Of).
e entao nao podemos obter resultados de positividade.
Lema 4.1 J é um funcional limitado inferiormente.
Demonstragao: Notemos que
1 0
Jww) = @ o)lP = [ Plow) =2 [ fup = [ G,0)
D Q pJa Q
Da condicao (f1), temos:
t
/ flz,m)dm < Qg/ m*tdm = QQ—’ Q2 [
0

que implica,

F(z,t) < @to‘
«
e
—F(z,t) > —@tQ,
«a
ou ainda

—/QF(x,u >_7/y .

Usando a imersao WH?(Q) — LP(§2), temos que existe uma constante C' positiva tal que,

[ R ==L > o

Observe que 1 <a<g<p e 1<0o<np.

Do mesmo modo pela condicao (g;), temos:

t t
| gtem) dm < Qq [ et
0 0
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oque implica

Glz,t) < Q1 o
o
e
—G(z,t) > 9 t,
o
ou ainda

—/QG >_7/||ff

Usando a imersao W14(Q) — L1(Q), temos que existe uma constante positiva C' tal que,

o Q) o
[ ewn ==L [ > D

Portanto concluimos que,

1 N Q4 -
J(u,v) > =||(u,0)[]" - || [ *|| 15— C—lvllg,
p p o

1 1 Q2 e Qsy 1o
J(u,v) = ZBIIUIIZJrEI!vIIp—C*!\U\I —C*IIUIIZ—C7HUIIW

1
J(u,v) = ];IIUII£(1—C) || Iy =€ ||v||

isto é

@4

C1
J(u,v) = ?Il(u,v)llﬁi = CQzllull; —C-~llvllg, onde Cy=(1-C)o

ou ainda
Quy 1o o ¢
CZH ol + CQulluly + () > () (411)

Por (4.11) conclui-se,

cQ " CQs o J(u,v) &
wUmm”” T o™+ T > 5

Afirmamos que J é um funcional coercivo e portanto limitado inferiormente.
De fato, consideremos os seguintes casos:

Caso 1: Se ||ul|, — oo e ||v]|, — oo, entdo desde que @« —p < 0 e 0 —p < 0, temos

OQ4 o— CQQ a— J(u, ’U) 01
Lol + =2 |ul| P+ e > =
o lullp +[oll> — p
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o C , .
Passando ao limite, obtemos que 0 > —1, o que é um absurdo, pois C; > O.
p

Caso 2: Se ||u||, — o0 e ||v]|, < K, para algum K > 0, entao

C vllg C J(u,v C
Q4H I|)|p + Q2Hu||§)a—p) + ( p) Z 71
ollullp a lullp — p
i C , .
Passando ao limite e desde que a — p < 0, obtemos 0 > —, o que é um absurdo, pois
p
Cl > 0.
Caso 3: Se ||ul|, < K e ||v]|, — oo, para algum K > 0, entdo:
C C J(u,v C
Uil + D o+ Tt > G
g alvl[p ||v][p p

C
Anélogamente, obtemos 0 > = que contradiz o fato de C; > 0.

Portanto, J é coercivo e conseqiientemente limitado inferiormente. [ ]
Lema 4.2 J é um funcional par.

Demonstragao: Note que,

Hewmo) = Sln=olp - [ Fe o+ (S [ -

- i/g|—u|p—/gG(ac,—v).

Por outro lado ,

i) M, o)l = Mlully + ol = 1] = wlly + 1T = vl = [[(=u, =0)][}.

it) [ ==l [ —uf’ = |uf?
Desde que f(z,—u) = —f(z,u) e g(x,—v) = —g(x,v), obtemos que
F(z,u) = /u f(z,m)dm
0

G(z,u) = / g(x,m)dm
0
sao fungoes pares. LogoJ é um funcional par. [ ]

Lema 4.3 O funcional J satisfaz a condigdo (PS)e..

Demonstracao: seja (u,,v,) uma seqiiéncia (PS) em W,

isto é,
J (U, un) — ¢ e J (up,v,) — 0.
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Como J é coercivo, entao (u,, v,) é limitada em W que é um espaco de Banach reflexivo.

Assim, a menos de subseqiiéncia,

(U, vn) = (u,v) em W.

Como a imersdo W — L™ () x L™(Q), para 1 < m < p* = 35 é compacta
tem - se que,
(Un, vn) — (u,v) em L™(Q) x L™(9). (4.12)
Toda via para todo z,y € IR vale a desigualdade padrao,
(Jz[" 22 = y[" Py, x —y) > Cplz —y[™ , sem >2 (4.13)

|z — gy
v, x—Yy) > Cprers
(|| + ly[)?

Assim, por (4.13) e (4.14)

’m72

(2|22 — |y se 2>m >1 [Ver apéndice C]. (4.14)

Colltn — ul[2 + Cylvn — o[ < /Q(|Vun|p_2Vun VU2V, Vi, — V)

+/(2<|an|”_2an — |Vo|P~2Vv, Vv, — V)

Note que,
/Q (VP2 V iy — [VulP =2V, Va, — Vi)
= /(]Vun\p_2Vun, Vu, — Vu) — / (|VulP~2Vu, Vu,, — Vu)
Q Q
- /Q (| Vtn P2V, Vi) — /Q (V| tn P2V, Vi)
- /Q (VP2 Vu, Vu,) + /ﬂ (VulP~2Vu, V). (4.15)
Dai

/Q (V|2 Vi, — [VulP =2V, Vi, — Vi)
= n p— Vu, piQV nV
lunlly = [ 192V, Vu
— /Q]Vu|p’2VuVun+HuH§. (4.16)
Da mesma forma,
/Q (|Von 2V, — Vo2V, Vo, — Vo)

= Joallz - /Q V0, P2V 0, Vo — /Q Vo2V 0V, + [|o,|[E. (4.17)
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De (4.16) e (4.17), resulta que ,

Cllu — ull? < ||un||£—/Q|Vun|p_2VunVu—/Q|Vu|p_2VuVun—|—||uH§

Cpllvn, — o[ < an“g—/|an|p_2anVv—/Q|Vv|p_2Vvan—|— [v]?,
que implica
Cpl g — ullh + Cpllvn, —v|[f < ||un||§—/Q|Vun|P—2VunVu—/Q|Vu|P—2VuVun+||u||§
+ lenllp = [ 1902 Ve Vo = [ [90p 00T, + el
ou seja,
Cpl g — ullh + Cpllvn, —v|[f < ||un||§—/Q|Vun|p_2VunVu—/Q|Vu|p_2VuVun+||u||§
+ lvallf - /Q Vo, [PV, Vo — /Q IVo[P~2VoVo,
ol = [ )i+ [ F @),
Q Q
) [ ol = (1) [ Joalr =6 [l 6 [ Junl?
Q Q Q Q
— T, VUp)Up +/ X, Uy )Up.
[ g@vnyva+ [ gw.vn)

Recordemos que,

Jwo)@) = [ [Vup2vue+ [ Vo 2vevy - [ fau)o
+ (1—|—7)/Q|v|p_21)¢—5/Q|u|p_2ugb—/gg(x,v)1/z.

Logo,
Tt 00) (1 ) = / IVt [P 2V 0, Vit + / V0[P ~2V 0, Vo,
Q Q
- y Un n+ 1 / np_2 ntn
)+ (1 4) [ e
_6/ np_an_/ 7nn_/ sy Un)Un
Q|u| Up Qg(xv)u Qg(a:v)v
Dai,

Colltn = ully + Gyl o = vlly < ' (wn,02) (0, 02) = [ [Vl 2Vuvu,
- /|an|p_2anVv—/ IVo[P~2VoVu,

Q Q
+ ol + [ G u)un = () [ ol

P
+ (5/Q|un| —i—/Qg(x,vn)vn. (4.18)
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Desta forma por (4.12) e doTeorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos:

| ), — [ flauu = 0u(0)

| g vaen = [ gl v =0 (1),

vnp—/ VnlP 20,0 = 0, (1
[ el = [ o 1)

De fato, de (4.14) temos, a menos de subseqiiéncia que,

un(z) — u(z) qtp em

v () — v(z) qtp em Q

e existe h € L™(Q)tal que:
|un(2)] < h(z) qtp em ©Q

lun(2)| < h(z) qtp em Q

Pela continuidade de f, segue-se que:

f@, un(@))un(z) — f(2, un(2))u(z) — flz,u(@)u(z) — f(z, u(@))u()
isto ¢,
f(@ un(@))un(2) — f (2, up(@)u(z) — 0
Usando a hip6tese (£1) temos que

Qut* ™t < f(x,t) < Qo1

Escolhendo uma constante positiva Q3 = max{Q1, @2}, temos

|f(z, )] < Qslt]* .
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Desta forma

(@, un(2)) = f (2, un(z))u(z)]

IN

|f (@, un (@) un ()] + [ f (2, un () )u(z)|
< Qslun(z)™ Hun(@)] + Qsfun(@)* fu(=)]

Qslun ()] + Qslun (2)[* [u(2)].

Por Outro lado, notemos que

|un ()| < h(z),
logo
[f (@, un(@)) = f @, un(2))u(z)] < Qs[h(x)]* + [h(x)]* ™ u(x)

Sendo que |h|*' € La-1(Q), entdo [h]* |u| € L'(Q) e como
LY(Q) é um espago vetorial, temos Qs[h]*'|u| € L'(Q) e |h|* € L', o que implica
Qs[h]* € L'(Q). Portanto,

Qs[h(2)]” + Qs[h(x)]* " [u(2)| € L (Q)

entao podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue de modo a

obter

J (Pl ua(@) = o wn(@u@) = [ (Flaul@yute) - o u(@)u) =0,
isto é,
| @) (@) = (@ un@u() =0,
ou equivalentemente,
/Qf(x, Up ) Uy — /Q f(z,un)u = 0,(1)  verificando assim a convergéncia (4.19)
Da mesma forma chegamos que;
/Q(g(xv Un)vn - g(ZE, Un)v) - 0,

e portanto,

/(g(a:,vn)vn - / g(z,v,)v) = 0,(1) verificando a convergéncia (4.20)
Q Q
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Seguindo este raciocinio, temos que

isto é,

/Q|un|p—/ﬂ|un|p_2unu =o0,(1).

Das convergéncias (4.19) — (4.20) — (4.21) — (4.22), obtemos
Collttn — P + Cyllon — vl < Tty v0) (i, v) —/ IVt [P~V e, Vi
Q
+ /Q VU, P2V, Vv — f(z,u,)u
= () [ ol 0 +6 [ P
Q Q
+ /Qg(x,un)v—l—on(l),
isto é,
Collun — ull? + Cpllvn = v[[" < T (tn, v3) (tny vn) = T (U, i) (1, 0) = 05(1).
Assim, passando ao limite de n — oo temos,
Uy —u e v, — v em WyP(Q).
Logo,
lun —ull = 0 e [log — || =0

e portanto,

|| (tn,vn) — (w,0)|| = 0 em W,

onde W = W,7?(Q) x WyP(Q), mostrando que .J satisfaz a condicio (PS). para o caso
p =2
Para o caso 1 < p < 2, usando o lema 3 do apéndice C tem - se

Cpllun — ulf? Cpllvn — vl
(unll + [lul)z=2 ([loall + [fol})>= —
+ /Q<|an|p_2an — |Vo|P2, Vo, — Vo)

/Q (V|2 Vi, — [VulP =2V, Vu, — Vi)

< T (U, v0) (Un, ) — T (U, v3) (u, v) = 0,(1)

Dai

Copllun — wl* ([l + [ful[)"~ Cpllon = oI1® (loall +1l0l)P* _ 1)
(enl |+ 1wl 272 (]| + [l DP=2 - (oal] + [[0])27# (oal] + [Jol)»=2 =
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que implica,

cpllun = ul[* ([l + [[ul )"~ + Cpllvn — v|*([[vall + [J0])P~* < 04(1)

e
Cpllun = w|P +|vn =0l < Cpllup — ulP([Junl] + [Ju] )P~
+ Cyllvn = v ([Joall + o] )P~
< o,(1).
mostrando por fim o resultado. [ ]

4.3 Demonstracao do Teorema 4.1

Consideremos {(ey, f1), (€2, f2),...} uma base de Schauder de W e para cada k € IN
considere Xj, = ((eq, f1), ..., (éx, fx)), 0 subespaco de W gerado por k vetores (eq, f1),...,
(ek, fr). Desde que Xy C W(Q) — L™(2) x L™(f2) continuamente para 1 < m < p*, as
normas de W e LP(Q) x LP(Q) e W e L*(Q2) x LP(Q2) s@o equivalentes em X}, portanto

existe C} > 0, tal que para cada (u,v) € X}, tem-se:

Huw) = ol = [ P+ =2 [l [ e~ [ 6ao)

ou ainda
1 1+~
J ) < - ) p_/F ) 7/ 7
(o) < o)l - [ Few)+ = [

Pela hipétese (f1) temos,
t t
Q1/ ma_ldmZ/ f(z,m)dm
0 0

isto é,
%to‘ < F(z,t)
Q@

Cil/QMaS/QF(x,u)

Pela imersao de Sobolev, existe C}, > 0 tal que

o N 1 N
i < i
o CkHuH a /Q|u|

[P = [ < =Dy

ou ainda,



1
Andlogamente concluimos que C’HTVHUHg < +7/ [v]?.
Dali,

Q1

1
J(u,v) < ];Il(u,v)llp ~ Cillu ||"‘+C . Lol

Usando a imers@o continua do espago LP(Q) < L%(£2) com 2 limitado, temos que existe

uma constante C' > 0 tal que:

vl < Cllvll;
Dali,

Q1

1
T v) < 2w o)l == = Clle H“+CC Lol

Definamos o seguinte conjunto:
K = {(u,v) € X+ [[ull, [[v]l, = R}

Entao,

(1+7)

J(u,v) < 2R”+CC ;

R — @C'R
e

Como 1 < a < ¢, para R suficientemente pequeno, temos:

2/ CO(L+7)RT Qs

C R* <0
p q
e
RPT® < RT™“.
Dali,
2RP  CC
20 e < S,
2 q
ou seja,
2rRF~  C
LS sree < Qg
p q
que implica,
C =
R < @ (p + —(1 +7)‘1>



Considere

1(2 C
R:{+(1+7)_1} e teremos
2lp «

J(u,0) = —C < 0= J(0,0)
Portanto,

sup J(u,v) < —=C < J(0,0).

K

[ |

Agora, desde que J € CY(W,R) e X}, e IR* sdo isomorfos e considerando que podemos
identificar K com S*~!, concluimos que v(K) = k. Pelo Teorema de Clarke, J tem pelo
menos k pares de pontos criticos diferentes. Desde que K é arbitrario, obtemos infinitos

pontos criticos de J. [ ]
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Apeéendice A
Funcionais Diferenciaveis

Neste apéndice mostraremos a diferenciabilidade dos funcionais energia defenidos ao longo

deste trabalho.

Definicao A.1 Seja ¢ : U — IR onde U € um aberto de um espag¢o de Banach X. O

fucional ¢ é Gatéaux-diferencidvel em u € U se existe f € X', tal que para todo h € X,
1
tim (s + th) — p(u) — {f,th)] = 0.

Se o limite acima existir, ele é unico e a derivada de Gatéaur em u serd denotada por
¢'(u), e dada por
o1
(¢'(w), h) = Tim lp(u + th) = e(u)].

t—

O funcional p tem derivada a Fréchet f € X' em u se

lim - p(u+ ) — p(u) — (f,h)] = 0.

O funcional ¢ € de classe C*(U,TR) se o possui derivada a Fréchet e esta é continua em

U.
Proposigao A.1 Se ¢ tem derivada Gatéauz continua em U, entio p € C1(U, R).

Demonstragao: Dados ug € U, h € X e ¢ a derivada de Gatéaux. Defina F': X — R

pondo

Pelo Teorema do Valor Médio,

F(u) = Fluo)] = fp(u) — (' (uo). u = o) — o(uo)]
< sup [l¢! (o + B = ) = (w1~ o]
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Como ¢ tem derivada Gatéaux continua em U, entdao dado ¢ > 0, encontramos ¢ > 0 tal
que, para qualquer ||h|| < § temos
1€ (uo + 1) — ¢ (uo)|| < €.

pela defini¢ao(A.1),

le(uo + h) = @(uo) = (&' (uo), B) - < sup [l (ug + 0(h)) = & (uo)[| [|]

0<6<1
< e,

donde segue que ¢ é diferencidvel a Fréchet e esta é continua. |

Proposicao A.2 O funcional J : Wy*(Q) — R definido por

I = ST (ull) = [ Pla.)

onde M(t) = [{[M(s)]P~Yds e F(x,t) = [¢ f(z,s)ds é de classe CY (WP (Q),IR).

Demonstragao: Primeiro mostraremos que o funcional J estd bem definido. De fato,

notemos que, sendo M : IR" — IR continua, temos
:/OtM(s)ds<+oo, Vite R
Logo,
“M([|ull?) < 400, Yu € WyP(Q).
Por outro lado, temos

/QF(x,u)d:v

/Q{Of$sds}d:v
/Q/Oufxsdsd

IN

Usando (f1): |f(z,t)] < 6s]t|*~L.
Vejamos dois casos:

1°caso: wu > 0. Por (f1), temos

Fz,u) < |F(z,u)| = ’/Ouf(x,s)ds

< [1fGs)lds
< / 5| ds
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Assim,

Qs

< 7|u|a7
(0%

‘/Ou f(z,s)ds

coml<a<qge@s;>0.

2°caso: u < 0. Por (f1), temos

= ’_/uo f(z,s)ds
[ 151 ds
Qs [ Il s

’/Ou f(z,s)ds

IN

IA

logo,

/Ou f(x,s)ds

coml<a<ge@s;>0.

Portanto, em ambos os casos, resulta

0
< Zul®,
[0

‘/Ou f(z,s)ds

para todo u € WyP(Q), com 1 < o < g e Q3 > 0.
Usando a imersao Wy?(Q) < L"(Q) para p < r < p* =
u € We”(Q),

Np
N_

, segue que para todo

< QP’/ lu|*dz < 4o0.
a Jo

F d
’ /Q (x,u)dx
Mostrando que J esta bem definido. [ ]

Definindo os funcionais .J; : Wy*(Q) — Re L; : Wy*(Q) — Rdados por

Bw) =~ W(Jul?) ¢ La(w) = [ Fla.u)

Vamos mostrar que

Afirmagdo A.1 O funcional J, ¢ de classe C'(Wy"(2),TR).
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Demonstracao: J; é Gatéaux-diferencidvel. De fato, considere o funcional G : IR — IR,
definido por G(s) = |s|P. Sejam u,v € WyP(Q) e 0 < |t| < 1. Pelo Teorema do Valor
Médio, existe A € (0, 1) tal que

\Vu + tVolP — |VulP
t

= p|Vu + MV~ (Vu + AtVov) Vo,

Assim,

I |Vu+tVolP — |[Vul?
im0 /

= p|Vu|f*VuVo.

Note que

|Vu+ tVolP — [Vul?
t

IN

’p|Vu + )\th\p_z‘

< p|Vu+ VolP Vo,

com |At| < 1. Desde que,

(Vu+ Vo)t eLit® e Ve LP(Q),

temos, pela desigualdade de Holder para os expoentes p e ] que

p(Vu+ Vo) 'Vo e LY(Q).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

i Jo [Vu +tVulP — [ |[Vul?

li = p/ |VulP?VuVo,
Q

t—0 t
ou seja,
t .
111]% Glut Ut) Glu) = p/ |VulP~2VuVo.
- Q

Mostrando que G é Gatéaux-diferenciavel e
G'(u)v = p/ |VulP2VuVo.
Q

Usando a Regra da Cadeia deduzimos,

R = LI ew)

p
= [M(l) [ Va2 vuv,
Mostrando que .J; é Gatéaux-diferenciavel.
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Note que a aplicacio u — Jju é continua no dual de W, (Q). De fato consideremos

uma seqiiéncia {u,} tal que
u, — uem WyP(Q) e ¢e W),
com ||¢]| < 1. Segue que
Vu, — Vu em (LF(Q))".
Logo, a menos de subseqiiéncia,

Vu,(z) = Vu(z) qt.p.em Q

|Vu,(z)] < s(xz) qtp.em €Q,

onde s € LP(€2).

Com isto,

IV, (2)[P2Vu, (1) Vé(r) — |[Vu(z)|P *Vu(z)Ve(z) qt.p. em

[V un (@) P2 Vun(2) V()| = |[Vun ()| Ve(w)]
< [s(@)P'|Ve()| atp. em Q.

Por outro lado,
ste Lri(Q) e Vo e LP(Q),

temos pela desigualdade de Holder para os expoentes p e

P T obtemos

[s]P~'Ve € LY(Q).
Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que
/Q V|2V, Vo — /Q VuP2VuVe.
Logo, dado £ > 0 existe ng € INtal que
’ /Q V[P~ 2Vu, Vb — /Q |Vu|p_2VuV¢‘ <e,
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para todo n > ngy que implica

sup
lloll<1

/ |Vun|p_2VunV¢—/ |Vu[P?VuV¢| < ¢, para todo n > ng, ou seja,
Q Q

G (un) = G' (W[ arqyy < €

Mostrando que a aplicacio u — G'(u) é continua no dual de Wy(Q) e o funcional G é

de classe C'(W,”(Q), R). Conseqiientemente,
Gun) — G(u),
isto é,
[fun] P — [[ul]”.
Usando a continuidade de M, segue que
[M|lun| PP — (Ml P

Assim, resulta que

M PP [ [V 2V, V0 = (Ml P [ Va2 uve.

Logo, dado € > 0, existe ng € IN tal que

’[MHU,LHP]IH /Q Vi [P~ 2V Vo — [M ][] PP /Q VulP-2VuVo

<e,
para todo n > ng, e por conseguinte,
[Ty (un) — J{(U)H(ng’p)’ < g,

para todo n > ng, mostrando que a aplicacio u — J|(u) é continua no dual de W, *(Q)

e o funcional J; é de classe C'(W,”, R).

Afirmacao A.2 O funcional Ly ¢ de classe C'(Wy"(Q), R).
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Demonstragao: Sejam u,h € WyP(Q) e 0 < [t| < 1. Pelo Teorema do Valor Médio,
existe A € (0,1) tal que

F(x,u+th) — F(z,u)
t

= f(z,u+ Ath)h

pela condicao (f), resulta que

F(z,u+th)— F(x,u)
t

[+ Ath|*™H 2[R,

IN

c Q3mé’x{|u|a_1a |)‘th|a_l}|h|7

¢ Qsmax{|u|* | \t||h|*"'}|R|, para todo |M] < 1,

IN

¢ Qs [ul*"|h] + Qsclh|* " |R],
= ¢ Qs |h[(Jul*"" +[R]%).

Q@
Usando a desigualdade de Holder para os expoentes « e PR resulta que
a —

[ul* 7Rl € LYQ) e Qs clhl(Jul*™" + |1]*) € LY(Q).

Observe que,

lim F(z,u+th) — F(z,u) — f(w,u)h.

t—0 t

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim [F(z,u+th) — F(z,u)] _ /Qf(x, Wh,

t—0 JQ t

mostrando que o funcional L; é Gatéaux-diferenciavel e,

L (u).h = /Qf(x,u)h, Y he WEP(Q).

Afirmamos que u — L} (u) é continua.
De fato, consideremos uma seqiiéncia (u,) tal que u, — u em Wy ?(Q) e h € H}(Q) com

|h|| < 1. Temos que
(L (un) — Li(u))h] = [Li(un)h — L1(u)h]
= | st = [ ).
Usando a imerséo continua Wy () < L™(Q), obtemos
u, — u em L™(Q),
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logo, existe uma fungao v € L™(), tal que, a menos de subseqiiéncia,

lun ()| < v(x) q.t.p. em Q

up () — u(z) q.t.p. em Q.

Da continuidade de f(z,.), temos que

f(zyuy(2))h(z) — f(z,u(z))h(z) q.t.p. em Q.

Por (f.1), obtemos

Qs([un(2)]*7") |1 ()]
< Qs([v(@)]* ") |h(2)], qt.p. em Q onde 1 < m < p*.

|f (@, un () ()|

IN

Usando a desigualdade de Holder para os expoentes

e «a, resulta
a—1
Qs[v]h € LY(Q).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
n)h = [l uph.
| uh = [ faw)
Assim, dado € > 0, existe ng € IN tal que
‘/ f(:v,un)h—/ f(:v,u)h' <€ Vn>ny.
Q Q
Conseqiientemente,

HLi(uTJ - Li(”)”(w()lvp(ﬂ))/ S €, Vn 2 ng.

Mostrando que a aplicacdo v — Lj(u) é continua e o funcional L; é de classe

CH(Wy"(Q), R). =
. - ‘ 1 2 1 45 4 1071
Proposicao A.3 O funcional ¢p(u) = 5/ |Vul dm—z/ u*dx € de classe C'(Hy(Q2), R).

Q Q
Demonstracao: De fato, temos que ¢ estda bem definido, pois

1 2 _ 1 2
5/vauy dz = llull® < +oo.
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Por outro lado a imersdo continua H{(Q2) — L™(Q) para 1 < m < 2* = 6 e para

u € H} (), nos garante
1 4
7/ uwdr < +oo.
4 Ja
Definindo ¢(u) = Ji(u) — Jo(u) temos que
_ 1 2, Ly
hw) = 3 [ Vulde = Sfjull

Provando que, .J; estd bem definido.
Vamos provar que J; é Gatéaux-diferenciavel. De fato usando o Teorema do Valor Médio,

e como a norma ¢ oriunda de um produto interno no espago de Hilbert H}(€2), temos

Ji(u+tw) — J(w)  |Ju+to]F = [ul]?
t N t

 <uttv,u+tv>—|ul]?
N t
L <u,u > 42 <wuto >+ <v,v > —||ul?
N t
] P42t < uyv > 4[] P — |ul?
N t

= 2<u,v > +t|v]]%

Dali,

t—s0 t

2 <u,v >:2/VUVU
Q

para todo u,v € H}(2). Portanto,

Ko = i D)= 5w

= /Q VuVu,

:1 2/Vqu
2 Q

para todo u,v € Hj ().
Afirmamos que u — J;(u)v é continua no dual de Hj(€2).
De fato, como no espago de Hilbert H}(2) o produto interno é sempre continuo, temos

que Jj(u)v = [, VuVv é continua mostrando que J; é de classe C'(H}(Q), R). u

Afirmacgao A.3 O funcional J, € de classe C' em H}(Q).
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Demonstragao: De fato, note que J; estd bem definido, pois vimos que pela imersao

H}(Q) — L™(Q) para 1 < m < 6, temos / u'dr < +oo. Considere a funcio auxiliar
Q

f :10,1] — Rdada por f(s) = (u+ stv)!, s,t € IR, de modo que 0 < [¢|] < 1 e
u,v € HL(Q). Entao,

a) f'(s) =4(u+ stv)*tu

b) f(0) =

c) f(1) = (u+tv)*

Sendo f diferenciavel em (0, 1), pelo Teorema do Valor Médio existe A € (0,1) tal que

fA)=f0) = f(NA-0),

ou seja,
(u+to) —u* = 4(u+ o)ty
t 4
(u+ Ut) = 4(u+ Mv)’v
Dali,
.1 44 3
thmog{(u%—tv) —u'} = 4w
e
t 4 4
W = |4(u + \tv)*v|

< 4fol(jul + [o])*.

Desde que (|u] + [v])® € L3 e |[v] € L*, pela desigualdade de Holder para os expoentes 4
4
e 3’ resulta que

Al (Jul + v])* € LN Q).

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, resulta que

1
Jim E{(u + )t —ut} = v &

1 1
- 1im —{(u+tv)4 —u'} = W &

/th Hu+t)* —u'} = /Qu?’v.

t—0 ¢

48



1
Recorde que Jo(u) = 1/ u'dz, logo
0

y Jo(u + tv) — Jo(u) /Q 3

m = uv,
t—0 t
que implica,
Joy(u)v = /u3v,
Q

para todo u,v € Hy(2) mostrando a existéncia da Derivada de Gatéaux.
Afirmamos que u — Ji(u)v é continua no dual de H} ().
De fato, seja a seqiiéncia (u,) € Hi(2) tal que u,, — u em H} ().

Por imersao, temos que u,, — u em L*(2), ou seja,

[lunlzs = |ulzs] < fun — ulps — 0.

Logo,
Unlps — fufra
e portanto
Jy(un) — Jy(u).
Portanto, Jy é de classe C'(H}, R), mostrando a proposigao acima. n

3
Proposigao A.4 O funcional ¢ : H3 () — TR definido por ¢(u) = (/ |Vu|2da:> -
Q

s

/ u'dr = ||ul|® — |ul* onde ||.|| é a norma usual em HL(Q) e |.| € a norma em L*(2) é
Q

de classe C' em H}(Q).

Demonstragao: Considerando ¢(u) = Li(u) — Lo(u) = |Jul|® — |ul.
i) Li(u) = ||u||® estd bem definido, pois da imersao Hy — L*(Q), com 1 < m < 6,

temos
/Q|Vu]2dx < +oo
isto é,
Jull® < oo
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ii) Ly é Gatéaux-diferenciavel.

Portanto, considere a fungao auxiliar f : [0, 1] — IR definida por,
f(s) = |Vu+ stVol°
para t,s € Rcom 0 < [t| <1 e u,v € H}(Q2). Entao temos,
a) f'(s) = 6|Vu+ stVo|*(Vu + stVo)tVv = 6t|Vu + stVu|(Vu + stVv) Vo
b) f(1) =|Vu+tVol[°
c) f(0) = |Vul

Desde que f é diferenciavel em (0,1), pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe

A€ (0,1) tal que

Dai,

Vu +tVo|® — [Vu|® = 6|Vu + MVu|*(Vu + MVv)Vo
|Vu + tVo|® — |[Vul®
t

= 6|Vu+ XtV (Vu + \tVo)Vo.

Note que,

.| Vu+ V]S — |Vul®
lim
t—0 t

= 6|Vul[*VuVo. (A1)

|Vu + tVo|® — |[Vul®
t

= [6|Vu+ AVl (Vu + AVo) Vo

< 6|Vu + AtVol’| Vo

< 6emax{|Vul®, [\tVv]’} V|
= 6c{|V[|Vul® + [At]° + [Vo[5)
< 6¢|Vo||Vul® + 6¢|Vo|°

= 6¢|Vo|(|Vul® + |Vo]?)

6
Desde que |Vo]® € Lt e |Vu| € L5, pela desigualdade de Holder para os expoentes s e 6,
segue que |Vo|(|Vul® +|Vv]®) € LY(Q).
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Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, resulta

. <]Vu+th\6— |Vl
0

_ 1
; ) = 6||Vul| /QVUVU. (A.2)

t—0

Recorde que

L= ([19aP) = (llP) = falr

Dai,
3 3
Ll(u+tv):(/Q\Vu+th|2) = (llu+tolP)’ = [ju+to]°.
Por A.2, segue que
1
tlimog{Ll(u—i-tv) —Li(u)} = 6Hu||4/ VuVuv, para todo u,v € Hy(Q).
— Q

Portanto, Ly ¢ Gatéaux-diferencidvel e L} (u)v = 6][ul|* [, VuVw.
Desde que VuVwv é continua em (H}(Q2)) e a norma sempre é uma fungio continua, e
portanto, 6||u||* /Q VuVv é continua no dual de H} () mostrando que L; € C*'(H}(9), R).
Dos célculos anteriores, feitos na proposigao A.3, verificamos que Lo(Q2) = / ulde é
um funcional de classe C'!' em H}. Dai, podemos concluir que 9 : H} — IR associado ao

problema auxiliar no capitulo 2;

—6]u|[*Au = 4u3, Q
u=0, 0.

P(a) =

é de classe C' em H}(Q).
Segue do raciocinio usado anteriormente que o funcional J : wy™ (Q) x Wy *(Q) — R

definido por,

1 1+~ )
2 p_ qa_ ¢ P _
T i= ol = [ P+ =2 [ o =2 [y - [ G

é de classe C1 (W, R).
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Apeéendice B
Teoria de Lusternik - Schnirelmann

Neste apendice enunciaremos alguns resultados impotantes utilizados durante o

desenvolvimento deste trabalho.

Pontos Criticos na Presenca de Simetrias

Introducao

Baseado na chamada Teoria de Lusternik-Schnirelman, temos que obter valores criticos de
um dado funcional ¢ € C*(X,IR) com valores de minimax de ¢ sobre as classes adequadas
A;. de subconjuntos de X,

CK:Algfflk ilelg ¢(x), onde k=1,2,..

e originalmente as classes A, estavam baseadas na nocao topolégica de Categoria de
Lusternik-Schnirelmann.

Quando o problema apresenta simetrias, isto ¢, quando existe um determinado grupo G
“agindo” de forma continua no espaco X e o funcional ¢ é “invariante” sob esta acao,
entao é comum ocorrer que o funcional ¢ possua varios pontos criticos.

O exemplo tipico dessa situagao de multiplicidade é o Teorema classico de Lusternik, o
qual garante a existéncia de pelo menos (n+ 1) pares distintos de pontos criticos para um

funcional ¢ € C'(S™, R) que ¢ par [26]
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Definicao B.1 Dizemos que ¢ € IR é um valor critico de um funcional ¢ : X — IR se
¢(u) = ¢ para algum ponto critico u € X . O conjunto de todo os pontos criticos no

“nivel” ¢ serd denotado por K. , 1.¢€,
K.={ue X :¢'(u)=0,0¢(u) =c}
Também denotaremos por ¢¢ o conjunto de todos os pontos em niveis < c , i. €,
¢ = {ue X : o(u) < c}.

Definigao B.2 Um Campo pseudo - gradiente para ¢ € C'(X,R) € uma aplicagdo
localmente Lipschitziana v : Y — X | onde Y = {u € X : ¢'(u) # 0}, satisfazendo as
condigoes

(@)[[v(w)]] < 2/|¢'(w)]]

(b)¢' (u)v(u) > ||¢'(w)||?, para todo u €Y.

Teorema B.1  Todo funcional ¢ € C'(X,IR) possui um campo pseudo - gradiente.

Demonstragao: ver [29]

A Teoria De Lusternik - Schnirelman

Definicao B.3 Seja X um espaco de Banach e seja G um grupo topoldgico compacto.
Suponha ainda que {T(g) : g € G} € uma dada representagao isométrica de G em X, isto
¢, para cada g € G, temos

T(g9): X — X € uma isometria e valem as propriedades:

(1) T(g1+ 92) = T(91)T(g2), para todo g1, 9> € G;

(17) T(0) = identidade;

(1i1) (g,u) — T(g)u € continua.

Vamos denotar por A a classe de todos os subconjuntos fechados e invariantes de X, isto
é

A={AC X : A€ fechado, T(9)A = A, Vg € G}.

Onde X representa um FEspaco de Banach .

Definicao B.4  Uma Teoria de G-indice é uma aplica¢io ind : A — IN U {oo}
satisfazendo as sequinte propiedades:

(a) ind A=0 se e somente se A=1);
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(b) Se R: Ay — Ay continua e equivariante , entao ind Ay < ind Ay;
(C) ind (Al UAQ) S ind Al + ind AQ;

(d) Se K € A é compacto entio existe uma vizinhanca N tal que ind K = ind N

Proposicao B.1 Sejam X um espa¢o de Banach, G = Zy = {0,1} e defina T(0) =
Id eT(1) = —Id.

Dado um subconjunto fechado, simétrico (em relagio a origem)A € A, definamos:
i) v(A) = k, se k é o menor inteiro positivo tal que existe uma aplicagio impar
¢ € C(A, R —{0});

i1) 7(A) = oo se tal aplicag¢do nao existe;

i11) v(0) = 0.

Entao, a aplicagao v : A — INU {oo} é um Zy - indice em X.

Observagao B.1

O Zy - indice v(A) é o chamado género do conjunto simétrico A e foi introduzido
originalmente por Krasnoselskii. [28].

A definigao dada acima é devida a Coffman.[6].

Demonstracao da Proposicao (B.1)

Inicialmente, note que A C X é Z5 - invariante se e somente se u € A implica —u € A,

isto é, A é simétrico em relacao a origem. Logo,
A={ACX : Aéfechado e — A=A}
Por outro lado, uma aplicagao equivariante
R:A — Ay, com Ay C A,,
significa que R é impar e continua, basta considerarmos a aplicagao
Id: Ay — As.

Mostraremos que a aplicagao v : A — INU {0} satisfaz as condigdes de ser um
G - indice . De fato,
(a) Esta propriedade é imediata por definicao.

(b) Basta mostrar que v(A;) < v(Asz), desde que exista a aplicacdo continua e impar
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(equivariante).

Se v(Az) = o0, segue o resultado, caso contrario suponhamos que
v(Ag) = k < 0
entao, existe uma apliacacao impar, continua:
¢ : Ay — R\{0},

como R é continua segue-se:

¢ o R:A — R\{0}

¢ continua e como as duas sao impares, segue-se:

¢ o R(-z) = ¢[R(-x)]

ou seja,

¢ o R é uma aplicacao impar e portanto
(A1) <k =7(As)

(A1) < y(Ag).

(¢c) (Sub-aditividade). Basta mostrar que
V(A1 U Ag) < (A1) +7(42).
Novamente, se 7(A;) e /ou ~(As) for infinito, segue o resultado:
v(A1 U Ay) < o0,
caso contrario, suponhamos que
V(A1) =k <00 e y(A2) = ky < 00,

e conseqiientemente existem as aplicagdes impares e continuas:

¢: A — RN{0} e : Ay — R?\{0}.
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Pelo Teorema de extensao de Tietze, podemos extender ¢ e 1, respectivamente para g5

e 1Y continuamente a todo o espago X, isto é,

e COX,R") ¢ ¢ e COX,IR?),

com ¢ e 1 ainda fungdes impares. Basta considerarmos (z) = %[gb(x) — o(—2))].

Definamos,

com

h: AU Ay — RO\ {0}

continua e impar.
Portanto,

’}/(Al U AQ) S kl + ]{72
< (A1) +7(A2)
(d) Por fim, mostraremos a existéncia de uma vizinhanca Ks de A € A de modo que,

onde

Ks=V(A) ={z e X; p(z,A) <}

Seja v(A) = k < 0o e seja ¢ : A — IR\{0}, a aplicacdo impar continua correspondente,
pelo Teorema de Tietze, podemos extender ¢ a todo espaco X continuamente com q~5, sua
extensao ainda sendo impar e continua.

Como A é um conjunto compacto, por hipdtese, ¢ assume um minimo, isto é
|p(x)] > >0, para todo z € A,

assim, como ¢ é continua em X para  suficientemente pequeno, temos
|p(x)| >0, para todo z € Kj(A).

Note que A C K45(A), onde K5(A) é uma vizinhanga fechada de A, a qual é invariante,
pois cada T'(g) é uma isometria e y(Ks5(A)) < k por construgao.
Dai,

¢ K5(A) — RA\{0},
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com ¢ continua e impar.

Portanto,

1(E5(A)) < k= ~(4),
por outro lado, como A C K;(A), considere a inclusao
i:A— Ks(A)
uma aplicacao impar e continua. Logo,

7(A) < y(K5(A)).

Lema B.1 Se ¢ € CY(X,IR) € um funcional invariante entdo tem -se (quais que sejam
geGeuheX):

(1) ¢'(T(g)u)h = ¢'(u)T(=g)h;

(i) ||¢'(T(g)w)|| = [|¢'(w)]].

Demonstracao: ver [25].

Lema B.2 Seja R : Y — X uma aplicagao localmente Lipschitziana, onde X e Y
sao espacos métricos. Dado um conjunto compacto A C Y existe 6 > 0 tal que R €

Lipschitziana em As ={u €Y : ju— A| < d}.
Demonstracao: ver [25].

Proposi¢ao B.2 Um funcional ¢' € C'(X,R) que é invariante possui um campo pseudo
- gradiente equivariante, isto €, uma aplicacao localmente Lipschitzianav : Y — X | onde
Y ={ueX:¢u)+#0}, tal que

() lfo(u)| < 2[[¢'(w)]],;

(i) ¢'(uw)v(u) = [|¢'(w)]?;

(11i) v € equivariante.

Demonstracao:ver [29].
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Teorema B.2 Suponha que ¢/ € CY(X,IR) é um funcional invariante satisfazendo a
condicao Palais - Smale (PS). Se U é uma vizinhanga aberta invariante de K., onde
c € IR, entao para todo € > 0 suficientemente pequeno, existe n € C([0,1] x X, X) tal que
para qualquer uw € X et € [0,1] :

(1) n(0,u) = u;

(ii) n(t,u) =u se u¢ ¢ (jc— 2, c+ 2€);

(i) (1, ¢t = U) C ¢

(iv) n(t,.): X — X é um homeomorfismo equivariante.
Demonstracao: ver [§]

Teorema B.3 Suponha que ¢ € C*(X,R) é invariante e satisfaz a condi¢io de Palais -
Smale (PS). . Se ¢; > —o0 para algum j > 1, entdo c¢; € um valor critico de ¢ . Mais

geralmente, se ¢, = ¢; = ¢ > —oo para algum k > j, entao ind K. > k — j + 1.

Demonstracao: Note que K. é invariante, além disso K. é compacto pela condicao
(PS)..

Se ¢j = ¢ = ¢ > —oo para algum k > j, temos que ind K, > k — j + 1.

De fato, seja N D K. uma vizinhanca fechada , invariante tal que ind K. = ind N.
Entao, o interior de N é uma vizinhanca aberta, invariante de K, que denotaremos por U.
Pelo Lema (1), concluimos a existéncia de um € > 0 e uma aplicagao n € C([0,1] x X; X)
satisfazendo (7) — (iv).

Definindo

= inf :
ek = inf xsgpA o(z)

Tome A € Ay tal que sup ¢ < c+e.
z €A
Defina B = A — U, temos que B é um conjunto fechado. Assim, das propriedades (b)-(c)

na definicao de G - indice implicam que,
k<ind A=ind (BUN) <ind B+ ind N =ind B +ind K.,

como B C ¢“t¢ — U, pelo Lema (1) item (iii) , obtemos que:

C =n(1,B) C n(l,¢cTc —U) C ¢ . Note que C é compacto, além disso C' é
invariante. Como vimos acima sup ¢ < ¢ — €. Portanto pela defini¢ao de ¢ = ¢; temos
que, ‘

supp <c—e<c;= inf sup o.
C ! AcAj zc4
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que implica

C¢AjC.Aj—1,

logo,

ind C < j—1.
Pela propriedade (b) de G-indice, obtemos
md B<imd(C <j—1
dai,
—ind B> —j5+1,

resultando

ind K.>k—j+1.

Teorema B.4 (Teorema de Clarke) Seja ¢ € CH(X,R) um funcional par satisfazendo a
condi¢ao de Palais - Smale (PS). Suponha que

(i) ¢ € limitado inferiormente;

(i1) Eziste um conjunto compacto, simétrico K € A tal que v(K) =k e sup¢ < ¢(0).
Entao, ¢ possui pelo menos k pares distintos de pontos criticos com coirespondentes

valores criticos menores que ¢(0)
Demonstragao: ver [7]

Proposicao B.3 i) Se F' C X € um conjunto fechado ¢ F N (—=F) = ¢, entdo
VFU(=F)) =1
ii) Se A € A e existe um homeomorfismo fmpar h € C(A, S*1). Entao,

Y(A) =k [em particular ~(S*1) = kl;
i) Se A€ A é tal que y(A) > 2. Entio, A possui uma infinidade de pontos.

Demonstragao:
i)Considere a aplicagao

p: FU(—F)— R\{0}
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definida por:

Note que ¢ é continua, por defini¢ao.
Observe que ¢ é impar, pois para u € F' tem-se que existe —u € F

p(—u) = =1 =—p(u).

Do mesmo modo, para u € (—F') tem-se que —u € (—F)

e

Desse modo,

logo
VF N (=F)) = L.

ii) Como h : A — S¥=1 c IR"\{0} é uma aplicacio continua e fmpar, temos que

Y(A) <k

Por outro lado, suponhamos que

Y(A) =j <k,

entdo existe uma aplicacdo ¢ €C (A4, IR\{0}) e portanto uma aplicacio impar
Yv=¢ o k' € c (S, R\{0})
Como j < k, a aplicacdo ¢ com valores em IR¥ é homotdpica a uma aplicacio constante,
Y =g

onde,

Ug € IR{C\IRJ
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e portanto,

d(quj ) Bk’ 70)20

Contradizendo o Teorema de Borsuk (Ver [34])

Portanto,

1A)=j =k
logo,

k<A(A) <k
que implica,

V(A) =k

e em particular,

(S*Y) = k.

n
(iii) Basta notar que se A € 4 é um conjunto com um nimero finito de pontos e 0 € A,

entao podemos escrever

A=FU(-F)

com
FN(=F)=2¢
de modo que
~v(A) = 1, que decorre de (i),
pois A é um conjunto fechado e
Y(A) = A(FU(~F)) =1 <2

que contradiz o fato v(A) > 2. Portanto, A possui infintitos pontos. [ ]
No que segue, estabeleceremos somente as propriedades de género que serao usadas

neste trabalho. Mais informagcoes sobre este assunto podem ser encontradas nas referéncias

[1], [3], [8] e [28].

Teorema B.5 Seja E = RY e 0Q a fronteira de um subconjunto aberto, simétrico e

limitado Q C RN com 0 € Q. Entdo v(9Q) = N.

Demonstracao:[§]
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