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Resumo

SANTOS, Rodrigo Medeiros. Desvio Absoluto Mediano como Estimador Robusto no Ap-
rimoramento de Ferramentas no Controle Estatistico da Qualidade. 2008. Dissertagao
(Mestrado em Matematica e Estatistica) - PPGME, UFPA, Belém, Para, Brasil.

O objetivo deste trabalho é aprimorar ferramentas do controle estatistico da qualidade
a partir da utilizacao de um estimador robusto do desvio padrao ¢ baseado no desvio
absoluto mediano (DAM). A teoria para estimar o a partir do desvio absoluto mediano
foi desenvolvida e o estimador foi apresentado. Os resultados das simulagoes mostraram
que o estimador baseado no desvio absoluto mediano apresenta um desempenho satis-
fatério em comparacao com os estimadores S/c,, R/dy e IQ/&,, além de um desempenho
mais robusto quando as amostras em questao estiverem contaminadas por observacoes
discrepantes (outliers). Durante a aplicagao, verificou-se que os graficos de controle con-
struidos com os limites obtidos a partir do estimador baseado no desvio absoluto mediano
sao mais robustos, detectando com maior eficicia a presenca de observagoes discrepantes
nas amostras. Verificou-se também que, na presenca de outliers, os limites produzidos ten-
dem a reduzir a probabilidade do erro tipo II. Por essa razao sua utilizacao se mostrara
eficiente também em processos onde se deseja aplicar um maior rigor de controle, ou seja,
menor tolerancia a altos niveis de variabilidade. Em indices de capacidade, a aplicacao do
estimador baseado no desvio absoluto mediano possibilitou a obtencao de indices mais ro-
bustos, ou em outras palavras, menos afetados por observacoes discrepantes. Isso impede
que uma unica observacao discrepante comprometa a andalise da capacidade, induzindo a
uma analise mais justa e mais proxima da real capacidade do processo. Quatro indices de
capacidade e cinco graficos de controle para monitorar o nivel e a dispersao do processo
foram aprimorados.

Palavras-Chave: Graficos de Controle, Indices de Capacidade, Desvio Absoluto Medi-
ano.



Abstract

SANTOS, Rodrigo Medeiros. Median Absolute Deviation as a Robust estimator on the
improvement of tolls in Statistical Quality Control. 2008. Dissertation (Mathematics and
Statistics Master degree) - PPGME, UFPA, Belém, Para, Brasil.

The objective of this work is to improve Statistical Quality Control tools by using a
robust estimator of the standard deviation ¢ based on the Median Absolute Deviation
(MAD). The theory of estimation of o by the median absolute deviation was developed
and the estimator was presented. The simulation results showed that the estimator based
on the median absolute deviation has a satisfactory performance in comparison with the
estimators S/c,, R/dy and IQ/¢,, and a more robust performance when the samples are
contaminated by outliers. During the applying, it was verified that the control charts built
with limits obtained by the estimator based on the median absolute deviation are more
robust, detecting outliers with more efficacy on the samples. It was also verified that, in
the presence of outliers, limits produced tend to reduce the probability of type II error.
By this reason, its utilization will be also more efficient in more rigorous processes, witch
means less tolerance to high levels of variability. In Capability Indices, the applying of
the estimator based on the median absolute deviation was useful to obtain more robust
capability indices, or, in other words, less affected by outliers. This impedes that a single
outlier put in risk the whole capability analysis, inducing to a fairest and closer to real
capability of the process analysis. Four Capability Indices and five control charts were
improved.

Keywords: Control Charts, Capability Indices, Median Absolute Deviation.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos Gerais

O conceito de qualidade pode ser estabelecido de diversas formas. De uma maneira
geral, a maioria das pessoas tem uma definicao, mesmo que intuitiva, para descrever
a qualidade. Geralmente, esta definicao esta relacionada a uma ou mais caracteristicas
desejaveis de um produto ou servigo usufruido. Assim, a qualidade estaria intimamente
ligada ao grau de satisfacao do interessado com relagao as caracteristicas do processo de
seu interesse. Para Costa, Epprecht e Carpinetti (2005), a qualidade pode ser definida
como o valor do bem ou do servico, que quantifica o grau de satisfacao do consumidor
com respeito a varios quesitos, tais como preco, durabilidade, confiabilidade, estética,

pontualidade, sabor, conforto, etc.

Segundo Chaves (1980), para que um produto tenha qualidade é necessério um rigido
trabalho de avaliagao e controle em todas as fases do produto, envolvendo matéria prima,
ingredientes, embalagem, equipamentos e operadores. Juran (1997) aponta para o fato de
que a geréncia para a qualidade é feita utilizando-se trés processos gerenciais: planeja-
mento, controle e melhoramento da qualidade. Planejamento da qualidade ¢é a atividade
de desenvolvimento dos produtos e processos exigidos para a satisfacao das necessidades
dos clientes. O controle de qualidade consiste em avaliar o desempenho real de qualidade,
comparando-o com as metas de qualidade. De acordo com a Western Electric (1956),
Controle Estatistico da Qualidade (CEQ) seria uma forma (ou talvez um procedimento)
de estudo das caracteristicas de um processo (Qualidade), com o auxilio de nidmeros -
dados (Estatistico) de maneira a fazé-lo comportar-se da forma desejada (Controle). Ja o
melhoramento da qualidade é o meio de elevar o desempenho da qualidade a niveis sem

precedentes.
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Técnicas estatisticas vem sendo cada vez mais utilizadas para a melhoria da qualidade
nos mais diversos ramos da sociedade (industria, educagao, saide, economia, etc.). Ha
mais de 70 anos, o controle estatistico da qualidade vem sendo usado em muitos paises
para a melhoria da qualidade de produtos e servigos (Reis, Paladini e Epprecht, 2000).
Na area das industrias, principalmente, se faz necessaria a aplicacao de diversas ferramen-
tas de controle estatistico que possibilitem um monitoramento satisfatorio do processo de
produgao. Assim, basta que seja verificada uma determinada quantidade representativa
do total da producao (amostra) e, a partir desta quantidade, se extrair conclusoes (in-
feréncias) para o todo. Estas conclusoes sao baseadas em métodos estatisticos especificos
que permitem monitorar e avaliar o processo de producgao, ajudando a controlar as carac-

teristicas da qualidade.

Do ponto de vista da Estatistica, a qualidade existe na razao inversa da variabilidade.
Sabe-se que todo processo, por mais bem controlado e por mais bem projetado que seja,
estd sujeito a um determinado grau de variabilidade. Esta variabilidade é um componente
muito dificil de ser eliminado e estd presente em praticamente todos os processos de
produgao. Trata-se da variabilidade natural do processo. Ela provém de causas aleatorias
ou pequenas perturbacgoes do processo contra as quais nada se pode fazer. Alguns exemplos
de possiveis causas da variabilidade natural num processo de produgao industrial sao: o
desgaste natural de pecas do maquinario utilizado na producao, auséncia de precisao na

dosagem dos ingredientes que compoe determinada férmula, etc.

Fora a variabilidade natural do processo, existe também a variabilidade decorrente de
causas especiais, chamadas também de causas atribuiveis. Essas causas geralmente oca-
sionam perturbagoes bem maiores, podendo comprometer o processo de producao, ja que
a variabilidade da caracteristica em estudo vai muito além da observada nas causas nat-
urais, podendo exigir medidas corretivas para sanar o problema. Uma pecga com defeito
ou uma falta de ajuste em uma maquina sao exemplos de possiveis causas atribuiveis que

alteram a variabilidade do processo.

Nota-se entao que o monitoramento da variabilidade de um processo é essencial para
manter este processo sob controle estatistico. Assim, quando o processo apresenta apenas

a variabilidade natural, diz-se que ele estd sob controle estatistico. Da mesma forma,

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA
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quando o processo apresenta, além das causas aleatérias de variabilidade, causas especiais
(atribuiveis) que lhe alterem significativamente a variabilidade, diz-se que ele esté fora de
controle estatistico. Montgomery (2001) define qualidade como inversamente proporcional
a variabilidade. Desta forma, uma melhoria na qualidade significaria uma redugao na
variabilidade nos processos e produtos. Assim, o estudo de ferramentas que possibilitem
a avaliacao da variabilidade de um processo permitira a investigacao, andlise e solugao de
problemas neste processo. Duas dessas importantes ferramentas sao os graficos de controle

de Shewhart e os indices de capacidade.

Em 1924, Walter Andrew Shewhart apresentou a partir de um memorando técnico o
primeiro grafico de controle nos laboratérios da Bell Telephone. Mais tarde, esse grafico
ficaria conhecido como grafico de controle de Shewhart (Banks, 1989). Trata-se de uma
das mais importantes ferramentas do Controle Estatistico da Qualidade. Basicamente, o
procedimento de construcao de graficos de controle envolve tomar amostras de taman-
hos fixos (subgrupos racionais) e, através destas, obter estimativas para o nivel e para
a dispersao do processo. Vale ressaltar que o nivel e a dispersao sao as caracteristicas
mais importantes de um processo produtivo e deve-se ficar atento a qualquer alteragao
significativa nos valores de ambos. A funcao do grafico de controle é justamente detectar
toda e qualquer mudanca que fuja do padrao da dispersao natural. A indicacao basica de
que um processo esta fora de controle estatistico é a presenca de pontos fora dos limites
de controle, apontando que existem problemas ou irregularidades no nivel ou na dispersao
do processo produtivo. Os graficos de controle mais comuns para o nivel sao o grafico da

média (X) e o grafico da mediana (X) e para a dispersao sao os graficos do desvio padrao

(9), da variancia (S5?) e da amplitude (R).

Outro exemplo de ferramenta muito util em CE(Q sao os indices de capacidade, utilizados
primordialmente para avaliar a competéncia de um processo em satisfazer especificacoes
pré-estabelecidas. Trata-se de uma medida da uniformidade inerente ao processo (Prazeres,

1996).

Tanto os graficos de controle como os indices de capacidade dependem de uma estimativa
para o desvio padrao populacional o. Note-se que o verdadeiro valor de ¢ é desconhecido,

além disso, seria muito dispendioso, impraticavel ou destrutivo tentar descobrir seu ver-

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA
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dadeiro valor, sob pena de arruinar toda a producao. Tomando como exemplo uma fabrica
que decide testar todos os seus produtos para medir determinada grandeza de resisténcia,
por exemplo. Sendo todos os produtos testados, nenhum sobraria para a comercializacao,
ocasionando assim prejuizo aquela fabrica. Para evitar processos tao dispendiosos e de-
strutivos como o descrito anteriormente é prudente que se retire uma pequena amostra

da producao e, a partir dela, se obter estimativas para os parametros de interesse.

Portanto, os métodos de estimagao estao sempre presentes em Controle Estatistico de
Qualidade, sendo que uma das maiores preocupagoes é encontrar um bom estimador para
0. Nesse sentido, todas as propostas de novos estimadores para o desvio padrao popula-
cional s@o de grande valia. Uma alternativa razoavel é desvio absoluto mediano (DAM),
cuja robustez poderd ser muito 1til no desenvolvimento de novas ferramentas em Controle
Estatistico de Qualidade (CEQ), especialmente em processos sujeitos a observagoes dis-
crepantes (outliers). Espera-se, assim, que o DAM venha compor a gama de estimadores
ja utilizados em CE(Q), constituindo-se em uma alternativa de estimador robusto para o,

com diversas aplicagoes no Controle Estatistico da Qualidade.

Neste contexto, esta dissertacao se propoe a mostrar a utilizacao de um estimador
robusto no aprimoramento de ferramentas no controle estatistico da qualidade. A Segao
1.2 apresenta a justificativa e a importancia do trabalho. A Secao 1.3 traz a hipdtese basica
do trabalho. A Secao 1.4 detalha os objetivos do trabalho (geral e especifico). A Secao 1.5

mostra as limitagoes do trabalho e a se¢ao 1.6 apresenta a estrutura do trabalho.

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA
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1.2 Justificativa e Importancia do Trabalho

A pesquisa é justificada em funcao dos constantes avancos nas mais diversas areas
da atividade humana onde o controle estatistico da qualidade se faz necessario. Estes
avangos requerem novas necessidades, alternativas ou particularidades que exigirao um

aprimoramento das ferramentas de controle estatistico da qualidade.

Uma necessidade premente de um processo que se deseja avaliar do ponto de vista
da qualidade é a quantificacao da dispersao associada a este processo. E essencial para a
qualidade das unidades de um processo fabril que a dispersao natural do processo esteja sob
controle estatistico. Desta forma, a busca por bons estimadores de o torna-se fundamental

para o aprimoramento da avaliacao da qualidade num determinado processo em estudo.

O estimador baseado no Desvio Absoluto Mediano (DAM) é uma alternativa muito 1til,
especialmente do ponto de vista pratico, pois sua medida, baseada em medianas, faz com
que este estimador possua boas propriedades de robustez, o que lhe confere um melhor

desempenho em processos sujeitos a contaminagao por outliers.

Assim, espera-se que a aplicacao do estimador robusto baseado no desvio absoluto
mediano, na construcao de gréaficos de controle do tipo Shewhart e indices de capacidade,
ajude a detectar e avaliar mudancas das caracteristicas de qualidade com maior rigor,

contribuindo para o aprimoramento dessas ferramentas em CFE(Q).

1.3 A Hipodtese Basica do Trabalho

Parte-se da hipdtese de que o estimador robusto do desvio padrao ¢ baseado no Desvio
Absoluto Mediano (DAM), aplicado a construgao de graficos de controle e indices de

capacidade, promova o aprimoramento dessas ferramentas em CE(Q).

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA



1.4 Objetivos 6

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo Geral

Este trabalho tem como objetivo utilizar o estimador do desvio padrao baseado no

desvio absoluto mediano no aprimoramento de ferramentas no Controle Estatistico da

Qualidade.

1.4.2 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos desta dissertacao podem ser resumidos como segue:

e Apresentar uma visao geral a respeito dos gréaficos de controle e indices de capacidade;

e Mostrar a teoria do desvio absoluto mediano como estimador do desvio padrao em

amostras finitas e normalmente distribuidas;

e Aplicar o estimador de o baseado no desvio absoluto mediano na construcao de
graficos de controle para monitorar o nivel e a dispersao do processo, contribuindo

para o aprimoramento dessas ferramentas em CFE(Q);

e Aplicar o estimador de o baseado no desvio absoluto mediano na obtencao de indices

de capacidade, contribuindo para o aprimoramento dessas ferramentas em CEQ);

e Avaliar, a partir de um estudo de simulagoes, o desempenho do estimador de baseado
no desvio absoluto mediano, quando utilizado no aprimoramento de ferramentas no

Controle Estatistico da Qualidade.
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1.5 As Limitacoes do Trabalho

Como principais limitagoes deste trabalho tém-se:

e A escassez de material bibliografico abordando a teoria do Desvio Absoluto Mediano

como estimador de o;

e Alguns aspectos tedricos relativos ao Desvio Absoluto Mediano ainda sao descon-

hecidos, como férmulas analiticas para a esperanca e a variancia, por exemplo.

1.6 Estrutura do Trabalho

Esta dissertacao encontra-se estruturada em 6 capitulos, conforme é mostrado a seguir:

Capitulo 1: traz a introducao do trabalho, onde serao apresentadas a justificativa e a

importancia do trabalho, hipdotese basica, objetivos, além das limitagoes do trabalho;

e Capitulo 2: mostra uma breve apresentacao dos principios de estimacao, bem como

os principais estimadores para o nivel e para a dispersao;

e Capitulo 3: aborda a base estatistica para a construcao, andlise e interpretacao de
graficos de controle e os principais graficos de controle para varidveis, utilizados no
monitoramento do nivel e da dispersao, além dos principais indices para a avaliacao

da capacidade do processo;

e Capitulo 4: traz os principios de estimacao robusta e a estrutura tedrica da estimacao

do desvio padrao a partir do estimador baseado no desvio absoluto mediano (DAM );

e Capitulo 5: mostra a aplicacao do estimador de o baseado no desvio absoluto mediano

aos principais graficos de controle para varidaveis e indices de capacidade;

e Capitulo 6: apresenta as consideragoes finais e recomendacoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Principios de Estimacao em CE()

2.1 Aspectos Gerais

O objetivo da inferéncia estatistica é produzir afirmacoes sobre dada caracteristica da
populacao de interesse a partir de informagoes colhidas numa amostra dessa populacao.
O problema consiste, basicamente, em especificar um ou mais valores para um parametro
desconhecido 6, baseado em um conjunto de valores observados de X, onde X é uma
variavel aleatéria com fungao de densidade (ou de probabilidade, no caso discreto) dada
por f(x|@). Diz-se que populacao é o conjunto de todos os elementos ou resultados sob
investigagao e parametro é uma caracteristica dos elementos da populagao. A amostra é
definida como um subconjunto da populacao. Vale ressaltar que os parametros sao funcgoes
de valores populacionais, enquanto que a estatisticas sao fungoes de valores amostrais.
Amostra aleatéria é uma seqiiéncia X1, ..., X,, de n variaveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas, com uma fungao de densidade (f.d.p.), no caso continuo, ou

fungao de probabilidade (f.p.), no caso discreto.

O conjunto O, onde # toma valores é chamado espaco paramétrico. Por exemplo, seja
X1, ..., X,, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X ~ N(u,0?), se u = 0, entao

2

6 = 0? serd o parametro desconhecido e © = {0? 0? > 0}. Um estimador para 6 é

qualquer estatistica (fungao dos dados amostrais) que assuma valores em O.

Algumas das principais propriedades dos estimadores sao o erro quadratico médio, a

eficiéncia e a consisténcia.

2.1.1 Erro Quadratico Médio

E uma questao de grande relevancia em estatistica encontrar um estimador razoavel

(com boas propriedades) para um parametro desconhecido 6. Existem varios procedimen-
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tos na teoria de inferéncia estatistica para se avaliar o desempenho de um estimador 6.

Um deles é o erro quadrético médio (FQM ), definido por

EQM]I0) = E[(6 — 0)?]. (2.1)
Pode-se mostrar que
EQMI[0] = Var[d] — B*(0), (2.2)
onde
B(0) = E[0] — 0, (2.3)

é denominado o viés (ou vicio) do estimador 6. Note-se que 4 é uma funcdo da amostra,
portanto, 0 ¢ uma varidvel aleatéria cuja distribuicao de probabilidade depende de 6.
Quando B(é) = 0, ou seja, E[é} = @ para todo # € O, diz-se que o estimador é nao-
viciado ou nao-viesado para 6. Assim, quando 6 for um estimador nao-viesado para 0,

ocorrera

EQMI[0] = Varl[d). (2.4)

Neste caso, o erro quadratico médio do estimador se resume a sua variancia. Portanto,
entende-se que, para estimadores nao-viesados, quanto menor for sua variancia, menor sera
seu erro quadratico médio. E quanto menor for o erro quadratico médio de um estimador,
melhor esse estimador sera, ou seja, para dois estimadores 0, e é2, diz-se que 0, serd melhor
estimador que 0y se EQM [él] < EQM [ég], para todo 6. Entende-se por melhor aquele

estimador que produz melhores estimativas para o parametro de interesse.

Se, para todo € ©, lim B(é) =0, diz-se que 6 é um estimador assintoticamente nao-

n—oo
viesado para . Tomando como exemplo uma amostra aleatoria Xy, ...., X,, da variavel
aleatéria X, com E[X] = p e Var[X] = o2, define-se os estimadores X =Y.' | X;/n e

62 =15 (X, — X)2 Tem-se que E[X] = p e E[§?] = [n — 1/n]o?. Portanto, verifica-se

T n
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que a média amostral X é um estimador nao-viesado para a média populacional i e que a
variancia 62 é um estimador viesado, porém assintoticamente nao-viesado para o?. Desta
forma, quanto maior for o tamanho n da amostra, menor serd o viés de 62. Por essa razao,

define-se o estimador S?, dado por

52 = - i - ;(Xi — X)?, (2.5)

denominado variancia amostral. Como E[S?] = 02, S? é dito um estimador nao-viesado

para o2.
2.1.2 Eficiéncia

Outra propriedade importante dos estimadores é a eficiencia. Um estimador 6 ¢é dito
eficiente quando a sua variancia coincide com o limite inferior da variancia dos estimadores

nao-viesados de 6. Assim, a eficiéncia de um estimador 6, nao-viesado para 6, é dada por

- LI(0
e(d) = —(2, (2.6)
Var(0)
onde LI(#) é o limite inferior da variancia dos estimadores nao-viesados de . Nota-se que

~ A

quando LI(0) = Var(f), tem-se e(f) = 1 (estimador eficiente).

Tomando como estimadores para a média populacional p, a média amostral X e a

mediana amostral X, numa populacao normal X, com parametros p e o2, tem-se que

X ~ N(u, a*/n). (2.7)

A distribuicao da mediana pode ser aproximada para uma distribuicdo normal:

X ~ N(Md(X), n®/2n), (2.8)

onde Md é a mediana e m é uma constante (m = 3,14...). Nota-se, portanto, que ambos
os estimadores sao nao-viesados, pois E[X] = p e E[X] = Md(X). Entretanto, é possivel
notar que X é mais eficiente, pois Var(X)/Var(X) = 7/2 > 1. A média amostral X

possui muitas propriedades desejaveis, dentre elas a eficiéncia e a auséncia de viés.

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA
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2.1.3 Consisténcia

Em uma amostra aleatéria Xi,... , X,, da distribuicao da variavel aleatéria X, um
estimador 0 = 0(X7, ..., X,,) é consistente ou coerente para o parametro  se converge em

probabilidade para 6. Isto é

lim P(|0—0]>€¢)=0 ,Ve>0, (2.9)

n—oo

ou, equivalentemente, se

lim P —6] <e)=1 ,Ye>0. (2.10)

n—oo

Alternativamente, 0 ¢ consistente para 6 se, e somente se, lim E[f] = 0 e lim Var[d] =

n—~oo n—oo

Ao levar em consideracao a proposta de 6 como um estimador para 6, nao deve-se es-
perar realmente que 6 venha a ser igual a 6, pois f ¢ uma varidvel aleatéria e, como tal,
pode vir a tomar diferentes valores (estimativas pontuais). Em primeiro lugar deve ficar
claro quais as caracteristicas desejaveis de um bom estimador. E, em seguida, deve-se es-
tabelecer critérios para decidir se um estimador é melhor que outro. Estes aspectos podem
variar bastante, principalmente devido a diversidade de casos onde o termo “caracteristicas
desejaveis” toma diferentes conotagoes. Por exemplo, sabe-se que a média amostral possui
muitas dessas “caracteristicas desejaveis’e é um estimador com excelentes propriedades
para estimar o nivel, no entanto, nao é aconselhavel que se faga uso dela em amostras con-
taminadas por outliers, uma vez que a média amostral é bastante sensivel a observagoes
discrepantes. Assim, cada caso exige uma analise isolada. Portanto, de uma maneira geral,
espera-se que o estimador escolhido dé estimativas confidveis para o parametro de inte-

resse.

Uma estimativa pontual é obtida a partir de um unico valor (ou ponto) utilizado para
aproximar o verdadeiro valor de um parametro populacional. Como o estimador ¢ uma
funcao dos dados da amostra, a estimativa pontual serd um valor especifico de uma es-

cala numérica (espago paramétrico), definido por essa fungao. Quando, ao invés de um

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA
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2.2 Estimando a Dispersao em CEQ

valor pontual, ¢ utilizado um intervalo de valores que tem uma certa probabilidade de

conter o verdadeiro valor do parametro, tem-se uma estimativa intervalar, ou como é mais
comumente conhecido, intervalo de confianca.

2.2 Estimando a Dispersao em CEQ

Bussab e Morettin (2002) ressaltam a importancia da utilizacdo de medidas que suma-
rizem a variabilidade de um conjunto de observacoes e que permitam, por exemplo, com-
parar conjuntos diferentes de valores, segundo algum critério estabelecido. Para Lucas

(1976), um problema prético e muito importante é o de se obter uma boa estimativa do

desvio padrao.
O pressuposto basico da teoria de estimacao reside no fato de que, na maioria das vezes,
é impossivel conhecer o verdadeiro valor de determinado parametro. Assim, é conveniente

que se utilizem medidas baseadas em estatisticas amostrais (estimadores) para tentar

obter valores aproximados do parametro de interesse (estimativas).

Os principais estimadores para a dispersao sao a variancia amostral S, um estimador
nao-viesado de o2, e o desvio padrao amostral S, um estimador viesado, porém assintot-
icamente nao-viesado para o parametro o. Outro estimador bastante utilizado baseia-se

na amplitude amostral R. Ao contrario de S e S%, R possui a limitacao de nao levar em

consideracao todos os dados da amostra, tomando apenas o seu valor maximo e o seu
valor minimo, nada dizendo a respeito dos dados entre estes dois valores.

A seguir, sdo apresentadas quatro alternativas para estimar o. Os estimadores mostrados

sao todos nao-viesados, mas diferem entre si pelas suas variancias.

2.2.1 Média dos Desvios Padrao Amostrais Corrigidos
Considerando m amostras, cada uma de tamanho n, da caracteristica da qualidade X

X ~ N(u, 02)). S; é o desvio padrao da i-ésima amostra e S é a média dos m desvios
1

padrao amostrais. Logo, um estimador nao-viesado para ¢ é dado por
(2.11)

. S
g1 = —,
Cn
PPGME/UFPA
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onde a variancia de ; é dada por

S 1—¢?
Var|o,] = Var {—} = qﬁ, (2.12)
Cn c2
onde ¢,, é um fator de correcao que tira o viés associado ao estimador. Valores de ¢, estao

tabulados para alguns tamanhos amostrais na Tabela A.1 do Apéndice A.

2.2.2 Média das Amplitudes Amostrais Corrigidas

Supondo m amostras, cada uma de tamanho n, da caracteristica da qualidade X
(X ~ N(u, 02)). R; é a amplitude da i-ésima amostra e R é a média das m amplitudes

amostrais. Portanto, um estimador nao-viesado para ¢ é dado por

R
Gy = — 2.1
02 dQ ) ( 3)
onde a variancia de 69 ¢ dada por
R Rl & ,
Varlge) = Var |—| = —0°, (2.14)
ds d3

onde dy e d3 sao fatores de correcao que tiram o viés associado ao estimador. Valores de

ds e ds estao tabulados para alguns tamanhos amostrais na Tabela A.1 do Apéndice A.

2.2.3 Mediana das Amplitudes Amostrais Corrigidas

Considerando m amostras, cada uma de tamanho n, da caracteristica da qualidade X
(X ~ N(u, 0?)). Sejam Ry, ..., R,, as amplitudes de cada amostra, entdo, a amplitude

mediana é dada por

~ 1

para m impar, onde R(; representa a i-ésima amplitude. Para um ntimero de amplitudes
par, toma-se como mediana a média aritmética das duas amplitudes centrais, ordenadas
segundo algum critério de grandeza. Portanto, um estimador nao-viesado para ¢ é dado

por

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA



2.3 Estimando o Nivel em CFE(Q 14

R
=7 (216)

onde a variancia de 63 ¢ dada por

Var|os] = Var = =, (2.17)

onde ds e d3 sao fatores de correcao que tiram o viés associado ao estimador. Valores de

dy e d3 estdo tabulados para alguns tamanhos amostrais na Tabela A.1 do Apéndice A.

2.2.4 Média dos Quartis Amostrais Corrigidos

Considerando IQ) = q3/4 —q1/4, onde g3/4 € q1/4 sao 0 3° e 0 1° quartil, respectivamente,
e supondo m amostras, cada uma de tamanho n, da caracteristica da qualidade X (X ~
N(p, 02)). 1Q; é o intervalo interquartilico da i-ésima amostra e 1Q é a média dos m
intervalos interquartilicos amostrais. Um possivel estimador nao-viesado para o é dado

por

P — (2.18)

onde a variancia de 64 é dada por

. m 1 /m\2 o2
VCLT[O'4] =Var |:§_n:| = E <§) n_fgl’ (219)
onde &, é um fator de corregao que tira o viés associado ao estimador. Valores de &, estao

tabulados para alguns tamanhos amostrais na Tabela A.1 do Apéndice A.

2.3 Estimando o Nivel em CEQ

Costa Neto (1977) apresenta algumas propriedades que um estimador deve possuir: Por
exemplo, auséncia de viés, consisténcia e eficiencia. Dentre os estimadores para o nivel,
a média amostral X é o que melhor detém essas propriedades. Por essa razao, a média

amostral X ¢ utilizada como o melhor estimador da média populacional .
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A seguir, serao mostrados quatro estimadores para p, todos nao-viesados e, no minimo,

distribuidos assintoticamente de modo normal, além de suas respectivas variancias.

2.3.1 Média das Médias Amostrais

Considerando m amostras, cada uma de tamanho n, da caracteristica da qualidade X
(X ~ N(u, 6%)). Sejam X7, ..., X,, as médias calculadas de cada amostra, entdo, a média

das médias amostrais é dada por

m

X:%E}w (2.20)

=1

A variancia de X é dada por

Var(X]| =Var

1 w— - o?

—zy4=—ﬁ (2.21)
m “ m.n

onde o2 ¢ a variancia do processo.

2.3.2 Mediana das medianas amostrais

Considerando m amostras, cada uma de tamanho n, da caracteristica da qualidade X
(X ~ N(u, 0?)). Sejam X1, ..., X,, as medianas calculadas de cada amostra, entdo, a

mediana das medianas amostrais é dada por

1
X=X i=gm+1), (2.22)

onde X, representa a mediana de ordem ¢ para numero de amostras impar. Quando o
nimero de amostras é par, utiliza-se como mediana das medianas amostrais a média

aritmética das duas medianas centrais, estando estas ordenadas segundo suas grandezas.

A variancia de X é dada por

Var [X} = —c, (2.23)
m
onde 02 é a variancia do processo. Valores de ¢, estao tabulados para alguns tamanhos

amostrais na Tabela A.1 do Apéndice A.
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2.3.3 Média das Medianas Amostrais

Considerando m amostras, cada uma de tamanho n, da caracteristica da qualidade X
(X ~ N(u, 0?)). Sejam Xy, ..., X,, as medianas calculadas de cada amostra, entdo, a

média das medianas amostrais é dada por

- 1 < -
X=-3"%x, 2.24
— ; (2.24)
A variancia de X ¢ dada por
Var [X} =—c, (2.25)
m

onde o2 é a variancia do processo. Os valores de ¢, estao tabulados para alguns tamanhos

amostrais na Tabela A.1 do Apéndice A.

2.3.4 Mediana das Médias Amostrais

Considerando m amostras, cada uma de tamanho n, da caracteristica da qualidade
X (X ~ N(u, 0?). Sejam X, ..., X, as médias calculadas de cada amostra, entdo, a

mediana das médias amostrais é dada por

=S 1

para m impar, onde X; representa a média de ordem i. Quando o nimero de amostras
é par utiliza-se como mediana das médias amostrais a média aritmética das duas médias

centrais, estando estas ordenadas segundo algum critério de grandeza.

A variancia de X é dada por

~ 0'2
Var [X} =—c, (2.27)
m
onde 02 é a variancia do processo. Valores de ¢, estao tabulados para alguns tamanhos

amostrais na Tabela A.1 do Apéndice A.
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O Capitulo 3 aborda a base estatistica para a construcao, analise e interpretacao de
graficos de controle e os principais graficos de controle para variaveis, além dos principais

indices para a avaliagao da capacidade do processo.
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Capitulo 3

Graficos de Controle e Indices de
Capacidade

3.1 Graficos de Controle

3.1.1 Aspectos Gerais

Em 1924, Walter Andrew Shewhart, entao trabalhando no Departamento de Engen-
haria e Inspecao dos laboratérios da Bell Telephone, apresentou o primeiro grafico de
controle. Shewhart, que na época investigava o assunto da Qualidade, percebeu a nao
existéncia de duas pegas absolutamente iguais dentro de um processo produtivo. Segundo
ele, todo e qualquer processo estaria sujeito a uma determinada variabilidade da qual
seria impossivel se livrar. A partir desta conclusao, Shewhart, aceitando a hipdtese de
que existe uma variagao natural, passou a monitorar na mesma todos as observagoes que
seriam consideradas como problemas. Assim, o processo estaria sob controle estatistico se
todas as observacgoes estivessem dentro de um intervalo de aceitacao definido para o qual
este processo seria considerado adequado. Analogamente, qualquer observacao dissidente
da variagao natural seria identificada como uma anomalia no processo e imediatamente
associada a uma causa atribuivel, acusando um possivel problema no processo produtivo.
A partir da descoberta de Shewhart, os graficos de controle passaram a ser amplamente
utilizados, nao se limitando apenas aos processos fabris, mas a implica¢coes mais amplas

em outros processos de gerenciamento.

Um grafico de controle é constituido basicamente de uma linha horizontal central (LC),
que representa o valor médio da caracteristica da qualidade de interesse e de duas outras
linhas horizontais, conhecidas como limite superior de controle (LSC') e limite inferior de
controle (LIC). Esses limites de controle sao eqiiidistantes da linha central (pelo menos

teoricamente) e essa distancia é geralmente dada por um multiplo do desvio padrao da
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estatistica estudada no grafico. Assim, sao “plotadas”as amostras da caracteristica da
qualidade, unidas por segmentos de reta para facilitar a visualizacao da evolucao dos pon-
tos ao longo do tempo. De acordo com o guia do usuério do SAS (1999), o grafico de
controle de Shewhart é uma ferramenta grafica e analitica para decidir se o processo esta
em estado de controle estatistico ou nao. A Figura (3.1) mostra um exemplo de grifico de

controle do tipo Shewhart.

Lirnite Superior de Controle

I YTANL
VY

Estatistica Tes_te

Lirnite Inferior de Contrale

Mirmero da amostra cutempo

Figura 3.1 Ezemplo de Grdfico de Controle do Tipo Shewhart.

Um processo estatisticamente sob controle sera caracterizado por oscilar aleatoriamente
em torno da média (linha central) e dentro dos limites de controle. Uma vez que s@o
detectados um ou mais pontos fora dos limites de controle (acima de LSC ou abaixo de
LIC), o processo pode ser caracterizado como estando fora de controle estatistico. Neste
caso, o processo produtivo pode estar sujeito a alguma irregularidade e agoes corretivas
deverao ser tomadas. Note-se que esta andlise nao é definitiva, pois poderao ocorrer casos
onde todos os pontos se localizam dentro dos limites de controle e, ainda assim, o processo

estara fora de controle.

Para Neave e Wheeler (1996), a construgao de um gréfico de controle nao envolve tentar
encontrar um modelo exato para descrever o processo, mas sim tentar determinar se o pro-
cesso se encaixa (pelo menos aproximadamente) num modelo de comportamento aleatério

desejado. Assim, o grafico de controle nada mais é do que um estudo da variabilidade do
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processo, uma ferramenta que monitora padroes que fogem do comportamento aleatério
previsto na variabilidade natural. Esses padroes, geralmente oriundos de fatores externos,
comprometem a produtividade, desestabilizando o processo e aumentando os custos da

producao.

Deming (1982) descreve um processo estdavel como aquele em que todas as causas es-
peciais da variabilidade foram eliminadas. Esse estado de controle é o maior objetivo de
toda producao, pois ele acarreta eficiéncia, economia de tempo e, principalmente, reducao

de custos na produc¢ao ou no servico prestado.

3.1.2 Limites de Controle

Montgomery (2001) mostra uma interessante relacao entre graficos de controle e teste
de hipéteses. Supondo que se tenha em mente avaliar determinada caracteristica de in-
teresse w num dado processo produtivo. Se o valor de w se localiza entre os limites de
controle, conclui-se que w esta sob controle, isto é, w é igual a algum valor wy. Por outro
lado, se w se localiza fora da regiao entre os limites de controle, conclui-se que w esta fora
de controle, ou seja, w é igual a algum valor w; # wy. Assim, de certa forma, o grafico
de controle é um teste de hipdteses, onde as hipoteses correspondem ao processo estar ou
nao sob controle estatistico. Desta forma, um ponto localizado entre os limites de controle
¢ equivalente a nao rejeicao da hipotese de controle estatistico e, analogamente, um ponto
localizado fora da regiao entre os limites de controle é equivalente a rejeicao da hipdétese

de controle estatistico.

Este esquema de teste de hipoteses se torna muito 1til na hora de avaliar o desempenho
de um grafico de controle. Esta avaliacao leva em consideragao os critérios de andlise do
erro tipo I e do erro tipo II. Segundo Bolfarine e Sandoval (2001), o erro tipo I ocorre
quando rejeita-se a hipotese Hy, sendo esta verdadeira, enquanto que o erro tipo II ocorre
quando aceita-se a hipétese Hy, esta sendo falsa. Desta forma, quanto mais afastados da
média do parametro de interesse forem os limites de controle, maior a probabilidade de
cometer o erro tipo II (concluir que o processo esté sob controle quando, de fato, nao estd),
portanto, tem-se uma situacao onde nao se interfere em um processo que esta perturbado
(alarme negligenciado). Se o inverso ocorrer, ou seja, quanto mais proximos da média do

parametro de interesse estiverem os limites de controle, maior sera a probabilidade de
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cometer o erro tipo I (concluir que o processo nao esté sob controle quando, de fato, estd),
portanto, aqui tem-se uma situacao onde interfere-se em um processo sem perturbagoes

(alarme falso).

Adotando como exemplo uma linha de producao, onde pretende-se realizar um teste de
hipéteses sob a média de uma determinada caracteristica de interesse z. Sejam p, e o, a

média e o desvio padrao populacionais de z. As hipdteses sao

Ho: pe = po
Hl Doy 7£ Mo (31)

Utilizando a média amostral ¥ para estimar a média populacional i, e admitindo que,
pelo teorema central do limite, Z seja normalmente distribuida (James, 2006), espera-se

que 100(1 — )% dos valores médios, Z, fiquem entre

T+ (Zaj203) e T — (Zasp20z). (3.2)

Esta ¢é a regiao de aceitacdo para o teste de hipéteses proposto em (3.1). Z,/2 é uma
constante associada a probabilidade « de erro tipo I e pode ser escolhida arbitrariamente.

Se a constante Z,/, for substituida por 3, tem-se

T+ (30z) e T — (30z). (3.3)

Fazendo agora uma analogia com os graficos de controle, tem-se que os limites inferior
e superior da regido critica descrita em (3.3) seriam equivalentes aos limites inferior e
superior de controle, respectivamente. Esse esquema é tipicamente chamado de 3-sigma
e ¢ o mais comumente utilizado em graficos de controle. Para dar um tratamento mais

geral ao modelo, pode-se escrever
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LSC = p, + ko,
LC = p, (3.4)
LIC = pu, — ko,

onde k£ é uma constante expressa em unidades de desvio padrao. Essa constante determi-
nard a distancia dos limites de controle & linha central. E importante que essa distancia
nao seja muito pequena, sob pena de induzir uma interven¢ao mesmo quando o processo
esteja sujeito apenas a variabilidade natural. Conforme ja mencionado, é de praxe que
se utilize £k = 3, mas isso nao é regra. Na verdade, o valor arbitrario da constante & vai

depender também do rigor que se pretende aplicar ao processo.

Em alguns graficos de controle, além dos limites de controle usuais, costuma se estipular
outros limites que servem de alerta para indicar possiveis problemas no processo. Esses
limites, que operam conjuntamente com os limites de controle usuais, sao chamados de
limites de adverténcia. Nesses casos, pode-se ter £k = 1,5 ou k = 2, ou ainda, qualquer
outro valor arbitrario, dependendo da especificidade do processo. Se um ou mais pontos
situam-se entre os limites de adverténcia e os limites de controle, isto pode indicar uma
suspeita de que o processo pode nao estar operando adequadamente. O uso dos limites
de adverténcia aumenta a sensitividade do gréfico de controle, porém, pode contribuir
para um aumento do risco de ocorréncia de alarmes falsos. A especificacao dos limites
de controle é uma das decisoes mais importantes a serem tomadas no planejamento de
um grafico de controle, pois eles irao determinar o quanto de variabilidade podera ser

considerado como aceitavel dentro de um processo.

Vale notar que também pode-se obter o valor de k a partir da probabilidade a de erro
tipo I associada ao processo ao qual se deseja controlar. Assim, se a varidavel da carac-
teristica da qualidade for normalmente distribuida e o processo estiver sendo controlado
por limites de controle 3-sigma, verifica-se a partir da tabela da normal padronizada que
a probabilidade a de ocorrer um erro do tipo I é de 0,0027. Isto implica, obviamente, que
a probabilidade de nao ocorrer um erro tipo I é de 0,9973, portanto, conclui-se que, num

grafico com limites de controle 3-sigma, a estatistica amostral de interesse de um processo

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA



3.1 Graficos de Controle 23

sem perturbacoes situa-se dentro das linhas de controle com probabilidade aproximada-
mente igual a 99%. E claro que esta analise d4 margem a um outro parametro na escolha
dos limites de controle: a escolha da probabilidade o do erro tipo I para o posterior calculo
dos limites de controle. Desta forma, para uma estatistica com distribuicao normal, se fosse
estipulada uma probabilidade de erro tipo I em 0,05, por exemplo, o miltiplo de sigma
para a construgao dos limites de controle seria dado por k = Z, /5, como em (3.2), onde
Zy)2 € a constante associada a probabilidade numa distribuicao normal padrao. Assim, os
limites de controle seriam obtidos e calculados em 1,96 desvios (valor obtido na tabela da

normal padrao). Esses limites de controle sdo chamados limites de probabilidade de 0,05.

3.1.3 Construgao de um Grafico de Controle

A construgao de um gréfico de controle envolve algumas condigoes especificas principal-
mente a respeito da amostra a ser analisada. Antes de mais nada, deve ficar claro que as
caracteristicas mais importantes de um processo produtivo, no controle para variaveis, sao
o nivel e a dispersao do processo. Para um gerenciamento eficiente dessas caracteristicas é
fundamental que a amostra satisfaca certas condicoes pré-estabelecidas. Primeiramente, é
importante para o controle da variabilidade de um processo que a caracteristica de quali-
dade seja normalmente distribuida. Entretanto, essa condi¢ao nao é restritiva, ou seja, é
possivel fazer uso dos graficos de controle de Shewhart, mesmo quando a caracteristica
de interesse nao tiver distribuigao normal. Na prética, observa-se que, em geral, as car-
acteristicas da qualidade possuem distribuicao normal ou, pelo menos, aproximadamente
normal. Em todo caso, especialmente diante de um processo novo e desconhecido, convém
fazer um teste de normalidade para a caracteristica de interesse. Em algumas situacoes,

transformacoes nas varidveis podem ser tteis para tentar atingir a normalidade dos dados.

Se por um lado, a condi¢cao de normalidade nao é tao restritiva, a de independéncia o
é de forma bem mais significativa. E essencialmente necessario para o monitoramento de
um processo que utiliza graficos convencionais de Shewhart, que os valores observados da
variavel em estudo sejam nao-correlacionados. Do contrario, a utilizacao dos graficos con-
vencionais de controle poderia resultar em conclusoes erroneas a respeito da estabilidade
do processo, confundindo, por exemplo, causas comuns (naturais) com causas especiais

(atribuiveis), ocasionando ainda a deteccao de possiveis falsos alarmes. Para Moreira e

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA



3.1 Graficos de Controle 24

Echeveste (2004), nestes casos, nao ha légica em se utilizar os gréficos de controle de
Shewhart, ja que com a falta de suposicao de independéncia nao ha garantia de que o
processo se encontre ou nao, de fato, sob controle estatistico. Kume (1993) alerta para o
fato de que as ferramentas estatisticas sao apenas ferramentas, e como tais, elas podem ou
nao funcionar caso sejam aplicadas inadequadamente. Portanto, é prudente que, primeira-
mente, seja realizado um teste para detectar a autocorrelagao. Caso seja detectada, nao se
aconselha a utilizacao dos graficos convencionais de Shewhart. Nessas situacoes, existem
métodos especificos de construcao de graficos de controle aplicados a dados autocorrela-

cionados [ver Montgomery (2001), por exemplo].

O planejamento de um grafico de controle envolve basicamente trés fatores: a selecao

do tamanho da amostra, da seqiiéncia de amostragem e a escolha dos limites de controle.

A selecao do tamanho da amostra e da freqiiéncia de amostragem sao de fundamen-
tal importancia para a eficicia do gerenciamento do processo. Nao existem receitas ou
formulas prontas para a tomada dessa decisao, pois muito depende das particularidades
de cada processo. Entretanto, alguns fatores tedricos devem ser levados em consideragao
na hora da escolha do tamanho da amostra e da freqiiéncia de amostragem. O processo
de amostragem deve ser utilizado sempre que for impossivel, ou mesmo economicamente
inviavel testar todas as unidades de producao, seja pelo fato de que isso seria extremamente
dispendioso, seja pelo fato de que isso resultaria num processo destrutivo da producao.
Portanto, para a efetivacao do controle, se faz necessario tomar amostras, de forma que
boa parte da producao seja preservada, mantendo ainda o padrao de qualidade desejado.
De uma maneira geral, uma amostra suficientemente grande torna mais facil detectar pe-
quenas mudancas no processo. Isso ocorre porque a probabilidade de detectar determinada
mudanga aumenta na medida em que se aumenta o tamanho de amostra n. Se para detec-
tar mudancas sutis recomenda-se um tamanho amostral grande, de forma andloga, para
detectar mudancas bruscas e notaveis recomenda-se a utilizacao de amostras menores do
que as que se usariam se a mudanca de interesse fosse mais sutil. Deve-se ter em mente
sempre a magnitude da mudanca que se deseja detectar. Fatores como a viabilizacao

pratica e economica devem ser sempre levados em consideracao na tomada dessa decisao.

Outro fator importante é a freqiiéncia de amostragem. Trata-se, basicamente, do inter-
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valo de tempo escolhido para selecionar amostras. A escolha da freqiiéncia de amostragem,
assim como a do tamanho amostral, vai depender de diversas particularidades do pro-
cesso de producao. O ideal é que se tome grandes amostras muito freqiientemente. Essa
¢ a situacao mais desejavel quando o intuito ¢ detectar mudangas num processo. No
entanto, na pratica, essa situacao torna-se, muitas vezes, inviavel, ja que isso acarreta
grandes custos na producgao, reduzindo consequentemente os lucros, ou mesmo, gerando
prejuizos. Montgomery (2001) recomenda que, num processo potencialmente sujeito a in-
fluéncia de causas atribuiveis, utilizem-se amostras pequenas mais freqiientes. Essa é a
pratica mais corrente no meio industrial (producao em larga escala). Contudo, em proces-
s0os mais estaveis e “seguros”, convém tomar amostras maiores em intervalos mais longos.
Ultimamente, a tecnologia vem solucionando muitos desses problemas, permitindo, em
muitos casos, que todas as unidades produzidas sejam testadas. Isto pode se dar através
de medidores eletronicos, sensores automaticos, microcomputadores e outras ferramentas

tecnoldgicas que viabilizam um controle mais eficaz e consistente das unidades produzidas.

A construgao de um grafico de controle é fundamentada basicamente na idéia de se
tomar varias amostras, conhecidas também como subgrupos racionais, sendo “plotados”no
grafico apenas os valores representativos de cada uma dessas amostras. A utilizacao desse
método tem em vista dois objetivos, o de reduzir a variabilidade dentro de cada amostra
e ressaltar a variabilidade entre as amostras. Aqui, encontra-se uma das idéias funda-
mentais do grafico de Shewhart. A utilizacdo de amostras ou subgrupos faz com que as
chances de surgirem diferencas dentro de um subgrupo devido a causas atribuiveis seja
minimizada, enquanto que as chances de surgirem diferencas entre subgrupos devido a

causas atribuiveis seja maximizada.

Montgomery (2001) aponta duas abordagens gerais para a obtengao dos subgrupos. Na
primeira, cada amostra consiste basicamente em unidades que foram produzidas ao mesmo
tempo, ou pelo menos tao préximo quanto for possivel. A idéia basica desta abordagem
¢ tomar unidades consecutivas; Na segunda, tomam-se unidades representativas de todo
o processo durante o intervalo de amostragem, ou seja, cada subgrupo seria como uma
amostra aleatéria de todo o processo desde que a ultima amostra foi coletada. Na primeira

abordagem, a intencao do grafico de controle é detectar mudancas no processo, mostrando
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como cada amostra se comportou ao longo do tempo. Na segunda abordagem, o intuito é
tomar decisoes sobre a aceitagao de todas as unidades produzidas desde a ultima amostra.
Essa abordagem mostra-se mais ttil quando ha um estado de descontrole temporario, ou
seja, quando, apos um descontrole detectado em uma amostra, retorna-se ao estado de
controle na amostra seguinte. Entende-se que a primeira abordagem pode se mostrar

ineficaz contra esse tipo de mudanca.

Uma vez selecionado o tamanho da amostra e a freqiiéncia de amostragem, parte-se
para a construgao dos limites de controle. Como mostrado em (3.4), os limites de controle

para a média de uma caracteristica de interesse z qualquer sao dados por

LSC = p, + ko,
LC = p,
LIC = pu, — ko,.

O LIC (limite inferior de controle), a LC' (linha central) e o LSC (limite superior de
controle) constituem-se de linhas horizontais que serao utilizadas como parametro para
avaliar todo o processo. Os parametros populacionais y, e o, sdo, na grande maioria das
vezes, desconhecidos. Portanto, seus valores devem ser estimados. Como a amostra total
é dividida em amostras menores (subgrupos racionais), cada ponto “plotado”no gréfico é
um valor representativo da estatistica de interesse em cada amostra. Por exemplo, se a
intencao for construir um grafico de controle para monitorar o nivel do processo, os pon-
tos “plotados”no grafico poderao ser representados pela média z de cada amostra. Desta

forma, o teste de hipéteses proposto em (3.1), pode ser apresentado da seguinte maneira:

Hy: O processo estd sob controle estatistico

H1:0 processo nao estd sob controle estatistico.

Assim, a partir da andlise do comportamento dos pontos dentro ou fora dos limites
de controle, decide-se se o processo estd ou nao sob controle estatistico. Essa analise

muitas vezes nao é trivial e exige conhecimento e prética por parte do analista. E de vital

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA



3.1 Graficos de Controle 27

importancia que essa analise seja feita de forma correta, do contrario, todo o trabalho de
construcao do grafico tera sido em vao, pois de nada adiantaria um grafico corretamente

construido diante de uma interpretacao equivocada.

3.1.4 Andlise de Padroes em Graficos de Controle

O fato de um gréfico de controle conter todos os pontos dentro de seus limites de con-
trole nao ¢é, necessariamente, um indicativo de que este processo esteja sob controle. E
verdade que, de uma maneira geral, estabelece-se como regra que um processo esta sob
controle estatistico quando todos os seus pontos estao situados entre os limites inferior
e superior de controle. No entanto, esta nao é a tunica e definitiva regra. Vale ressaltar
que o comportamento desejado num processo é aquele onde todos os pontos encontram-se
aleatoriamente distribuidos em torno da média (linha central), ou seja, o comportamento
desejado num processo presume apenas a acao da variabilidade natural. Portanto, de nada
adiantaria se todos os pontos estivessem situados entre os limites de controle, mas apresen-
tassem um comportamento sistemético (ou nao-aleatorio) oriundo de causas atribuiveis.
Essa falta de aleatoriedade é justamente o que caracteriza um processo fora de controle
estatistico. Por exemplo, é de se estranhar que ocorram 8 pontos consecutivamente local-
izados abaixo ou acima da linha central (ver Figura 3.2), ja que a probabilidade de que
tal situacao ocorra é muito pequena. Isso pode caracterizar um problema no processo.
Num processo regularmente controlado espera-se que haja uma distribuicao equilibrada

dos pontos, tanto acima como abaixo da linha central.

E

TV AN V.V
Y Vv

2 4

Gualidade

Amostra da Caractenistica da

0+—/——T—T—"T—"T—"T—"T N e s s m p e e

1T 23 435 67 8 9310111213 14131681718 192021 22 2324 25

Hamere da Amostra ou Tempo

Figura 3.2 Ezemplo de Processo Fora de Controle Estatistico - Oito Pontos Consecutivos Acima
da Linha Central.
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Um fator bastante indesejado no controle de processos é a formacao de seqiiéncias.
Quando um determinado nimero de pontos em fila comeca a aumentar ou diminuir em
magnitude, isso caracteriza a formacao de uma seqiiéncia. E fAcil perceber, por exemplo,
que todos os pontos aumentando em seqiiéncia sao um indicativo de falta de aleatoriedade,
portanto, € muito provavel que haja algum problema envolvendo este processo. A Figura
3.3 ilustra este tipo de conjuntura. Quando as observagoes estao aumentando, diz-se que
ha uma seqiiéncia crescente. Analogamente, quando as observagoes estao diminuindo, hé

uma seqiiéncia decrescente.

Amostra da Caracteristica da
Oualidade
] [0}
1 1
[

D T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

1 3 5 7 % 11 13 18 17 18 A

Numero da Amostra ou Tempo

23 25

Figura 3.3 FExemplo de Processo Fora de Controle Estatistico - Seqiiéncia Crescente.

Muitas das vezes, a seqiiéncia pode nao envolver todas as observacoes de um pro-
cesso, mas sim, atuar em intervalos, ou seja, em grupos separados de pontos. No final,
ao observar-se o grafico, tem-se a impressao de que haja uma tendéncia, que pode ser
crescente ou decrescente. Isto também configura um estado de descontrole estatistico do

Processo.

Outro fator bastante indesejado é a sazonalidade dos dados. Quando as amostras sao
tomadas seqiiencialmente ao longo do tempo, podem ocorrer padroes de repeticao em
intervalos de tempo regulares, como mostra a Figura 3.4. Geralmente, esse comporta-
mento se mostra no grafico com um aspecto ondular, descaracterizando o comportamento

aleatorio desejado e, portanto, configurando que pode haver um problema no processo.
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Figura 3.4 Exemplo de Processo Fora de Controle Estatistico - Sazonalidade.

Outro fator que pode indicar descontrole no processo é a ocorréncia de diversos pontos
muito préximos dos limites de controle. O Western Electric Handbook (1956) aponta que
quando quatro, em cada cinco pontos consecutivos, se localizarem a uma distancia de
um sigma ou mais em relacao a linha central, isso pode indicar que héd um problema no
processo. Outro indicativo de problemas é quando dois, em cada trés pontos consecutivos,

se localizarem além dos limites de alerta 2-sigma.

De uma maneira geral, pode-se estabelecer como regra de decisao para a caracter-
izacao de um processo como estatisticamente descontrolado, a auséncia de aleatoriedade
das observagoes. Toda e qualquer influéncia de causas atribuiveis comecara por preju-
dicar a aleatoriedade dos pontos, ocasionando comportamentos sistematicos ou outras
configuracgoes tipicas da nao-aleatoriedade. Um processo sob controle estatistico serd sem-
pre caracterizado por uma distribui¢ao equilibrada (aleatéria) dos pontos em torno da

média (Linha Central).

3.2 Graficos de Controle para Variaveis

O nivel e a dispersao natural sao as caracteristicas mais importantes de um processo
produtivo no controle para variaveis. Essas duas caracteristicas sao comumente contro-
ladas simultaneamente, pois qualquer mudancga significativa no nivel ou na dispersao do

processo produtivo pode originar alteragoes significativas na fracao nao-conforme. Os
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graficos para o nivel monitoram a variabilidade entre as amostras, enquanto que, os graficos
para a dispersao monitoram a variabilidade dentro da amostra. Para o monitoramento do
nivel, comumente se utiliza o grafico da média (X) ou o grifico da mediana (X), e para
o monitoramento da dispersao, comumente se utiliza o gréfico do desvio padrao (S5), o
gréfico da variancia (S5?) ou o gréafico da amplitude (R). Nas Segoes 3.3 e 3.4, sdo aborda-

dos os principais graficos de controle para variaveis utilizados no monitoramento do nivel

e da dispersao do processo.

3.3 Graficos de Controle para Monitorar a Dispersao do Processo

3.3.1 Grafico do Desvio Padrao (Grafico 5)

Para determinar os limites de controle do grafico S é necessario supor que os valores
observados da caracteristica de qualidade monitorada sao normalmente distribuidos, com
média p e varidncia 0. Sendo S; o desvio padrao amostral do j-ésimo subgrupo, dado

por

, n—1
=1

Como o desvio padrao amostral S; nao é um estimador nao-viesado de o e (n—1)5%/0°

tem distribuicao qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade, pode-se verificar que

ps, = E[S;] = cno (3.6)

o5, = \/VarlS)) = Vo' — Eo? = o /T- &, (3.7

onde n é o tamanho do subgrupo amostral e

2\ T2
o= (i) mem 3%
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A partir das expressoes (3.6) e (3.7), pode-se definir a linha central e os limites de

controle 3-sigma para o grafico S, quando um valor padrao é dado por ¢, como

LSC = c,0+30y/1—¢2

LC =c,o (3.9)

LIC = c,0 — 301 — 2.

Quando nenhum valor padrao é dado para o, pode-se utilizar o estimador nao-viesado

S/c, para construir a linha central e os limites de controle 3-sigma, dados por

LSC = §+3§~/1 —c2
Cn

LC =S (3.10)

LIC = 9—35\/1 — .

3.3.2 Gréfico da Variancia (Grafico S?)

Duncan (1974) mostra que, para a construgao do gréfico S?, os limites de controle
podem ser determinados de forma probabilistica. Supondo que os valores da caracteristica
da qualidade observados tenham distribuicao normal, com média p e variancia o? e sendo

S? a variancia do j-ésimo subgrupo, entao

S? = iw (3.11)

J : n—1
=1

Como a estatistica (n — 1)5]2 /o? tem distribuicio qui-quadrado com n — 1 graus de

liberdade, pode-se verificar que

ps: = E[S}] = o (3.12)
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204

n—1

052 =Var[S?] = (3.13)

Se m amostras, cada uma de tamanho 7, sao analisadas e suas variancias S7, S3, ...,

S? calculadas, um estimador nao-viesado de o2 é

_ %Zm: (3.14)

A partir de (3.13) e (3.14), um estimador nao-viesado para o desvio padrao de S7 é

_ A 3.15
. 3.15)

A linha central e os limites de controle 3-sigma do gréafico S? sao obtidos a partir de

LSC = 5% 4352,/ 2
n—1

LC =52 (3.16)
LIC = S? —35%/ 2
n—1

3.3.3 Grafico da Amplitude (Grafico R)

Supondo que os valores da caracteristica da qualidade observados tenham distribuicao
normal, com média u e variancia o2, define-se, entdo, a amplitude amostral R de uma

amostra de tamanho n como

R = Xmam - Xmi?’H (317>

onde X,,.; € 0 maior valor observado na amostra e X,,;, ¢ o menor valor observado na

amostra.
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Se sao tomadas m amostras, cada uma de tamanho n, e suas amplitudes Ry, Rs, ..., R,,
obtidas, entao a média das amplitudes é dada por

_ Ri+Ro+ ..+ R,
m
Um estimador nao-viesado de o é R/d,. Portanto, obtém-se
pr=E[R] =R (3.19)
e

OR = VCL?”[R] = d30' = dgﬁ

. (3.20)

Conseqlientemente, a linha central e os graficos de controle 3-sigma do gréfico R sao

dy
LC =R

(3.21)
LIC = R — 3dj i

dy

3.4 Graficos de Controle para Monitorar o Nivel do Processo

3.4.1 Gréfico da Média (Grafico X)

Assumindo que a caracteristica da qualidade monitorada X tem distribui¢cao normal,

com média p e variancia o2. A média de uma amostra de tamanho n é dada por

1 n

X==-) X. 3.22
- ; (3.22)
Seja X;, i = 1,2, ..., a média do i-ésimo subgrupo. Os X; sdo normalmente distribuidos,
com média e variancia dadas, respectivamente, por
SANTOS, Rodrigo M.
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B[X] = (3.23)
e
_ 0'2
Var(X;] = —. (3.24)
n
Define-se uma variavel Z dada por
X -
Z = £ N, 1) (3.25)

Se o processo permanece sob controle, entao Z tem distribuicao normal padrao e per-

manece quase sempre entre -3 e 3, pois P[—3 < Z < 3] = 0,9973. Logo

j2 {—3 L VXi—p) 3} — 0,9973,

portanto

w—30c o pu+30
PlmVm/m—/ < X; < ——| =0, .
[\/ﬁ <X, < \/ﬁ} 0,9973

Assim, a linha central e os limites de controle do grafico X sao dados por

LSC:/MLS%
LC =p

o
LIC =p—3—.
C=up 3\/5

(3.26)

Supondo que m amostras, cada uma de tamanho n, sao analisadas e suas médias X7,

Xy, ..., X, calculadas, entao um estimador nao-viesado de p é a média das médias, dada

por
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_)_(1+)_(2+...+)_(m
— — .

>l

(3.27)

Em processos onde a média p nao é conhecida inicialmente, pode-se estimar o seu valor
a partir de (3.27). Caso o também seja desconhecido, pode-se recorrer a um estimador

para a dispersio (S/c, ou R/dy, por exemplo).

Assim, ao estimar p por Xeo por S/c,, tém-se a linha central e os limites de controle

dados por

= S
LSC =X
SC +3cn\/ﬁ
LC =X (3.28)
LIC =X —3-2

Ca/1
3.4.2 Gréfico da Mediana (Gréfico X)

Considerando uma caracteristica da qualidade X normalmente distribuida, com média
1 e variancia o2, sendo X a mediana de uma amostra de tamanho ne X;, i =1,2, ..., a
mediana do i-ésimo subgrupo, sabe-se que as X; tém distribui¢ao normal, com média e

variancia dada, respectivamente, por

BI%) = p (3.20)
e
Var[X)] = 02— (3.30)
’ 2n’ '
Define-se uma variavel Z, dada por
fo
z="1"1 N, ). (3.31)

o\/m/2n
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Se o processo permanece sob controle, entao Z tem distribuicao normal padrao. Con-
seqiientemente, a probabilidade do intervalo de variacio bilateral da estatistica teste X

conter todas as suas realizagoes é de 1 — o, assim

™

T ~
Plp—2Z1apoy]— <X <p+ 2 —l=1-a 32
{u 1-a/204[ 50 S Xi St Ziappo %} a (3.32)

Portanto, a linha central e os limites de controle do grafico X sao dados por

LSC = i+ 304/ —
2n
LC =p (3.33)

LIC =p—30 o

s

Em processos onde a média p e a variancia o2 nao sao conhecidas inicialmente, pode-
se estimar o seus valores. Assim, considerando que m amostras, cada uma de tamanho
n, sao analisadas e suas medianas X1, X, ..., X,, calculadas, entdo dois possiveis esti-
madores nao-viesados de p sao a média das medianas amostrais e a mediana das medianas

amostrais, obtidas, respectivamente, a partir de

X+ X+ X
N m

>

(3.34)

~ ~ 1

X = X; i:§(m+1), (3.35)
onde X () Tepresenta a mediana de ordem 4. Para nimero de amostras par, utiliza-se como
mediana das medianas amostrais a média aritmética das duas medianas centrais.

Para estimar o pode-se recorrer a um estimador para a dispersao (S/c¢, ou R/ds, por

exemplo).

Ao estimar p por Xeo por S/c,, tém-se a linha central e os limites de controle dados

por
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LSC— % +32 |~

cn V 2n

LC =X (3.36)
Lic=%x 32/

cn V 2n

3.5 Analise da Capacidade de Processos

3.5.1 Aspectos Gerais

Os indices de capacidade constituem uma ferramenta bastante tutil em controle es-
tatistico da qualidade e sua aplicabilidade se mostra de grande valia para avaliar se um
determinado processo consegue atender as especificagoes de engenharia. Basicamente, a
metodologia consiste em avaliar a estabilidade estatistica de um processo mediante a uti-
lizacao de gréaficos de controle para, em seguida, determinar a capacidade do processo em
gerar produtos conformes. Em outras palavras, é avaliado se a dispersao natural (60) de
um processo esta dentro dos limites de especificagao. A dispersao de 6-sigma é comumente
tomada como medida da capacidade de um processo. Assim, para uma caracteristica da
qualidade normalmente distribuida com média p e desvio padrao o, se estabelece o inter-
valo com trés desvios a direita e a esquerda de p (£ 30). Este intervalo é denominado
faixa caracteristica de um processo. Numa distribuicao normal, esta faixa inclui 99,73% da
variavel de interesse, contra os 0,27% que ficam de fora. Para que um processo seja consid-
erado capaz, suas especificagoes devem conter a amplitude 6-sigma, o que equivale a dizer
que pelo menos 99,73% das unidades produzidas devem ser conformes, admitindo, além
da normalidade da caracteristica de qualidade, que a média do processo é centralizada na

especificacao.

1 e o sao desconhecidos, portanto, para que a capacidade do processo seja avaliada, eles

devem ser estimados por meio de dados amostrais, assim como nos graficos de controle.

A capacidade de um processo s6 pode ser estimada quando o processo estd sob con-
trole estatistico, ou seja, possui um comportamento previsivel, caracterizado por uma dis-
tribuicao de probabilidade. Além disso, a caracteristica de interesse deve ter distribuigao,

pelo menos aproximadamente, normal e suas observagoes devem ser independentes (Kotz
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e Johnson, 1993). Quando a capacidade do processo for avaliada em circunstancias difer-

entes dessas é muito provavel que se produzam estimativas incorretas.

Existe uma grande variedade de indices de capacidade [ver Kotz e Lovelace (1998),
por exemplo|, entretanto, este trabalho abordard nas préximas segoes os quatro indices
mais freqiientemente utilizados para medir a capacidade de um processo. Esses indices sao

comumente conhecidos como Cp, Cpy,, Cpr € Cpy.

3.5.2 Indice Cp

O indice C, é uma medida de capacidade potencial do processo em satisfazer as

exigéncias estabelecidas (especificacoes de engenharia) e é definido por

_ LSE - LIE

Cy 60 ’

(3.37)
onde LSE é o limite superior de especificacao, LIE é o limite inferior de especificacao e
o é o desvio padrao do processo. ¢ é um parametro desconhecido e, como tal, deve ser
estimado a partir de estatisticas amostrais (S/c,, por exemplo). De uma maneira geral,
espera-se que, para que um processo seja considerado capaz, a especificacao do produto

deve ser superior a capacidade do processo.

A definigao de C), leva em consideracao que as especificagoes do processo sao dadas por
limites bilaterais (LSE e LIE) e assume implicitamente que o processo esta centrado no
valor nominal da especificagao. Caso o processo nao esteja centrado, corre-se o risco de o

valor real da capacidade ser menor que o valor indicado por C,.

O indice C, considera as dispersoes (permitida e natural) do processo, nao fazendo
qualquer referéncia ao nivel do processo. Se a capacidade do processo for superior a es-
pecificagao do produto, o processo nao sera capaz. Fica claro, portanto, que para se en-
contrar diante de um processo capaz, o analista deve esperar um C), tao grande quanto
possivel, pelo menos igual a 1,00. Num processo normalmente distribuido, onde a média
seja centrada na especificagdo, um C, = 1,00 equivale a dizer que pelo menos 99,73%
das unidades produzidas serao conformes, pois neste caso, a variagao natural do processo

coincide com a variacao permissivel. Entretanto, o ideal é que se tenha uma dispersao per-
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mitida superior a dispersao natural. Isso equivale a dizer que o ideal seria um C, > 1, 00.
Entretanto, o critério mais comumente aceito como limite inferior para a determinacao
da capacidade de um processo é uma estimativa de €}, = 1,33. De acordo com Ramos
(2003), esta estimativa assegura que os dados do processo utilizem aproximadamente 75%
ou menos da amplitude de especificacao. Isso garante uma taxa de 0,007% de rejeicao, o
que é uma taxa bastante baixa. Essa estratégia se demonstra bastante eficaz na prevengao

de itens defeituosos.

Como regra geral para analise do indice de capacidade do processo, adotam-se as

seguintes especificagoes:

e C, <1,00: A capacidade do processo é inadequada a especificagao exigida. O processo
¢é considerado vermelho. Nesta situacao, o responsavel pela producao deverd tentar
diminuir a variabilidade do processo ou realizar o trabalho em outro processo que

atenda as especificacoes;

e 1,00 < C, < 1,33: A capacidade do processo esta dentro da especificagao exigida.
O processo é considerado amarelo. Nesta situacao, o responsavel pela produgao de-
verd tentar diminuir a variabilidade do processo. Gréficos de controle sao uteis para
manter o processo sob controle estatistico, evitando a producao de unidades nao-

conformes;

e C, > 1,33: A capacidade do processo é adequada a especificagao exigida. O processo
¢ considerado verde. Nesta situagao, o responsavel pela producao nao precisa tomar
maiores cuidados com o processo, a menos que se queira reduzir a variabilidade para

aumentar a qualidade dos produtos.

A utilizacao do indice (), apresenta algumas desvantagens para o analista. Primeira-
mente, a defini¢ao de C), leva em consideragao que as especificacoes do processo sao dadas
por limites bilaterais (LSE e LIFE) e assume implicitamente que o processo esté centrado
no valor nominal da especificacao. Caso o processo nao esteja centrado, corre-se o risco
de o valor real da capacidade ser menor que o valor indicado por C),. Outra desvantagem
é que o indice C), leva em consideracao as dispersoes (permitida e natural) do processo,

nao fazendo qualquer referéncia ao nivel do processo.
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3.5.3 Indices C,,, Cy e Oy

Conforme abordado na Subsegao 2.3.1, o C, tem o problema de medir a capacidade
somente em termos de dispersao, nao levando em consideragao o nivel do processo. Neste

sentido, o indice C); vem suprir certas lacunas deixadas pelo C,,.

Uma grande vantagem do Cp; é que, ao contrario do C), ele pode ser utilizado numa
situac@o de especificac@o unilateral. Neste caso o indice é tomado pelo limite (inferior ou
superior) de especificacdo, juntamente com o nivel do processo. Portanto, surgem dois

novos indices, definidos por

o Dispersao Superior Permitida  LSE —
pu —

(3.38)

Dispersao Superior Natural 30

c Dispersao Inferior Permitida w— LIE
pl = = .

= 3.39
Dispersao Inferior Natural 30 ( )

Estes indices sao denominados de indices de capacidade superior e inferior, respecti-
vamente. LSFE é o limite superior de especificacao, LIFE é o limite inferior de especificagao

e o ¢ o desvio padrao do processo.

No caso de especificacao bilateral, um indice natural, denominado Cyy, obtido a partir

das Equagoes (3.38) e (3.39), é definido por

Cpk = min{Cpu,C’pl}. (340)
Outra forma de escrever o indice Cpy, ¢

d—|p— M|
O, = il 3.41
pk 30 ) ( )
onde d é a média aritmética dos limites inferior e superior de especificacao (d = (LSE —

LIFE)/2), indicando o comprimento da metade do intervalo de especificagdo. M = (LSE+

LIE)/2 é o ponto médio do intervalo de especificagao.
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Para o processo ser considerado capaz, o Cp, deve ser igual ou superior a um. E impor-
tante notar que, na hora de quantificar a capacidade do processo, o indice Cp leva em
consideracao a pior metade dos dados do processo. Portanto, além de avaliar a capacidade
do processo, o indice Cp;, também leva em conta a centralizacao do processo, relacionando
a distancia escalar entre a média do processo e o limite de especificacdo mais proximo.
Segundo Montgomery (2001), a magnitude de Cp;, em relagdo a C, é uma medida direta
de quao fora de centro o processo estd. De uma maneira geral, quando C, = Cy, significa
que o processo estd centrado no ponto médio das especificagoes. Se Cp, < C),, 0 processo
estd descentrado. Assim, chega-se a conclusao de que o C}, mede a capacidade potencial

no processo, enquanto que Cp, mede a capacidade efetiva.

O Capitulo 4 aborda os principios de estimacao robusta e a teoria do desvio absoluto

mediano como estimador robusto de o, além de alguns estudos de simulacao.

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA



Capitulo 4

Estimando o Desvio Padrao a partir do
Desvio Absoluto Mediano

4.1 Principios de Estimacao Robusta

O ponto de partida do estudo da estatistica robusta esta no fato de que muitas su-
posigoes comumente feitas em estatistica classica (como normalidade, linearidade ou in-
dependéncia, por exemplo) sdo, em sua maioria, apenas aproximagoes da realidade. Neste
sentido, a estatistica classica se utiliza de procedimentos para distribui¢coes e modelos

exatos, mas nao diz muito quando a suposicao é apenas aproximadamente valida.

Na expressao (4.1), é definida uma distribuicao G a partir de uma combinagao de duas

distribuigoes (H e W). Assim,

G=(1—¢e)H+eW ,sendoce € [0, 1]. (4.1)

A distribuigdo G pode ser considerada uma distribuicdo mista entre a distribuicaio H
e uma contaminacao dada pela distribuicao W. Diz-se que um estimador é robusto se

permanece estavel no conjunto de distribuicoes G' formadas a partir de H.

Para Damiao (2007), a estatistica robusta pode ser descrita como uma generalizacao da
estatistica classica que leva em consideracao a possibilidade de especificacoes incorretas
do modelo e da distribuicao dos dados em estudo. Esta teoria e seus resultados sao validos
tanto dentro do modelo especificado como nas proximidades desse modelo, neste caso, por
exemplo, quando a amostra em estudo estd contaminada por observacoes discrepantes

(outliers).

Hampel (2001) define outliers simplesmente como observagoes que nao se ajustam ao

padrao dos dados. Na obtencao de estimativas para um determinado parametro, a pre-
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senca de outliers pode se transformar num grande problema. Por exemplo, numa amostra
aleatéria X, ..., X,, da caracteristica X, tal que X ~ N(u,c?), sabe-se que a média
amostral X funciona como um excelente estimador para o nivel, pois possui propriedades
como eficiéncia, consisténcia e auséncia de viés. Entretanto, se for considerada a presenca
de outliers na amostra, a média amostral, que toma todas as observagoes da amostra para
seu célculo, serd bastante influenciada. Isso fard com que a média amostral ofereca uma
estimativa ruim. Agora, se a mediana amostral X fosse tomada como estimador para o
nivel, este mesmo problema nao ocorreria, pois a mediana nao se deixa afetar por valores
extremos. Isso fard com que a mediana ofereca melhores estimativas para o nivel em caso
de contaminagao por outliers. Diz-se, portanto, que a mediana amostral é mais robusta.
Duas importantes propriedades de robustez sao o ponto de ruptura e a consisténcia de

Fisher.

4.1.1 Ponto de Ruptura

Intuitivamente, o ponto de ruptura de um estimador é a proporcao de contaminacao
(ou seja, observagoes arbitrariamente grandes em médulo) que um estimador pode supor-
tar antes de acusar resultados arbitrariamente grandes. Por exemplo, tomando a média
amostral como estimador de p, é facil perceber que o seu ponto de ruptura é zero, pois
substituindo apenas uma tnica observacao da amostra por uma observacao discrepante
pode-se tornar a média amostral arbitrariamente grande. Nota-se que a mediana amostral
nao apresenta esse problema, pois toma o termo do meio da amostra quando esta esta
ordenada segundo algum critério de grandeza. Isso d4 a mediana amostral o maior ponto
de ruptura possivel, 50% ou 0,5. Intuitivamente, entende-se que o ponto de ruptura nao
pode exceder 50%, pois se mais da metade das observacoes estiver contaminada entao nao

serd mais possivel distinguir entre a distribuicao base e a distribuicao contaminada.

A nocao de ponto de ruptura foi tomada, formalmente definida, e brevemente discutida
por Hampel (1968). Desde entao, foi uma medida que se popularizou bastante nos artigos
de estatistica robusta. Vale ressaltar que, originalmente, o ponto de ruptura é um conceito

assintotico, mas que, no entanto, foi adaptado para amostras finitas por Donoho e Huber
(1983).

Antes de abordar a definicao tedrica do ponto de ruptura, algumas consideragoes devem

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA



4.1 Principios de Estimacao Robusta 44

ser feitas. Seja X = (X3, ..., X,,) uma amostra fixada de tamanho n. Esta amostra pode

ser corrompida de diversas maneiras. Trés maneiras sao mostradas a seguir.

i) e-contaminagdo: acrescentam-se m valores arbitrarios Y = (y1, ..., Ym) & amostra.

Assim, a fracao de valores “ruins”na amostra contaminada X' = X UY ée =m/(m+n);

i) e-substitui¢do: substitui-se um conjunto arbitrario de tamanho m da amostra por
valores arbitrarios yi, ..., ¥m. A fracao de valores “ruins”da amostra contaminada X' é

e =m/n;

i11) e-modificacdo: seja m uma funcao de distancia arbitraria definida no espago de medidas
empiricas. Seja F, uma medida empirica correspondente a amostra dada X, e seja X'
qualquer outra amostra com medida empirica G, de forma que 7(F,,, G,,) < . O tamanho

amostral n’ deve ser diferente de n.

Tomando T' = {T},}, com n =1, 2, ..., como o estimador de algum parametro de interesse
e sendo T'(X) o valor deste estimador na amostra X. Pode-se dizer que o ponto de ruptura
da contaminagao/substituigdo/modificagdo de T em X é £*, onde €* é o menor valor de €
para o qual o estimador, quando aplicado a amostra e-corrompida X', pode tomar valores
arbitrariamente distantes de T'(X). Assim, inicialmente define-se o méximo viés que pode

ser causado Por uma 5—corrupgéo CcOo1mo

b(e; X, T) = sup|T(X') — T(X)], (4.2)

onde o supremo é tomado sob a gama de todas as amostras e-corrompidas X'. Pode-se

definir o ponto de ruptura como

(X, T) = inf{e : b(e; X, T) = o0}. (4.3)

Desta forma, o ponto de ruptura para amostras finitas nada mais é do que a menor
fracao de contaminacao que pode fazer com que o estimador tome valores arbitrariamente
grandes. Tipicamente, em amostras finitas, o ponto de ruptura é uma fun¢ao do tamanho

de amostra n. Para se obter um tnico valor utiliza-se o ponto de ruptura assintético, que
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é o limite do ponto de ruptura para amostras finitas quando n tende para infinito. E de

praxe que sempre se diga “ponto de ruptura’se referindo ao ponto de ruptura assintético.

Para estimadores como a média amostral, por exemplo, uma tunica observagao pode
causar a ruptura, ou seja, corromper um unico valor da amostra ja é fator suficiente para
que o estimador acuse um valor diferente do inicial. Portanto, para a média amostral o
ponto de ruptura para amostras finitas (a menor fracdo de contaminagao que pode fazer
com que o estimador tome valores arbitrariamente grandes) é 1/n e o ponto de ruptura
assintético (que é o limite do ponto de ruptura para amostras finitas quando n tende a

infinito) é igual a zero (lim 1/n = 0).

Alguns estimadores para a dispersao utilizam a média amostral para o seu calculo (S
e S?, por exemplo) e, portanto, também apresentam ponto de ruptura igual a zero. Um
estimador mais robusto para a dispersao é o intervalo interquartilico (/Q)), que toma a

diferenga entre o terceiro e o primeiro quartil. Seu ponto de ruptura é 0,25 ou 25%.

4.1.2 Consisténcia de Fisher

O estimador én, baseado nas observacoes X, ..., X,,, com funcao de probabilidade F',
é dito um estimador Fisher-consistente do parametro 6 se, escrito como uma funcional
6, = T(F,) da funcdo de distribui¢ao empirica do vetor (X, ..., X,,), n = 1, ..., satisfaz
T(F) = 0. Em Matemética, uma funcional é toda fungao cujo dominio é um espago vetorial
e a imagem é o corpo de escalares. Em outras palavras, a funcional é uma funcao que toma
outra funcao como seu argumento e retorna um escalar. Portanto, para que um estimador
seja Fisher-consistente ele deve ser igual a funcional da funcao de distribuicao empirica,

assim como o parametro também deve ser igual a funcional da funcao de distribuigao

verdadeira, ou seja

b, =t(F,) e 0=T(F). (4.4)

A consisténcia de Fisher recebeu este nome por ser o conceito de consisténcia origi-
nalmente proposto por Fisher em 1922 (Jureckova e Picek, 2006). Alguns exemplos de
medidas Fisher-consistentes sao a média amostral X e a variancia amostral S?, como é

demonstrado a seguir.
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Seja X1, ..., X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da variavel aleatéria X e seja

0 = T(F) = y, entdo a média amostral 6, = 327 | X;/n serd Fisher-consistente, pois

O mesmo vale para a variancia amostral. Seja § = T'(F) = Var(X), entao a variancia

amostral 6,, = %E?ZI(XZ» — X)? sera Fisher-consistente, pois

Vale ressaltar que o estimador 6, apesar de Fisher-consistente, é viesado. Por outro

lado, o estimador nao-viesado S? = ﬁE?f:l(X 1 — X)? nao serd Fisher-consistente, pois

1
n—1

T(F) ¢ ——T(F)+T(F).

n—1

2 =

n

4.2 O Desvio Absoluto Mediano como Estimador Robusto para
o Desvio Padrao o

A busca por estimativas para o desvio padrao populacional o é objeto de grande inte-
resse na pesquisa em CFE(Q). Esta é uma preocupacao que estd sempre em voga, pois um
monitoramento eficiente de um determinado parametro de interesse do ponto de vista da
qualidade, depende acima de tudo, de uma estimagao, no minimo, precisa deste mesmo
parametro e de outros parametros auxiliares. Por exemplo, supondo que se deseja contro-
lar o nivel de um determinado processo. Para que haja um controle seguro e inequivoco,
é necessario que se tenha uma boa estimativa para esse nivel, assim como para a dis-
persao associada, j4 que ambas as estimativas serao utilizadas na construcao do grafico

de controle.

Trés estimadores comumente utilizados para estimar a dispersao de um processo sao
o desvio padrao amostral corrigido (S/c,), a amplitude amostral corrigida (R/dy) e a

variancia amostral (S2). Estes trés estimadores, apesar de oferecerem boas estimativas
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para a dispersao, apresentam o mesmo problema: sao extremamente afetados por ob-
servacoes discrepantes, ou em outras palavras, nao sao resistentes. Segundo Mosteller e
Tukey (1977), a resisténcia, caracteristica tipica dos estimadores robustos, é a capacidade
desse estimador de nao sofrer grandes alteragoes quando se altera uma pequena parte dos

dados, mesmo quando essas alteragoes resultarem em valores extremos nas observacoes.

Uma possivel alternativa de medida de dispersao resistente é o desvio absoluto mediano,

conhecido também apenas por desvio mediano, e definido como

DAM, = ¢ med;|z; — med;xz;|, (4.5)

onde ¢ é uma constante obtida a partir de uma relacao entre o DAM e o desvio padrao
o. Para dados normalmente distribuidos, ¢ é tomada como 1/®7'(3/4) (onde @' é o
inverso da funcdo de distribui¢ao acumulada de uma normal padrao) ou 1,4826, conforme

¢ demonstrado a seguir.

Seja X1,... , X,, uma amostra aleatéria da variavel aleatéria X normalmente distribuida,

com média e variancia o2, tem-se que

X - DAM DAMY\ 1
P(|X—M|§DAM):P(‘ “‘< >:P(|Z|§ ):-
g

o - o

com Z ~ N(0,1), portanto,

DAM

o

d1(3/4) =~ 0, 6745,

ou seja,

& ~ 1,4826 DAM. (4.6)

Fazendo 6 = DAM,,, tem-se
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DAM,, = 1,4826 med;|x; — med;z;|. (4.7)

A constante 1,4826 em (4.7) é necessaria para tornar o estimador consistente (con-
sisténcia de Fisher) para o parametro ¢ em distribuigdes normais. O DAM apresenta o
maior ponto de ruptura dentre os estimadores para a dispersao: 0,5 ou 50%, conforme é

verificado a seguir.

Tomando uma amostra X = (z1, ..., z, ), pode-se obter uma nova amostra X’ a partir da
primeira fazendo uma e-substituicao de m dos n valores da amostra inicial X. A proporcao

de valores corrompidos em X’ é m/n. De acordo com a expressao (4.3), tem-se

(X, DAM) = inf{% b(e; X, DAM) = oo},

onde b(e; X, DAM) = sup |DAM(X') — DAM (X)|.

Para m = n/2 tem-se o menor ¢ para o qual b(g; X, DAM) = co. Assim,

(X, DAM) = [n/2]/n,

lim [n/2]/n = 0,5,

n—oo

que é o maior ponto de ruptura dentre os estimadores para a dispersao.

A partir de um estudo de simulac¢do, Croux e Rousseeuw (1992) definem um fator de

correcao b, para amostras finitas que torna o estimador

DAM,, = b, 1,4826 med;|z; — med;z;|, (4.8)
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aproximadamente nao-viesado para o parametro o, onde b, é um fator de correcao as-
sociado ao tamanho da amostra. Os valores de b, para alguns tamanhos amostrais sao

apresentados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 Fator de Correcao by, para o Desvio Absoluto Mediano.

n 2 3 4 ) 6 7 8 9
by, 1,196 1,495 1,363 1,206 1,200 1,140 1,129 1,107

e para n > 9, tem-se

n

b, = ——.
n—0,8

O fator de correcao b, tira o viés associado ao estimador. Portanto, para o estimador

proposto em (4.8), tem-se,

E[DAM,] ~ o (nao — viesado). (4.9)

Por uma questao de conveniéncia, o produto (b, 1,4826), cujos fatores sdo constantes,
serd tratado como uma nova constante w. Valores de w estao tabulados para alguns taman-
hos amostrais na Tabela A.1 do Apéndice A. Assim, o estimador mostrado em (4.8), passa

a ser dado por

DAM, = w med;|x; — med;x;|. (4.10)

Considerando agora m amostras da caracteristica de qualidade X, com X ~ N(u,0?),
cada uma com tamanho n, e seus desvios padrao 61, 99, ..., 0., Obtidos a partir de (4.10),

entao a média dos desvios padrao é estimada por

G1FGot ot O D

m m

I
€
-
=
<

(4.11)
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E f4cil verificar que a esperanca de w DAM é

EwDAM)=F | &Z—— "
m

1
= — m Elw DAM] = 0. (4.12)
m

Z w DAM; —

=1

Muitos aspectos a cerca das propriedades e medidas relacionadas ao desvio absoluto
mediano ainda sao desconhecidos para amostras finitas. Sua distribuicao de probabili-
dade, por exemplo, ainda é desconhecida. Outra importante lacuna a ser preenchida é a
busca por uma férmula analitica para a variancia do DAM em amostras finitas. Segundo
Rousseeuw (2008), como o DAM possui uma definigdo de dois passos (primeiramente, a
mediana amostral e, em seguida, os desvios em relagdo a ela) torna-se muito dificil ou
extremamente complicado desenvolver uma férmula analitica para a variancia do DAM.
Ainda de acordo com Rousseeuw (2008), até hoje, todos os pesquisadores que quiseram
dizer alguma coisa a respeito da variancia do DAM em amostras finitas recorreram a

algum estudo de simulagao.

4.3 Simulacoes

Para verificar a adequacao do estimador do desvio padrao baseado no desvio absoluto
mediano, foi realizado um estudo de simulagao. Foram tomadas 100.000 amostras de
tamanho n = 5, 8, 10, 15, 20, 40, 60 e 100. As amostras sao independentes e normalmente
distribuidas com g = 0 e 0 = 1. Para cada tamanho amostral n, foram calculados os
valores de R/dy, S/c, e w DAM e seus respectivos erros quadraticos médios. As simulacdes
foram feitas utilizando o simulador do aplicativo Matlab for windows, versao 5.3.0.10183,
da MathWorks Inc.
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Tabela 4.2 Valor Médio das Estimativas de R/ds, S/c, e w DAM para o Desvio Padrdo o.

n R/ds S/en wDAM
5 0,998 0,998 0,991
8 1,001 1,001 1,004
10 1,000 1,000 0,993
15 1,000 1,000 0,999
20 1,000 1,001 1,000
40 1,001 1,000 1,000
60 1,000 1,000 1,000
100 1,000 1,000 1,000

A Tabela 4.2 mostra o valor médio das estimativas de R/dy, S/c, e w DAM para
o desvio padrao o. Os resultados mostram que os estimadores R/dy, S/c, e w DAM
apresentam desempenhos semelhantes, com diferencas pouco significativas, especialmente
para tamanhos amostrais grandes (n > 20), onde os trés estimadores produzem estimativas
mais precisas para o verdadeiro valor do parametro o. A Tabela 4.3 mostra os valores dos

erros quadraticos médios dos estimadores R/dy, S/c, e w DAM.

Tabela 4.3 Valores dos Erros Quadrdticos Médios dos Estimadores R/da, S/c, e w DAM para
o Desvio Padrao o.

n R/ds S/en wDAM
) 0,028 0,026 0,067
8 0,010 0,009 0,021
10 0,007 0,006 0,013
15 0,003 0,002 0,007
20 0,002 0,001 0,003
40 0,001 0,000 0,001
60 0,000 0,000 0,000
100 0,000 0,000 0,000

A partir da anélise da Tabela 4.3, percebe-se que a variabilidade do estimador w DAM ,
medida a partir do seu erro quadritico médio, é maior que a dos estimadores R/dy e
S/c,, especialmente para pequenos tamanhos amostrais (n < 20), onde essa diferenca fica
mais evidente. Os resultados sugerem que, para n — 00, os trés estimadores apresentam

a mesma eficiéncia para estimar o verdadeiro valor de o.

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA



4.3 Simulagoes 52

A vantagem do estimador w DAM em relagao aos demais estimadores para a dispersao
(incluindo o intervalo interquartilico) é o seu alto ponto de ruptura (0,5 ou 50%), pois essa
caracteristica confere ao w DAM um desempenho consideravelmente melhor em processos
potencialmente sujeitos a contaminagao por outliers. Para comprovar esta afirmacao, é
desenvolvido um novo estudo de simulacao, no qual é realizada uma experiéncia para testar
a robustez dos estimadores estudados. Para tanto, é gerada uma amostra de tamanho
n = 10 de uma varidvel normalmente distribuida, com média pu = 0 e variancia o? = 1.
Novamente, é utilizado o simulador do aplicativo Matlab for windows, versao 5.3.0.10183,

da MathWorks Inc. Os dados resultantes sdo
—1,088 —1,088 0,274 1,073 -1,305 0,176 0,611 —-0,143 0,369 1,007

A experiéncia consiste em inserir arbitrariamente (por e-substitui¢ao) um outlier na
amostra e observar como os estimadores em questao se comportam. Sera dito mais robusto
o estimador que for capaz de se manter inalterado diante da implantacao do outlier. O
valor 1,073 é arbitrariamente substituido pelo valor 8, que é um outlier. A Tabela 4.4
mostra as estimativas obtidas a partir dos estimadores R/ dy, S Jcn € wDAM para o

desvio padrao o, antes e apds a introducao do outlier na amostra.

Tabela 4.4 Valores da Estimativas Obtidas a partir de R/da, S/c, e w DAM para o Desvio
Padrdao o Antes e Apés a Introducdao do Outlier na Amostra.

R/dy S/ecn, wDAM
Antes do outlier 0,772 0,898 0,941
Apés o outlier 3,023 2,764 0,941

A partir da andlise da Tabela 4.4, percebe-se que os valores das estimativas obtidas
de R/dy e S/c, para o desvio padrdo ¢ aumentaram significativamente de valor com a
introducao do outlier na amostra. Isso se deve ao fato de que o DAM é uma medida
mais robusta, o que é facilmente comprovado pelo seu alto ponto de ruptura (0,5 ou 50%).
Portanto, fica comprovado que, diante de processos potencialmente sujeitos a interferéncia
de outliers, os estimadores R/dy e S/c, nao apresentam um desempenho satisfatério, ja
que sao extremamente influenciados por valores discrepantes. Neste caso, convém utilizar

uma medida mais robusta, como o desvio absoluto mediano, por exemplo.
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A idéia de utilizar um estimador robusto para o desvio padrao o e, a partir dele, ap-
rimorar ferramentas para o controle estatistico da qualidade, nao é inteiramente nova.
Ramos (2003) utilizou um estimador baseado no intervalo interquartilico (IQ/¢&,) para
estimar o, aplicando-o na construcao de graficos de controle e indices de capacidade. O
1Q/¢, é, de fato, um estimador robusto de o, pelo menos mais robusto que R/dy e S/c,,.
Entretanto, com um ponto de ruptura de apenas 25% o estimador 1Q/&, nao é o mais
adequado para processos sujeitos a agao de muitos outliers simultaneamente. Para isso,

seria necessario uma medida com um ponto de ruptura maior.

Um novo estudo de simulagao serd realizado com o intuito de demonstrar como o es-
timador w DAM se comporta melhor sob a presenca de muitos outliers na amostra, em
comparagao com os estimadores R/ds, S/c, e IQ/&,. Para tanto, é utilizada a mesma

amostra de tamanho n = 10, mostrada anteriormente.
—1,088 —1,088 0,274 1,073 —-1,305 0,176 0,611 —-0,143 0,369 1,007

onde os valores em negrito serao substituidos pelos outliers -6, -7, 8 e -7, respectivamente.
A Tabela 4.5 mostra os valores de R/da, S/c,, IQ/&, e w DAM, antes e apés a introducio

dos outliers na amostra.

Tabela 4.5 Valores da Estimativas Obtidas Através de R/dy, S/c,, 1Q/&, e w DAM para o
Desvio Padrdo o Antes e Apds a Introducdo dos Outliers na Amostra.

R/ds S/ecn 1Q/¢, wDAM
Antes do outlier 0,772 0,898 1,198 0,941
Apés o outlier 4,873 4,725 4,344 0,941
Aumento Percentual (%) 531,2 426,2 262.,6 0,000

A partir da andlise da Tabela 4.5, nota-se que, com a introducao dos quatro outliers na
amostra, os estimadores R/ds, S/c, e IQ /&, apresentam valores arbitrariamente grandes.
Em termos percentuais, o estimador R /dy aumentou 531,2 %), o estimador S /¢, aumentou
426,2 %, o estimador 1Q/&, sofren um aumento de 262,6 %, enquanto que o estimador
w DAM permaneceu inalterado. Esses resultados mostram que estimadores com um ponto
de ruptura de apenas 25%, como é o caso do 1Q /¢, podem suportar a presenca de poucos

outliers na amostra, mas nao respondem bem quando a quantidade de outliers na amostra
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é grande, problema que o estimador w DAM nao apresenta, pois o DAM possui um ponto

de ruptura de 50%, que é o maior possivel.

O Capitulo 5 mostra o aprimoramento de ferramentas no controle estatistico da quali-

dade a partir da utilizacao do estimador robusto de ¢ baseado no desvio absoluto mediano.
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Capitulo 5

Aprimoramento de Ferramentas em CFE()

5.1 Introducao

Em um grafico de controle, os limites de controle sao expressos por um multiplo do
desvio padrao . Para um multiplo £ do desvio padrao, tem-se limites de controle k-sigma.
Uma escolha comum é k£ = 3. A distancia entre os limites de controle esta associada ao
tipo de erro que se pode cometer na utilizagao de um grafico de controle. Por exemplo, se
a distancia entre os limites de controle diminui, maior serd a probabilidade de ocorréncia
do erro tipo I (concluir que o processo esta fora de controle quando, de fato, ele esta sob
controle) e se a distancia entre os limites de controle aumenta, maior serda a probabili-
dade de ocorréncia do erro tipo II (concluir que o processo esta sob controle quando ele

realmente estd fora de controle).

Se a estatistica teste avaliada possuir distribui¢ao pelo menos aproximadamente normal,
pode-se obter uma probabilidade o do erro tipo I na escolha do multiplo £ de ¢ a partir
de k = Z,/3, onde Z,/; sao pontos percentuais da distribuicao normal, de acordo com a
probabilidade « associada. Utilizar limites 3-sigma na construgao de graficos de controle

implica numa probabilidade o = 0,0027 do erro tipo I.

Este capitulo aborda o aprimoramento de ferramentas em CFE(Q), a partir da utilizacao
do estimador de o baseado no desvio absoluto mediano em graficos de controle e indices
de capacidade. Para tanto, sao utilizados como exemplo os dados medidos dos diametros
internos (mm) de anéis de pistao, retirados de Montgomery (2001). Este conjunto de
dados consiste de 125 observacoes, divididas em 25 amostras, de 5 observacoes cada. Os
dados em questao descrevem um processo estatisticamente sob controle e sua utilizacao

no presente trabalho tem fins meramente ilustrativos.
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5.2 wDAM Aplicado aos Graficos de Controle para Variaveis para
Monitorar a Dispersao do Processo

5.2.1 wDAM Aplicado ao Grafico do Desvio Padrao

A partir das expressoes dadas por (3.10), utilizadas para obtencao do limite superior
de controle, da linha central e do limite inferior de controle para o grafico S, substituindo

S/c, por wDAM, obtém-se

LSC = S+ 3wDAM\/1 — 2
LC =S (5.1)
LIC =8 —3wDAM+\/1 — ¢2.

Fazendo A\; = 3w4/1 — 2, obtém-se

LSC =S+ MDAM
LC =S5
LIC =S5 — )\ DAM.

n

(5.2)

Valores de \; estao tabulados para alguns tamanhos amostrais na Tabela A.2 do Apéndice
A.

Considerando os dados medidos dos diametros internos (mm) de anéis de pistao, mostra-
dos na Tabela B.1 do Apéndice B, tem-se que S = 0,010 e DAM = 0,006. Para tamanho
amostral n = 5, a partir das Tabelas A.1 e A.2, do Apéndice A, tem-se ¢, = 0,940,
w=1,788 e \; = 1,830.

O Gréfico S, para os valores dos diametros internos (mm) de anéis de pistao, quando
os limites de controle sd@o obtidos a partir de (3.10) e (5.2), ou seja, quando o é estimado

por S/c, e wDAM, respectivamente, ¢ mostrado na Figura 5.1.
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LIC, LC e LSC obtidos a partir de (5.2)
___LIZ, LT e L3C obtidos a partir de (3.10)

0,025

002

W Pea 2 A L s/
| & “\J 5 e gy T
0,005

13 5 ¥ 89 11 13 15 17 189 21 23 25
Amostra

ju

[

—-
1

Desvios Padrio
Amostrais

Figura 5.1 Grdfico S para os didgmetros internos (mm) de anéis de pistio - o estimado por S/cy,
ewDAM.

A partir da andlise da Figura 5.1, nota-se que, para os valores dos diametros internos
(mm) de anéis de pistao, os limites de controle obtidos a partir de (5.2) encontram-
se bem préximos daqueles obtidos a partir de (3.10). Esta proximidade permite, para
(3.10) e (5.2), uma andlise similar a respeito do estado de controle estatistico do processo
neste caso em particular. Nao havendo grandes niveis de variabilidade, ou mesmo outliers
nas amostras, (3.10) e (5.2) fornecem estimativas bastante préximas para os limites de

controle.

5.2.2 wDAM Aplicado ao Grafico da Amplitude

A partir das expressoes dadas por (3.21), utilizadas para obtencao do limite superior
de controle, da linha central e do limite inferior de controle para o grafico R, substituindo

R/dy por wDAM, obtém-se

LSC = R+ 3dswDAM
LC =R (5.3)
LIC = R — 3dswDAM.

Fazendo \y = 3dsw, obtém-se
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LSC = R+ MDAM
LC =R
LIC = R— X\DAM.

oy
—~
o
.
S~—

Valores de \; estao tabulados para alguns tamanhos amostrais na Tabela A.2 do Apéndice

A.

Considerando os dados medidos dos didmetros internos (mm) de anéis de pistao, mostra-
dos na Tabela B.1 do Apéndice B, tem-se que R = 0,024 e DAM = 0,006. Para tamanho
amostral n = 5, a partir das Tabelas A.1 e A.2, do Apéndice A, tem-se dy = 2,326,
ds =0,864, w=1,788 e \y = 4,634.

O Gréfico R, para os valores dos diametros internos (mm) de anéis de pistao, quando
os limites de controle sdo obtidos a partir de (3.21) e (5.4), ou seja, quando o ¢ estimado

por R/dy e wDAM, respectivamente, ¢ mostrado na Figura 5.2.

___ LIz, LC e LSC oktidos a partir de (5 .4)
—_LIZ, LS e LSC obtidos a partir de (3.21)

0,060 -
0,050 -
0,040 -

oonl\ Pog o A oA
o W

0,000

[}
o

Amplitudes Amostrais

1 3 g o9 41 13 15 17 18 M 23 24
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Figura 5.2 Grdfico R para os didmetros internos (mm) de anéis de pistdo - o estimado por R/ds
ewDAM.

A partir da analise da Figura 5.2, percebe-se que, assim como no Gréfico do desvio
padrao, o Grafico da amplitude também produz estimativas muito proximas para os limites

de controle obtidos a partir de (3.21) e (5.4). Diferengas mais significativas de desempenho
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devem ser notadas diante de niveis mais altos de variabilidade nas amostras, ou mesmo

na presenca de outliers.

5.2.3 wDAM Aplicado ao Grafico da Variancia

A partir das expressoes dadas por (3.16), utilizadas para obtencao do limite superior

de controle, da linha central e do limite inferior de controle para o gréafico S2, substituindo
S2 por (WDAM)?, obtém-se

— — 2
LSC = 5?4 3(wDAM)? —
LC =52 (5.5)
LIC = §? — 3(WDAM)? 21
n_

Fazendo \3 = 3w?, /%, obtém-se

LSC = 52 + \3(DAM)?
LC =52 (5.6)
LIC = S% — \3(DAM)?.

Valores de \3 estao tabulados para alguns tamanhos amostrais na Tabela A.2 do Apéndice
A.

Considerando os dados medidos dos didmetros internos (mm) de anéis de pistao, mostra-
dos na Tabela B.1 do Apéndice B, tém-se que S? = 0,0001 e DAM = 0,006. Para tamanho
amostral n = 5, a partir das Tabelas A.1 e A.2, do Apéndice A, tem-se w = 1,788 e
A3 = 6,782,

O Gréfico S?, para os valores dos diametros internos (mm) de anéis de pistao, quando
os limites de controle sdo obtidos a partir de (3.16) e (5.6), ou seja, quando o2 é estimado

por 52 e (WDAM)?, respectivamente, é mostrado na Figura 5.3.
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___ LIz, LZ e LSC okhtidos a partir de (3.5)
— LIC, LT e L3C obtidas a partir de (3.16)
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Figura 5.3 Grdfico S? para os diametros internos (mm) de anéis de pistio - o2 estimado por S?

e (WDAM)?.

A partir da anélise da Figura 5.3, nota-se que, para o Grafico S?, os limites de controle
obtidos a partir de (5.6) encontram-se relativamente afastados daqueles obtidos a partir

de (3.16), podendo ocasionar possiveis alarmes negligenciados (erro tipo II).

5.3 wDAM Aplicado aos Graficos de Controle para Variaveis para
Monitorar o Nivel do Processo

5.3.1 wDAM Aplicado ao Gréafico da Média

A partir das expressoes dadas por (3.28), utilizadas para obtencao do limite superior
de controle, da linha central e do limite inferior de controle para o grafico X, substituindo

S/c, por wDAM , obtém-se

wDAM
LSC = X + 32227
3
LC =X (5.7)
LIC = X — 3@PAM
n

Fazendo A\, = \3/—%, obtém-se
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LSC = X + \DAM
LC =X (5.8)
LIC = X — \\DADM.

Valores de \4 estao tabulados para alguns tamanhos amostrais na Tabela A.2 do Apéndice

A.

Considerando os dados medidos dos diametros internos (mm) de anéis de pistao, mostra-
dos na Tabela B.1 do Apéndice B, tem-se que X = 54,001 e DAM = 0,006. Para tamanho
amostral n = 5, a partir das Tabelas A.1 e A.2, do Apéndice A, tem-se w = 1,788 e
Ay = 2,399.

O Gréfico X, para os valores dos diametros internos (mm) de anéis de pistao, quando
os limites de controle sdo obtidos a partir de (3.28) e (5.8), ou seja, quando o ¢ estimado

por S/c, e wDAM, respectivamente, é mostrado na Figura 5.4.

LIC,LC e LSC ohtidos a partir de (5.8)
e LIC, LC e LSC obtidas a partir de (3.28)

74020
74015 A
74,010

74005 ;C_\U/l%wp\ ?\V/O\H/O\Tmb
2 WY

73985
?B.BBD T LI T LI LI LI L LI LI T T T 1 T

13 &5 7 8 11 13 18 17 19 21 23 Z&
Amostras

Medias Amostrais

Figura 5.4 Grdfico X para os diametros internos (mm) de anéis de pistdao - o estimado por S/cy,
e wDAM.

A partir da analise da Figura 5.4, nota-se que os limites de controle obtidos a par-
tir de (3.28) e (5.8) encontram-se muito préximos um do outro, fato que permite uma

analise similar a respeito do estado de controle estatistico do processo em relacao ao nivel.
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Diferencas mais significativas de desempenho devem ser notadas em amostras com maior

grau de variabilidade ou sob a presenca de outliers.

5.3.2 wDAM Aplicado ao Grafico da Mediana

A partir das expressoes dadas por (3.36), utilizadas para obtencao do limite superior
de controle, da linha central e do limite inferior de controle para o gréafico X, substituindo

S/c, por wDAM, obtém-se

™

LSC = X + 3wDAM

m
LC =X (5.9)
LIC = X — 3wDAM, | —.
2n

Fazendo A5 = 3w,/5-, obtém-se

LSC = X + \sDAM
LC =X (5.10)
LIC = X — \;DADM.

Valores de A5 estao tabulados para alguns tamanhos amostrais na Tabela A.2 do Apéndice

A.

Considerando os dados medidos dos didmetros internos (mm) de anéis de pistao, mostra-
dos na Tabela B.1 do Apéndice B, tem-se que X = 74,002 e DAM = 0,006. Para tamanho
amostral n = 5, a partir das Tabelas A.1 e A.2, do Apéndice A, tem-se w = 1,788 e
A5 = 3, 006.

O Gréfico X, para os valores dos didmetros internos (mm) de anéis de pistao, quando
os limites de controle sdo obtidos a partir de (3.36) e (5.10), ou seja, quando o é estimado

por S/c, e wDAM, respectivamente, ¢ mostrado na Figura 5.5.
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____ LIZ, LC e L5C ohtidos a partir de (5.10)
—_ LIC, LC e L3C ohtidos a partir de (3.36)

74,030
74,020
N'Dm'%c,m’o“q a SN NN A0,
74,000 =
73,990
73,880 4
73,870 41—t
1 3 § 7 @ 11 12 16 17 19 21 23 25
Amostras

Medianas Amostrais

Figura 5.5 Grdfico X para os didmetros internos (mm) de anéis de pistio - o estimado por S/c,

e wDAM.

A partir da analise da Figura 5.5, é possivel verificar que as estimativas para os limites
de controle, obtidas a partir de (3.36) e (5.10), encontram-se muito préximas uma da
outra, o que permite uma analise similar a respeito do estado de controle estatistico do

Processo.

Nota-se que, para os dados medidos dos didmetros internos (mm) de anéis de pistao, re-
tirados de Montgomery (2001), os graficos de controle aprimorados a partir da utilizagao
do estimador wDAM apresentam um desempenho semelhante ao dos Graficos conven-
cionais de Shewhart. Para uma avaliacao mais detalhada do desempenho dos graficos de
controle aprimorados, é realizado na Secao 5.4 um novo estudo comparativo de desem-
penho que visa avaliar como estes graficos se comportam diante de niveis mais altos de

variabilidade nas amostras.

5.4 Avaliacao do Desempenho dos Graficos de Controle para Variaveis
quando ¢ é estimado por wDAM

Um dos principais aspectos que define um estimador como robusto é a forma como ele
se comporta diante de uma amostra e-corrompida. Quanto menor for a alteracao sofrida
por este estimador sob a presenca de outliers na amostra, mais robusto ele serd dito.

Uma importante propriedade de robustez é o ponto de ruptura, que pode ser definido
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intuitivamente como a proporcao de contaminacao que um estimador pode suportar antes

de acusar resultados arbitrariamente grandes.

Usualmente, define-se outlier (em termos quantitativos) como uma observacao cujo
valor estd distante dos valores dos demais dados. Segundo Hampel et al (1986), a decisao
a respeito do significado da palavra “distante”pode ser feita subjetivamente ou a partir
de algum método formal. Uma contaminagao por outliers nunca deve exceder 50% da
amostra, pois se mais da metade das observagoes estiver contaminada entao nao sera mais

possivel distinguir entre a distribuicao base e a distribui¢ao contaminada.

Em controle estatistico da qualidade, mais especificamente em graficos de controle, os
outliers sao geralmente agentes indesejados, pois alteram significativamente a variabili-
dade e se tornam potenciais causadores da indicacao de descontrole estatistico no pro-
cesso. De uma maneira geral, varias causas podem ser apontadas para o surgimento de
um outlier no processo, por exemplo, erro de digitacao, erro de medicao, erro de dosagem,
problemas no maquinério, etc. Uma decisao comum é simplesmente ignorar a observagao
discrepante, retirando-a da amostra. No entanto, muitas vezes o outlier pode ser uma ob-
servacao genuina da amostra e sua aparicao, embora muitas vezes sob uma probabilidade
muito pequena, pode ocorrer sob circunstancias legitimas e isentas de falha (em modelos

de caudas longas, por exemplo). Nestes casos, ignorar o outlier pode ser um erro.

Nesta Secao, é avaliado o desempenho dos gréaficos de controle para variaveis aprimora-
dos nas Secoes 5.2 e 5.3. Esta avaliacao ocorre sob a presenca de outliers nas amostras.
Para tanto, sao utilizados os dados medidos dos diametros internos (mm) de anéis de

pistao, retirados de Montgomery (2001) e mostrados na Tabela B.1 do Apéndice B.

A Figura 5.6 mostra o grafico de controle do desvio padrao (Grafico S) para os dados
medidos dos diametros internos (mm) de anéis de pistdo em quatro situagoes distintas.
A linha central e os limites inferior e superior de controle sao obtidos a partir de (5.2) e

(3.10).
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LIz, L e LEC obtidos a padir de (5.2) _ LI, LC e LSC obtidos a pair de (5.2)
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Figura 5.6 Grdfico S para os diametros internos (mm) de anéis de pistao - o estimado por S/cy,
e wDAM : (a) Processo original; (b) Processo com uma amostra contaminada; (c) Processo com
trés amostras contaminadas; (d) Processo com dez amostras contaminadas.

Na Figura 5.6, os limites inferior e superior de controle obtidos a partir de (5.2) estao em
vermelho e sao obtidos com ¢ sendo estimado por wDAM. Os limites inferior e superior
de controle obtidos a partir de (3.10) estao em azul e sao calculados com o sendo estimado

por S/c,.

A Figura 5.6 (a) mostra o grafico de controle do desvio padrao para os dados medidos do
didmetro interno (mm) de anéis de pistao ( processo original). Nele, pode-se observar que
o processo encontra-se sob controle estatistico. Nota-se que os limites de controle obtidos
a partir de (5.2) e (3.10) localizam-se bem préximos um do outro, sendo os limites de

controle obtidos a partir de (5.2) mais abertos do que aqueles obtidos a partir de (3.10).

A Figura 5.6 (b) mostra o grafico do desvio padrao quando um outlier é introduzido na

amostra 9 (e-substituicao). O outlier afeta os limites de controle obtidos a partir de (3.10),

SANTOS, Rodrigo M. PPGME/UFPA




5.4 Avaliagao do Desempenho dos Graficos de Controle para Variaveis quando o é
estimado por wDAM 66

que sdo calculados a partir de S/c,, um estimador nao-robusto que se deixa influenciar
fortemente por observacoes discrepantes. Nota-se que os limites de controle obtidos a
partir de (5.2) permanecem inalterados. Como S/c, ndo é robusto, os limites de controle
calculados a partir deste estimador tendem a “abrir”’ quando um outlier é introduzido na
amostra. O mesmo nao ocorre com os limites obtidos a partir de (5.2) porque seu cédlculo
é obtido a partir de wDAM. Vale notar que, neste ponto, os limites de controle obtidos a

partir de (3.10) e (5.2) praticamente coincidem.

Na Figura 5.6 (¢), além do outlier introduzido na amostra 9, mais dois outliers sao
introduzidos (por e-substitui¢do) nas amostras 15 e 21, respectivamente. Percebe-se que,
com a introdugao dos dois outliers, os limites de controle obtidos a partir de (3.10) s@o

mais fortemente afetados do que os obtidos a partir de (5.2), “abrindo”bem mais.

Na Figura 5.6 (d), além dos trés outliers nas amostras 9, 15 e 21, sdo introduzidos mais
sete outliers nas amostras 1, 5, 7, 11, 13, 18 e 24, respectivamente, somando dez outliers
no total. Novamente, os limites de controle obtidos a partir de (3.10) sdo mais afetados do
que aqueles obtidos a partir de (5.2). Neste caso, os limites de controle calculados a partir
de (3.10), onde ¢ é estimado por S/c,, sdo tao fortemente influenciados pelos outliers
que podem induzir o analista a acreditar que o processo esteja sob controle estatistico
pelo simples fato de que todos os pontos estao localizados dentro dos limites de controle.
Esta interpretaciao errénea do controle do processo sé ocorre porque S/c, nao possui
boas propriedades de robustez, sendo fortemente afetado por outliers e fazendo, portanto,
que os limites de controle se expandam indevidamente. Ainda sob o aspecto da andlise da
Figura 5.6 (d), nota-se que os limites calculados a partir de (5.2) se deixam afetar de forma
menos significativa pelos outliers, acusando que o processo esta, de fato, fora de controle
estatistico. Como os limites obtidos a partir de (5.2) s@o calculados com o estimado por
wDAM, torna-se possivel a utilizacio de um grafico de controle mais rigoroso, ou seja,
menos tolerante a altos niveis de variabilidade e, conseqiientemente, menos tolerante a
outliers. Vale notar que todos os dez outliers estao situados fora dos limites de controle
obtidos a partir de (5.2), o que comprova o rigor aplicado pelo grafico a partir da baixa

tolerancia a grandes niveis de variabilidade.

A Figura 5.7 mostra o grafico de controle da média (Gréfico X) para os dados medidos
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dos diametros internos (mm) de anéis de pistao em quatro situages distintas. A linha

central e os limites inferior e superior de controle sdo obtidos a partir de (5.8) e (3.30).

LIC, LC e LSC abtidos a partir de (5.8) _ LIS LC e LSC abtidos & partir de (5.8)
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Figura 5.7 Grdfico X para os diametros internos (mm) de anéis de pistao - o estimado por S/cy,
e wDAM : (a) Processo original; (b) Processo com uma amostra contaminada; (c) Processo com
trés amostras contaminadas; (d) Processo com dez amostras contaminadas.

Na Figura 5.7, os limites inferior e superior de controle obtidos a partir de (5.8) estao em
vermelho e sdo calculados com o sendo estimado por wDAM. Os limites inferior e superior
de controle obtidos a partir de (3.28) estao em azul e sao calculados com o sendo estimado
por S/c,. A Figura 5.7 ilustra, para o nivel, a mesma situacao j4 ilustrada na Figura 5.6,
onde outliers sao introduzidos arbitrariamente (por e-substitui¢do) no processo. Portanto,
trata-se da mesma e-corrupcao ja mostrada na Figura 5.6, mas agora sob o ponto de vista

do nivel do processo.

A Figura 5.7 (a) mostra o grafico de controle da média para os dados medidos do
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didmetro interno (mm) de anéis de pistao (processo original). Nota-se que os limites de
controle obtidos a partir de (5.8) sdo levemente mais abertos do que os limites de controle

obtidos a partir de (3.28).

A Figura 5.7 (b) mostra o grafico da média quando um outlier é introduzido na amostra
9. Os limites de controle obtidos a partir de (3.28), calculados com ¢ estimado por S/c,,,
sao imediatamente afetados. Como S/c, nao é robusto, os limites de controle calculados
a partir deste estimador tendem a “abrir”quando um outlier é introduzido na amostra.
Nota-se que os limites de controle obtidos a partir de (5.8) permanecem inalterados, pois

sua obtencao é realizada a partir de wDAM.

Na Figura 5.7 (¢), além do outlier introduzido na amostra 9, mais dois outliers sao
introduzidos (por e-substituigdo) nas amostras 15 e 21, respectivamente. Percebe-se que,
com a introducao dos dois outliers, os limites de controle obtidos a partir de (3.28) sao
mais fortemente afetados do que os obtidos a partir de (5.8), “abrindo”bem mais. J& é
possivel observar que os trés pontos contaminados por outliers estao fora dos limites de

controle obtidos a partir de (5.8).

Na Figura 5.7 (d), além dos trés outliers nas amostras 9, 15 e 21, sao introduzidos mais
sete outliers nas amostras 1, 5, 7, 11, 13, 18 e 24, respectivamente, somando dez outliers
no total. Nota-se que os limites de controle obtidos a partir de (3.28) sdo mais afetados do
que aqueles obtidos a partir de (5.8), fato explicado pela robustez do estimador wDAM,
utilizado em (5.8), que, nao se deixando afetar tanto pelos outliers, acaba por produzir

limites de controle menos sensiveis a discrepancias nas amostras.

Em graficos de controle para o nivel, assim como os para a dispersao, a utilizacao de
wDAM como estimador de ¢ induz a um controle mais rigoroso, posto que produz graficos
com limites de controle mais “fechados”e menos tolerantes sob a presenca de outliers nas
amostras que os produzidos por S/c, ou R/d,, por exemplo. Isto contribui para uma
reducao da probabilidade de ocorréncia do erro tipo II, o que por sua vez diminui a
chance de que um alarme genuino passe desapercebido, reduzindo a tolerancia do grafico

a possiveis outliers nas amostras.

A partir de um estimador de o baseado no intervalo interquartilico (medida que toma a
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diferenga entre o terceiro e o primeiro quartil), Ramos (2003) desenvolveu um grafico de

controle para o nivel, onde LSC, LC e LIC sao calculados, respectivamente, a partir de

= IQ
LSC = X +3
&nv/n
LC =X (5.11)
LIC=X—3 Q

onde &, é uma constante necessaria para tornar o estimador nao-viesado para o parametro

g.

A utilizacao de IQ /&, como estimador de o aplicado a construcio de graficos de controle
tem a sua razao de ser fundamentada no fato de que 1Q/¢&, é um estimador robusto de o
e apresenta um desempenho consideravelmente melhor que S/c, e R/dy em processos po-
tencialmente sujeitos a contaminacao por outliers. Entretanto, com um ponto de ruptura
de apenas 25%, 1Q/¢, pode nao apresentar um desempenho tdo satisfatério quando hé
ocorréncia de diversos outliers numa mesma amostra, pois, assim sendo, dependendo da
magnitude da contaminacdo, 1Q/&, pode passar a tomar valores arbitrariamente grandes.
Para evitar este problema seria necessario um estimador com um ponto de ruptura maior:
wDAM, por exemplo. Com um ponto de ruptura de 50%, o estimador wDAM tende a ter
um desempenho razoavelmente melhor na presenca de amostras massivamente contami-

nadas por outliers.

A Figura 5.8 ilustra uma comparacdo de desempenho entre os estimadores 1Q/¢, e
wDADM, quando estes sdo aplicados & construcdo de graficos de controle. Para tanto, é
utilizado o grafico de controle da média (Grafico X) para os dados medidos dos diametros
internos (mm) de anéis de pistao em quatro situagoes distintas. A linha central e os limites

inferior e superior de controle sao obtidos a partir de (5.8) e (5.12).
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Figura 5.8 Grdfico X para os diagmetros internos (mm) de anéis de pistio - o estimado por 1Q /&,
e wDAM : (a) Processo original; (b) Processo com uma amostra contaminada; (¢) Processo com
uma amostra contaminada; (d) Processo com trés amostras contaminadas.

Na Figura 5.8, os limites inferior e superior de controle obtidos a partir de (5.8) estao
em vermelho e sao calculados com ¢ sendo estimado por wDAM. Os limites inferior e
superior de controle obtidos a partir de (5.12) estao em azul e s@o calculados com o sendo

estimado por 1Q/&,.

A Figura 5.8 (a) mostra o grafico de controle da média para os dados medidos do
diametro interno (mm) de anéis de pistao (processo original). Nota-se que os limites de
controle obtidos a partir de (5.8) sdo muito préximos dos limites de controle obtidos a

partir de (5.12), chegando praticamente a coincidir.

A Figura 5.8 (b) mostra o grafico da média quando um outlier é introduzido na amostra
7. Nota-se que o outlier nao afeta nenhum dos limites de controle, fato justificado pela

j4 mencionada robustez dos estimadores 1Q/¢, e wDAM. Entretanto, a diferenca entre
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os pontos de ruptura de 1Q/&, (25%) e wDAM (50%) terd uma implicacdo direta no

desempenho dos dois estimadores quando outro outlier for inserido na amostra 7.

A Figura 5.8 (c¢) ilustra o grafico de controle para o nivel quando um segundo outlier
é inserido na amostra 7. Percebe-se que os limites de controle obtidos a partir de (5.12)
“abrem”, pois a introducao do segundo outlier na amostra 7 implica numa contaminacao
de 40% nesta amostra e na conseqiiente ruptura do estimador 1Q/¢,. Com um ponto de
ruptura de 50%, o estimador wDAM mantém-se inalterado e, conseqiientemente, também

os limites de controle obtidos a partir dele.

A Figura 5.8 (d) mostra o grafico de controle para o nivel quando, além dos dois outliers
inseridos na amostra 7, outros dois outliers sao inseridos na amostra 13 e, ainda, outros
dois sao inseridos na amostra 21. Nota-se que os limites de controle obtidos a partir de
(5.12) tendem a ser mais afetados do que aqueles obtidos a partir de (5.8). Novamente,
a explicacdo para este fato encontra-se na diferenca entre os pontos de ruptura de 1Q/&,
e wDAM. Em (5.8) o é estimado por wDAM, um estimador com um ponto de ruptura
de 50%, e, em (5.12), ¢ é estimado por 1Q/&,, um estimador com um ponto de ruptura
de 25%. Em processos onde ha um pequeno percentual de contaminagao por amostras, os
limites de controle obtidos a partir de (5.8) e (5.12) apresentam um desempenho semel-
hante. No entanto, quando esta fracao de contaminacao atinge niveis maiores dentro de
uma mesma amostra, os limites de controle obtidos a partir de (5.8) s@o menos afetados

do que os limites obtidos a partir de (5.12).

Nota-se que, de uma maneira geral, os limites de controle calculados com ¢ estimado por
wDAM sao menos afetados quando ha observacoes discrepantes nas amostras. Isso ocorre
porque wDAM é um estimador robusto com um ponto de ruptura de 50%), o maior possivel
dentre os estimadores para a dispersao. Essa propriedade garante a construcao de um
grafico de controle que aplica maior rigor ao processo, justamente por ser menos tolerante
a grandes niveis de variabilidade e, conseqiientemente, menos tolerante a observagoes

discrepantes.
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5.5 wDAM Aplicado aos Indices de Capacidade

Os indices de capacidade sao medidas utilizadas para avaliar se um determinado pro-
cesso consegue ou nao atender as especificacoes de engenharia. Os indices mais comumente
utilizados na literatura sao C,, Cpy,, Cp € Cpi. Estes quatro indices possuem em comum o
fato de que, para todos, o cdlculo exige uma estimativa pontual de o. Esta estimativa de o
terd uma fungao muito importante no célculo dos indices de capacidade, pois é exatamente

ela que determinard se o processo sera capaz ou nao dentro dos limites de especificacao.

Tomando o indice C),, previamente definido na Segao 3.5.2 do Capitulo 3 deste trabalho,

tem-se

_ LSE-LIE

Cy 60 ’

onde LIE e LSE sao, respectivamente, os limites inferior e superior de especificacao. Ao

estimar o por wDAM, obtém-se

_ LSE - LIE

— - 5.12
P 6wDAM (5.12)

Analogamente, tomando os indices C), e Cp;, formalmente definidos da Secao 3.5.3 do

Capitulo 3 deste trabalho, tém-se

LSE — u
Cow = ———
b 30
e
w—LIE
C, =
o 30
Estimando o por wDAM, obtém-se
LSE —
3wDAM
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e

w— LIE
" 3wDAM (5:14)
onde p é a média populacional. Naturalmente, no caso de especificagao bilateral, pode-se

tomar o indice Cpy, obtido a partir de (5.13) e (5.14), e dado por

Cpk == min{C’pu,C’pl}. (515)

Ao estimar o por wDAM na obtencao de indices de capacidade, espera-se produzir
indices mais robustos, ou, em outras palavras, menos sensiveis a discrepancias nas amostras.
Na Secao 5.6, é realizado um estudo de simulagao com o intuito de avaliar o desempenho

dos indices de capacidade aprimorados.

5.6 Avaliacao do Desempenho dos Indices de Capacidade quando
o é estimado por wDAM

Para avaliar o desempenho dos indices C,, Cp,, Cp e Cp, quando o é estimado por
wDAM, sdo utilizados novamente os dados medidos dos diametros internos (mm) de
anéis de pistao, retirados de Montgomery (2001) e mostrados na Tabela B.1 do Apéndice
B. Sao adotados como limites inferior e superior de especificacao os valores 244 e 255,
respectivamente, e entao sao calculados os indices que medem a capacidade deste processo

segundo as especificagoes tomadas.

Apos a obtencao dos indices de capacidade, um outlier é arbitrariamente introduzido na
amostra 6. A presenca deste outlier nao chega a causar descontrole estatistico no processo,
mas é suficiente para afetar o cdlculo dos indices de capacidade. A Tabela 5.1 mostra os
valores obtidos dos indices C),, Cpy, Cp e Cp, para quando o é estimado por S [cn e

wDAM em dois momentos: antes e apds a introdugao do outlier em uma das amostras.
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Tabela 5.1 Indices Cps Cpus Cpi € Cp, para o estimado por S/c, e wDAM em dois momentos:
antes e apds a introducdo do outlier em uma das amostras.

Antes do outlier Apés o outlier
Indices S/C, wDAM S/Cy, wDAM
& 1,37 1,36 1,29 1,36
Cpu 1,33 1,32 1,25 1,32
Chpi 1,40 1,40 1,34 1,40
Copk 1,33 1,32 1,25 1,32

De acordo com a anédlise da Tabela 5.1, nota-se que os indices C,, Cp,,, Cp; € Cpy, obtidos
com o sendo estimado por wDAM , mantém-se inalterados quando o outlier é inserido em
uma das amostras. O mesmo nao ocorre quando os indices sao obtidos com ¢ estimado
por S/c,. Percebe-se que todos os indices tém seus respectivos valores alterados quando o
outlier é inserido na amostra. Esta constatagao comprova que a utilizagao de um estimador
nao-robusto no céalculo de indices de capacidade pode comprometer a andlise do processo
quando houver uma observagao discrepante em uma das amostras. Isso fica ainda mais
claro se, na Tabela 5.1, for feita uma andlise isolada do indice C},. Quando o é estimado por
S/c,, tem-se duas situacoes distintas para o indice Cp: uma anterior ao outlier, quando
C,=1,37 e o processo, portanto, é dito verde (C},, > 1,33), e outra posterior a introdugéo do
outlier, onde C,, = 1,29 e o processo, portanto, ¢ dito amarelo (C}, < 1,33). Logo, fica claro
que, ao estimar ¢ a partir de um estimador nao-robusto (como S/c,, por exemplo), uma
unica observacao discrepante pode afetar todo o julgamento da capacidade do processo.
Para o estimado por wDAM , a capacidade do processo permanece inalterada antes e apds

a introducao do outlier em uma das amostras.

Ao tomar a porcentagem da faixa de especificacdo utilizada, dada por P = (1/C,) x
100%, verifica-se que P(S/c,) = 72,99% da faixa de especificacio estd sendo utilizada
pelo processo antes da introducao do outlier na amostra. Apds a introducao do outlier na
amostra, a faixa de especificacio utilizada sobe para P(S/c,) = 77,52%. E importante
notar que este acréscimo de quase 5% na faixa de especificacao utilizada foi causado por
um tnico outlier. Para ¢ estimado por wDAM, tem-se P(wDAM) = 73,53%, tanto antes

como apéds a introducao do outlier na amostra. Neste caso, a utilizacao de wDAM como
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estimador de ¢ impede que uma tunica observagao discrepante interfira diretamente na

analise da faixa de especificacao percentual utilizada pelo processo.

Uma vez que estimadores nao-robustos se deixam influenciar fortemente por observacoes
discrepantes, o valor estimado de ¢ no denominador aumenta diante de uma observacao
arbitrariamente grande, o que, em contrapartida, acaba por afetar a capacidade do pro-
cesso. Se, sob as mesmas circunstancias, um estimador robusto é utilizado na obtencao
dos indices de capacidade, o outlier nao tera grande influéncia no célculo de o (estimado).
Isso impedira que uma tnica observagao comprometa a capacidade do processo. Nao se
deixando influenciar por uma tunica observacao discrepante, espera-se que um estimador

robusto induza a uma andlise mais justa e mais préxima da real capacidade do processo.

Vale notar que a utilizacao de um estimador robusto na obtencao dos indices de ca-
pacidade pode se tornar um grande problema quando as amostras em questao estiverem
contaminadas por uma quantidade consideravel de outliers. Para um processo massiva-
mente contaminado por outliers, seria interessante que o indice de capacidade mostrasse
claramente o problema. Ao utilizar um estimador robusto no calculo do indice de capaci-
dade, pode-se estar indevidamente ocultando o problema, ja que o estimador robusto nao
se deixa alterar significativamente diante de observagoes discrepantes. Portanto, a uti-
lizacao de um estimador robusto na obtencao de indices de capacidade exigira por parte
do analista, acima de tudo, cautela e um estudo detalhado das amostras estudadas.

O Capitulo 6 apresenta as consideragoes finais e recomendagoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais e Recomendacoes

6.1 Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivo aprimorar ferramentas do controle estatistico da
qualidade a partir da utilizacao de um estimador robusto do desvio padrao ¢ baseado no
desvio absoluto mediano. Para tanto, foi mostrada inicialmente uma breve apresentagao
dos principios de estimacao, bem como as principais propriedades e os estimadores para

o nivel e para a dispersao utilizados em controle estatistico de qualidade.

Foi apresentada a uma visao geral a respeito dos graficos de controle, bem como da base
estatistica para a sua construcao, obtencao dos limites de controle, anélise e interpretacao.
Também foram abordados os principais graficos de controle para variaveis utilizados no
monitoramento tanto do nivel como da dispersao, além dos principais indices para a
avaliagao da capacidade do processo, destacando suas metodologias de construcao e formas

de interpretagao.

Além disso, foram mostrados principios de estimacao robusta, bem como algumas pro-
priedades de robustez. A estrutura tedrica da estimagao do desvio padrao o a partir
do estimador robusto baseado no desvio absoluto mediano foi desenvolvida e o estimador
apresentado. Resultados de simulacao sugerem que o estimador baseado no desvio absoluto
mediano apresenta um desempenho satisfatério em comparacio com os estimadores S /cn
e R/d,, possuindo ainda, melhores propriedades de robustez que os referidos estimadores
e, por isso, apresentando um desempenho mais satisfatério em amostras contaminadas

por outliers.

A aplicagdo do estimador do desvio padrao ¢ baseado no desvio absoluto mediano no
processo de construcgao de graficos de controle para variaveis, utilizados no monitoramento

do nivel e da dispersao do processo, foi mostrada. Verificou-se que os graficos de controle
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construidos com os limites obtidos a partir do estimador baseado no desvio absoluto
mediano sao mais robustos, detectando com maior eficicia a presenca de observacgoes
discrepantes na amostra. Verificou-se também que, na presenca de outliers, os limites
produzidos tendem a reduzir a probabilidade do erro tipo II. Assim, sua utilizacao se
mostrara eficiente também em processos onde se deseja aplicar um maior rigor de controle,

ou seja, menor tolerancia a altos niveis de variabilidade.

Para os indices C,, Cpy, Cp e Cpi, a aplicagao do estimador de o baseado no desvio
absoluto mediano possibilitou a obtenc¢ao de estimativas mais robustas, induzindo a uma
analise mais justa e mais proxima da real capacidade do processo, ja que uma possivel

observagao discrepante nao ird interferir no valor final do indice.

Finalmente, quatro indices de capacidade e cinco graficos de controle para monitorar o

nivel e a dispersao do processo foram aprimorados.

6.2 Recomendacoes para Trabalhos Futuros

Recomenda-se para trabalhos futuros:

e Utilizar novos estimadores robustos de ¢ e avaliar sua aplicacao no aprimoramento

de feramentas em CEQ;

e Utilizar o estimador de o baseado no desvio absoluto mediano para construcao de

limites de controle do grafico de controle de regressao;

e Obter o ARL (estatistica que define o nimero de amostras selecionadas antes de
ocorrer um sinal fora dos limites de controle) para os graficos de controle da média,
da mediana, da amplitude, da variancia e do desvio padrao, quando o estimador de

o for baseado no desvio absoluto mediano;

e Construir as CCO (curvas que indicam a probabilidade de ocorréncia do erro tipo
IT) para os graficos de controle da média, da mediana, da amplitude, da variancia e

do desvio padrao, quando o estimador de o for baseado no desvio absoluto mediano;

e L finalmente, estender a aplicacao de wDAM a outros indices de capacidade, como

o indice Cp,,, por exemplo.
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Tabela A.1 Fatores para construcdo de grdficos de controle para varidveis.

n w d2 d3 Cn, fm JQ d3
2 1,773 1,128 0,853 0,798 0,562 0,954 0,450
3 2,216 1,693 0,888 0,88 0,845 1,588 0,435
4 2,021 2,059 0,880 0,921 0,962 1,978 0,445
) 1,788 2,326 0,864 0,940 0,987 2,257 0,457
6 1,779 2,534 0,848 0,915 1,061 2,472 0,468
7 1,690 2,704 0,833 0,959 1,112 2,645 0,477
8 1,674 2,847 0,820 0,965 1,136 2,791 0,487
9 1,641 2,970 0,808 0,969 1,142 2,915 0,495
10 1,612 3,078 0,797 0,973 1,171 3,024 0,503
11 1,590 3,173 0,787 0,975 1,190 3,121 0,509
12 1,586 3,258 0,7r8 0,978 1,203 3,207 0,515
13 1,579 3,336 0,770 0,979 1,206 3,285 0,521
14 1,579 3,407 0,763 0,981 1,224 3,356 0,527
15 1,566 3,472 0,756 0,982 1,232 3,422 0,532
16 1,565 3,532 0,750 0,984 1,234 3,382 -
17 1,554 3,588 0,744 0,985 1,240 3,538 —
18 1,565 3,640 0,739 0,985 1,248 3,591 —
19 1,546 3,689 0,733 0,986 1,253 3,640 —
20 1,544 3,735 0,729 0,987 1,258 3,686 —
21 1,537 3,778 0,724 0,988 1,261 — —
22 1,541 3,819 0,720 0,988 1,264 - -
23 1,539 3,858 0,716 0,989 1,270 — —
24 1,536 3,895 0,712 0,989 1,274 — —
25 1,532 3,931 0,708 0,990 1,274 - —

Fonte: Montgomery (2001).
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Tabela A.2 Fatores para construcdo de grdficos de controle para varidveis - o estimado por

wDAM.

n )\1 )\2 )\3 )\4 )\5
2 3,206 4,537 13,337 3,761 4,714
3 3,083 5,903 14,732 3,838 4,810
4 2,362 5,335 10,005 3,032 3,799
) 1,830 4,634 6,782 2,399 3,006
6 2,153 4,526 6,005 2,179 2,731
7 1,437 4,223 4,947 1,916 2,402
8 1,317 4,118 4,494 1,776 2,225
9 1,216 3,978 4,039 1,641 2,057
10 1,116 3,854 3,675 1,529 1,917

11 1,060 3,754 3,392 1,438 1,803
12 0,993 3,702 3,218 1,374 1,721
13 0,966 3,647 3,054 1,314 1,647
14 0,919 3,614 2,934 1,266 1,587
15 0,887 3,552 2,781 1,213 1,520

16 0,837 3,521 2,683 1,174 1,471
17 0,804 3,469 2,561 1,131 1,417
18 0,810 3,470 2,520 1,107 1,387
19 0,773 3,400 2,390 1,064 1,334
20 0,744 3,337 2,320 1,036 1,298

21 0,712 3,338 2,241 1,006 1,261
22 0,714 3,329 2,199 0,986 1,235
23 0,683 3,306 2,142 0,963 1,207
24 0,682 3,281 2,087 0,941 1,179
25 0,648 3,254 2,033 0,919 1,152
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Tabela B.1 Medidas do diametro interno (mm) de anéis de pistao.

n w
20 1,544
21 1,537
22 1,541
23 1,539
24 1,536
25 1,532
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