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Resumo

Seja T' > 0 e 2 um aberto limitado do R™ com fronteira I'.

Considere-se o sistema de Navier-Stokes com viscosidade varidvel:
( Ou - ou
S o mlleP)An + S uet = f-gradp em Q
j=1 J
(P)) divu=0 em
u=0 em X

\ u(z,0) =up(x) em €

onde @ é o cilindro do R*** dado por Q = I' x |0, T'[, com fronteira lateral ¥ = T" x]0,T'.
Neste trabalho investiga-se a existéncia de solugoes fracas para o sistema (P;) quando

n < 4 e a unicidade das solucoes quando n < 3, usando-se para isso as idéias de J. L.
Lions [9].

Palavras-chaves: Equacao de Navier-Stokes com viscosidade varidavel, dominio cilindrico,
solugoes fracas.



Abstract

Let T'> 0 and 2 a bounded open set of with boundary I

Consider the Navier-Stokes Sistem with variable viscousity:

( n

ou
2 ou . .
5 (vo + v |u(t)||)Au  + jzlujaxj f—gradp in Q,
(P) divu=0 in @,
u=0 1in X,

| w(@,0) =up(z) in Q

Y

where @ is the cylinder of R™™! defined by @ =T x ]0, 7], with lateral boundary
> =T x10,T].

In this work we investigate the existence of weak solutions to the sistem (P;) when

n < 4 and uniquiness of solutions when n < 3, following the ideas of J. L. Lions [9]

Key Words: Navier-Stokes Equations with variable viscousity, cylindrical domain,
weak solutions.
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Introducao

O modelo matematico que descreve o movimento de um fluido incompressivel (densi-
dade constante) é dado pelo sistema de equagoes diferenciais de Navier-Stokes em coor-

denadas de Euler
(P) ot = Oz,

Aqui u = (ug, ug, ..., u,) é uma funcdo vetorial com u = u(z,t) onde x = (x1, z, ..., T,)
pertence ao R™ e ¢t > 0 um numero real.

Note que u ¢é a velocidade do fluido, f é a densidade volumétrica de forgas, p = p(z, t)
é a pressao no ponto (x,t) e a constante v é a viscosidade do fluido que supomos v > 0.

A andlise matemética do problema (P) foi iniciado por Leray em 1934 [8]. Um estudo
sistematico do problema (P) em continuacao ao de Jean Leray foi realizado por Lions
(1969)[9], O.A. Ladyzhenskaya (1989)[7], Roger Teman (1979)[15], Luc Tartar (1999)[14]
e varios outros matematicos.

O problema que seréd analizado neste trabalho foi proposto por Ladyzhenskaya (1989)
o qual consiste em supor que em (P) v é uma fungao de w.

Quando v é da forma v = vg + v ||u(t)||?,

tigado por G.M. de Aratjo, M. Milla Miranda, L.A. Medeiros (2003)[4] em um dominio

com 1y, 4 sao constantes positivas foi inves-

nao cilindrico.
Seguindo as idéias de Lions (1969), G.M. de Aratijo, M. Milla Miranda, L.A. Medeiros
(2003) estudar-se-a o problema (P) em um dominio cilindrico Q = Qx]0,T[ de R™"! com

fronteira lateral 3 = I'x]|0, T'[, mais precisamente:



“~  Ou
o — (ot unllu®|P)Adu + D Jujo— = f —gradp em Q.
=1 7

(P,) divu=0 em Q,

u=0 em X,

u(z,0) = ug(x) em €,

\

com Au = (Auq, Aus, ..., Auy,) e

i = 3 [ (2een)

ij=1 J

onde
V={ue (H;(Q)"; divu=0}

V={p € (DQ)"; dive =0}

H={ve (L*()", dive=0 em D'(Q),v.p=0 sobre I'}

Problema 1. Sejam f € L*3(0,T;V') e ug € H. Determinar

we L0, T; H) N L*0,T;V) e peD(Q)
tal que

ou - ou
Er (vo +wlfu(®)]|H)Au + ZWT =f—gradp em D'(Q)
=1 O

u(z,0) = up(x)

Problema 2. Sejam f € L**(0,T;V') e ug € H. Determinar

u e L>®(0,T; H) N L*0,T;V)

tal que

(' v) +vga(u(t),v) + v (Au(t),v) +b(u(t),u(t),v) = (f,v) em D'(0,T)
para todo v € V.

u(z,0) = ug(x)



onde

O plano que se tem em mente é mostrar a equivaléncia dos dois problemas e a seguir

resolver o problema 2.
(i) Problema 1 implica o Problema 2.

Multiplicando e integrando em €2 a equacao do problema 1 por v € V' temos

/u'.vdm —VO/Au.vdx—i-Vl/—||u(t)||2Au.vdm—|—/ Zuj%vdx = /f.vdx
Q Q Q Q2 dz; Q
—l—/ —(gradp)v dx

Q

Agora,

/—Au.vdx:—/@.vdf%—/VU.Vvdxz/Vu.Vvda:
Q r on Q Q

Lembrando que

"L Ou v
VuVodx = / ———dx
/Q Q ; 813]' 6@

como u = (Uy, Usg, ..., Uy) € V= (V1, Vg, ..., V) l0go,




tem-se também que

/—Hu(t)||2Au.vdx = / Au(t).vde = (Au(t),v)
Q Q

/iuj vdm-/Zu] vzdx—b( (1), u(t),v)

Além disso,

(p,divv) = / (divv) dx—/ Zgzjdx_z/ 0%
- zn:(p.vip—/ﬂ Uzvdx) Z

J=1

= /(—gmdp).v dx = (—gradp,v)
0

/ — g 8pvdx
— O,
J=1

como v € V temos que divv = 0, logo, (—gradp,v) = (p,divv) = 0. Portanto
(u',v) + v a(u(t),v) + 1 (Au(t),v) + b(u(t),u(t),v) = (f,v) em D'(0,T)

para todo v € V e u(z,0) = up(x)

(ii) Problema 2 implica no Problema 1.

Usa-se o seguinte resultado

Teorema 0.1. (De Rham) Seja f = (f1, fa, -, fn) € (D'(Q))" tal que {f, ) = 0 para
toda p €V, entao eziste p € D'(Q) tal que f = gradp.

Para v € V resulta que
(W', v) + vy a(u(t),v) + vy (Au(t),v) + b(u(t), u(t),v) — (f,v) = 0.

Seja L tal que

(', @) + vy a(u(t), ) +v1 (Au(t), o) +b(u(t), u(t), o) — (f,©) = (L, )



para todo ¢ € V, assim L € D'(Q) e (L,¢) = 0 para todo ¢ € V. Logo pelo teorema de
De Rham existe p € D'(Q) tal que L = —grad p. Portanto

o o+l 25—“ ~ f-gradp em D'(Q)
e u(z,0) = up(z)
Assim definimos solugao fraca do problema (P;)
Definicao 0.1. (Solucdo fraca) Dada f € L*3(0,T; V') e ug € H. Uma funcdo na classe
w€ L®(0,T; H) N L*0,T;V)
¢ denominada solucao fraca do problema (Py) se verificar
(u',v) + v a(u(t),v) + v (Au(t),v) + b(u(t), u(t),v) = (f,v) em D'(0,T)
para todo v € V' e u(x,0) = up(z)

O objetivo no presente trabalho é demonstrar os seguintes resultados:

Teorema 0.2. Sejam f € L*3(0,T;V"), n < 4 euy € H. Entdo existe u: Q — R” na
classe

we L¥(0,T; H) N LY0,T; V)

satisfazendo

( (W', v) +vga(u(t),v) + v (Au(t),v) +b(u(t),u(t),v) = (f,v) em D'(0,T)
para todo v €V

divu=0 em Q

u=0 em X

u(z,0) = up(x)

\



Teorema 0.3. Sejam f € LY3(0,T;V'), n <3 euy € H. Entio existe uma inica
u:QQ — R™ na classe

w€ L®0,T; H) N L*0,T;V)

satisfazendo

( (W,vy +vpa(u(t),v) + vy (Au(t),v) +blu(t),u(t),v) = (f,v) em D'(0,T)
para todo v eV
divu=0 em @
u=0 em X

u(z,0) = ug(x)




Capitulo 1

Resultados Preliminares

Nesta parte serao fixadas as notagoes, bem como apresentados os espacos funcionais e

resultados importantes utilizados no trabalho.

Seja T > 0 um numero real e {2 um aberto e limitado do R™ com fronteira regular I'.

Considere-se o cilindro
Q =0x]0,T|
com fronteira lateral

Y =Ix]0,T]

a qual supoe-se regular.

Considere-se o seguinte sistema de Navier-Stokes com Viscosidade Variavel:

( Ou "L Ou
i (v + vi|[u(t)] ) Au + E Uj — = f—gradp em @
=1 9

(P,) divu=0 em

u=0 em X

\ u(z,0) =ug(x) em €

onde 1y e v; sao constantes postivas e

lul? = Z/ (%(w,t))2dx

3,j=1



Define-se agora os seguintes espacos funcionais:
V={uec (H;jQ)"; divu=0}
V={p € (DQ)"; divep=0}
H={ve (L*(Q)", divv=0 em D'(Q),vn=0 sobre I}

- 1 n
onde V = V(HO(Q))

com o produto interno e norma dados respectivamente por:

Z/ (9ul 81}2
Oz 8%

i,7=1

M?Z/@ﬂm

i,7=1

(L2 ()" . .
e H= V( () com o produto interno e norma dados respectivamente por:

(u,v) E/uz vi(x

3,7=1

MQZ/WM

3,7=1

Denotar-se-a por V' o dual de V' e por (,) a dualidade entre V' e V| quando nada for
dito em contrario.

Considere-se a forma bilinear
a 8’&1 a’l]i
mmwzé%%y~mw
2,7=1

para todo u e v em (HJ(2))" e a forma trilinear

b(u, v, w) Z/ Jax]wldx

i,7=1

para toda u, v e w em (HJ ()™

Lema 1.1. Relativamente a forma bilinear a(u,v) tem-se:
i) (Au,v) = a(u,v) Vu,v € V, onde Au = —Au.

i) a(u,u) = ||ul|? Yu € V.

iii) |a(u,v)| < ||ul||]v]| Vu,v € V.



Demonstracao:

i) Sejam ¢, ¢ € V, entao,
(ed) = (80.0) = [ ~Bpodo=— [ FLodor [VoVods = [ vevos
Q r on Q Q
pois ¢ € V, ou seja ¢ € (D(Q2))". Assim,
— — ~9p 09 N 0p; 0d;
(Ap,9) = (—Ap,¢) = /Qza_mjf)_x] dr = Z /Q dx, O dz = a(p, ¢).
=1 1,j=1

Desde que V é denso em V, resulta que

(Au,v) = a(u,v) Yu,v eV,

0 que mostra a parte i).

0 a3 [ ] (Y a3 (35 ] () )

i,j=1 i=1
= 3 [ Vuldr =Y [Vinlin = 3 ol = I e
i=1 =1 i=1

0 que mostra a parte ii).

8Ui (%i du 8UZ 81)2‘

i) |a(u,v)] =

< Z/Q|Vui|.|Vvi|dx
i=1

Pela desigualdade de Cauchy- Schwarz segue-se que
n 1 1 n
‘CL(’U,,U)’ S Z </ |vuz|2> (/ |VUZ|2> = Z \VuZ|L2(Q) |VUZ'|L2(Q) dz
' Q i=1
= Z [will g o) il ()




novamente pela desigualdade de Cauchy- Schwarz segue-se que

1 1
n 2 n 2
la(u,v)| < (zymmmm)(éjmmamo = |[ul] [[v]].
=1 i=1

Portanto,

|a(u, )] < ul[[[v]]  Vu,0 eV
0 que mostra a parte iii). |
Lema 1.2. Relativamente a forma trilinear b(u, v, w) para n < 4, tem-se:
i) [b(u, v, w)| < Cllul[[[o][[Jw]]  Vu,v,weV.

ii) Para todo uw € V' a forma linear Bu definida por v — (Bu,v) = b(u,u,v) € continua

sobre V', ou seja, Bu € V' e

[1Bully: < CJul[*

iii) b(u, u,v) = —b(u, v, u) Yu,v eV

Demonstracao:
i) Mostrar-se-a a continuidade de b(u,v,w) em V x V x (V. N (L™"(Q2))"). O espago
VN (L™(Q))" é dotado da norma,

[NIES

— ([Jol* + ||U||%Ln(9))n)

co1m

||U||(Ln(9) Z ||Uz||Ln

Considera-se u € V,v € Vew € VN (L"())". Tem-se que u; € H}(Q); O, €

8xj

Do teorema de Imersdo de Sobolev resulta que H}(Q2) — L4(Q2) com ¢ =

n > 2 segue-se que

1 1 1
-t+-+-—=1
q 2 n

avi 2 .

eu; € L), e € L*(Q) e w; € L"(R2), assim tem-se que
J

dv; dv;

|b(u, v, w) Z/ujavwzdx <Z/|u]| ! | Jw;| dz

2,j=1

10



da desigualdade de Holder segue-se que:

b(u, v, w)| < </ ,u]|ng,-> (/ ov; |2 ) (/ |wzndx>
i,7=1 Q
= ZZH%HM Q) ||will Lo ()
=1 j=1 L2(Q)

Desde que Hy(Q) — L(Q) vem que ||u;]]Lo0) < C|luj| g1 (o) assim

ov;
o)) < € 33 oy €[5

i=1 j=1

||wz‘HL"(Q)
L3 (Q)

aplicando a desigualdade de Cauchy relativamente ao indice j resulta

n n % n avi 2 %
(e, 0,w)| < C Y (ZH%’H?{(}(Q)) (Z o ) il Loy
i=1 \j=1 j=1 J1L2(Q)
Note que
" v |2 ? / ov; / ov;
(; Oz; L2<ﬂ>) <Z 0z; ) ( Z O, )

_ (/|w|2dx) = Vol = il

[b(u, v, w)| < Cllall Y Noill oy |will ey

=1

Logo,

pela desigualdade de Cauchy para somas segue-se que

1 1
n 2 n 2

\b(u,v,w)ISCHUH(E Hvz’||?{3<m> <§ ||wi||in(g)>
i=1 i=1

e assim

[b(u, v, W) < Clul] [[o]| [[w]|zn@)n-

Mostrando que b(u, v, w) é continua em V x V x (VN (L"(Q2))").

11



Agora, para n < 4 temos que V N (L™(Q2))" = V. De fato, é imediato que
(VN (L™(Q))") C V. Resta mostrar que V C (V N (L"(Q2))"). Note que H}(2) — L™(Q2)

quando n < , devido ao teorema de Imersao de Sobolev, ou seja, quando n < 4.

n p—
Seja u € V, desde que H}(Q) — L"(Q) implica que V' C (Hj(2))" — (L™(Q2))" resulta
que u € (L™(2))™ e assim u € V N (L"(2))". Portanto (V N (L™(Q))") =V paran < 4,
assim

[b(u, v, w)| < Cllull o]l [lw]]  Yu,v,we V.

ii) Fixando u em V, resulta que a aplicagdo Bu definida por v +— (Bu,v) = b(u, u, w)

é linear e continua sobre V', pelo item anterior. Resulta que
| (Bu,v) | = [b(u, u,v)| < C|lul|* |Jv]|

logo,

sup | (Bu,v,)| < [|ull®
lell<1

portanto

||Bul|y < C|lu|]*  VYueV.

iii) Basta mostrar que b(u,u,v) + b(u,v,u) = 0 para todo u e v em V. De fato,

b, 1, 0) + b, v,u) = Z/ vzdx—i-Z/ uzdx

i,7=1

= 3 ([ (G o) dﬁ”)—Z(/Q“f )

2,7=1 'Lj:l

= Z (ujuivi —/%uivi dx) = — /—uzvz dx
r Jq Oz, Oz,

i,j=1 1= 13 1
— —Z/ZaxjuzvZ dr = ZZl/ﬁ(dwu) u; v; dr =0

pois u € V. [ |

12



Lema 1.3. Considere o funcional

J:V—R

]

1. J € diferencidvel a Gateaux e sua derivada J'u € dada por

(J'u.v) = lim J(u+ M) — J(u)
A—0 A

definido por

entao,

= <—||u(t)||2Au,v> YveV

2. J € convexo.
Demonstracao:

1. Para todo u e v em V, tem-se que :

2 2
o Ju+ )~ Jw) 1.1 " [ Ouy v\’ "L O\
}\11{(1) A ! /1\13(1) A /Qz; Oz, * /\Gx] d /QZE:l 0z dz| -

Definindo-se

fazendo-se a;; = % e b= % temos:
(9xj 8xj
2
(/ > (ai; + Abyj)? ) (1.1)
i,j=1
Agora,
o0y (/ 3 o ) d (/ 3 )

- </Z (aij + Abij)? ) /Z (aij + Abij) (d‘i(%) ddA(Ab ))]

2,7=1 2,7=1

Resulta que

(/ > (ay; + Abyy)? ) </ > (ai; + Abyy) bmda:> (1.2)

7,0=1 i,7=1

13



Tem-se, por (1.1) que

e, por

Assim,

(1.2) que
o5 ) o) (L5 6 )
- J(u+ m;) —J(u) ! o\ - 6(0) _ 0

Resulta de (1.4) e

== ([ 5 (32 o) (L5 (e82)

Agora,

(L

(1.5) que

8Ui 8vi
8xj al’j

Jj=1

Jor) = ([ (S omae) )

_ (/Q ; Vu;. Vo d:z:)

pelo Teorema de Green tem-se

/ z”: Vu; Vo, dr =
Q=1

pois v; € D(€2).

r on

Resulta de (1.6), (1.7), (1.8) e da densidade de V em V que

lim
A—0

J(u+ M) —

J(u)

A

_ /Z
- /Q;Nuiy?dx) (/Q Auv dx)

7,0=1

(3

14

[E ) ) (L5
LG =) (5155

1

O, <d:c—/Auivid:c:—/Auividx
Q Q

(1.3)

(1.5)

) (Z [ s dgc)



Logo

(T, v) = lim J(u+ M) — J(u)

o 3 = lu@®)]* (-Au,v)  VveV. (1.9)

Definindo-se (J'u,v) = (—||u(t)||*Au, v) tem-se pelo lema (1.1), partes (i) e (ii) que

[(Ju0) | = [{=u@)]*Au, ) | = [[u(@)]]*] {(~Au,v) [ = [Ju®)]]*] (A, v) |
= lu@®)IPlalu, v)| < [lu®)[[ul] ||v]]
[{(Ju0) | < fulPllo]] (1.10)

resulta de (1.10) que
17 ullvr < [Jull® (1.11)

ou seja

JueV’ Yu eV

segue-se que

(J'u,0) ey, = <—||u(t)||2Au,v>v,Xv Yo e V. (1.12)
Pondo-se
(J'u,v) = (Au,v)
resulta que
Au = —||u(t)|*Au (1.13)

onde

AV —V/

. J é convexo.
Observagao: Tem-se que 6 : R — R definida por 6(s) = s* é convexa, pois " (s) =

2 > 0, ou seja,
/(1 —Nu+ ] < (1—=X)0(u)+ M(v)

15



ou

(1 =Nu+ )2 < (1=Nul* + Ao|? (1.14)
Mostrar-se-a agora que J é convexo. De fato,

2
Bui Bvi 2
Z/ ( (1—A aijrAaxj) dx) (1.15)

i,7=1

J(1=XNu+ ] = (

de (1.14) e (1.15) resulta que

JI(1 = Nu+ ] < i [(1—A)i/<§2§)2 ©
i1 (g;;)zdx)u(g .i /Q (g;;ydx)?

J(1=Nu+ ] <(1=N)Ju+AJv (1.16)

IA

Portanto,

o que mostra que J é convexo.

Observacao: Sendo J' = A, resulta que A é mondtono conforme J. L. Lions [9]. W

Lema 1.4. Seja A:V — V' dado por

=[5 1) e [£ (5]

Entao, A € hemicontinuo, isto €, para u,v e w firos em V', porém arbitrdrios,

A — (A(u+ Mv),w) € continua.

Demonstracao:
Sejam A\g € R e (\,) uma sequéncia de numeros reais tais que A\, — Ao quando

n — +oo. Tem-se:

(A + Ay v), < [2/( (s + A uz))de] [2 (aa—;z(u—i-)\nv))] ,w>

16



= > [ (G

7,7=1

- 2

7,7=1

Agora, integrando por partes segue-se que:

_Z/a2u+)\ v))w; de = — Z

i,j=1 i,j=1

)
=y + A

desde que w; € H}(2) temos

u 0
_Z/a 3 (u; + A vy)w; doe = — Z(_/anj

7,7=1 2,7=1
Z / (’MZ
8%

i,7=1

assim,

(A(u+ N\, v) [

Como para toda u,v e w € V implica que
895]- ’ a.ij ’ 890]-

resulta que

ou,;
1 + An
/Q (3%’

1 1
usando a desigualdade ab < 3 a?+ 5 b? temos

ou,;
i +)\n
/Q (3%’

logo,

ou; ov; \ 2
! - LY(D).
(an + /\"8%) < ( )

1 1
Novamente pela desigualdade ab < 3 a® + 5 b? tem-se

ou; ov; \ Ow; 1 ou; o; \ 2
’ Ay —— Ldr < = ! A—o | d

assim,

0ui 3% awl 1
(5% + )\na_%> oz, € L(Q)
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) (5

) o |55

€ L*(Q) para cada i,

ov; ov; \ 2

) d 22 ) d
5%‘) v ”/n(axj) :
8ul)

(%Z- 2 8uz 2 auz
) o= f ) e f 52 €

(%Z- 2 aul 2
<
on) = [ (G) e [
8% 2 6’
o () e [ G

ol 30) o)
> [ Z/a 3 (i + A vz)wld:c]

ow;
An ‘d
/ O (s ¥ UZ)a%' 1‘)

(ui + An vl)awZ d:)s)

al'j

8u1 ; 8wld
8% i 6xj e

)x<+oo

(1.18)

1/ O 2d <+

(1.19)



Além disso, quando A, — Ay resulta, por (1.17), que

0ui aﬂi 8ul 01),- 2
(GIj + )\nﬁ_x]> — (6xj + /\oaxj) em L*(€2)

n - 0
Ga:j 8l’j 8$Cj 8:cj (91:]-

(91:j

Portanto existe uma subsequéncia de (A,) ainda denotada por (\,) tal que

8“@' 81)2' 0uz (%i
<85L‘j + )\na_l‘]> — <8$] + )\Oal’j) gq.s em Q

8.’13']‘ 81']‘
segue de (1.22) e (1.23) que

2
"L [ Ouy ov;

(9.1']‘ ('3xj 81’]- aiL'j

1,j=1

1,j=1

Além disso,

2 2
" [ Ou, ov; “ ou; ov;
o) <[5 (2] 22
Z; (0a:j Oz, ‘ L; oz, Ox;
como A, — Ag logo |\,| < C, assim
"9 ov\|. [ /0 0
U v, U v,
(A + )\n ’L) S ( (A (A
Note que
8ui 31}1- 2 8ul 2 auz avi
C der < d 2C d
/Q(a%' ’3%) :c_/anj v /9(913]' O er/g
ou; |2 ou, |2 ?
< ‘| dx + 2C / L de /
/Q O ( o |0x; ) ( Q
81}1‘ 2
+ o dr < +00
Q J
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(auz- N /\n%) ow; _ (6’% N )\Oavi) ow; @ em O

2
- 0u1 81}@'
) Q
Z (8xj +)\08:r;j)] q.s em

" [ Ou, ov; \ Ow; " [ Ouy ov; \ Ow;
7 YV LIS % ? v . 0.
Z (a.fﬂj + )\naxj) 83:j Z; (833] * )\Oax]’) ax]’ 45 e

3v,~
al'j

avi
813]'

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

>r Qs em €. (1.26)

2

dx

2 3
dx)



logo,
aui

C 81%
3xj

an

2
] ¢ integravel. (1.27)

=

Tem-se também que

Xn: ou; +)\ ov; \ Ow; | ou; Ow; L % ow;
= \0x; "Ox;) Oxj| = axj Oz, "0x; Ox;
Ou,; Ow; ov; Ow;
< T 1 A KA 1 1'2
- — 6xj 6xj + 1]21 6% 6% ‘ ( 8>
Ou,; Ow; ov; Ow;
< T 7 A K3 7
- Z &TJ Oz, + [l Z 6% Oz,
ou; Ow; ov; Ow;
< +C q.s em €.
— 8xj al’j zjzzl (%j al’j
Note que,
ou; Ow; ov; Ow; 1 ou; |2 ow; |2
T 3 3 K d < - 7 d 1 d
/Q < 8xj al'j 8!Ej 8xj > v 2 (/Q al‘j v + /Q 8[Ej I)
+ g / aUi2dav+/ awiQdm < 400
Logo,
i (‘9u2 sz 6vi awz .. ,
Z 9z, 0z, 9z, 0z, ¢ integrével. (1.29)
i,7=1

Resulta do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue aplicado a (1.18), (1.19),
(1.24), (1.25), (1.26), (1.27), (1.28), (1.29) que

Z/(M %) deZ/(gZ avj.) dz (1.30)

,j=1 1,j=1

ou; 8w, 8u1 ow;
E E 1.31
/ (8% ) 81:3 / ( j) Ox; d$ (131)
2,7=1

Assim de (1.30) e (1.31) obtem-se:

8ui 8?]1‘ 2 8@61 (%i 8wl
(A(u~+ \v)) Z/(@x —l—)\n%) dx Z/(@az + A 833-) 8x-d$]
ij=1 J J | 4,j=1 J J J
8Ui an 2 3uz (%Z- 8wz
- Z;/ <8$j " AO@%’) o Z;/ (3%‘ i )\08%’) Oz, dm]
= (A(u+ \v)) . (1.32)
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Segue de (1.32) e notando que para qualquer subseqiiéncia (X)) de (A,) determinamos

uma subseqiiéncia (\”) de (\]) tal que
(A(u+ X0)) = (Alu+ Aov))
isto é, o limite nao depende da subseqiiéncia ()\,), desta forma obtém-se que
(A(u+ M) — (A(u+ Agv))  quando A, — Ao.

Portanto, A é hemicontinuo. [ |

Lema 1.5. Sen=2 eu € H}(Q) entao,
1 1 1
lullzsy < 2Hlelley o b

Demonstracao:

Sendo u € H}(Q), a funcdo u = w em 2 e nula no complemento de ), pertence a
H'(R?). Sendo D(R?) denso em H'(R?) limitar-nos-emos as fungoes de D(R?).

Seja p € D(R?), tem-se que

©*(z1,29) = /I1 %(QOQ(S,:UQ))dS

x1 a
= 2 gp(s,qrg)a—f(s,xz)ds
Agora,
1 ) x1 0
ooz = 2\ / (s, 22) 57 (5, 02) ds| < 2 / |¢<s,x2>|'a—f<s,x2> s
—+00 a
< 2/ ]@(s,x2)|‘a—f(s,x2) ds (1.33)
Analogamente,
2 . = 690
o (1, x2) —2/ cp(xl,s)g(xl,s)ds
e
+o0 o
et mf <2 [ |¢<x1,s>|\a—f<x1,s> s (1.31)
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multiplicando-se (1.33) e (1.34) membro a membro, obtem-se,

~+o0 o
o) ([ teteranl| G o

Integrando-se a inequacao acima em R? tem-se, com = = (71, 3), que

+oo o
lonaal <4 ( [ ot a5 o1z

o0

d.TQ) .

[ tetolidnde, < [ 4(/+OO\90( ) §Z< o) ([ et (%"( ) d:cz)
< ([ wonfgew|man) ([ [ e |gEw]nan)

isto é,

[t ([ e 2o]a) (] i

Usando a desigualdade de Holder resulta que

[ tetonae < a( [ Mm?dx);( |15
=4 ( [ letwra) (/

1

W)
o) ([’

2 5
dm) ( / dx)
R2
. 2 1o
usando a desigualdade ab < 3@ + 3 b* segue que

e =2( [ letra) (/ Qd“/w

|0l ame) < 2‘90|%2(R2)||§0H§{3(R2)

Oy
81'2 )

IN

dp

()

al‘l

&p 2)
8[E2

Oy

Oy
a—xl(x)

8_1:2(36)

assim,

segue-se que
1 1 1
‘90|L4(R2) < 24|90|22(R2)||¢";I§(R2) Vo € D(R2)

Usando-se a densidade de D(R?) em H'(R?) resulta
1 1 1
Sejam u € HJ(2) e & a extensao por zero fora de Q, entdo u € H () e tem-se

~ 13 ~12
U] La(r2) < 24|“|Z2(R2)||“||1213(R2)'
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Tem-se também que

|77’L4(R2) = ‘U|L4(Q) [§ \6|L2(R2) = ‘U|L2(Q)
o . , . ou _ du .
Além disso, se u € Hj(§2) e Q aberto do R?, entao 5 — B oM = 1,2. Desse
T T
modo,
2 ~ 2 2 | 3= 2
ou ou ou
~112 _ _ _ _ 2
e =D || =S| =S |2 = iy
j=1 CIL2(R?) = Iremey =1 J1L2(Q)
Portanto,
1 1 1
| o) < 24|u|22(ﬂ)||u||§3(m Yu € Hy(Q)
[ |
Lema 1.6. Suponhamos que n >3 er,s € R com s > 2, r > n, verificando
2
i | (1.35)
s T
entdo, se u € (L"(Q))" tem-se a desigualdade
1b(u, v, w)| < Cllul|(Lr @) Yu,v,w e V.
Demonstracao:
Temos que
87}1
|uvw|<z wzdx<z |uj| |w;| dz
1,7=1 i,j=1
se
1 1 1
== (1.36)
p 2
pela desigualdade de Holder tem-se
dv;
b, v, w)| < (/ Juj|" dx> (/ v > (/ |wlypdx>
i,j=1 Q
= ZZ [l [wil ey
=1 j=1 J L2(Q)
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Pela desigualdade de Cauchy relativamente ao indice j

=1

IA

b(u, v, w)| O

al'j

2 3
) |[ws] |Lp(ﬂ)
L2(Q)

[[ul|(zr @) Z HUiHHg(Q)HwiHLP(Q)
=1

novamente pela desigualdade de Cauchy obtem-se

[b(w, v, w)| < ullwr @) vllv]wllwe @)

(1.37)
de (1.35) segue-se que
% ; % (1.38)
substituindo em (1.36) tem-se
1 1 =n 1 n 1

_ 1 N 1_2/s+ 2n
B p 2 2n(2r/n—2)

Segue- se que

1 2/s n/r

A 1.39
p 2 * 2n/n — 2 (1.39)
Como w; € L»-2(Q), pois H} () — L%(Q) Resulta da desigualdade de interpolagao

que

2
will oy < Jwil75 o w7

Lz(Q) tl2n/n-2 (140)
usando novamente o fato que Hj () — L%(Q) pode- se escrever

2/s n/r
[lwill ooy < C lwil e il [ q (1.41)
ou seja
4/s 2n/r
[wnl oy < C il oy il ey

e dai

Z HU)lHLP < CZ ’wl 4/3 2n/7~

ill i o)
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2
pela desigualdade de Holder com (— + n_ 1) segue que
s T

n n 2/s n n/r
4/s s 2n/r r/

> lwillioe < C(Z (S ) (Z(H [ty )

=1

i=1 =1

n 2/s n n/r
< C Z|wZ|L2(Q)> (ZHWH%(Q))

1=1 =1

IA

C (lwl o)™ (lwl2)™"

2/s 2 n/r
< (|w|(£2(9) ) <H I />

portanto

wl|zo@yr < C lw]?* [Jw][*" (1.42)

segue- se entao de (1.37) e (1.42)

[b(u, v,w)[ < Cllallzr@ye [[ol] [w]? [Jw]"
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Capitulo 2

Existéncia de Solucoes

Teorema 2.1. (Solugio fraca)
Considera-se n < 4. Se f € L*3(0,T;V') e ug € H, entdo eviste u : Q — R" na
classe

ue L®(0,T; H)yN L (0,T;V)

satisfazendo

(

(W(),0) + voalu(t),v) + v (Au(t),v) +bu(t),u(t),v) = (F(),v) em D'(0,T)
para todo v €V

divu=0 em @

u=0 em X

u(zx,0) = ug(x)

\

Demonstracao:

Como V & H = H' — V' tem-se o seguinte problema espectral

((u,v)) = A(u, v) (2.1)

Sejam (w,) e (\,) solugbes de (2.1).
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Considera-se V,,, = [wy, ws, ..., wy,| 0 subespaco gerado pelos m primeiros vetores da

base Hilbertiana (w,) e,

= Z gjm(t)w;
j=1

solugao do problema aproximado,

(

(3 (1), w5) + voa(um(t), w;) + 1 (Aum (t), ws) + b(um(t), um(t), w;) = (f(t), w;)

m

g=1,...,m;
(2.2)
Ugm — Uy forteem  H, g, € Vin

| um(0) = tom;

(At (1), w) = < [2/@?) ”Z ] w]>

onde

j=1

2 A (S5

O sistema (2.2) possui solu¢do u,,(t) em [0,t,,], tm > 0 e as estimativas que serdo

obtidas permitirdo estender a solucdo a todo intervalo [0, 7).

Estimativas a Priori

Estimativa I.
Multiplicando (2.2) por gj,, e somando de j =1 a j = m obtém- se

(U (1) um(t))  + v0a(Un(t), um(t)) + 11 (Aum(t), um(t))
+ b (), um(t), um(t)) = (f(t), um(t)) (2.3)

pelo lema (1.2) segue que b(tp, (1), U (t), um(t)) = 0.
Agora
(=D (), tm) = (i (t), (1)) = [Jum(D)]]*
(At (), un () = (=t (O] Dt (£), 20 (£)) = [t ()][* (=Dt (8), () = [ (8)]|*

d ) d /
= (lun () = E(um(t),um(t)):2(um(t),um(t))
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Assim (2.3) torna- se

1d

5 77| tm OF + vollum @1 + 0l [um@I* = (F(£), (D) yrcr

< | Ollv Num @] = 53—1/4 1) e |um ()

para qualquer € > 0.

4
Pela desigualdade de Young, com p = — e ¢ = 4, tem-se:

3
1d 2 2 4 f @)y o 3/4\4
3 O+ ullun @I + ol < 5 (LG ) + 5 (a1 1",
ou seja,
1dl (OF + vollum()]* + vl lum (O] < EHJ"“()IIM3 || Ot (24)
9 dt Um, o||Um Vi||Um = e Um, .

para todo € > 0. Segue- se que

1d

3O+ ullun @I+ (= 5 )@l < 2O 29

4

para todo € > 0. Desta forma basta que 0 < ¢ < /414.

Assim (2.5) torna- se

1d

2 2 4 4/3
5 7O + ollun @[ + Cillun @) < Callf @Ol (2.6)

multiplicando- se por 2 em ambos os membros de (2.6) e integrando de 0 a ¢, tem-se:

td t t t
| Gt ds+ 20 [ un(@)ids+265 [ une)lias < 265 [

ou

t t t
(B — [t (O] + 25 / ()| Pds + 2, / um(s)|*ds < 2C, / 1F()][22 ds

logo,
t t
()] + 2 m(Pds +2C m( s < Jum,(0)]?
(D) + / () Pds + / tm()|['ds < Jun(0)]
T 4/3 ( )
2(C.
i / 1)1
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Agora,

lum(0)] < K pois  limu,,(0) = ug

T
/ 1F$)[Y3ds <00 pois  fe LY3(0,T,V")
0

Assim, |u,,(t)] < K que independe de m e t < T'. Pelo teorema de Carateodory, podemos

prolongar a solugao ao intevalo [0, 7.

Note que
sup ess |u,(t)] < K
0<t<T
dai
(um) ¢ limitada em L% (0,7 H) (2.8)

como podemos prolongar a solu¢ao u,,(t) ao intervalo [0, 7] temos,
T
/ [t (1)|]?dt < K que independe de m e t < T
0

logo
l|tm || 200,y < K
isto é,
(ty,) 6 limitada em L*(0,7;V) (2.9)
Do mesmo modo tem- se que

(ty,) 6 limitada em L*(0,7;V) (2.10)

Estimativa 11

Seja P, : V — V,, C V a projecao ortogonal de V' sobre V,,, isto é,

- w; w;
Py = 0, —~ )) J com eV
;(( Vi) ) VA

pela escolha da base especial (w,) tem- se,

[Pl vy <1 (2.11)

P ey <1 (2.12)
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multiplicando- se a expressao aproximada pelo vetor w; e somando-se de j =1a j=m

obtém- se, usando- se as notacoes dos lemas (1.1) e (1.2)

Z wj)w;  + VOZ<AUm(t)awj>wj +Z<Aum(t),wj>
+ D (Bun(t)wy)wy =) _{f(t)wy)

com A mondétono e hemicontinuo conforme os lemas (1.3) e (1.4).

Segue- se de (2.12), observando que Pru! (t) = u, (t) devido u,(t) € Vi, que

Prul (t) + wP) Auy(t) + P! Au,(t) + Pr Bu,(t) = P f(t)
uy,(t) = Prf(t) — Py, Aun(t) — Py Aup(t) — P, Buy(t)

agora pelas partes (i) e (ii) do lema (1.1)

| (A (t), w) [ = la(um(t), w)] < [fun(@)]] [Jw]]

assim
Sup | (A (t), w) | < [um(t)]]
logo
[ Aum @)y < [Jum ()]
e, portanto

[ it < [ <o
0 0
pois (uy,) € L*(0,T; V). Desta forma
(Au,,) ¢ limitada em L*(0,T;V").

resulta de (2.18) que

(P} Au,,) 6 limitada em L*(0,7;V")
como L* (0,T; V") — L*3(0,T; V"), segue- se que

(P¥ Au,,) 6 limitada em L*3(0,T;V").
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Tem- se que

[ {(Aum(t), w) | = [{=[[um@)]* A (t), w) | = [|um ©)]]* (= At (1), w)

= um@1* (Aum (t), w) = lum ()| |a(um(t), w)|

< @I @] 0]
e assim
| (At (t), w) | < [ (8)] 0]
segue- se que
sup | (Aun(t), w) | < |lum(t)]]®
[lw[|<1
logo
A (t)] [y < [ (0]
resulta que
T T
| M @I at < [ o e
0 0
desde que (u,,) é limitada em L*(0,7; V) tem- se

(Aup,)  é limitada em L3 (0,7;V")

por (2.23) temos que

(P Au,,) ¢ limitada em L3 (0,T;V").

Pela parte (ii) do lema (1.2) resulta
[ Bum (t)]lvr < Cllum ()]
segue- se que

T T
| B < [ fum)a
0 0
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desde que u,, ¢ limitada em L*(0,T;V) tem- se que
(Bu,,) ¢élimitada em L*(0,T,V")
dai
(P: Bu,,) ¢ limitada em L*(0,7;V")
sendo L2(0,T; V') < L*3(0,T; V") segue- se que
(P Bu,,) ¢ limitada em L3 (0,T;V"). (2.26)
Também como f € L*3(0,T; V'), resulta que
(P f) élimitada em L*3(0,T;V"). (2.27)
segue- se entao por (2.14), (2.19), (2.24), (2.26) e (2.27) que
(u/) ¢élimitada em L*3(0,T;V"). (2.28)

Usando- se o teorema de compacidade de Aubin- Lions, com By =V, B=H, B, =V’
po=2,p1 = % €
W = {tpn; um € L*(0,T;V),ul, € L*3(0,T;V")}
resulta que
W & L0, T: H) (2.29)
conclui- se que existe uma subsucessao, ainda representada por (u,,) tal que
Uy — u  forte em L*(0,7T; H) (2.30)
logo,
Ui — u;  forte em  L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q) (2.31)

segue- se que existe uma subsucessao de (u,,;), ainda denotada por (u,;,;) tal que

Umi — U; q.8sem @ (2.32)
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portanto
Umillmj — Wit; q.sem Q.
Por outro lado, para n < 4, tem- se
Ui € L0, T, HY(Q)) — L*0,T, L*(2))

logo,

T T
sl ooy = [ Tomtmlisardt = [ ([ lumsing o)
T
0 Q
g 1 1
S / |:/ <—|um,-|4 + —|umj|4) d$:| dt
0 a \2 2
N 1 (T
= —/ / \umi\‘ld:v dt + —/ / \umj|4dx dt
2.Jo Q 2 Jo Q
e . e .
= 5 ] Ml 5 [ sl < &
e, segue- se que
(Umitt;) € limitada em L? (0, T, LQ(Q)) )
Usando- se o lema de Lions com(2.32) e (2.34) resulta que
Uil — wiu;  fraco em  L2(0,T, L*(€2))
Além disso, tem- se por (2.8), (2.9), (2.10), (2.23) e (2.28)

Uy — u  fraco estrela em L*°(0,7T, H)

Uy — u  fraco em L*(0,T,V)

U (T) — & fracoem H

Uy — u  fracoem L*0,7,V) c L*(0,T,V")
Au,, — x  fraco em LY3(0,T,V")

ul, — ' fracoem LY3(0,T,V")
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Desde que, para v = w; € V tem- se que

an
aSCj

€ L*(9).

Considere- se § € D(0,T) C L*(0,T), assim,

He()‘%@ - / 9()8”1 dt a”’ du dt
9% || 120 .12(02)) 9z | 120
ov; T ov; |2
= ot : d:zcdt / dt/ Yl dr < 400
JAC o O
logo
o(t) € L“(0,T; L*(Q)). (2.43)
8x]~

Por (2.36) tem-se, para toda ¢ € L*(0,T; L*(2)), que

T T
/ /Umiumj¢($,t)d$dt—>/ /uiujz/)(x,t)dxdt
0o Ja o Jo

8’02‘
Oz,

/ /u,mumja d:r;dt—>/ /uzujax t)dx dt.
j

Somando- sedei=1ai=me j=1aj=mresulta que

Z/ /umlum](gvl t)ydx dt — Z/ /uzujg;h t)dx dt. (2.44)
j

3,j=1 2,7=1

fazendo ¢ (z,t) = 0(t)=—(z), que ¢ licito por (2.43), vem que

Como

/0 bt (1), (£, 0) O(t)dt = — /O b(tm (1), v, (t)) O(1)dt

/ (Z/“m o U dl‘) 0(t) dt = /OT (f:/ﬂumiumjg_ze(t)dx> dt

3,j=1 2,7=1
segue de (2.44) que,

/o bt (1), U (1), v) O(t)dt —>/O b(u(t),u(t),v)(t)dt



para toda 6 € D(0,T) C L*(0,T) e v € V. Em particular, temos

b(t (), um (), w;) — blu,u,w;) fracoem  L*(0,T). (2.45)
Agora
| wowoma = [ Lo

= (un(t), w3} 0(0)]

0

- / (i (8), w5} 0/ (1) dt
- - / (1 (£), 10,)60 (1) dit

por (2.37) tem- se que u,, — u fraco estrela em L>(0,T, H), assim
| wiow e = = [ .o
S /0 (u(t), w))0'(t) dt — /0 (W (£), w;) 0(t) dt. (2.46)

Agora,
Uy — u  fraco em L*(0,T,V)
aua:j — azj fraco em  L*(0, T, L*(2))
logo,

T/ ou,,, T 7 ou,
—m ‘ L%(0.T: L*(Q
/O (axj,w) dt—>/0 (8%,@) dt Ve L7(0,T;L°())

Umi

em particular, ¢ = O(t) € L*(0,T; L*(2)), com v = w; como anteriormente, temos

L

T rou,,; Ov Oou; Ov
T t)dt — ! : t) dt.
/0 (5%’ ’3%‘) / (5% 3-75]) o)

Somando-seemi=1at=me j=1aj=m tem- se

OUpyi i T m Oou; Ov;
/ ( oz’ (996]) tdt — / ((995] 8353) (1) dt
Gumz 8?]2 auz 8’02
/ (Z/ Ozr; Oz, ) tydt — / (Z/(‘?x] Oz, ) o(t) dt
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logo,

e portanto,

T

/Ta(um(t), w;)O(t)dt — a(u(t),w;)0(t)dt Ve D(0,T) (2.47)

0

por (2.41)
/OT (Aup (t),w;) 0(t) dt — /OT<X,wj>9(t)dt (2.48)
Tem-se da equacio aproximada que,
/OT(u;n(t),wj)e(t) dt + vy /OTa(um(t),wj)H(t) dt+/0T (A (), w;) 0(t) dt
4 /OT b(tin (£), (1), ;)6(L) dt = /OT (F(8), ;) O(E) dt (2.49)

para toda 0 € D(0,T).

Integrando- se por partes o primeiro termo de (2.49) resulta
T T T
- / (U (), w;)0' (t) dt + 14 / a(un(t), w;)0(t) dt + / (A (t),w;) 0(t) dt
0 0 0

+/O b(um(t),um(t),wj)e(t)dt:/0 (F(t),w) O(t)dt j=1,....,m. (2.50)

Fixando j e tomando- se o limite quando m — oo obtém- se, de (2.45), (2.46), (2.47) e
(2.48), que

—/0 (u(t),w;)0'(t)dt + 1/0/0 a(u(t),w;)d(t) dt+/0 (x,w;)0(t)dt
+ /0 b(u(t),u(t), w;)0(t) dt:/o (f(t),w;) 0(t)dt j=1,...,m
(2.51)

para toda 6 € D(0,T).
Mostrar-se-a agora que u(0) = ug. Por (2.40) e (2.42) resulta que

Uy — u  fraco em  LY3(0,T;V")
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Assim,
Um(t) — u(t) fracoem V' Vte[0,T]
portanto
Uum(0) — u(0) fracoem V'
como
Uom = U (0) — ug  fraco em V'
resulta pela unicidade do limite fraco que
u(0) = g
Usando a densidade de (w,) em V tem-se
T T T
—/ (u(t),v)d'(t)dt + 1/0/ a(u(t),v)0(t) dt +/ (x,v)0(t)dt
0 J0 o
b [ a0 = [ s o
0 0

para todav e Ve e D(0,7T).

Segue- se de (2.54) que pode- se escrever

(2.52)

(2.53)

(2.54)

<— /OT w(t)0' (1) dt, U>VW + </OT Au(t)0(t) dt, U>WV + </0T Ot dt, U>VW

para toda v e Ve 6 e D(0,T).
Por (2.55)

_ / YT / " Au()6(t) dt + / "o di
+ / " Bu(t)e() di = / " o) at
em V' para toda 0 € D(0,T). Resulta de (2.56) que

(u/(t), 0) prwp + vo(Au(t),0())pp + OGOE)) pivp
+ (Bu(t),0()) prp = (f(£),0(1)) prc p
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em V' para toda 6 € D(0,T). Assim
v +vgAu+x+Bu=f  em D'(0,T;V')
isto é,

W =—1Au—x — Bu+ f em D'(0,T;V").

(2.58)

Como o segundo membro de (2.58) pertence a L*3(0,T; V") resulta que a distribuicio v’

pode ser identificada a uma funcao de L*/3(0,T;V"). Desta forma,
u +vyAu+x+ Bu=f em L*3(0,T;V")

Mostrar-se-a agora que x = Au(t).

Sendo A mondtono temos
T
/ (At (t) — A, unm(t) — ) dt >0 VYo € L*0,T;V)
0
isto é,
T
| (0 10(®) = ) = (A 0) = ) a0

assim,

T T T
| Aun@un@) dt = [ (o), 0)dt = [ (Apvunt) - ot = 0
0 0 0
para toda ¢ € L*(0,T;V).
Por outro lado, da equagao aproximada (2.2), temos

/O(u;n(t),um(t))dt + 1/0/0 a(tpm (t), um(t))dt
+ /0 (Aum(t),um(t)>dt:/0 P, um (1)) dt

d
desde que (ul,(t), um(t)) = %\um(tw resulta que

%/0 %|um(t)|2dt - 1/0/0 A (), um(t))dt
n /O (Aum(t),um(t))dtZ/O (f (), um(t)) dt
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logo, por (2.62) tem- se

1

| @@t = [0 00000 bt = ST + Sl O)F

- /0 0t (£), 0 (1))t
(2.63)

substituindo (2.63) em (2.60) resulta,
| O @)t GunOF = SlnTE = [ aun(t) )
_ /0 (At (1), ) dt — /0 (Ap, Uy (t) —p)dt > 0. (2.64)

Mostrar- se- a agora que, & = u(T'), onde £ foi definido em (2.39) e a convergéncia do
T
termo nao linear / b, (t), U (t), w;)0(t) dt foi mostrada em (2.45).

Seja 6 € C'|0, YQ] com 0(T) =1 e 0(0) =0, tem- se da equacao aproximada (2.2) que
/0 (up, (), w;)0(t) dt  + 1/0/0 a(um(t), w;)0(t) dt +/0 (Aup,(t), w;) 0(t) dt
+ /0 (1t (1), (), 0;)0(1) dt = /0 (F(8),wy) 6(¢) dt

integrando por partes,

T T

T

(), w0)08) |~

U)J 9/ dt + y
0

a

'ﬂ

f, ot
/0 Tb w;)0(t) dt

T

J, twn

+ / (Auy, (1) t)dt +
0
| w

dai

T

(um(T),w;) — ), w)O' (B)dt + vy | aluy(t),w;)0(t) dt

S—
A

’ﬂ

+ (Aum(t) t)dt + b (1), um (t), w;)6(t) dt

o]
T I

No

Fixando j e tomando- se o limite com m — 400 resulta,
T T
(&, wj) / ), w;)0' (¢ dt—l—l/o/ a(u(t),w;)0(t) dt
0 0

38



n /D (Au(t), w,) 0(t) dt + /0 b(u(t), u(t), w;)0(t) di
= /D (f(t),w;) O(t) dt. (2.65)

Por outro lado por (2.59) tem-se
/OT (W w) 0(t)dt + g /OT (Au,w;) O(t)dt + /OT (x,w;) O(t)dt
+ /0 (Bu,w;) 0(t)dt = /0 (f(t),w;)0(t)dt

/0 (', w;) O(t)dt  + V()/O a(u(t),wj)e(t)dwr/o (x,w;)0(t)dt
+ /0 b(u(t),u(t),wj)e(t)dt:/o (f(t),w;)0(t)dt

integrando- se por partes,
(u(t),wj)ﬁ(t)‘OT _ /T( ) ;)0 (¢ dt+u0/OTa
ey dt+/ bu(t), u(t) wy)O0)

:/OT

desta forma
T
(w(T),wj) — ), w;)0 (¢ dt+l/o/ a(u(t),w;)0(t) dt
0

+ /T (x,w;)0 dt+/T b(u(t), u(t), w;)0(t) dt (2.66)
de (2.65) e (2.66) tem- se

e portanto

logo
U (T) — u(T) fracoem H (2.67)

39



assim,

lw(T)] < liminf |u,,(T)|

logo,
[w(T)? < Timinf |u,, (7))
isto é,
—[u(T)? = —Tliminf [u,(T)[
entao,
—|w(T)]* > limsup [—|Um(T)|2}
e portanto

G0 = timsp (3 (D). (2.68)

Tomando- se o limsup em ambos os membros de (2.64) e usando (2.2), (2.40) e (2.41)

obtém- se:
/OT (f(),u(t)) dt + v lim sup (_ /OT a(um(t), um(t))dt) + %|u(0)|2
+lim sup [—%!um(T)lﬂ - /OT 069 dt—/OT (Ap, u(t) — @) dt >0
por (2.68) tem- se

/OT O ult)dt + volimsup (— /OTa(um(t),um<t>)dt> + 5P

_ %|U(T)|2—/O <X7¢>dt—/0 (Ap, u(t) — @) dt >0

e portanto,

/0 ), u(t)) dt — yoliminf/o a(um(t),um(t))dt+%|u(0)|2—%|u(T)|2

_ /0 {(x, @) dt — /0 (Ap,u(t) — @) dt > 0. (2.69)
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De (2.59), usando as notagoes dos lemas (1.1), (1.2) e (1.3), faz sentido escrever
(' (), u(t)) + vo (Au(t), u(t)) + (x; u(t)) + (Bu(t), u(t)) = (f(t),u(t))
para toda u € L*(0,T; V). Ou seja,

(' (1), u(t)) + voa(u(t), u(t)) + (x, u(t)) + blu(t), u(t), u(t)) = (f(£), u(t))

assim,

+ woalu(t), u(t)) + (x, u(t)) = (f (1), u(t)) (2.70)

integrando- se de 0 a 7T,

%/0 %|u(t)|2dt+y0/0 a(u(t),u(t))dt+/0 (x,U(t)>dt=/0 (f(t),u(t))dt

ou seja,

SDE = SOF +0 [ atuo.u)+ [ eut)ar= [ 0.0y

donde

substituindo (2.71) em (2.69) tem- se
—liminfuo/o a(um(t),um(t))dt+uo/0 a(u(t),u(t))dt—i—/o (x,u(t))dt
_/0 (o) dt _/0 (Ag,ult) — @) dt >0 (2.72)

como pela lema (1.1)

[lu®)|* = a(u(t), u(t)),
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Tem-se, integrando de 0 a T, que

ATwmwwmcaéTMuwxmwyﬁ — ([fnu@m%ﬁ)u{z([fawuxu@»ﬁ)

1/2
a(u(t), u(t))dt)

T

S~

— Ju®llor = (
desde que
Uy — u  fraco em L*(0,T;V)
tem- se que
luliZ2ory) < liminf (llum(®)Bory) )
ou seja
T T
/ a(u(t), u())dt < liminf ( / a(um(t),um(t))dt)
0 0
logo,
T T
~liminf ( / a(um(t),um(t))dt) + / a(u(t), u(t))dt < 0
0 0
segue- se de (2.72) e (2.73) que,
T T T
| unar- [ teerdt— [ (Aot - ohdez 0
0 0 0
ou seja,
T
| (et = &) = (Aputt) - phyde = 0
0
assim,
T
| = At -y 0
0

para toda ¢ € L*(0,T;V).

Seja @(t) = u(t) — M(t), A > 0, v € L*(0,T;V) arbitrdrio. Tem- se por (2.74)

/0 (x — Alu(t) — M(t)],u(t) — (u(t) — Av(t)))dt >0
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/OT (x — Afu(t) — Mv(t)], Av(t)) dt > 0 (2.75)
dividindo- se (2.75) por A > 0,
/O (x — Alu(t) = Mo(6)], o(t)) dt > 0 (2.76)

para toda v € L0, T; V).

Mostrar-se-a agora que

/0 (x = Afu(t) = Av(®)],v(t)) dt - — /0 {(x = Au(t), v(t)) dt

quando A — 0.
Com efeito, tem-se usando o fato que || Au(t)||y+ < ||u(t)]]* dado por (1.11) com

J'u(t) = Au(t) e a desigualdade (a + b)? < 2P~ (aP? + bP), que
1 ADHG) = M) e = [ 1(ADGs) = M) (6 s
/||A — (@)l o(s ||ds</ lu(s) = Xo(s)[Fl[v(s)] s
< [ I+ TP s < [ 22 QI + I )l ds
= [ (Cullats) + ) ool as
=0 [P ds + 0 [ e as

como u,v € L*0,T;V), resulta que ||u(s)|| € L*(0,T), logo [|u(s)||*> € L*3(0,T) e
l[v(s)|| € L*(0,T). Segue-se entdo da desigualdade de Holder que

1 GAfu(s) — Mo(s), o)) llon < ( /T(Hu 1) d ) ( / s H4ds)
/ lu(s) |ds

1/4

portanto

| (Alu(s) = Av(s), v(s)]) o) < K
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isto é,
(A[u(s) — M(s),v(s)]) é integrdvel. (2.77)
Além disso, para cada t € [0,T], t fixado, tem-se pela hemicontinuidade de A que
(Alu(t) = do(t),v(t)])) — (Au(t), v(t)) (2.78)

quase sempre em [0, 7], quando A — 0.

Por outro lado, para cada t € [0, 7], ¢ fixado tem-se

| (Afu(t) = Av(8)], v(1)) |

IA

IA[u(t) = Xo@)]llv[v]] < flu(t) = Mo @)[]*]]v]]
(a1 + A @) o @)]]

(@] + PO @)l

Cillu®IPllv(®)]] + Ca [l ()] (2.79)

IN TN

note-se que ||u(t)||* € LY3(0,T) e |[v(t)|| € L*(0,T). Assim ||u(t)|]®||v(t)|| € L'(0,T)
e como [|v(t)||* € L'(0,T), resulta que o segundo membro de (2.79) é integravel quase
sempre em [0, 7).

Segue-se entao, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue aplicado a (2.77)

e (2.78), que
/0 " Au(t) — MO o) de /0 " () o) de
portanto,
/OT (x — Alu(t) — ()], v(t)) — /OT (x — Au(t),v(t)) dt (2.80)

para toda v € L*(0,T;V).
Por (2.76)

T
/ (x — Au(t),v(t))dt >0 Yo e L*0,T;V) (2.81)
0
em particular, para —v € L*(0,7;V). Tem-se por (2.81)
T
/ (x — Au(t),v(t)) dt <0 Yo € L0, T;V)
0
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ou seja
T
0< / (x — Au(t),v(t))dt <0  Vove LY0,T;V)

0
logo,

T

/ (x = Au(t),v(t))dt = 0 VveL0,T;V) (2.82)
0

segue-se que

portanto

Au=y  em L%0,T;V’) (2.83)
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Capitulo 3

Unicidade de Solucoes

A seguir sera demonstrada a unicidade de solucoes do problema estudado no capitulo
anterior.
O método utilizado é o da energia, usando-se os resultados obtidos pelo teorema (2.1)

Vamos demostrar o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Supondo-se n = 2,3,
feL*30,T;V') e w€H,

entdo existe uma unica u : (Q — R™ na classe

w€ L®0,T; H)N LY0,T;V) (3.1)
satisfazendo
u' 4+ vyAu+ Au+ Bu = f em LY3(0,T; V")
u(0) = g (3.2)
Demonstracao:

Sejam u e u na classe (3.1) verificando (3.2) e w = u — u. Tem-se:

v 4+ vyAu+ Au+ Bu=f (3.3)

v 4+ wAu+Au+Bu=f (3.4)
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subtraindo-se (3.4) de (3.3) temos

w' + vo(Au — AT) + Au — Ai+ Bu—Bu=0 em L*30,T;V")

u(0) —u(0)=0 = w(0)=0
obtendo-se,

w' + vo(Au — Al) + Au — Ai+Bu—Bu=0 em L*30,T;V")

u(0) —u(0) =0 = w(0) =0. (3.5)
Faz sentido entao, escrever, Vv € V

(w'(t),v) + wvo{Au(t) — A(u(t)),v) + (Au(t) — Au(t),v)
+ (Bu(t) — Bu(t),v) = 0. (3.6)

Segue-se de (3.6), usando-se as linearidades de A e a notacao do lema (1.2) que
(w'(t),v) + vo (Alu(t) — u(t)),v) + (Au(t) — Au(t),v) + (Bu(t) — Bu(t),v) =0
ou seja,

(W (t),v) + o (A(w(?)),v) + (Au(t) — Au(t),v)
+ob(u(t), ult),v) — b(a(t), a(t), v) = 0. (3.7)

Como w(t) = u(t) — u(t), e deixando de escrever a varidvel ¢ para facilitar a escrita,

resulta

b(u, u,v) — b(uw,w,v) = blu — U+ u,u,v) —b(u —u+u,u—u+u,v)

(
= b(w, u,v) + b(u, u,v) — [b(—w, —w + u, v) + b(u, —w + u, v)]
= b(w, u,v) + b(u, u,v) — b(—w, —w + u,v) — b(u, —w + u, v)
= b(w, u,v) + b(u, u,v) — b(—w, —w,v) — b(—w, u,v) — b(u, —w,v) — b(u, u,v)
= b(w, u,v) + b(u, u,v) — b(w, w,v) + b(w, u,v) + b(u,w,v) — b(u, u,v)
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obtendo-se
b(u(t),u(t),v) — b(u(t), u(t),v) = blw(t),u(t),v) + blu(t), w(t),v) — blw(t),w(t),v).(3.8)
Portanto, de (3.7) e (3.8) resulta,

(W'(t),v) + vo (A(w(t)), v) + (Au(t) — Au(t), v)
+b(w(t), u(t),v) + bu(t),w(t),v) — b(w(t),w(t),v) =0, YveV. (3.9)

Em particular (3.9) é vélida para v = w € V, isto é,

(w'(t), w) +vo (A(w(t)), w) + (Au(t) — Au(t), w)
+b(w(t),u(t), w) + blu(t), w(t), w) — blw(t),w(t),w) =0, YveV. (3.10)

Como
b(u(t), w(t), w(t)) =0
b(w(t), w(t),w(t)) =0 e
(Au(t) — Au(t),u(t) —u(t)) >0
temos,

(w'(t),w) + vo (Aw(t),w(t)) + blw(t), u(t),w(t)) < 0.

Resulta do lema (1.1) partes (i) e (ii) que

%%lw(zﬁ)l2 +wol[w(®)][f + b(w(t), u(t), w(t)) < 0 (3.11)
%%W(tﬂz +wollw®)|y < —b(w(t), u(t), w(t)) < [b(w(t), u(t), w(t)|.
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Usando-se o fato de que H}(Q) — L*(Q), a desigualdade de Holder e a desigualdade de

Cauchy-Schwarz, resulta,

[b(w(t), u(t), w(t))| =

IN

IN

IN

IN

Assim,

8uz
S [t < 3 lullue
i,j=1 7,7=1 L L2(Q)
u 8u2
> lengm [|wilLa@)
=1 Tjlr2(q)
> (zwnm) (>l
i=1 | \j=1 J=1 !

lwllzaqye > il ollwillzaw)
i=1

[lwllz@yr el lwllzs@yn-

OF + wollw@®ly < [lw®)[[fL@)lu@l-

Supondo-se n = 2, tem-se pelo lema (1.7) que para w; € H}(Q),

ou seja,

resulta dai que,

2
Z |]wi]|%4(9)
=1

portanto,

||wi’|L4(Q)

lwil[Fay < 247 |wil 2

1/2 1/2
< 2"l oy il

Q) ||wz‘||Hg(Q)

’wz ‘Hl

< CZ’w1|L2
12, o 1/2
<o (z |wi|L2<m> (z ||wi||H01(m)
i=1 i=1

= Clwl[wl|

lwl[isgy < Clu@)]llw®)l-

49

9 1/2
) | |wi | ’L4(Q)
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De (3.12) e (3.13) temos,

1d
57 [ OF +wollw@[ < Clo@]{lw@)]l{[u@®)]]
ou,
d 2 2
1@+ 2nllw®]” < 2Clw@)] [[w@)l [u®)]]
Agora,
2./ 2C
2C w| [Jw|| [|ul] - < \gy_z2(7!w!!!wIIIIUH=2\/V_0Hw!!ﬁ\w\l\U(t)H
2 2
pois 1 < VI _ =2

V2w V2w

Por (3.14) segue-se que,
d 2C
Zlw@F +2wllw@Oll < 2x/V_o||IU||v\/TVOIWI [lu(®)[|v

1 1
e usando a desigualdade ab < §a2 + Ebz resulta,

d 1 14C?
P +2ullw@] < §4Vo|\wH2v+52—%|wI2HU(?ﬁ)HQv
ou seja,
d 2 2 2 c? 2
0@ +20llw®lF < 2uollw@)lly + 2wl |u)]]
Yo
e portanto,
d 2 c?o 2
g < 2wl ully

2

(3.14)

C
Fazendo-se 0(t) = — |w]?|[u(t)|[}- e ¢(t) = |w(t)|?, segue-se que § € L'(0,T). De fato,
Yo

T 02 T
/ 6t) dt = [ @z dt < oo
0 Y Jo

pois u € L*(0,T;V).

Desde que a norma é uma aplicacao continua temos,

p € C([0,T;R)
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com isso temos que
logo,

resulta que

o(t) — (0) < / 0(s) o (s) ds

Notando-se que ¢(0) = 0, pois p(0) = |w(0)|*> = 0 temos,

olt) < / 0(s) o(s) ds (3.15)

usando-se a desigualdade de Gronwall em (3.15) resulta,
t
p(t) < Oexp (/ ©(s) ds)
0

p(t) <0.

ou seja,

Como ¢(t) = |w(t)]? > 0 resulta
e(t)=0 Vvte|0,T]
e, portanto
w(t)=0 VYtel0,T]
mostrando que
u(t) =u(t) Vte|0,T]

quando n = 2.
Conside-se agora n = 3, entdo se u € V tem-se que u € (L5(Q))” pois HE () — L5(Q).

Aplicando o lema (1.8) para o caso s =4, n =3 e r =6, isto é,

__|__:1
S T
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segue-se que,

1/2 ’ 1/2

[b(u, v, w] < Clful|s@ys o] w77 [|wl]|

desta desigualdade resulta,

[blw(t), u(t),w(®)] = |b(w(®)), w(t),ut)] < Cllwllws@y|lu(®)]] w@)] " [lw(®)]|]"?
< Cullw@)] @)l @)V [Jw ()]

isto é,
b(w(t), u(t), w(t)] < Cillw®P? [w(®)* [[u(t)]] (3.16)
Tem-se de (3.11) e (3.16) que

5w +wollw@)? < Cullw®)P2 [w @)Y [|u(@)]]-

1d

5 27 WO+ vollw@* < Co[ M@ @) [w(®)] 2
3 3/4 Au, 3/4

< Gl ) MOl (=) @]
4V0 3
e, como

3 1
— — =1
4+4 ’

segue-se da desigualdade de Young,

3 v\ e 4/3
5w OF +nlle@lP < 3ot (o) |M<t>||w<t>|2+§[(ﬂ) ] (e 2)

2dt 0 3
< GolM )| [w(®)* + vollw(®)]. (3.17)

Resulta de(3.17) que

1d 2 2 2

57 @ +wllw@)|F < G M(#)] [w(?)]
ou seja,

ld 2 2 4 2

5 7@ +wllw@®] < Cllu(®)[]” [w(t)] (3.18)
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integrando-se (3.18) em [0, 7], resulta
1 s 1 2 ' 4 2
@ = Slw(O)" < i Collu(s)[|" [w(s)["ds
como w(0) = 0 temos,
1 t
Fle@ < /0 Collu(s)||" [w(s)[*ds. (3.19)
Fazendo-se p(t) = |w(t)|* e 0(t) = Col|u(t)]|* |w(t)|* temos que
0 L'0,T)
pois u € L*(0,T; V). Desde que a norma é uma aplicacdo continua temos que
p € C([0, T R)

w(t)? < / 0(s) o(s) ds

usando-se a desigualdade de Gronwall em (3.19) resulta

lw(t)]* <0
. Como |w(t)]? > 0 logo
w(t) =0
portanto,
u(t) =u(t) Vtel0,T]
quando n = 3. [ |
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Apeéendice A
Teorema de Aubin - Lions

No presente apéndice demonstrar-se-a o teorema de compacidade de Aubin-Lions usado
na demonstragao do teorema de existéncia de solugao do sistema de Navier-Stokes, ver

Aubin [1], Lions [9].

comp

Teorema A.1. Considera-se 1 < p; < +00, i = 1,2 e By — B — Bj espacos de
Banach.

Para 0 <T < 400, seja

d
W ={v:velL0,T; BO);d_:f) € LP(0,T;By)}
munido da norma
ol = ol + |2
v = ||V P —_
w LPo il

resulta que W é um espaco de Banach.

Demonstracao:

Seja (v,) uma sequéncia de Cauchy em W. Logo,
[vn = vl — 0

se m,n — +o00. Assim,

dv, dv,,

dt dt

lom — vl = an—vm||m+‘
LP1
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desta forma,

[Un = Vpn||pro — 0

dv, du,,

0.
dt dt

1

L duy\ L
Logo (v,,) é uma sequéncia de Cauchy em LP e <—"> ¢ uma sequéncia de Cauchy em

LP1

dt

LPr. Desde que LP° e LP' sao completos, temos que

v, — v em LP(0,T; By) — L*(0,T; By) — LP*(0,T; By)

e
dvy, doy,
P 4 em LP(0,T; B;) = Pr 4 em D'(0,T; By),
dt dt
como
dv, d
vy —v em D'(0,T:B) = % em DN0,T;B)
dt dt
.. .. dv
pela unicidade do limite temos que u = yr logo,
duv, dv
% — % em Lpl(O,T; Bl)
portanto
v, —v em W com veEW

Mostrando que W é um espaco de Banach.

Teorema A.2. Com as hipdteses acima sobre By C B C By, 0 < p; < 400, i = 1,2

resulta ser compacta a imersao de W em L (0,T; B)

Lema A.1. Sendo By C B C B; nas condicoes anteriores, entdo para cada € > 0 existe

c(e) tal que
lulls < ellullz, + c(e)]fulls, (A1)

para toda u € By
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Demonstracao:
Suponha falsa a conclusao do Lema (A.1). Resulta que para algum & > 0 existe um

vetor u,, € B tal que,

[unll > 6||Un||Bo_f'nHun”Br (A.2)

Sendo u,, # 0 faz sentido considerar

Unp,

Wy, = (A.3)
||t | 5,
Substituindo-se (A.3) em (A.2) obtem-se,
lwnlls > ellwnllp, + nlwnl|s,
Up Up,
€ +n
[|unll 5o || 5, unllBo || 5,
R (A1
[|ual|B,
ou,
lwnlls > &+ nflwalls, (A.4)
Da continuidade de By C B tem-se que,
Unp
llls < Clluglls, = 1“2 < ¢
[|un |,
ou seja,
De (A.4) e (A.5) temos,
e+ nllwalls, < flwnlls <C
e € wy, C
< s, < ollz O
n o n n n
da qual resulta pelo teorema do confronto,
lim ||wy||p, =0 (A.6)

n—-+00
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Sendo By reflexivo e de (A.3) ||wy,||s, = 1, conclui-se que existe uma subsucessao de
(wy,) que converge fraco em By e sendo By C B compacta, existe uma subsucessao (w,)
que converge forte em B para um vetor w.

Da continuidade de B; C B, juntamente com (A.6) resulta que (w,) converge forte

para zero em B. De fato,

0<|jwllz < Cllwl|p,

0< lim |Jwlpg < C lim ||lw,||,
v—+00 v—+00

logo,

lim ||w,||g =0
V——+00

pela unicidade do limite w = 0, o que é contraditério, porque ||w,||p > & > 0. Conclui-se
a validade do Lema (A.1).

Demonstracao do Teorema A.2

Dever-se-a demonstrar que de toda sucessao (v,,) limitada em W pode-se extrair uma
subsucessao, ainda representada por (v,) fortemente convergente para v em LP°(0,T; B)
A demonstragao sera feita para o caso v = 0, sem perda de generalidade.

Do lema (A.1), para cada ¢ > 0 existe ¢(g) > 0 tal que,

lon ()18 < ellon ()], + c(e)][on(®)]]5,

pois v, € W. Tomando-se a norma L (0,T) de ambos os membros, obtem-se que para

cada n > 0 existe d(n) > 0 tal que,

[vnllrori3y < NllvallLeo,7;80) + d(M)]|Vnl|Lro0,7:8:) (A7)

sendo (v,) limitada em W, obtém-se

duy,
vnllzeo0,m80) < [|vnllLro(0,7:80) + o = |[ua]] £ C
E e 0,81
de (A.7)
[[vnllzroormy < NC 4 d(0)||vn]|Lro 0,1;81) (A.8)
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sendo W reflexivo, pois B; o sdo, resulta que da sucessao (v,) extrai-se uma subsucessao
(v,) tal que,

v, — 0 fracoem W.
De (A.8) e da arbitrariedade do n > 0, para demonstrar-se que (v,) converge forte em
LP(0,T; B), o que implica que a injecao de W neste espago é compacta. E suficiente
verificar que (v,,) converge forte para zero em LP°(0,T; By). De fato, tem-se que a injegao

de W em C° ([0, T]; By) é continua, ver Lions-Magenes [10]. Logo,

[fon(s)lls, = masc [[on(s)l, = [[nlleoqorymy < Collvllw < K, (A.9)

sendo K uma constante, pois (v,,) ¢ limitada em W.

Se demonstrarmos que ||v,(s)||p, converge para zero quase sempre em (0,7"), obtém-se
de (A.9) que [|v, ||, ¢ limitada e |[v, |5, converge para zero em (0,7"). Logo o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue garante que ||v, |’y converge para zero em L'(0,T),
isto é, (v,,) converge para zero em LP°(0,T; By). Assim retornando a (A.8) conclui-se que
(vn) converge em LP°(0,7T; B) mostrando a compacidade de W em L (0,T’; B).

Portanto resta apenas mostrar que ||v,(s)||p, converge para zero em (0,7). Limitar-

se-a ao ponto s = 0. De fato, seja w, definida por,
wy(t) =v,(At), A>0, a fixar, (A.10)
obtém-se
wn(0) = va(0)
lwn®lloorey < CiAT7
[[wn, (D)l[zro 0,781 < CoN o
Seja 6 € C1([0,T];R) sendo #(0) = —1 e O(T) = 0 tem-se:
/OT(H wy)'dt = 0(T)w,(t) — 0(0)w,(0) = w,(0)
assim,
T T T
w,(0) = /0 (O wy,)'dt = /O 0w, dt + /0 0w, dt = By, +
isto é,

wn(o) = Bn + Mn
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Resulta que,
1
lwn @)1z < 1Ballp, + [1llz, < CaA™70 + [7all5,
para cada € > 0 considera-se A > 0 tal que,
_1 €
Cs )\1 Po < 5
Se demonstrarmos que ||7,||p, converge para zero, ou seja, se 7, converge forte para zero

em By, resulta que v,(0) = w,(0) converge forte para zero em B;. Assim resta mostrar

que v, converge forte para zero em B;. De fato, tem-se que
v, — 0 fracoem W
sendo W C LP°(0,T; By) resulta que
v, — 0 fracoem LP(0,T;B,)
logo para A > 0 fixo, resulta que
w, — 0 fracoem LP(0,T;By)
seja
T
%:/0 0 w,dt v, € By
para toda ¢ € B(, dual de By tem-se
son) = [ Foar e,

que converge para zero. Logo 7, converge fraco para zero em By. Sendo By C B compacta,
resulta que 7, converge forte em B. [
Enunciamos agora o Lema de Lions, resultado utilizado na demonstracao do teorema

de existéncia de solugoes, cuja demonstragao encontra-se em Lions [9]

Lema A.2. Sejam @ um subconjunto limitado de R? X Ry, g, e g duas fungédes de L(Q),

1 < g < oo tal que
gnllLaey < C gn — ¢ quase sempre em Q)
entao

gn — g fraco em LY.
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Apéendice B

Teorema de Carathéodory -

Prolongamento de Solucao

O resultado abordado neste apéndice é de grande importancia para a solucao do pro-
blema principal deste trabalho visto que, nos permite prolongar a solucao. Aplicamos este
resultado para mostrar a existéncia de solugoes aproximadas, segundo Galerkin.

Seja D um subcojunto de R™*! cujos elementos serao denotados por (t,z), t € R,
x € R" eseja f: D — R"™ uma fungdo nao necessariamente continua. O problema é
encontrar uma funcao absolutamente continua x(t) definida em algum intervalo da reta [

tal que (t,x(t)) € D, paratodot € I e
' = f(t,x) para quase todo t em [ (B.1)

se uma tal fungao z(t) e um intervalo I existem, entao diz-se que x(t) é uma solugao de
(B.1) sobre I

Sejam D C R*™ e f : D — R". Dizse que as condicoes de Carathéodory sio
satisfeitas sobre D se

i) f(t,x) é mensuravel em ¢, para cada x fixo;

ii) f(t,z) é continua em x, para cada t fixo;

iii) Para cada compacto K em D, existe uma fungao real integréavel mg () tal que

|f(t,x)] <mg(t), V(t,x) e D
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Considere o retangulo
R={(t,x) e R"™ |t —ty| < a, |z — x| <b} com a,b>0

Teorema B.1. (Carathéodory)
Seja f : R — R" satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory sobre R. FEntao, sobre

algum intervalo |t —to| < B (6> 0), existe uma solu¢ao do problema de valor inicial

X = f(t,X)
(Fo)
X(to) = XU
Demonstracao:

Seja m(t) = mg(t), isto é,
\f(t,z)] < m(t) VY(t,x)e€R. (B.2)
Consideremos o caso t > ty, a demonstracao do caso t < ¢y é semelhante.
Seja M (t) definido por,
M(@) = 0 se to—a<t<t (B.3)
t
M(t) = / m(s)ds se to<t<ty+a (B.4)
to
Note que M (t) é continua e nao decrescente, pois m(t) > 0 e M(tg) =0
Seja M (t) € R™ entao, (t,zo£M(t)) € R para algum intervalo, ty <t < to+5 < ty+a,

B > 0 arbitrario. Definimos, por inducao, as seguintes aproximacoes ¢; (j = 1,2,...) da

seguinte maneira:

pj(t) = xo se tH<t< to—i-% (B.5)
t—8 3

0;i(t) = xo +/ f(s,9i(s))ds se to+ 7 <t<ty+p (B.6)
to

Expliquemos esta defini¢do por indugao com relagao as partigoes do intervalo [tg, to+/3].

Temos que
p1(t) =z0 VYt € (to,to+ ).

Note que (B.6) define ¢;(t) sobre 5 + g <t <ty+ 2757 pois para qualquer ¢ neste

intervalo se tem que ty <t — g <ty + ?, portanto (B.6) esta bem definida.
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Notamos que ¢;(t) é continua em [to, to + QJ—’g], além disso,

o5(t) = /  fsei(s)ds = |pi(t) — mo = / (s, 05(s)) ds

logo,
8 -8

ety =l < [ ifeilds< [ s

to

<.

por (B.1) e, portanto

|p(t) — x| < M(t—?) (B.7)

Mostremos que ¢;(t) é uma fungao continua em [t,t, + 5]. Suponhamos que para
1 <k < j, ;(t) estd definida sobre ty < t < t; + kj—,ﬁ, ¢é continua e sobre este intervalo
se tenha (B.7) entao, (B.6) define ¢;(t) para to + k]—ﬁ <t <ty+ (kt—l)ﬁ Também sobre
to <t < ty+ @ a funcao ¢;(t) é continua e vale (B.7) sobre este intervalo. Por

conseguinte, por inducdo (B.6) define fungoes continuas ¢;(t) sobre [to, to + ] tal que

p
o) -l < 0 (1-2) ettt
Sendo M continua em [to, to+ (3], logo limitada, entdo existe C' > 0 tal que |M(t)| < C,
desde que
p
i) — ol < 01 (12

segue-se que
0;(t)] < |xo| + C Vj €N.
Mostremos agora que ¢; ¢ equicontinua. Para isto devemos mostrar que dado € > 0,
existe § > 0 tal que para quaisquer ¢1,t, onde [t; —t2| < J tem-se que |p;(t1) —p,(t2)| < ¢,

Vi € N. De fato, sabe-se que
ety =il < [pr (- 2) < (- 2))

novamente usando a continuidade de M em [tg,to + (] vem que, M é uniformemente

continua. Logo,

J J J J
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donde segue o resultado.

Desta forma, a sequéncia (y;) estd nas condigoes do teorema de Arzela-Ascoli, assim
existe uma subsequéncia (¢;, ) que converge uniformemente em [to, to+ /5] para uma fungao
continua .

Resta mostrar que ¢ é solu¢ao do problema de valor inicial (F).

Sendo f(t,z) continua em z, para cada t fixo, decorre que,

f(t7 P (t)) - f(tv Sp(t)) vVt € R.

Usando (B.2) segue que |f(t, ¢(t))| < m(t). Desde que m(t) é Lebesgue integravel, entao
a funcao f estd nas condigoes do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, re-

sultando que

k—o0

lim /t:f<s7sojk<s>>ds -/ ' lspls)) ds

além disso, para todo t € [ty, 1y + (] tem-se que
t t
entzot [ FlsonoNds— [ fsosle)ds
to t—%
tomando o limite quando k& — oo resulta que,

t
p(t) = xo +/ f(s,0(s)) ds
to
assim, () é a solugdo que procuramos. [ |

Corolério B.1. Seja D aberto de R™™! e f satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory

sobre D, entdo o problema de valor inicial (Py) tem solu¢ao para qualquer (to,xo) € D.

Seja (t) uma solucao de (B.1) sobre I e I C I, entdo diz-se que ¢(t) tem um
prolongamento até I; se existe ¢;(t) tal que oi(t) é uma solucao de (B.1) sobre I; e

o) = p(t) para todo t € I

Teorema B.2. Sejam D aberto, limitado e conexo em R™™', f satisfazendo as duas
primeiras condi¢oes de Carathéodory sobre D e uma fun¢ao m(t) integrdvel em D tal que
|f(t,z)| < m(t) para todo (t,x) € D. Seja ¢ uma solu¢io de (B.1) sobre o intervalo

aberto (a,b) entao,
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i) existem p(a+0), ¢(b—0);
ii) se (b,p(b—0)) € D entao ¢ pode ser prolongada até (a,b+ 6] para algum &6 > 0.
Andlogo resultado para a;

iii) @(t) pode ser prolongada até um intervalo (v, w) tal que

(v, (v +0)), (w, o(w —0)) € D (fronteira de D).

Demonstracao:
b
i) Tem-se por hipdtese que / m(t) dt < co. Seja
t
M(t) :/ m(s)ds a<t<hbh.

Desde que ¢(t) é solugao de (B.1) tem-se que,

t

o) =+ [ fls.ols)ds a<t<b

to

onde ty € (a,b) e p(ty) = xo, entao se t1,ts € (a,b), obtém-se,

o(t) — e(t)] = < [M(t2) = M(t)],

[3@%@%

de onde, por ser M (t) continua em [a,b] o resultado (i) segue aplicando o critério de
Cauchy.

ii) Definamos () como,

o) = ¢(t) se te(a,b)
o) = ob—0) se t=0>

tem-se que

aw::%+[7@am@ vt e (b

com tg e ¥y como na parte (i), pois a igualdade é verdadeira para t € (a,b) e se t = b,

entdao ¢(b) = (b —0) e

b—e

b
B0 = ot [ f 36 ds =l [ fs.3(0)ds
b—e

to

= @otlim | fls¢(s)) ds = 2o + limlp(b — €) — o(t)] = ¢(b = 0)
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sendo (b, p(b—0)) € D entdo, pelo teorema anterior, segue que o problema de valor inicial

z(b) = ¢(b-0)

tem solucdo 1(t) no intervalo [b, b + 0] para algum & > 0.

Seja

pt) = o(t) Vte(a,b]
B(t) = w(t) Ve (bb+o]

tem-se que

p(t) = :U0+/ttf(s,<ﬁ(s))ds Vt € (a,b+ 4]

pois a igualdade é verdadeira para t € (a,b] e se b <t < b+ 0 tem-se,
t b N t
B0 = vy =b-0+ [ fev)ds=mt [ fe D) ds+ [ Flsu)ds
b to b
— w0+ [ Fls B ds

Assim, @(t) é um prolongamento de ¢(t) ao intervalo (a, b+ 4.

iii) Demonstraremos para o lado direito, andloga demonstracao se faz para o lado
esquerdo. Se tem que (b, o(b —0)) € D, de onde (b, (b —0)) € ID ou (b, (b —0)) € D.

Suponhamos que (b, p(b — 0)) € D, entdao por (ii) ¢ pode ser prolongada até um
intervalo da forma (a, b+ d] para algum 6 > 0.

Seja U um subconjunto de D compacto, conexo, cujo interior é diferente do vazio tal
que (t,¢(t)) € U para todo t € (a,b+ d]. Agora se (a,p(a+0)) € 9D entao escolhemos
a’ tal que a < a’ < b e trabalhamos com a’ no lugar de a.

Seja ¢, d] a projegao de U sobre o eixo dos t e escolhemos € > 0 tal que a projegao de
D sobre o eixo dos t contenha o intervalo [¢ — ¢, d + €.

Seja
t
N(t):/ m(s)ds te€[c—ed+¢€ (B.8)
Assim existem p, q > 0 tais que qualquer retangulo
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Ragyo [t = 50| <ps |z — o] < g

com (sg,yo) percorrendo U, esta contido em D. Existe 3 > 0, tal que se |t — so| < 3, com

/S :m(s) ds

de onde pela demonstragdo do teorema (B.1), para qualquer Ry, ,, sempre existe uma

t,s0 € [c—€,d+ €], entao

IN(t) = N(so)| = <q

solucdo ¢y, 4, do problema de valor inicial no intervalo [sg, so + (]. Disto segue que, pela
compacidade de U, depois de um nimero finito de passos, podemos prolongar ¢(t) até
um intervalo (a,by| tal que (by, p(by)) € U.

Agora, seja (V,,,) uma sucessao de conjuntos abertos de D tais que

o0

Uve=D
m=1

V é compacto e V C Vp,y1 com m = 1,2,... . Suponhamos que (¢, ¢(t)) € Vi, t € (a,b)
entdo prolongamos ¢ até um intervalo (a, by,] tal que (b, ©(bmy)) € Vim,- Suponhamos
que (t,¢(t)) € Vi, t € (a,b) entdo prolongamos ¢ até um intervalo (a,b.,,] tal que
(bmy> P(bmy)) € Viny, € assim sucessivamente. Desta forma consegue-se uma sucessao (byy,;)
nao decrescente de niimeros reais. Seja w = sup by,; entao ©(t) tem um prolongamento até
(a,w) e pela construgao de w, (w, p(w—0)) néé pode pertencer a D, dai (w, p(w—0)) € 0D.

Assim fica demonstrada a parte (iii) [

Corolario B.2. Seja D =[0,T] x B, com 0 <w < oo, B={x € R";|z| <b},b>0c¢ f

nas condi¢oes de Carathéodory. Seja ainda p(t) uma solugao de

X = ft, X)
X(to) = Xo,|Xo| <0

Suponha que em qualquer intervalo I onde ¢(t) estd definida, se tenha, |o(t)] < M,
para todot € I, M independente det e M < b. Entao ¢ tem um prolongamento até [0,T].
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Demonstracao:
Pelo teorema (B.2) ¢(t) tem um prolongamento até um intervalo [0,w] tal que

(w, p(w)) € OD. Pela natureza do conjunto D, tem-se que
(w,o(w)) € Ty =A{({t2);lz|=b0<t<T} ou
(w,p(w)) € To={(t,z);|z| <b,0<t<T}.

Acontece que |¢(t)| < M para todo t € I, I intervalo qualquer onde esta definido ¢(t),

assim (w, p(w)) € I'y, donde w = T', 0 que prova o corolério. |

O que faremos agora ¢ adequar o nosso problema de forma a obtermos o prolongamento
da solucao.

Do problema aproximado (2.2) temos

(un (), wi) + voa(um(t), wy) + (Aum(t), wi) + (Bum(t), wi) = (f(t), w;)
Ugm — Ug forteem H

Queremos mostrar, a priori, a existéncia de solugao u,,(t) em [0,t,,[. Temos que,

wn(®) = D gy e

W) = Y gt

assim por temos,

(Z g;‘m<t)wj; wi) + pa (Z gjm(t)wj,wi> + <A (Z gjm(t)wj> ,wl->

j=1

agora,

J=1 =1

a (Zgjm(t)%wi) = a(um(t), wi) = ((um(t), wi)) = Ai(um(t), wi)

= N (Z gjm(t>wj7wi> = /\igim(t)

=1
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desta forma o problema aproximado fica,

G 8) + 10 igin (1) + <A (Z gjm@)wj) w> + <B (Z gjm@)wj) w> = (1) w)

temos que (w,)yen é denso em V', como V' é denso em H resulta que (w,),en é denso em
H.

Logo, se uy € H existira

5 = Z Qi W5 S [(wV)VEN]
=1

tal que
Z QmW; — g forteem H (B.9)
i=1
queremos também que
Uom = Zgim(O)wi — wy forteem H. (B.10)
i=1

Resulta de (B.9) e (B.10) que,

Z Qi W; = Zgim<0)wi - Z(Oéim — gim(0))w; =0
i=1 i=1

=1

como os w; sao linearmente independentes temos que,

Resulta da equagao (2.2) que o sistema de equagoes diferenciais ordinarias é dado por,
Gon (8) + voXigin(8) + (A (72 gom (B ) s00s) + (B (L gyt ) i) = (F(1),w)
j=1..m
gzm(o) = Q4

ou equivalentemente,

Gon (1) gn®) | [ (A (S gm0 ) )
7 [P YRS WA I I T 5
Gour 1) gun®) | [ (A (ST gim(B5) 0



(Bwy,w1) + ...+ (Bwy, wy) gim(t) (f(t),wy)

(Bwy, W) + ... + (B, Wiy,) Grmm (1) (f(t), wn)
gim(t) Q1m
Grmm (1) Omm

Definindo-se,

Gim (1) <A (Z?ll gjm(t)wj> 7w1>
Z(t) = L5 G(Z() = :

Goun (1) (A (7 gimE0;) i)

(Bwy,wi) + ...+ (Bwpy,, wy)
e D= :

(Bwy, W) + ... + (Bwp, W)
Tem-se

Z't)+ M NZ(t)+G(Z(t)+ D Z(t) = F
ou seja,
Z'(t)+ D+ X Z(t)+G(Z(t) = F

Z'(t) = F = [D =] Z(t) - G(Z(t))
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Define-se a funcao auxiliar,

h:[0,T] x R?™ — R*m
(t.Z) — h(t.Z)=F —[D—\ Z(t) — G(Z(%))

Assim,

7' = h(t,Z)
Mostra-se que h satisfaz as condigoes de Carathéodory em um subconjunto B de
R*™t1 o que resulta do teorema (B.1) que nosso problema de valor inicial acima possui

uma solucao. As estimativas obtidas no capitulo 2 garantem o prolongamento da solucao

a todo intervalo [0, 7], pelo corolario (B.2).
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