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Resumo

Neste trabalho foi estudado as questoes de existéncia e unicidade de solucao fraca para
um problema parabdlico, nao linear, com respeito ao gradiente da solugao, com expoente

variavel da nao linearidade e com as condicoes de Dirichlet. Foi estudado o problema

uy — div(|[Vu[P®=2Vu) = f em (0,7)xQ
u = 0 em [0,7]xT

uw(z,0) = wup em £

com f e ug conhecidas.

Para resolver a questao da existéncia de solugao foi utilizado o método de Faedo-
Galerkin, sobre o espago generalizado de Sobolev. A unicidade foi obtida utilizando o
método padrao que considera duas solucoes para o problema em questao e mostra que

elas sao iguais quase sempre.

Palavras-chave: Problemas Parabdlicos. Expoente Variavel. Espaco Generalizado de

Sobolev. Faedo-Galerkin. Teorema de Existéncia de Carathéodory.



Abstract

It was studied questions of existence and unicity in weak solution to a non-linear
parabolic problem about gradient of solution, with non-linearity variable exponent and

Dirichlet’s conditions. The under problems was analysed, to f and uy being known

u; — div(|VulP®=2Vu) = f em (0,7) x Q
u = 0 em [0,7]xT
u(z,0) = wuy em €.
To answer the existence solutions, Faedo-Galerkin’s methods on the space generalized

of sobolev was used. The unicity was responded through of pattern method, witch was

consider two solutions to a problem and to prove that it was similar almost ever.

Key-words: Parabolic problem. Variable exponent. Space generalized of Sobolev.

Faedo-Galerkin. Theorem of Carathéodory existence.
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Introducao

Neste trabalho estudamos o problema de Dirichlet para uma equacao parabdlica degen-

erada com expoente variavel da nao linearidade. Consideremos o problema:

up — div(|VuP®=2Vu) = f(z,t) em Q=Qx(0,7T); (1)
u(z,t) = 0 sobre X =00 x]0,T]; (2)
u(z,0) = wup(z) em Q; (3)

onde © é um dominio limitado do R™, com fronteira 9 suave; 7' é um nimero real
positivo e p(-), ug(+) e f(,-) sdo funcoes dadas.

Existe uma literatura abundante sobre as questoes de existéncia e unicidade de solugoes
para equagoes parabdlicas degeneradas do tipo (1), considerando o expoente (p(x) =
p) uma fungdo constante. As aplicagoes para tais problemas encontram-se na teoria
dos fluidos com viscosidade variavel, estes fluidos sao chamados de nao-Newtonianos e a
viscosidade varia de acordo com o grau de deformacao aplicado. Para mais informagoes
veja (3, 16, 17, 32, 42].

J. L. LIONS em [32], estuda a existéncia e unicidade de solugao para o problema

p—2
ou

du _i o /| ou

i=1

usando o método de Faedo-Galerkin para obter solucoes de problemas aproximados e, em
seguida, utiliza o método da Monotonia para fazer a passagem ao limite. Tal trabalho
nos serviu como fonte motivadora para considerarmos p uma funcao definida em 2 e
buscarmos solugao nos espacos generalizados de Sobolev.

O estudo apresentado, por J. ZHAO, [42], permite resolver problemas do tipo

uy — div(|VulP>Vu) = ul
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com as condigoes (2)-(3). F. LI e C. XIE em [31], estudam, entre outras coisas, solugoes

para o problema
uy — div(|VulP~?Vu) = /uq dx

com as condigoes (2)-(3), tais problemas sdo chamado de problemas com fontes ndo lo-
cais. G. M. FIGUEIREDO e S. B. MENEZES [26], utilizam métodos de compacidade e

monotonia para encontrar solu¢ao de uma equagao do tipo
u; — div(|VulP V) + g(u) = f

com as condigoes (2)-(3).

Nosso principal objetivo é estudar as questoes de existéncia e unicidade de solugoes
fracas (em um certo sentido) para o problema (1)-(3), considerando o expoente (p(z))
uma funcao continua sobre Q. Problemas envolvendo equacoes elipticas e parabélicas néo
lineares, com respeito ao gradiente da solucao, com expoente variavel da nao linearidade,
aparecem em varios modelos matematicos como por exemplo na descricao matemaética
do processo de filtragdo em meios porosos nao homogeéneos [7, 9], fluidos eletroreoldgicos
[1, 5, 8, 18, 40] e em processamento de imagens [4].

Para apresentarmos nosso estudo de forma mais consistente, no primeiro capitulo,
abordamos os pressupostos que dao a sustentacao tedrica necessaria ao nosso trabalho.
No segundo capitulo, nos baseamos em [32] para estudarmos a existéncia e unicidade
de solucio para o problema (1)-(3) no espaco Wy*(Q), considerando p uma constante
maior do que dois. Para terminar, no capitulo 3, estudamos o problema (1)-(3) no espago
WP (gc)(Q), considerando p(z) uma fungdo continua definida sobre 2. Tais espacos fun-
cionais sao chamados de espacos generalizados de Sobolev. Informagcoes mais detalhadas
sobre esses espagos poderao ser encontradas em [22, 28].

Esperamos que este seja um trabalho de bom nivel matematico e que de alguma forma

possa contribuir com alunos e professores que se interessem por problemas desse tipo.

vil



Capitulo 1

Conceiltos e Resultados Preliminares

Neste capitulo, estabeleceremos algumas notacoes, conceitos e resultados que serao de

grande importancia na resolucao dos problemas nos capitulos seguintes.

1.1 Distribuicoes Escalares

1.1.1 Suporte de uma funcao, Desigualdade de Young e Teorema
da Convergéncia Dominada
Sejam  um subconjunto do RY aberto, limitado e f : Q@ — R uma funcio definida

em {2 com valores reais. Chamamos de suporte de f, ao conjunto denotado e definido

respectivamente por

supp(f) = {z € €; f(x) # 0}. (1.1)

Com esta definicao, fica claro que nem sempre o suporte de uma fungao é subconjunto
de seu dominio. Enunciaremos a seguir uma proposicao que serd bastante usado nos

proximos capitulos, para sua demonstracgao ver [25], p. 79, corolario 4.2.1.

Proposicao 1.1.1 (Desigualdade Young). Sejam a e b nimeros reais e p e ¢ tais que
11 _ <
st = 1, entao

al? |b?

p q

e a igualdade ocorre se, e somente se |a|P = |b|?. Assim para todo € > 0 temos

P p q
Plap | PP, (1.2)

allb] < :
p €q




O teorema seguinte é conhecido como teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

e sua demonstragao pode ser encontrada em [10], p. 44.

Q

Teorema 1.1.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,,), um

em (), se existe uma fungao g :  — R integravel, tal que para todo n, |f,(z)| < g(x)

q.t.p em {2, entao

/Q f(x) dw = lim /Q £.(x) da. (1.3)

1.1.2 O Espacgo LF(Q)

Sejam 2 C RY, um conjunto aberto e p € R tal que 1 < p < 00, os espacos denotados por
LP(£2), sao espagos vetoriais formados pelas classes de fungdes mensuraveis u : @ — R,

tais que [, |u(z)[P da ¢ finito, isto ¢
LP(Q) ={u: Q2 —R, mensuréveis;/ lu(z)|P de < oo}
Q

o espaco vetorial acima torna-se um espaco vetorial normado quando o dotamos com a

full = ([ jutarr da:);

em outra mao o espago vetorial L>(£2) é constituido das classes de fungoes u : @ — R

seguinte norma

que sao essencialmente limitadas, isto é
L) ={u:Q — R, mensuravel; 3 M >0, |u(z)] < M q.t.p. em Q}

antes de falarmos da norma neste espaco, faremos duas definigoes, uma de supremo essen-
cial e a outra de infimo essencial, para isto, consideremos f : Q@ — R, com f € L*>(Q),

denotamos
[f >k ={z e f(z) >k}

esta notagao pode ser estendida analogamente para [f < k|, [f > k] e [f < k]. Chamamos

de supremo essencial e infimo essencial respectivamente os seguintes niimeros

sup ess f = inf{k; u([f > k]) =0},
infess f = sup{k; u([f <k]) =0}

2



assim, definimos a norma no espago L>(f), pela relacao
[ulloo = sup ess |

onde p é a medida em RY.
O teorema seguinte estabelece algumas propriedades importantes dos espagos LP(2) e

pode-se encontrar sua demonstracao em [2, 12].

Teorema 1.1.2. Sejam Q C RY um aberto e 1 < p < oo, entao

a) LP(Q) é espaco de Banach;

b) Se 1 < p < oo, entdo LP(€2) é um espago reflexivo e uniformemente convexo;
c) Sel < p< oo, entao LP(Q) é separdvel.

Falaremos agora um pouco sobre o dual topoldgico de LP(2). O dual topoldgico de um
espago normado X é o espacgo vetorial de todas as formas lineares (funcionais lineares)
continuas definidas em X . Chamaremos daqui em diante ao dual topoldgico de um espaco
normado X apenas de dual e o denotaremos por X'.

Enunciaremos a seguir o teorema da representacao de Riesz, que relaciona todo ele-
mento do dual de um espago LP(€2) com um elemento do espago L9(f2), com % + % =1
(neste caso dizemos que ¢ é o expoente conjugado de p, quando p = 1, consideramos ¢ = oo

e vice-versa), a demonstragao pode ser encontrada em [2], p. 47 e [12], p. 61.

Teorema 1.1.3. Sejam 1 < p < oo e ¢ tais que Ilj + % = 1. Se f € [LP(2)], entao existe
u € L), tal que

(f,v) = /Qv(:c)u(x) dx (1.4)
para toda v € LP(Q).

Outro resultado importante cuja demonstragao encontra-se em [2], p. 24 e [12], p. 56,

¢é a desigualdade de Holder, enunciada abaixo

Teorema 1.1.4 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p < oo e ¢ seu expoente conjugado,
seu € LP(Q) e v € LI(N), entdo uv € L () e além disso

/Q!u(fc)v(fc)| dz < lullpllvlly (1.5)

a igualdade se verifica se |u(x)|P e |v(x)|? forem proporcionais. Observe que se p = 1 e

q = oo entao o resultado é imediato.



Outros espacos derivados dos espacos LP(2) que sao de grande importancia em anélise,

p

1c(£2), que sado constituidos das funcoes (classes de fungdes) u : Q@ — R,

sao os espagos L

tais que para todo compacto K C €

AJM@de<uL

Um resultado demonstrado em [2], p. 29 é LP(Q) C L} (Q) para todo 1 < p < o0
e qualquer aberto Q C RYM, outro também demonstrado em [2], p. 74, é conhecido
como lema de Du Boys Reymound, que é muito utilizado para provar unicidade de

Distribuicoes.

Lema 1.1.1. Seja u € L, .(Q), com /u(x)ap(x) dx = 0 para toda ¢ € C§°(2), entdo
Q

u(z) =0 q.t.p. em Q.

Observagao 1.1.1. Quando p = 2, o espaco L*(2) é um espaco de Hilbert, isto é, um

espago de Banach, com um produto interno ( , )2 definido sobre ele e dado pela férmula

wwh:[y@w@wm

Observe que pela desigualdade de Holder a integral acima é finita.

1.1.3 Distribuicoes Escalares

Seja Q um subconjunto aberto do R, denotamos por C§°(2) ao espago vetorial das
fungdes ¢ infinitamente continuamente diferencidveis, com suporte (ver (1.1)) compacto
contido em (2.

Seja agora, a = (aq, s, ...,ay) um multi-indice de nimeros inteiros ndo negativos,

representaremos a derivada parcial de uma fungao da seguinte maneira

8a1+a2+...+a1\ru 0
« — —
D = —7a——Fav> Du=u
1 xg Yz N

Definiremos a seguir a convergéncia em C§°(€2), esta convergéncia introduz uma topolo-
gia neste espago (ver [39], capitulo 4 para mais detalhes), topologia esta que fard com
que possamos falar em funcional continuo em C§°(€2) que é o coragdo do conceito de

Distribuicao.

Definicao 1.1.1. Seja (¢,) uma sequéncia de func¢oes em C§°(2). Dizemos que ¢,

converge para ¢ em C§°(£2) e denotamos por
©n — @ €I CSO(Q) (1.6)

4



se existe um compacto K C €, tal que supp(p),supp(y,) C K, para todo n e
D%p,, — D%p uniformemente em K, Ya € NV.

Denotaremos por D(2) ao espago vetorial topoldgico formado por C§°(€2) munido da

convergencia acima.

Defini¢ao 1.1.2. Uma distribuigdo T sobre 2 é um funcional linear definido em D(£2),

tal que

(T, ) = (T )
para qualquer sequéncia (¢,) convergindo para ¢ em D(f).

Cabe-nos observar da definicao acima que uma distribuicao ¢ um elemento do espago
dual de D(Q?). Iremos denotar o espaco de todas as distribuigdes sobre €2, por D'(Q2) e
algumas vezes usaremos a convengao T'(p) = (T, ¢).

Nao ¢é dificil ver que D’(2) é um espago vetorial, para isso, relembremos da definigao
de soma e produto por escalar definidos na algebra linear para elementos do dual, assim

para T, S € D'(Q) eaecR
(T+S5,0) = (T,0)+(5,¢),
(aT,¢) = AT, )

usando as propriedades de limite de sequéncia na reta teremos T+ S, a1 € D'(Q). E
importante observar e pode ser visto com mais detalhes em [2] p. 38, que C§°(2) C LP(2)
para 1 < p < oo e além disso C§°(£2) é denso em LP(Q2), para 1 < p < oo.

Vejamos abaixo alguns exemplos de distribuicao.

Exemplo 1.1.1. Seja u € L} (), definimos T}, pela férmula

loc

(T, o) = / u(e)plz) d

observemos que 7T, é um funcional e devido a unicidade da integral, esta bem definido e

Tuapi+n) = [ u)an() +pala)) da

_ /QOAL<$)901(ZE) d$+/ﬂu($)802<x) da
= (T, 1) + (Tu, 2)

5



entao T, é linear e além disso, se ¢, — , entdao supp(p, — ) C K C Q, para algum K

e dai
(Tuvin =9 = | [ u@)onlie) - pl0)| < mpxlinto) - (o)l [ Juto)]
assim, quando n — 0o, maxg |¢,(x) — ¢(z)| — 0 e portanto |(T,, @, — )| — 0, isto é
(T, ) = (Tu ).

A definicao que daremos a seguir é a de derivada de uma distribuigao, ela generaliza

o conceito de derivada.

Definigao 1.1.3. Sejam 7' € D'(2) e a um multi-indice, |o| = a; + ag + ... + an

definimos por
p = (=1)°UT, D)
a distribuicao que chamamos de derivada de T', e denotamos por D*T’, assim
(DT, ) = (=1)*NT, D) V¥ ¢ € D(Q).

Definicao 1.1.4. Seja (T;), uma sequéncia de distribuigoes em D'(€2), dizemos que (7;)

converge para T € D'(Q)), quando ¢ — 0o e denotamos por
T,—T em D(Q)
se e somente se
(T, ) = (T, @) V¢ € D(Q).

Uma aplicacao bem concreta do conceito de distribuicao escalar, encontra-se na defini¢ao

de espacos de Sobolev, que daremos a seguir.

1.2 Espacos de Sobolev

Os espagos de Sobolev, sao subespagos dos espagos LP(£2) cujos elementos possuem derivadas
no sentido das distribuigdes ainda nos espagos LP(€2), isto ¢, se {2 é um subconjunto aberto

do RY, p um real tal que 1 < p < oo e m é um inteiro nao negativo, definimos
WmP(Q) = {u e LP(Q); D € LP(Q) Yo, |of < m}
onde D® ¢ a derivada no sentido das distribuicoes.

6



Observagao 1.2.1. Quando dizemos que a derivada D®v € LP(QQ) de v é no sentido

distribucional, significa que existe uma fungao w = D% € LP(Q2), tal que

/Qw(x)<p(a:) dx = (—1)l / v(x)D%p(x) dz Y ¢ € D(Q).

Q

Nos espacos de Sobolev, podemos definir uma norma que leva em conta, as derivadas

das funcgoes, esta norma é definida por

1
lellmy = ( 3 ||D“uuz>

laf<m

onde || ||, é a norma de LP(€2).

Observagao 1.2.2. Quando p = 2, os espacos W™?(Q) sao espagos de Hilbert com

produto interno definido por

(U, V) o = Z (D%, D)5.

lor|<m
O préximo resultado, nao serd demonstrado aqui, porém sua demonstracao pode ser

encontrada em [2].

Teorema 1.2.1. Sejam, @ C RY um aberto, 1 < p < 0o e m um inteiro ndo negativo

entao
a) W™P(Q) é um espago de Banach;
b) Se 1 < p < oo, entao W™P(Q) é separavel;
c) Se 1 <p < oo, entao W™P(Q) é uniformemente convexo.
Um espaco que usaremos bastante neste trabalho é Wy () definido
WyP(Q) = fecho de C°(Q) no espaco WP(Q).

Neste trabalho, denotaremos por W= (Q) o dual de W,(£2), com 110 + z% = 1.
Um resultado importante cuja demonstracao pode ser encontrado em [14], p. 35, é

uma caracterizacao de W~ (Q)

Teorema 1.2.2. Se f € W~ (Q), entdo existem fy, fi,..., fyv em L” (Q) tais que

(f,u) = /Q folz)u(z) da:+z /Q fi(:)s)g;i(:v) da

para toda u € Wy (Q).




Observemos que no sentido distribucional temos

/f; 5o ) dn = /fz DG a) do

= —fi), )
3fi

portanto, segue-se que

= fo—zgif.

esta relacao justifica a notacao W1 () para o dual de W, ().

1.3 Distribuicoes Vetoriais

Nesta seccao, faremos alguns comentarios a respeito do conceito de distribuicoes veto-
riais, conceito este de extrema importancia na teoria das equacoes diferenciais parciais

parabdlicas.

1.3.1 Funcoes de Valores Vetoriais Fracamente e Fortemente

Mensuraveis

Definigao 1.3.1. Sejam (5,8, u) um espago de medida e X um espago de Banach de
norma ||-||x. Uma fungao z : S — X é chamada de simples, se existe somente um nimero
finito n de B; € B disjuntos, com p(UB;) < oo tais que x(t) = x;, constante e diferente

de zero em B; e z(t) = 0 em S\ UB;, além disso, sua integral é definida por

/fduzlz:#(B T

Definigao 1.3.2. Sejam (5,8, 1) um espago de medida e X um espago de Banach de
norma || - || x, com dual X’. Uma funcdo z : S — X ¢é dita fracamente mensurdvel, se para

toda f € X', a funcao

t= (f,x(t))

é mensuravel.



Defini¢ao 1.3.3. Sejam (5,8, 1) um espago de medida e X um espago de Banach de
norma || - ||x. Uma funcdo x : S — X ¢ dita fortemente mensurdvel ou apenas mensurdvel

se existe uma sequéncia de fungoes simples convergindo fortemente para x q.t.p.

Observagao 1.3.1. Uma sequéncia (z,,) em um espaco de Banach X ¢é dita converge

fortemente para o elemento z, se ||z, — x|/ x — 0.

Defini¢ao 1.3.4. Uma fungao x definida em um espago de medida (S, B, p) com valores
em um espago de Banach X é dita Bochner integravel ou apenas integrdvel, se existe uma

sequéncia de fungoes simples z,, : S — X tal que, para todo n, a funcao
= flan(t) — o)l x
é integravel e além disso
i [ a(t) ~ aa(0)]x du =0

Nao ¢ dificil ver que o limite acima independe da escolha da sequéncia de fungoes, isto
pode ser visto com mais detalhes em [41], p. 132 e [13], p. 137. O préximo teorema cuja
demonstragao pode ser encontrada em [41], p. 133, relaciona a norma de uma fungao com

sua Bochner integrabilidade.

Teorema 1.3.1 (de Bochner). Sejam X um espago de Banach e (5,8, 1) um espago
de medida. Uma funcao fortemente mensuravel z : S — X é Bochner integréavel se, e

somente se |[u(-)||x é integravel em S.

Definicao 1.3.5. Sejam a, b € R, e X um espaco de Banach, denotamos por
LP(a,b; X), 1<p<o

o espago das classes de fungoes fortemente mensuraveis f : (a,b) — X, tais que

b
/Wﬂw§ﬁ<w

podemos dotar este espago com a seguinte norma

b 1/p
mem:(/wwww).

Denotamos por L*(a,b; X) o espago das fungoes essencialmente limitadas em (a, b), isto

é, existe M tal que

1fOllx <M qtp. em (a,b)
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quando introduzimos em L*(a, b; X') a norma

[ F 1l oe 0 pixy = sup ess || flx
ele torna-se um espaco vetorial normado.

Observacgao 1.3.2. os espagos LP(0,7; X), para 1 < p < 0o sao espagos de Banach, isto

pode ser visto em [11], p. 127.

1.3.2 Distribuigoes Vetoriais

Defini¢ao 1.3.6. Uma distribuicdo vetorial sobre o intervalo (a,b), com valores em um

espaco de Banach X, é uma transformacao linear
T:D(a,b) — X,
p = (T,9)
continua em D(a, b), isto é, para toda sequéncia (¢;), com ¢; — @ em D(a,b)
lilm(T, wi) =(T,¢) em X.

Neste trabalho denotaremos por D'(a,b; X), o espago das distribuigoes vetoriais sobre

(a,b) com valores em X.

Defini¢ao 1.3.7. Seja T' € D'(a,b; X). Para todo inteiro k, definimos uma nova dis-

tribuicdo denotada por T®) da seguinte maneira
d*p

(r.0) = (DT 57

esta distribuigdo é chamada de k-ésima derivada de T" em (a,b) e serd algumas vezes
k

denotada por —.
POL ik

1.4 O Espaco L"")(Q) e Wol’p(x)(Q)

1.4.1 O Espacgo L") (Q)

Faremos nesta seccao um breve esclarecimento para efeito de notacoes dos espacos gen-
eralizados de Lebesgue, um estudo detalhado desses espagos, pode ser encontrado em

22, 28.
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Consideraremos por toda esta seccao a menos que seja explicitamente declarado, €2 C

RY um conjunto aberto e mensurdvel e p € L>(Q), com p > 1. Definimos

L(Q) = {U : 1 = R, u é mensuravel e / |u(z)|P@ da < oo}
Q

Observacao 1.4.1. Usaremos algumas notagoes especiais encontradas em [22, 28] tais

como
L) ={ue L>(Q): infess u > 1}.
Seuec LP®(Q)epe L(Q), definimos a fun¢do modular por
pla) = [ fu() d
Q
além disso,
p~ =infessp e p' =sup essp.

As demonstragoes das proposigoes abaixo, pode ser encontradas em [22, 28].
Proposicao 1.4.1. ||u|,) = inf {)\ > 0; p(%) < 1} é uma norma em LP®)(Q).

Quando p é constante as normas || - ||, € || - ||, coincidem.
Proposicao 1.4.2. Seja u € L") (Q). Entdo,
a) ||ullp@) < 1(=1;> 1) se, e somente se, p(u) < 1(=1;> 1);
b) Se [[ully) > 1, entao [[ully,) < p(w) < [[ull%,;
¢) Se [[ully) < 1, entdo [lully, < plu) < flully,.

Proposicao 1.4.3. Sejam (u,) C LP®(Q) e u € LP@®)(Q), as seguintes afirmacoes sao

equivalentes:
a) lim [lu, — ulpy@) = 0;
b) lim p(u, —u) = 0.

Teorema 1.4.1. O espaco LP®)(Q) com a norma definida anteriormente é um espaco de

Banach. Se p~ > 1, entdo LP(*)(Q) é reflexivo e separavel.
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Proposicao 1.4.4 (Desigualdade de Holder). Sejam p~ > 1 e ¢ € LL(Q2) tais que

1 1
—— 4+ —— =1, paratodo z €.
p(z)  q(@)

Se u € LP@)(Q) e v € LI@)(Q), entdo

/Q w(z)o(z) de

+ W) ||V () -
S\pm T p(x) 1V g(x)

Teorema 1.4.2 (da Representacao de Riesz). Sejam p~ > 1 e ¢ € LY (1) tais que

1 1
——+ ——=1, paratodo z €.
p(z)  q(z)

Entdo, para todo f € (LP®)(Q)) existe um tinico u € LI®)(Q) tal que

(f,v) = /Qu(:v)v(:v) dz, paratodo v € LP@(Q).
Teorema 1.4.3. O espaco Cy(£2) é denso em LP®)(Q), com a norma de L&) ().
Teorema 1.4.4. O espaco C°(€2) é denso em LP®)(€)), com a norma de LP®)(Q).

Teorema 1.4.5. Sejam |2 < oo, p,q € L(Q2). Entao
Lp(:v)(Q) C Lq(x)(Q)

se, e somente se, ¢(z) < p(x) q.t.p. em e neste caso a imersao é continua.

1.4.2 O espago W'7¥)(Q).

Nesta subseccao estabeleceremos alguns resultados e notagoes sobre os espacos general-

izados de Sobolev que serao utilizados no capitulo 3.

Wl,p(z)(Q) _ {u c Lp(x)(Q)’ g_u c LP(I)(Q)’ ] =1, ,N}

Lj
onde 37“ ¢ a i-ésima derivada no sentido das distribuigoes de w, isto é

i

ou / Op
—¢ =— [ u=— dx, paratoda ¢ € D(().
o 0z; o 0Oz, .

Uma outra definicio para o espaco WP(®)(Q) pode ser dada por

W@ (Q) = {u € LP(Q); |Vu| € LPW(Q)}
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onde

ou ou
Vu = (axl, ceey %)

as seguintes normas em W1P®)(Q) sdo equivalentes

o
ox;

J

N
o) = lullpe) + >
j=1

[ulls = [[ullp@) + 1Vullpe

p(z)

Teorema 1.4.6. W'P(#)(Q)) é um espaco de Banach, além disso, se p~ > 1, entdo

Wr)(Q) é separavel e reflexivo.

Definigao 1.4.1. O espaco denotado por W, "™ () é o definido como o fecho de C5°(€2)
em WP (Q).

Teorema 1.4.7. Se p— > 1, O espago Wol’p(x)(Q) ¢ um espago de Banach, separavel e

reflexivo.

Teorema 1.4.8 (Desigualdade de Poincaré). Sejam  limitado, p € C(€2) com p~ > 1.

Entao, existe C' > 0 tal que

Hqu(w) < CHVUHP(;B), para todo u € W()Lp(x)(Q)-

1.5 Os operadores p-Laplaciano e p(x)-Laplaciano.

Faremos a seguir um breve comentério sobre os operadores p-Laplaciano e p(x)-Laplaciano,
destacando suas propriedades que serao utilizadas nos proximos capitulos. Estudos mais

detalhados sobre o assunto, podem ser encontrados em [21] e [37].

1.5.1 Operadores Limitados, Continuos, Monétonos e Hemi-

continuos.

Definicao 1.5.1. Sejam (E, || - ||g) e (V, || - ||v) espagos normados. Toda aplicagao
T:E—V
¢ chamada de operador e o valor de T' no ponto = € E é denotado por Tx ou T'(x).
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Definicao 1.5.2. Um operador T': £ — V ¢ dito limitado, se existe um nimero real

positivo k, tal que
ITz||y < k||lz||g Vo e E.

Definicao 1.5.3. Um operador 7' : & — V é dito continuo no ponto o € E, se para

todo € > 0, existe um ¢ > 0, tal que
Ve e B, ||t —xollg <6 = ||Tx—Tx|lp <e.
Se T é continuo em todo x € F, entao dizemos que 1" é um operador continuo.
Quando um operador T : E — V é limitado, podemos definir sua norma pela expressao

T
17 = sup d W2V

Definigao 1.5.4. Sejam V um espago normal e V' seu dual. Um operador T': V — V' é

dito mondtono, se
(Te —Ty,x—y) =20, Ve,y eV
e se tivermos
(Te —Ty,x —y) >0, Ve,y eV, com x#uy,
entao T ¢é dita estritamente mondtona.
Definicao 1.5.5. Um operador T : V' — V' é dito hemicontinuo se a funcao real
A= (T(x+ \y), 2)
¢ continua para todo x,y,z € V.

Observacao 1.5.1. Se um operador T : V' — V' é continuo, entao é hemicontinuo. Com

efeito, para todo x, y, 2z € V
T+ Ay — x+ Ay
quando A — Ag, assim
T(x+ Ny) — T(z+ \y),
logo
(T(x+Xy),2) = (T(x + Aoy), 2)| < KT(x+Ay) = T2+ Aoy), 2)|

< [T(z + My) — T(x + Xoy)llv ]| 2]lv.
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1.5.2 O Operador p-Laplaciano.

O operador p-Laplaciano A, : WP (Q) — W1 (Q) ¢é definido pela relacio

~Aw = —div(|Vw[P*Vw)

N
0 ow
= — p=22 7

)

A igualdade acima nao acontece no sentido literal, visto que —div(|Vul[P72Vu) é uma
funcao definida em {2 e nao um funcional, porém, esta fungao da origem a um funcional

definido por
(—Ayu,v) = / \VulP2VuVo de Yo € WP ().
0

O préximo resultado cuja demonstracao pode ser encontrada em [21, 28], considerando

p(x) = p com p uma constante real.

Teorema 1.5.1. O operador p-Laplaciano A, : Wy ?(Q) — WO_I”’/(Q) ¢ limitado, continuo,

mondtono e hemicontinuo.

1.5.3 O Operador p(z)-Laplaciano

Seja p € L(Q), o p(z)-Laplaciano é o operador A,y : WD (@) — (W)Y

definido por
—Apyu = —div(|Vul[P D 2Vy).

Da mesma forma que o p-Laplaciano, o operador p(z)-Laplaciano, para cada u €

Wy? (x)(Q) d4 origem a um funcional
(= Ay, v) = / IVul'D2VuVe Yo € WP (Q).
Q

O teorema seguinte cuja demonstragdo pode ser encontrada em [21, 28] resume as

propriedades do p(z)-Laplaciano necessarias para o capitulo I1I.

Teorema 1.5.2. O operador p(x)-Laplaciano, A,y : Wy ™ () — (W™ (€)' é limi-

tado, continuo, mondétono e hemicontinuo.
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1.6 Existéncia de solucoes de EDQ’s pelo método de
Carathéodory

Nesta seccao apresentaremos alguns fatos concernentes a existéncia de solugoes de cer-
tas equagoes diferenciais ordinarias. As demonstracoes para tais resultados podem ser
encontrados em [29, 33].

O problema que nos interessa nesta seccao, é o de estudar solucoes para a equagao

abaixo sob determinadas condicoes

2(t) = f(t,2(1)). (1.7)

Definicao 1.6.1. Seja D € RY¥*! um conjunto aberto. Dizemos que a funcao f : D — RY
satisfaz as condigoes de Carathéodory em D, se f é mensuravel em ¢, para cada x fixado,
continua em z para cada t fixado e para todo conjunto compacto K C D, existe uma

fungao integravel gx(t) tal que
|f(t,2)| < gx(t), (t,z)€ K.

O préximo teorema cuja demonstracao pode ser encontrada em [29], p. 28, possui um

papel importante nos proximos capitulos deste trabalho

Teorema 1.6.1 (Carathéodory). Se D é um subconjunto aberto do RNl e f: D — RV
satisfaz as condigoes de Carathéodory em D, entao para qualquer (o, yo) € D, existe uma

solucdo de (1.7) tal que ¢(tg) = yo.

O resultado a seguir possui também um papel chave nos préoximos capitulos e sua

demonstragao pode ser encontrada em [33].

Teorema 1.6.2 (Prolongamento de solugoes). Seja D = [0,7] x E, com 0 < T < o0,
E={yeRY |yl <}, comy >0ef:D — RY satisfazendo as condices de

Carathéodory. Seja ainda ¢ uma solucao de

¢ = f(t, o)
©(0) Yo, ol < -

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ estd definida, se tenha ||p(t)|| < M,

para todo t € I, M independe de t e M < 7. Entao ¢ tem um prolongamento até [0, 7.
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1.7 Bases de Schauder e Sistemas Biortogonais

Por toda esta seccao, denotaremos por X* o dual topolégico do espago normado X, isto

é, X* é o espago vetorial de todos os funcionais lineares continuos sobre X e se (x,)nen €

uma sequéncia em X denotaremos por [x,]°°; ao espaco span{z; : i € N}.

Defini¢ao 1.7.1. Seja X um espago de Banach, uma sequéncia (z,),ey € X é uma base
de Schauder de X, se para cada x € X existe uma unica sequéncia (a,),en de escalares

tal que

n
lim E oG;T; = T
n—oo

i=1

Mesmo que um espago de Banach, possua base de Schauder, nem sempre é possivel exibi-
las; mas existem alguns espacos onde a prova da existéncia de base de Schauder é feita

usando teoria de aproximacao de operadores.

Definicao 1.7.2. Seja X um espaco de Banach. Um sistema biortogonal é um par de

sequéncias (2, )neny C X € (fn)nen C X* tais que

1, se m=n
<fmaxn> :5mn -

0, se m #n.

Uma sequéncia (x,),eny € X é chamada de sistema minimal, se existe uma sequéncia

(fa)nen € X*, tal que ((zn)nen, (fu)nen) é um sistema biortogonal.

Observacao 1.7.1. Observemos que os z,,’s acima sao todos L.i., com efeito, consideremos

sem perda de generalidade {z1, zs, ..., ¥}, assim, para todo 1 < i < k

01T + Xy + ...+ oy = 0
filarxy + oy + ... + apxy) = 0

Oéi:O.

Defini¢ao 1.7.3. Um sistema minimal (z,),en é chamado de fundamental, se [2,)52, =

X. Um sistema minimal ((z,)nen, (fn)nen) ¢ chamado de total se span{f, : n € N}w* =

X*, onde w* significa a topologia fraco-*.

O préximo teorema cuja demonstragao pode ser encontrada em [34], p. 43 e em [38],

p. 8, desempenharda um papel fundamental neste trabalho.

17



Teorema 1.7.1. Se X um espaco de Banach separdvel. Entao X contém um sistema

minimal fundamental total.

Definicao 1.7.4. Um sistema biortogonal ((2,)nen, (fn)nen) é chamado de retraido (do
I

inglés shrinking), se span{f; : i € N}~ = X* onde || - || significa a norma do espago dual

X*.

Uma observagao feita em [34], p. 44 e demonstrada em [38], p. 8, é que se X é
um espaco de Banach separavel e X* é separavel, entao existe um sistema biortogonal

((en)nen, (fn)nn), fundamental e retraido.

Observagao 1.7.2. Assim, se X é um espaco de Banach separdvel e reflexivo, entao

X* é separavel e reflexivo (ver [12], p. 48, corolério I11.24.), portanto existe um sistema

biortogonal ((e,)nen, (fn)nen) tal que

1, se m=n
<fmaen>:

0, se m#n

com span{e; : i € N} = X e span{f; : i € N}‘H' = X"
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Capitulo 2

Estudo do problema no espaco

1
W, P().

2.1 Analise do Problema e Resultados Obtidos
Nesta seccao estudaremos o problema que consiste em encontrar uma funcgao
u:[0,T] xQ —R
com 2 € RY aberto, limitado e I' = 92 suficientemente suave, solucao do problema
u— Dpu = f (2.1)
onde 2 < p < 0o é uma constante real, Ayu = div(|Vu|P~2Vu), e u satisfazendo ainda

v = 0 em [0,7]xT, (2.2)

u(z,0) = up(x) wup € L*(Q) ¢é dado. (2.3)

Um espago apropriado para buscarmos solugoes do problema serda o espago X =

Wy (Q), pois neste espaco as funcdes satisfazem v = 0 em 9Q (ver [12], p. 171).

Definig¢ao 2.1.1. Uma solu¢ao fraca para o problema (2.1)-(2.3), é uma fungao u, tal que

we LP(0,T; Wy P(Q) N L®(0,T; L*(Q)), ' € L' (0, T; W17 (Q)) e
/0 (u'(t),v(t)) dt+/0 (Apu(t),v(t)) dt :/0 (f(t),v(t)) dt (2.4)
para toda v € LP(0,T; W, 7(Q)), com u(z,0) = uo.
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Observagao 2.1.1. Um fato observado em [32], p. 156, é que se u € LP(0,T; Wy "(Q))
e € LP(0,T; W~ (Q)) entdao u € C([0,T]; L*(Q)) (na verdade u pode ser redefinida
em um subconjunto de medida nula de [0, 7], tornando-a continua), isto quer dizer que

mesmo u € LP(0,T; Wy ?(Q)), ela est4 definida no intervalo [0, 7] todo.

Teorema 2.1.1 (Existéncia). Sejam f e uy fungoes tais que

fel’(0,T;X), t+5=1,

Uy € Lz(Q)
Entao existe uma funcdo u, solugdo fraca do problema (2.1)-(2.3).

Demonstracao.

Utilizaremos o método de Faedo-Galerkin, para encontrarmos a solucao desta equacao.
Sejam B = {wy, wy, ..} uma base de Schauder! de X, V,, = span{wy, w, ..., w,,} o sube-
spaco de X de dimensao m gerado pelos m primeiros vetores de X, f uma extenséao de f
em LP(R; X), definida por

. f(t) se te(0,T)

ft) = :
0 se t¢(0,7)

e Ugm a projecao® de ug sobre V,,. Nosso préximo passo serd a busca por funcoes

m

um(t,r) = Y oi(twi(z)

1=1

com «; : [0,7] — R, do problema aproximado

(1), 0) + (At (1), 0) = (f (1), )

(L)
U (,0) = ugm (),
para todo v € V,,,. Em particular, temos
(uh (8), w5) + (Dpum (), w5) = (f(£), ;) (2.5)

Um(2,0) = ugp(z), Vj=1,2...,m.

LComo pode ser visto em [27], este tipo de base é possivel em X, gragas a regularidade de T.
2Observe que todo @ € L?(£2) pode ser escrito de modo tnico como uma série z = > .-, B;w;, entdo

a proje¢ao mencionada é um operador P, : L?(Q) — V,,, definido por P,,(z) = > -, B;w;. Para mais

detalhes sobre esta projegao, ver [34], p. 2.
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Mais detalhadamente
<Z w“wj> / V(Zai(t)wi)
1 Q k=1

U (2, 0) = ugm (),

"y ( f: ai(t)wi) Vw; dv =

\

como Ugy,, = frwy + Pows + ... + B, com [; € R, deveremos ter ainda «;(0) = 3;, para

todo 1 <7 < m. Assim a relacao acima torna-se
( m m m p—2
> i) (wiwy) + > ailt) | |V ( > ai(t)wi) Vuw;Vw; dx =
i=1 i=1 k=1
= <f(t)7 wj>
L al(o) = 61'7
para todo 1 < 7 < m. De onde obtemos o sistema de EDO’s
Bd/(t) = —A(a(t)a(t) + F(t) (2.6)
Oé(O) = (617627"'7ﬁm)
p—2
onde a(t) = [a;(t)]mx1, Ala( [ t)Vw;|  Vw;Vw; d;z:] , 00 é a
mXm

projegao da i-ésima coordenada de «(t), B = [(wz,wﬁ]mxm, com detB # 0, pois os w;’s
sio Li. e F(t) = [(f(t),w;)]mx1. Para provarmos que (2.6) possui solucio, lancaremos
mao do teorema de existéncia de Carathéodory. Para isso deveremos provar que a func¢ao

H :R x RY — RY, definida por
H(r,Y)=-B'AY)Y + B7'F(r), VY(r,Y)eRxR"Y
¢ uma funcao de Caratheodory.

e Fizando v, H € continua em Y, com efeito, F(r) é constante, pois sé depende de r,

logo é continua em Y. Como II; é continua para 1 < ¢ < m, segue-se que E IL(Y)Vuw;
=1

; ti lacao a Y, pois é de funco ti P2 ¢ ti

¢ continua em re agao a Y, pois é soma de fungoes continuas, como |s é continua em

—2
ZH )Vw ’

s, segue-se que é continua e assim sua integral também serd (ver [10],
p. 46 corolario 5. 8) portanto A é continua em relagao a Y.

e Fixando Y, H é mensurdvel em r. Com efeito, A é constante em relacao a r e dai

mensuravel; das propriedades de f segue-se que F'(r) também é mensuravel.
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e H ¢ limitada por uma funcgao integravel em todo compacto, com efeito, seja
E= {Y € ]RN; HYHm < '7}7

onde || - ||, denota a norma no RY. Consideremos H : [—a,a] x E — R, com a > 0,

HH (. Y) [l = 1B~ s (I = AQ)Y + F () lm) < 1B~ lmsen (JAQ)Y [l + 1E () [lm)
< NB™ (1A s 1Y 1 + 1 () l]m),

como A é continua, leva conjuntos compactos em conjuntos compactos do R, entao existe

um c; > 0 tal que

IH (Y )l < NB™ s (FAQ ) s [V [l + (1) [1)
< B Hlmxmery + 1B~ s LF(r) | m
como f € L (R, X) e p/ > 1, segue-se que ||F(r)||, ¢ integravel em [—a, a]. Assim, (2.6)
satisfaz as condicoes de Carathéodory e portanto existe um intervalo / e uma fungao

Y : I — RN, com (0) = (B, ..., Bm) solucio de (2.6), isto é

By'(t) = =AW (t)(t) + F(t).

Assim, podemos considerar v, a restricao de 1; ao intervalo [0,7,,]. Observe que para
cada m existe um 0 < T, < T, tal que as 1;’s, coordenadas de 1), estao definidas em
[0,T,,]. Para que tenhamos as 1;’s definidas no intervalo [0, T] inteiro, deveremos provar
que as solugoes u,, sao limitadas independentemente de m e ¢, para isso substituiremos

em (2.5), v por u,,, e buscaremos as estimativas a priori.

o [stimativas a priori.

(U7 (1), um () + /Q [Vt ()1 Vi (8) Vit () = (f (1), (1))

1d
5= lum (D12 +/ [V ()" de = (f(£), um(t))
2 dt o
1d
5 77 1 Oz + [Vum O < L Ol (@) [1p- (2.7)
Como 2 é um aberto e limitado, segue-se que as normas || - ||1, € ||V - ||, s@o equivalentes

em X (ver [14], p. 33), portanto, existe ¢y > 0 tal que
|ull, < ]| Vul|, paratodo ue X
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e assim
Jullb < ol Vul|p  para todo ue X

usando a desigualdade de Young em (2.7), temos

1d ) , 1 y »
2 glem @I + 1V un @I < 1@l + = lun @I,
1 (i ’ EPCf
p p 0 p
Szl U ()3 + [V (@)1 % + ) IVt I}
1 d 2 € Cp p 1 ’
- — < P,
>l (@)1 + (1 . )nv (Ol < S0

ePch
tomando € de modo que 1 — L= % segue-se

d 2 p 2 P’
el @1 + IVun )l < 17015

integrando em [0, ¢]

lum ()13 = w013 + /HVum )y dt <

2
p/

||f(t)\|p’/ dt

[l (£)]15 — Hum(O)Hng/ [Vum (8]} di <

lwm (B2 + /IIVum I dt < ,prII ozt 1m (0)113

como u,(0) é a projeccao de ug(x) sobre V,,, entdo ||u,,(0)||2 < ||luoll2 para todo m (ver

[34], p. 2), portanto

+ [Juol12

t
e (I + / IVun(Il dt <

(0,T;X")

assim, para todo m, ||um,(t)|2 ¢ limitada em [0, T, isto é

m 2 1/2 1/2
( 0 Zl¢z(t)wz($) d:r) < <p o ||f|| ‘orxn T ||u0||§>

para todo t € [0,7], e como

1/2
dx) — um(®)

s(8) 2 < (

g Z%(t)wi(fﬁ)

segue-se que as v;’s sao limitadas, e pelo teorema do prolongamento de solugoes, podemos

estende-las ao intervalo [0, 7] inteiro, e dai

T
||urn(lf)!|§+/0 IVum @) dt < ||fHLp oy T lluoll3
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para todo t € [0,7T] e para todo m € N. Desta forma, existe um Cj tal que

ull oo 0,7:22(0))s [t Lr0,rx) < Co (2.8)

observemos que de (2.8) w,, € L*(0,T;L*(Q)) N L*(0,T; X) e como o operador M :
X — X’ definido por My = —div(|V¢|P~2V) ¢ limitado, segue-se que podemos extrair

de (u,,) uma subsequéncia ainda denotada por (u,,), tal que

U, — U fraco estrela em L™(0,T; L*()) (2.9
U — U fraco em LP(0,T; X) (2.10
um(T) — & fraco em L*(Q) (2.11

M (um) — x fracoem LP(0,T;X") (3 (2.12

e Passagem ao limite. Provaremos que

/0<u’(t),v(t)> dt+/0 (®), v(0)) dt:/o (F(1),0(t)) dt Vo € IP(0, T: X)
e conseqlientemente

W' (t),v) + (x(t),v) = (f(t),v) YveX (2.13)

—_——

no sentido das distribuigoes escalares, isto é, em D’(0, 7). Com efeito, sejam @,,, M (u,,)
para todo m, as extensoes de uy,, M(u,,) em todo R, que sao 0 fora de [0,7]. Assim, se

¢ € D(R) de (2.5) temos

-/ (), w)) (1) dt + / M (1)), w0 (8) dt = / ) wi)elt) dit

+(um(0), w;)do(p(t)) — (wn(T), wy)or(p(t)) (1)
observemos que isto é valido para todo m, assim, fazendo m — oo e levando em conta o

conceito de convergéncia de distribuigoes escalares (ver [14], p. 17), (2.10), (2.11) e (2.12)

3Na verdade, nio é obvio que M (u,,) € LP (0, T; X’), haja vista que nio esté explicito que M (um(+))
é mensuravel no intervalo (0,T"), porém como observado em [32], p. 159, o fato de que os espagos VVO1 P(Q)

e W‘l’p/(Q) sao separaveis nos garante a inclusao.
48y e 67 sdo as Distribuicdo delta de Dirac, centradas no ponto 0 e T
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- [ dr [ ROwde de= [ G0,we)

+(uo, w;)00(p(t)) — (€, w;)or(e(t))
de onde resulta

(@' (1), wy) + (X(1), w5) = (F(£), ;) + (o, w;)do — (€, wior () (2.14)
em D'(R). Assim se restringirmos (2.14) ao intervalo (0,7) ficaremos com

W+ x=f (2.15)

no sentido das distribuicdes vetoriais. Desta maneira v/ € LP'(0,7; X") e de (2.10), u €
LP(0,T; X). Portanto u € C([0,T]; L*(R2)) assegurando sentido para u(0) e u(T).
Como as relacoes acima sao validas para todo w;, consideremos I um subconjunto

finito de indices e

o(t) = 3 ity (2.16)

i€l

desta forma, para cada i € I podemos multiplicar (2.14), por ¢;(t) e soma-las, obtendo

(@ (1), v(t) + (xX(t),0(t) = (f(),0(t)) + (w0, v())do — (&, v(1))or

como o conjunto formado por todos os elementos da forma (2.16) é denso em LP(0,7; X)

(ver [36], Apéndice II), segue-se que

(@ (1), v() + (X(t), 0(t) = (f(),0(1)) + (w0, v())do — (&, v(1))br (2.17)

para toda v € LP(0,7; X). Analogamente de (2.15) temos

e portanto

/0 (o (8), o(t)) dt + / (x(t), w(t)) dt = / (F(E),o(0) dt (°)

para toda v € LP(0,T; X).

5(t) é a extensdo de u(t) a todo o R definido como 0 fora de [0,T].
A integracao em [0, T é possivel, pois u’, x e f estdo em Lp/((), T; X') e as integrais fOT fQ u/(t) - dadt,
fOT<X(t), Sy dt e fOT Jo f(t) - dtdz definem funcionais lineares continuos em LP(0,T; X).
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o Afirmamos que em (2.11), & = u(T) e uy = u(0). Com efeito, para toda ¢ € C*([0,T])
e para toda v € X, pv € LP(0,T; X), de (2.17)

(€00 () — tuo,pl0) = [ G0 9l00) b= [ (500, 00) i

[e.9]

- [ . 0)

considerando ¢, com ¢(T") # 0 e p(0) = 0 segue-se
(u(T),v) = (&)
(u(T) — &,0) = 0, 2.18)

como o funcional acima é nulo para toda v € X, entao

u(T) =&,
De um modo similar pode-se demonstrar que u(0) = ug, basta tomar ¢ com ¢(0) # 0 e

o(T) = 0.

e Para completar a demonstragio, deveremos provar que em (2.12), x = M(u). Com

efeito, da monotonicidade de M, segue-se que a sequéncia de nimeros reais
T
X, = / (M (um(t)) — M(v(t)), un(t) —o(t)) dt =0 Yo e LP(0,T;X)
0

e do problema aproximado (P,,) temos

[ .m0 dt = [0, 000 i+ G o = 5T

assim

X = [ 000 0) e+ Gl = Gl (DIE = [ (M 0. 0001

- / (M (0(8)), w(t) — o(t)) dt
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e como lim inf ||u,,(T)||3 = ||w(T)|3, (ver [12], p. 35, proposigao IIL.5) e levando em conta

(2.12), segue-se que

1

. T o 1 u 2 _ ' v
imsup X, < [ (70 utt)) e+ 5l Gl | txte)ote a 10
_ /0 (M(u(t)), u(t) — v(t)) dt

porém, de (2.13) temos

T

| o) Sl = 51 = [ o) a (220)
assim de (2.19) e de (2.20) temos
| )= M. ut) — vy a >0,

Utilizaremos agora a hemicontinuidade de M, considerando v = u — aw, a > 0, w €

17(0, T, X), de (2.20) temos
[0 = Mt = ) ) e >0
aAZMﬂ—Aﬂwﬂ—awwxw@>ﬁ>0
AZM&—AﬂMﬂ—awwhw@>ﬂ>0~ 221)
Observemos que & fungéo
E— (x(t) = M(ult) — aw(®)), w(t)
é integravel, para todo > 0 e pela hemicontinuidade de M temos

lim (x () — M (u(t) — aw(t)), w(t)) = (x(t) = M(u(t)), w(t)).

a—0

Observando ainda que (x(t) — M (u(t) — aw(t)),w(t)) é limitado, entao fazendo o« — 0

em (2.21) e pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue temos
T
/ (x(t) — M(u(t)),w(t)) dt > 0. Ywe LP(0,T;X)
0
E em outra mao, para todo A < 0, e para todo w € LP(0,T, X), \w € LP(0,T, X) e assim

O<A<nﬂ—MwwxMw»w=AA<mw—Mwmw»ﬁ<o
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para todo w € LP(0,T, X), portanto
T
/ (x(t) — M(u),w(t)) dt =0 Yw e LP(0,T,X)
0

notemos que para todo ¢ € D(0,T) e para toda v € X, pv € LP(0,T; X) e assim

e novamente, pelo lema de Du Boys Raymound

(x(t) = M(u(t)),v) = 0

q.t.p. em [0, 7] e para todo v € X e por um argumento analogo ao feito em (2.18) segue-se

que
X(8) = M(u(t)) = 0
q.t.p. em [0, 7] e portanto
X = M(u).
dai e de (2.15) podemos concluir que
T T T
/O (o (1), 0(t)) dt +/D (Apuu,v) dt = /0 (F(E), o(0)) dt

para toda v € LP(0,7T; X).

Teorema 2.1.2 (Unicidade). A soluc@o do problema (2.1)-(2.3) ¢ tnica.

Demonstragao.

Suponhamos que u; e uy sejam duas solugoes de (2.1)-(2.3), assim

() (), v) + (M (ua(t)), v) = (f(t),0)
(ug(t), v) + (M (uy(t)), v) = (f(t),v)

para toda v € X e assim



tomando v = u; — u9 temos

(uy (t) = uy(t), ua () — ua(t)) + (M(ua(t)) — M(ua(t)), ua(t) — ua(t)) = 0
57l (t) = ua ()15 + (M (ur (£)) — M (ua(t)), ua(t) — ua(t)) = 0

integrando em [0, ¢] temos

3 | ilhe®) = ualo)l de+ [ () = Mlua®).ua(t) ~ ua(0) de =0

311 (0) = wa(0) 13 = 5lhua(0) = waO) B + [ (M (1)) = M (ua0)) 0 (8) = wa(t) dt = 0

e como u;(0) — uz(0) = 0 temos
%Hul(t) —us(t)]z + /:(M(ul(t)) — M{(ug(t)), ur(t) — ua(t)) dt =0 (2.22)
como M é um operador monétono, segue-se que
(M (uq(t)) = M(uz(t)), ur(t) — uz(t)) > 0
para todo ¢ € [0,1] e daf
/0t<M(U1(t)) — M(uy(t)), ur(t) — ua(t)) dt =0

segue-se de (2.22) que

lur () — ua(t) 12 < O
e portanto

[ur (t) = ua(t)]]2 = 0
q.t.p. em [0,77], logo

U1 = Ug.
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Capitulo 3

Estudo do Problema no espaco

WP @),

3.1 Analise do Problema e Resultados Obtidos

Neste capitulo estudaremos o problema anterior no espago generalizado de Lebesgue X =
WP (x)(Q), isto ¢, sejam Q C RY um aberto, limitado com fronteira I' e p uma funcao em

C'(2), buscaremos solugao para o problema

u' — div(|VuP®=2Vu) = f em (0,T) x
0 em [0,7]xT (P)

S
I

u(z,0) = wuy em £

onde u' = wuy, isto é, a derivada de u em relacao a variavel t.

Consideraremos as seguintes notacoes para os valores

p~ =infess p, p© =sup ess p

e q~, g7 seus respectivos conjugados, isto é

1 1 1 1
4+ = — =1

p~ ¢ pt gt

além disso, denotaremos por p’ a funcao conjugada de p definida por

para todo x € Q.
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Definigao 3.1.1. Uma solu¢ao fraca do problema (P), é uma funcao u, tal que u €

LP(0,T; X), v € LT (0,T; X") e

/0 (W (t),v(t)) dt +/0 /Q|Vu(t)|p(x)_2Vu(t)Vv(t) drdt = /0 (f(t),v(t)) dt
para toda v € LP (0,T; X), com u(x,0) = up.

Com as consideragoes feitas acima, estamos prontos para demonstrar o principal re-

sultado deste trabalho

Teorema 3.1.1. Sejam f e ug fungoes tais que

foe L (0,T;X)NL(0,T; X'
Uy € L2<Q)

Entao existe uma funcao u solugao fraca do problema (P).

Demonstracao.

Para encontrarmos uma solugao do problema (P), usaremos o método de Galerkin
(para maiores detalhes deste método ver [15], p. 503). Consideremos o seguinte resultado
ja observado no capitulo I, cujo a demonstragao encontra-se em [38].

O espaco I/VO1 P(@) () ndo possui base de Schauder, no entanto para aplicarmos o método
de Faedo-Galerkin, necessitamos de algo que funcione como uma espécie de base para
I/VO1 P (x)(Q) e que seja enumeravel; o Lema de Zorn pode ser usado para demonstrar que
todo espago vetorial possui base de Hamel (ver [30], p. 211), mas nada é explicitado a

respeito da enumerabilidade de tal base, para contornar esta situacao lancaremos mao do

Lema 3.1.1. Se E é um espago de Banach, reflexivo e separédvel, entao existe {w, }3>, C E
e {fn}zozl - Ela tal que
L,
<fn7wm> = 5n,m =

0, se n#m,

se n=m,

E =span{w, :n=1,2,..} e B/ =span{f, :n=1,2,..}.

Seja B = {wy, ws, ...} C X como do lema 3.1.1. J& que p > 2, segue-se que X C L?*(Q)

e considerando V,,, o subespaco vetorial de X gerado pelos m primeiros vetores de B,
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isto é, V,,, = span{wy, wy, ..., w,, }, buscaremos solugoes de (P), no espago V,,, portanto,

queremos encontrar funcoes

solucao do problema aproximado, isto é, u,, satisfaz

(U (t),v) + /Q |Vt () PP 2V, () Vo dz = (f(t),v)

U (2,0) = uom,

(Fn)

para toda v € V,,, com ug,, — ug, de modo que ug,, € V,, para cada m € N (ver capitulo
I para mais detalhes) e ug,, = 1wy + ... + Bpwy,. Observe porém, que f nao esta definida
em t = 0, mas, podemos considerar suas extensoes definidas em R assumindo o valor 0
(funcéo identicamente nula) fora do intervalo (0,T), portanto teremos agora f : R — X',

além disso em particular temos.

(U (), w;) + /Q [Vt (8)[O 2Vt (8) Ve de = (f(2), w;)

(3.1)
U,m<l', 0) = ﬁlwl + ...+ ﬁmwm
para todo 1 < j < N. Assim, como u,, (t) = Zeg(t)wi(x), o sistema (P,,) torna-se
i=1
( m m p(z)—2 m
<29'(t)wi,wj> + / > 0DV V(Zei(t)w) Vw; dr =
i=1 Q1 g=1 i=1
= ]E(t)7 w]>
L um(O) = ﬁlwl 4+ ...+ ﬁmwm
que é 0 mesmo que
m m m pla)—2 i
SO0 (1) (i) + > 6:(2) / S 00Vw| VeV do = (F(#),w;)
i=1 i=1 Q1 k=1
Assim, para cada m, temos o sistema de EDO’s
BO'(t) = —A0()0(t) + F(t
1) = —AE0)E) + ) )

9(0) = (ﬂlu 76m>
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p(z)—2

onde 0(t) = [0(t)i]m1, A(O(t)) = {/ﬂ ZHi(Q(t))Vwi Vw;Vw; dx , onde TII; é

a projecdo da i-ésima coordenada de 0(t), F(t) = [(f(t),w;)]m1 ¢ B = [(wi,w;)]m.m, para

m,m

1 <4,j < m, com detB # 0, pois os w)s sao Li.. Para provarmos que (3.2) tem solugdo,

deveremos provar que a funcao H : R x RV — R definida por
H(s,Y)=B'AY)Y + B 'F(s)

¢ funcao de Carathéodory e assim, existird um intervalo I C R e uma funcao v : I — R,

tal que

W(t) = =BTTA(W()U(t) + BT'F(t) = H(t,¥(t)).

e Fizando s, H € continua em Y. Com efeito, temos que F(s) é constante, pois s6

m
depende de s. Como II; é continua para 1 < i < m, segue-se que ZHZ-(Y)Vwi é
i=1
continua em relacao a Y, pois é soma de funcoes continuas. Como ]5|p(”")_2 é continua em
m p(z)—2
i=1

s e dai é continua, segue-se das propriedades da integral que A(Y')
¢ continua em relagao a Y.

e Fizando Y, H € mensurdvel em s. De fato, da hipdtese, temos que A(Y') é constante e

dai mensuravel e das propriedades de f segue-se que F'(s) também é mensuravel.

e H é majorada por uma fun¢ao integravel em todo compacto. Com efeito, se £ = {Y €

RY ||Y||m < a}, H : [-a,a] x E — RY paraa > 0 e | - |, denotar a norma no R™,
temos
1H (s, Y) |l = | = BTTAXY)Y + BT F(8)llm < 1B~ s (IAX)Y [l + [1F(5) 1)

< Bl (A s 1Y i + 1 (5) 1)

Como A(Y) é continua, leva conjuntos compactos em conjuntos compactos do RY, entao

existe um ¢ > 0 tal que
IH (s, Y )l < NB™ lmsm (A ) s [Y i+ [1F'(3)[1m)

< B lmxmee + 1B lmscm| | ()| m

e das propriedades de f, segue-se que ||F(s)||, é integravel em [—a,a]. Assim, (3.2)

satisfaz as condigoes de Carathéodory e portanto existe uma solugao para o sistema (P,,).
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Provada a existéncia de solugao, podemos restringi-las aos intervalos [0, ,,]. Nosso
proximo passo € estender ou restringir tais solucoes para o intervalo 0 < ¢t < 7'. Para isso,
provaremos que a sequéncia de solugoes (u,,) de (B,,) é limitada em [0,7]. Com efeito,

fazendo v = u,,(t) em (P,,) temos

(U0 tn(®) + [ TP 0 (V) dz = (F0), 0 (0)
; jtn O+ [ [FunOP dz = (0. unl0)
il @+ [ 1FunOP® do < 17Ol ln®) o) (33)

Antes de darmos prosseguimento aos calculos, observemos que t — ||V, (t)||p@) ¢
mensuravel, pois, Vu,(z,t) = > 0;(t)Vw;(x), é uma soma de fungdes mensurdveis em ¢,

dai consideremos dois casos:

Caso 1: Seja I, = {t € [0,tp]; |Vum(t)|/p) < 1}, neste caso teremos

IVun (I, / T, (1) P

e pela desigualdade de Poincaré, existe um ¢q > 0 tal que

(|t (t) Hp(:r) < col| V() Hp(r)

considerando ainda ¢, tal que p% + q% = 1 e pela desigualdade de Young, (3.3) torna-se

1d 9 1 o +
—— || (t Vi, (1) [P da < )% + = [lum (8)])?
sl O+ [ 19O e < O + JellnOlE
1d + 1 o +
2l + V(D < ?Hf(t)ll% + S
1d + p+6p+ ot
3l O+ IVun @l < LI + 9 IOl
1d eerCp+ + 1 +
——[um @3+ (1 — =2 | |IVum®) |7, < —IF )%
sl O+ (1= ) I m0l, < 01

+ ot
vy CP
tomando €; de modo que 1 — 61p+0 = % temos

d 2 .
Tl O + [IVan(t Py < ﬁllf(t)ll%
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integrando em [, temos

2 +
p q

Caso 2: Seja J,, = {t € [0,1,, ] I < ||Vm(t)||p@)}, nesta situagao teremos

|V, (t p(m / [V, (8) [P d:

e pela desigualdade de Poincaré, existe um ¢y > 0 tal que

lum ) ey < & I Vtm®)5

considerando ¢—, tal que % + L =1 e pela desigualdade de Young, (3.3) torna-se

p

Sl O+ [ [Funp®

=

_ € _
Ol + = ()11

-

1 - € -

m m ()P 1% + 2= llum ()|
plen @1+ [ 1Vun (o) qﬁ_<ﬂu+pjw<mm@
1d _ A& _
thllum( )Mz + [ Vun®)7 ) < O% + Z===Vun (O},
1d L _ _
2dtH Un ()13 + [ V@) P — = ,2 [Vt ()]l < )%

PP
tomando €, de modo que 1 — QP% = % temos

%

d _
lm@15 + [V ©)7

integrando em relacao a J,,, temos

U, dt + Vi, < - t)||%, dt
[ o [ v, @< = [ 1ol

2

somando as desigualdades (3.4) e (3.5), temos

( t d
| Glen e+ [ 1900l ﬁ+/\Ww)W i <

2Jm
1F @)%

N

(1) de

N q €

r t d B
/ waﬁﬁ+/|Ww@W@m+ V()15 d <

dt - I,
2
<

2 +
/nﬂmxw+ ‘/Hﬂm&ﬁ
. a 62 q 61 0
- +
uwm@—mamm+/uwM@%@w+ VO, dt <

Im

OTX/ + q+€({+ ”fH%¢1+(0,T;X’)7
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como ||t (0)|l2 < ||uo||2 para todo m, temos

nw@M+Luw%oMﬂﬁ+/uw%>m@

~(0,T;X7) + q+ ”f||L‘1+(0TX/ + HUOHQ
considerando
Co = TOTX) T e q+HfHLq+ 07:x7) T luoll
temos
- +
lon@+ [ IVun®lE, di+ [ [19unOI, di < Co (36)

€ L7 (I,; LP™(Q)), (a restricao de |Vun| a I, x Q) e como
I, xQ
I,,, é limitado, segue-se que

observemos que |V,

LP" (Ip; LPD(Q)) < LP™ (Iy; LP9(Q))

continuamente, assim, existe ¢z = ¢3([0,77]) > 0 tal que

([ 19ty @) <ol [ 1wuoiz, @)
/||Vum B[P, dt

|\~

e assim

‘\“

1 B
E(IJW%@%@ )

dai, (3.6) torna-se

+

ln@1+ [ 1900l ﬁ+§{/ﬁwW»w @) <

J’"L 3

]
|

desta forma, existira um C; > 0 tal que para todo m e para todo 0 <t < T

i@+ | IVun @15 i+ [ [Fun)13, bt <
t " _ t " _
Jun(®lls+ | X IV Ol dt+ [ e, OITunOIE, dt < €y
0 0
onde Yy, € X1,,, sao as funcoes caracteristicas de J,, e I,,, respectivamente, assim

t
Jun @l + [ IVun (O, di < €
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Lo
()l + i o (0 ) < C1 + C1”
portanto

(up) ¢ limitada em L%°(0,T; L*(2)) (3.7)

(um) € limitada em LP (0,7T;X) (3.8)

assim, como as solucoes do problema aproximado sao limitadas, pelo teorema da extensao
de solugoes, podemos estender as solugoes aproximadas u,,(t) ao intervalo inteiro [0, 77,

além disso de (3.7), (3.8) e do fato de que o operador L : X — X', definido por
L(u) = —div(|Vu|'® V)

ser limitado [21, 28], segue-se que podemos extrair de (u,,), uma subsequéncia ainda

denotada por (u,,), tal que

Un —u  fraco estrela em L>(0,T, L*(Q)) (3.9)
Uy — u  fracoem LP (0,7, X) (3.10)
U (T) =& fracoem L*(Q) (3.11)
L(uy) = x  fracoem L7 (0,7;X"). (3.12)

Provaremos agora que u encontrada acima ¢é solugao de (P).

—_—

e Passagem ao limite. Sejam w,, e L(u,,) para todo m, as extensoes de u,, e L(u,,)

respectivamente, em todo R, que sao 0 fora de [0,7]. Assim, se ¢ € D(R) de (3.1) temos

[t e [ @) w)e0 di = [ 0wt det

+(um(0), w;)@(0) = (um(T), w;)p(T)

fazendo m — oo, por (3.10), (3.11) e (3.12) temos

+00 +00 too
- / a(t), wy) ' (t) dt + / (R(8), w5} p(t) dt / (1), w;)eplt) di+

e¢) —00

assim

(@' (1), wy) + (X(0)wj) = (f(£),05) + (uo, w;)do — (€, w;)dr (3.13)



em D'(R). Restringindo (3.13) ao intervalo (0,7") temos
u+x=Ff (3.14)

no sentido das distribuicdes. Desta maneira v’ € LP'(0,T; X') e de (3.10), u € C([0,T]; L*(Q2)).

Faz sentido, portanto, u(0) e u(T). Em outra mao, para toda fun¢ao simples
v:(0,7T) — X
teremos de (3.14)
T T T
| o) e [ i) ae= [ o) a
0 0 0

e como o conjunto formado pelas fungoes simples é denso em LP (0,7; X) (ver apéndice

de [13], p. 132 de [41]) segue-se que
| woowyar [ aoomya= [ oo @
para toda v € LP (0,T; X).

o Afirmamos que em (3.11), & = u(T) e uy = u(0). Com efeito, para toda ¢ € C*([0,T])
e para toda v € X, pv € LP(0,T; X), de (3.13)

—+00

(€00 ) — tuo,hpl0) = [ G0 9le0) b= [ (300, g00) i

[e.9]

-/ TG, o (ty) de

e de (3.14)

(6, 0)o(T) — (up, v)p(0) = / (W (1), o(t)o) di — / (ult), (o) dt

considerando ¢, com ¢(T) =0 e ¢(0) # 0 segue-se

(u(0),v) = (uo, v)
(u(0) — ug, v) = 0.
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Como o funcional acima é nulo para toda v € X, também serd para toda v € C§°(£2),

portanto
u(0) = uy.

De um modo similar pode-se demonstrar que u(7T") = &, basta tomar ¢ com ¢(T) # 0 e

©(0) = 0.

o Afirmamos que x = L(u). Com efeito, como L é um operador monétono (ver [28]),

assim temos
(Lup(t) — Lo(t), un(t) —v(t)) >0 Vte[0,T] e Yve LP (0,T;X)
e integrando em [0, 7] temos
/T(Lum(t) — Lo(t),un,(t) —v(t)) dt >0 Yv e LP (0,T;X)
0
e consideremos a sequéncia de nimeros reais dada por
H, = /T<Lum(t) — Lo(t), um(t) — v(t)) dt >0, (3.15)
0

e tomando v = u,,(t) em (F,,) temos

| @m0 de = [0, 00 dt+ G lnO)1F = 5lunDIE (3:16)

levando em conta (3.15) e (3.17) temos

Ho = [ 000 0) dt+ 51O = Sln(DIE = [ (L (0), 0101

- / (Lo(t), un(t) — v(t)) dt

de (3.11) temos lim inf ||u,,(T)||3 = ||u(T)]||3, (ver [12]) e por (3.10) e (3.17) temos

0 < timsup Ay, < [ (0, u(t) dt + 5 () = 5 (T~ -
_/O (Lu(t), v(t)) dt —/0 (Lot), ult) — ()} di
e tomando w; = u(t) em (3.14) e integrando em [0, 7] temos
| o) de+ Sl = 51 = [ . uo) a (319
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combinando (3.17) e (3.18) temos
/OT<X(t),u(t)> dt — /0T<X(t),v(t)> dt — /0T<Lv(t),u(t) (1)) >0
/OT<x(t),u(t) — (b)) dt — /0T<Lv<t>,u(t) () >0
ATu@y—mem@y—m@wﬁ>o

dai e do fato de L ser hemicontinuo (pois é a derivada de Gateaux de um operador, ver

[28, 21]), fazendo v = u — aw, com & > 0 e w € L¥" (0,T; X), temos
Aaﬂﬂ_LW@%ﬁwﬁ»ﬂw®>ﬁ>o
a/ont) — L(u(t) — aw(t)),w(t)) dt =0

ento
/0T<x(t) — L{ult) — aw(t)),w(t)) dt =0

Observemos agora que se (q,) é uma sequéncia real tal que o, — 0, entdao pela hemicon-

tinuidade de L, segue-se que a sequéncia de fungoes em t
(L(u(t) — anw(t)), w(t)) — (Lu(t), w(t))
(x(t) = L(u(t) — anw(t)), w(t)) — (x(t) = Lu(t), w(t))

como a sequéncia (x(t) — L(u(t) — a,w(t)),w(t)) é limitada, fazendo n — oo e usando o

teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos
T
/ (x(t) — Lu(t),w(t)) dt >0 Ywe L* (0,T;X)
0
e dai, se A\ < 0, segue-se que
T
)\/ (x(t) = Lu(t),w(t)) dt <0 Ywe LP (0,T;X)
0
T —
/ (x(t) — Lu(t), \w(t)) dt <0 Yw e LP (0,T;X)
0
assim
T —
/ (x(t) — Lu(t), w(t)) dt =0 Yw € L¥ (0, T; X). (3.19)
0

40



Antes de continuarmos, faremos uma breve observagao. Como Lu e x estao em L>(0,T; X'),
entao para todo t € [0, 7], Lu(t) e x(t) estdo em X', assim, para toda ¢ € D(0,T) e para
toda v € X, temos pv € LP (0,7 X) assim de (3.19) temos

/0 (x(t) — Lu(t), p(t)v) dt =0
/0 (x(t) — Lu(t),v) @(t)dt =0

para toda ¢ € D(0,T) e para toda v € X, logo
(x(t) = Lu(t),v) = 0
q.t.p em [0,7] e para toda v € X, entdo x — Lu = 0 q.t.p em [0, 7], portanto
x = Lu.
Teorema 3.1.2 (Unicidade). A soluc¢do do problema (P) é tnica.

Demonstragao.
A prova é similar a feita no capitulo II, porém iremos repeti-la. Suponhamos que u,

e uy sejam duas solugoes de (P), assim
(uy(t),v) + (L(wi (1)), v) = (f(t), v)
(uy(t),v) + (Lua(t), v) = (f(t), v)

para toda v € X e dai

tomando v = u; — ug temos
(uy (t) — uh(t), ua(t) — ua(t)) + (L(ua(t)) — L(uz(t)), ua(t) — ua(t)) = 0
5 llua(t) = w2 ()13 + (L(ua(t)) — Llua(t)), ua(t) — uz(t)) = 0
integrando em [0, ¢] temos

- / lun(e) — wa(0) 3 it + / (L(wn () = Llus(t)), ur(t) = ua(t)) dt = 0

1) = (0] = 5lha(0) = waO) B + [ (L) = Llua(0),r(8) = waft)) it = 0
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e como 13 (0) — 1(0) = 0 temos
3l — ol + (L 0)) — Llua()), wa(t) — ua(t)) dt = 0
como L é um operador monétono, segue-se que
(L(ur(t)) = Lua(t)), ur (t) — ua(t)) = 0
para todo t € [0,] e daf
/Ot<L(ul(t)) — L(ua(t)), ur (t) — ua(t)) dt =0

de (3.20) temos

lua(t) = uz(t)]l3 <0
portanto

Jur (£) — ua(t)]l2 = 0
q.t.p. em [0, 7], logo

U1 = Ug.
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Consideracoes Finais

Os estudos envolvendo equacoes diferenciais parciais nos espacos Lp(m)(Q) tem crescido
bastante nos tultimos anos, principalmente, devido a sua aplicabilidade. Os resultados
obtidos para a existéncia e a unicidade de solug¢ao do problema (P) caracterizam, portanto,
uma generalizacao ao espaco de Sobolev com expoente variado do problema estudado no
capitulo II. Esses resultados abrem perspectivas e nos motivam a estudos futuros envol-
vendo equagoes de evolucao de diferentes formas nos espacos generalizados de Sobolev, ja
que existem poucos resultados relacionados a equagoes parabdlicas ou hiperbdlicas nesses
espacos.

Para trabalhos futuros, poderemos considerar questoes de comportamento assintotico,
regularidade e estabilidade de solugoes, assim como aplicacao da teoria dos semi-grupos

no estudo de equacgoes de cunho mais gerais nos espagos Wm’p(m)(Q).
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