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INSTITUTO DE CIÊNCIAS EXATAS E NATURAIS
CURSO DE MESTRADO EM MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA
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Resumo

Este trabalho trata da existência de pelo menos duas soluções positivas para o problema

−div(|∇u|m−2∇u) = λhuq + um∗−1 em RN . (1)

Mais precisamente, usando o Prinćıpio Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da
Montanha, mostraremos a existência de λ∗ > 0 tal que o Problema (1) tem pelo menos
duas soluções fracas não-negativas para cada λ ∈ (0, λ∗).



Abstract

This work concerns with the problem

−div(|∇u|m−2∇u) = λhuq + um∗−1 in RN . (1)

Using the Ekeland Variational Principle and Mountain Pass Theorem, we show the
existence of λ∗ > 0 such that there are at least two non-negative solutions for all λ
in (0, λ∗).
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Caṕıtulo 2 : Existência da segunda solução via Teorema do passo da
Montanha 41

Appendix A: Funcionais diferenciáveis e Resultados Importantes 45
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Introdução

Nesta dissertação estudaremos um resultado de multiplicidade de soluções para o
problema

(P )

{
−∆mu = λhuq + um∗−1 em RN

u ≥ 0, u 6= 0, u ∈ D1,m(RN),

onde ∆mu = div(|∇u|m−2∇u), λ > 0, N > m ≥ 2,m∗ = Nm
(N−m)

, 0 < q < m − 1, h é uma

função não-negativa em Lθ(RN) com θ = Nm
Nm−(q+1)(N−m)

e

D1,m(RN) =

{
u ∈ Lm∗

(RN) :
∂u

∂xi

∈ Lm(RN); i = 1, 2, ...N

}

munido da norma ‖u‖ =

(∫
RN

|∇u|m
)1/m

.

Este estudo será feito seguindo um artigo de C.O.Alves [1], que usou técnicas
variacionais para tratar o problema, as quais descreveremos abaixo.

Uma solução fraca de (P) é uma função u ∈ D1,m(RN), u ≥ 0, u 6= 0 satisfazendo∫
RN

|∇u|m−2∇u∇ϕ = λ

∫
RN

huqϕ+

∫
RN

um∗−1ϕ ∀ϕ ∈ D1,m(RN).

As soluções do problema (P ) serão obtidas como pontos cŕıticos do funcional energia
definido por

I(u) =
1

m

∫
RN

|∇u|m − λ

q + 1

∫
RN

h(u+)q+1 − 1

m∗

∫
RN

(u+)m∗
, (2)

onde u+(x) = max {u(x), 0}.
Esse funcional é de classe C1 [ ver Proposição A.2] com derivada dada por

I ′(u)ϕ =

∫
RN

|∇u|m−2∇u∇ϕ− λ

∫
RN

h(u+)qϕ−
∫

RN

(u+)m∗−1ϕ ∀ϕ ∈ D1,m(RN).

Mais precisamente, mostraremos a existência de dois pontos cŕıticos do funcional
energia usando o Prinćıpio Variacional de Ekeland [8] e o Teorema do Passo da Montanha
em uma versão devido à Willem [18]. A grande dificuldade que surge no uso dessas técnicas
é que a condição de Palais-Smale, em geral, não é válida quando o problema está posto em
domı́nio não-limitado ou quando o crescimento da não linearidade é cŕıtica. Isto ocorre,
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devido ao fato, das imersões de Sobolev W 1,m(RN) em Ls(RN), com 2 ≤ s ≤ s ≤ m∗ serem
cont́ınuas e não compactas. Contudo, aplicando técnicas usadas por Cao, Li & Zhou [6],
Chabrowski [7], Noussair, Swanson & Jianfu [16], Jianfu & Xiping [13], Azorero & Alonzo
[11] e Gonçalves & Alves [12], mostraremos a validade da condição de Palais-Smale para
ńıveis de energia abaixo de um certo número fixado e que está relacionado com a melhor
constante de Sobolev da imersão D1,m(RN) ↪→ Lm∗

(RN). O principal resultado deste
trabalho é o seguinte:

Teorema 0.1. Existe uma constante λ∗ > 0, tal que (P) possui duas soluções fracas, u1

e u2, satisfazendo

I(u1) < 0 < I(u2),∀λ ∈ (0, λ∗).

Para uma melhor compreensão, este texto será escrito com a seguinte estruturação.

No Caṕıtulo 1 começaremos apresentando alguns resultados preliminares e também
mostraremos a existência da primeira solução usando o Prinćıpio Variacional de Ekeland
[8].

No Caṕıtulo 2 mostraremos a existência da segunda solução, usando o Teorema do
Passo da Montanha em uma versão devido à Willem [18].

Para a completeza deste trabalho, colocaremos em apêndices demonstrações de alguns
resultados que são usados no corpo desta dissertação.

No Apêndice A demonstraremos que o funcional associado ao problema (P ) é de
classe C1. Demonstraremos ainda uma importante desigualdade que ocorre no RN e uma
outra desigualdade envolvendo o ńıvel minimax do funcional I.

No Apêndice B demonstraremos o conhecido Prinćıpio Variacional de Ekeland, o qual
é usado para obter soluções de alguns problemas eĺıpticos via método de minimização de
funcionais. Demonstraremos também o Teorema do Passo da Montanha em uma versão
devido à Willem, para tal faremos uso do Lema de Deformação.

E finalmente, no Apêndice C enunciaremos alguns resultados básicos que estão sendo
usados na dissertação, indicando referências para as consultas das demonstrações caso o
leitor julgue necessário.

No corpo dessa dissertação usaremos as seguintes notações:

•
∫

=

∫
RN

• D1,m = D1,m(RN)
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• Lp = Lp(RN)

• ‖.‖D′ = ‖.‖(D1,m(RN ))′

• ‖.‖ = ‖.‖D1,m(RN )

• |.|p = |.|Lp(RN ) .

• |A| é a medida de Lebesgue do conjunto A
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Caṕıtulo 1

Existência da primeira solução via
Prinćıpio Variacional de Ekeland

Neste caṕıtulo mostraremos a existência da primeira solução do problema (P ) usando o
Prinćıpio Variacional de Ekeland. Para isso, começaremos apresentando alguns resultados
preliminares.

1.1 Resultados Preliminares

Definição 1.1. Uma seqüência {un} ⊂ D1,m é dita uma seqüência de Palais-Smale no
ńıvel c, ou abreviadamente (PS)c, para o funcional I se

I(un) −→ c e I
′
(un) −→ 0.

Lema 1.1. Se {un} é uma seqüência (PS)c para o funcional I, então {un} é limitada, e
{u+

n } também é uma seqüência (PS)c para o funcional I.

Demonstração: Por hipótese {un} é uma seqüência (PS)c para o funcional I, então
I(un) −→ c e portanto {I(un)} é uma seqüência limitada em R, ou seja, existe M ∈ R,
tal que

|I(un)| ≤M ∀n ∈ N (1.1)

e desde que,

I ′(un) −→ 0 quando n→ +∞

segue-se que dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

‖I ′(un)‖D′ < ε ∀n ≥ n0.

Além disso,

−I ′(un)un ≤ |I ′(un)un|
≤ ‖I ′(un)‖D′ ‖un‖
≤ ε ‖un‖ , ∀n ≥ n0.
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Tomando ε < m∗ na última desigualdade acima, obtemos

− 1

m∗ I
′(un)un ≤ ‖un‖ , ∀n ≥ n0. (1.2)

Agora somando membro a membro (1.1) e (1.2), conclúımos que

I(un)− 1

m∗ I
′(un)un ≤M + ‖un‖ . (1.3)

Por outro lado,

I(un) =
1

m

∫
|∇un|m −

λ

q + 1

∫
h(u+

n )q+1 − 1

m∗

∫
(u+

n )m∗
(1.4)

e

1

m∗ I
′(un)un =

1

m∗

[∫
|∇un|m−2∇un∇un − λ

∫
h(u+

n )qun −
∫

(u+
n )m∗−1un

]
=

1

m∗

∫
|∇un|m −

λ

m∗

∫
h(u+

n )q(u+
n − u−n )

− 1

m∗

∫
(u+

n )m∗−1(u+
n − u−n )

=
1

m∗

∫
|∇un|m −

λ

m∗

∫
h(u+

n )q+1 − 1

m∗

∫
(u+

n )m∗
(1.5)

Subtraindo membro a membro (1.4) de (1.5), obtemos

I(un)− 1

m∗ I
′(un)un =

(
1

m
− 1

m∗

)∫
|∇un|m +

(
λ

m∗ −
λ

q + 1

)∫
h(u+

n )q+1

e desde que

1

m
− 1

m∗ =
1

m
− 1

Nm
N−m

=
1

m
− N −m

Nm
=
N −N +m

Nm
=

m

Nm
=

1

N

e (
λ

m∗ −
λ

q + 1

)
= −λ

(
1

q + 1
− 1

Nm
N−m

)
= −λ

(
Nm− (q + 1)(N −m)

Nm(q + 1)

)
= − λ

(q + 1)

(
Nm− (q + 1)(N −m)

Nm

)
= − λ

θ(q + 1)
,

segue-se que

I(un)− 1

m∗ I
′(un)un =

1

N
‖un‖m − λ

θ(q + 1)

∫
h(u+

n )q+1. (1.6)
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Notando que u+
n ≤ |un|, tem-se∫ ∣∣(u+

n )q+1
∣∣ m∗

q+1 =

∫ ∣∣(u+
n )
∣∣m∗

≤
∫
|un|m

∗
< +∞,

ou seja,

(u+
n )q+1 ∈ L

m∗
q+1

e como

h ∈ Lθ e
1

θ
+

1
m∗

q+1

= 1,

segue pela desigualdade de Hölder que∫
h(u+

n )q+1 ≤
(∫

|h|θ
)1/θ (∫ ∣∣(u+

n )q+1
∣∣m∗/q+1

)q+1/m∗

≤ |h|θ |un|q+1
m∗ . (1.7)

De (1.6) e (1.7), obtemos

I(un)− 1

m∗ I
′(un)un ≥

1

N
‖un‖m − λ

θ(q + 1)
|h|θ |un|q+1

m∗ . (1.8)

Da imersão cont́ınua de Sobolev D1,m ↪→ Lm∗
, obtemos uma constante C > 0 tal que

|un|m∗ ≤ C ‖un‖ .

Assim,

|un|q+1
m∗ ≤ Cq+1 ‖un‖q+1 (1.9)

e de (1.8) e (1.9) conclúımos que

I(un)− 1

m∗ I
′(un)un ≥

1

N
‖un‖m −

(
λCq+1

θ(q + 1)
|h|θ
)
‖un‖q+1 .

Fazendo C1 =

(
λCq+1

θ(q + 1)
|h|θ
)
> 0 na desigualdade acima obtém-se

I(un)− 1

m∗ I
′(un)un ≥

1

N
‖un‖m − C1 ‖un‖q+1 (1.10)

e combinando (1.3) e (1.10), teremos

1

N
‖un‖m − C1 ‖un‖q+1 ≤M + ‖un‖ . (1.11)

Agora suponhamos por contradição que a seqüência {un} ⊂ D1,m não seja limitada, então
existe uma subseqüência que ainda denotaremos por {un} tal que

‖un‖ −→ +∞ quando n→ +∞.
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Lembrando que 0 < q < m− 1, então 1 < q + 1 < m, assim, por (1.11)

1

N
≤ M

‖un‖m +
1

‖un‖m−1 +
C1

‖un‖m−(q+1)
.

Agora passando ao limite com n→∞ na desigualdade acima, obtemos

1

N
≤ 0.

O que é contradição, logo {un} é uma seqüência limitada em D1,m. Agora mostraremos
que {u+

n } é uma seqüência (PS)c para o funcional I. De fato, desde que {un} é limitada
em D1,m, a seqüência {u−n } também é limitada em D1,m e sendo I ′(un) um funcional linear
cont́ınuo temos que∣∣I ′(un)u−n

∣∣ ≤ ‖I ′(un)‖ ‖u−n ‖ −→ 0 quando n→ +∞

ou seja,

I ′(un)u−n −→ 0 em R. (1.12)

Por outro lado, da definição de I ′ temos

I ′(un)u−n =

∫
|∇un|m−2∇un∇u−n

= −
∫
|∇u+

n −∇u−n |m−2|∇u−n |2

= −
∫
|∇u−n |m = −‖u−n ‖m. (1.13)

De (1.12) e (1.13), obtemos

‖u−n ‖ −→ 0 em D1,m

o que implica

‖un‖ = ‖u+
n ‖+ on(1). (1.14)

Além disso,

I(un) =
1

m

∫
|∇un|m −

λ

q + 1

∫
h(u+

n )q+1 − 1

m∗

∫
(u+

n )m∗
,

I(u+
n ) =

1

m

∫
|∇u+

n |m −
λ

q + 1

∫
h(u+

n )q+1 − 1

m∗

∫
(u+

n )m∗
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e dáı

|I(un)− I(u+
n )| = | 1

m
‖un‖m − 1

m
‖u+

n ‖m|

=
1

m
| ‖un‖m − ‖u+

n ‖m|.

De onde segue por (1.14) que

I(un) = I(u+
n ) + on(1). (1.15)

Note também que ‖un − u+
n ‖ = ‖u−n ‖ −→ 0 e dáı, da continuidade de I ′, conclúımos

que

I ′(un) = I ′(u+
n ) + on(1). (1.16)

Agora por (1.15) e (1.16) e do fato de {un} ser uma seqüência (PS)c para o funcional I,
conclúımos que

I(u+
n ) −→ c e I ′(u+

n ) −→ 0.

Mostrando que {u+
n } é uma sequência (PS)c para o funcional I, o que conclui a prova do

lema. �

Lema 1.2. Seja {un} uma seqüência (PS)c para o funcional I. Então existe uma
subseqüência

{
unj

}
, tal que

(a) unj
(x) −→ u(x) q.t.p em RN

(b) ∇unj
(x) −→ ∇u(x) q.t.p em RN

(c) u(x) ≥ 0 q.t.p em RN .

Demonstração: De fato, sendo {un} uma seqüência (PS)c para o funcional I, então
pelo Lema 1.1 tem-se que {un} é limitada, ou seja, existe C > 0 tal que

‖un‖ ≤ C ∀n ∈ N.

Desde que D1,m é reflexivo, temos que, a menos de subseqüência,

un ⇀ u em D1,m

e usando a imersão compacta D1,m (BR) ↪→ Ls (BR) com m ≤ s < m∗, obtemos

un −→ u em Ls (BR) .

Em particular,

un|BR
−→ u|BR

em Lm (BR) ∀R > 0.
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Assim, fixado R = 1, existe uma subseqüência u1n ⊂ {un} tal que

u1n(x) −→ u(x) q.t.p em B1.

Usando agora a imersão compacta na seqüência u1n e fixando R = 2, existe uma
subseqüência u2n ⊂ {u1n} tal que

u2n(x) −→ u(x) q.t.p em B2.

Seguindo este mesmo racioćınio, fixando k ∈ N existe ukn ⊂ {un} tal que

ukn(x) −→ u(x) q.t.p em Bk.

Agora vamos mostrar que a seqüência {ujj} é tal que

ujj(x) −→ u(x) q.t.p em RN .

Considere S =
∞⋃

n=1

Sn, onde, Sn = {x ∈ Bk : ukn(x) 6→ u(x)}, então |S| = 0. Seja

x ∈ RN\S e j0 ∈ N tal que x ∈ Bj0 , então

x ∈ Bj para j ≥ j0.

Além disso,

uj0n(x) −→ u(x) em Bj0 .

Como {ujj(x)} é uma subseqüência de {uj0n(x)} para j ≥ j0, podemos concluir que

ujj(x) −→ u(x) q.t.p em RN .

Denotando ainda tal subseqüência por {un} obteremos:

un(x) −→ u(x) q.t.p em RN ,

o que prova (a).

Demonstração(b): Pelo Lema 1.1, temos que {un} é limitada em D1,m e da reflexividade
deste espaço, segue-se que, a menos de subseqüência, un ⇀ u em D1,m. Seja Φ ∈ C∞

0 (RN)
tal que 0 ≤ Φ(x) ≤ 1,∀x ∈ RN e

Φ(x) =

{
1, se x ∈ B1/2(0)
0, se x ∈ Bc

1(0).
Para cada ε > 0 defina

Ψε(x) = Φ

(
x− xj

ε

)
,

onde {xj} é uma seqüência de pontos do RN que será fixada posteriormente.
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Note que se
x− xj

ε
∈ B1/2(0), então |x − xj| < ε/2 e se

x− xj

ε
∈ Bc

1(0), tem-se que

|x− xj| ≥ ε. Assim,

Ψε(x) =

{
1, se x ∈ Bε/2(xj)
0, se x ∈ Bc

ε(xj).
Mostraremos que para cada ε > 0 a seqüência {Ψεun} é limitada em D1,m. De fato

‖Ψεun‖m =

∫
|∇(Ψεun)|m =

∫
|∇unΨε +∇Ψεun|m

≤ 2m

∫
|∇unΨε|m + 2m

∫
|un∇Ψε|m

≤ 2m‖un‖m + 2m

∫
|un|m|∇Ψε|m.

Da desigualdade de Hölder com os expoentes m∗

m
e m∗

m∗−m
, temos

‖Ψεun‖m ≤ 2m‖un‖m + 2m

(∫
|un|m

∗
)m/m∗ (∫

|∇Ψε|
mm∗

m∗−m

)(m∗−m)/m

e da imersão cont́ınua D1,m ↪→ Lm∗
, obtemos

‖Ψεun‖m ≤ C‖un‖m

e desde que {un} é limitada em D1,m, segue-se que {Ψεun} é limitada em D1,m. Assim

I ′(un)(Ψεun) −→ 0 em R.

Por outro lado,

I ′(un)(Ψεun) =

∫
|∇un|m−2∇un∇(Ψεun)− λ

∫
huq

nΨεun −
∫
um∗−1

n Ψεun

=

∫
|∇un|m−2∇un∇Ψεun +

∫
|∇un|m−2∇un∇unΨε

− λ

∫
huq+1

n Ψε −
∫
um∗

n Ψε,

ou seja,∫
|∇un|m−2∇un∇Ψεun +

∫
|∇un|mΨε − λ

∫
huq+1

n Ψε −
∫
um∗

n Ψε = on(1).

Agora passando ao limite na equação acima com n→∞ temos

lim
n→∞

∫
|∇un|m−2∇un∇Ψεun = lim

n→∞

[∫
um∗

n Ψε + λ

∫
huq+1

n Ψε −
∫
|∇un|mΨε

]
. (1.17)

Note que {uq+1
n Ψε} ⊂ Lm∗/q+1, uq+1

n Ψε −→ uq+1Ψε q.t.p em RN e desde que {un} é
limitada em D1,m, segue da imersão cont́ınua de Sobolev D1,m ↪→ Lm∗

que existe C > 0,
tal que ∫

|uq+1
n Ψε|m

∗/q+1 ≤ C ∀n ∈ N,
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além disso, h ∈ Lθ,
m∗

q + 1
> 1 e

q + 1

m∗ +
1

θ
= 1, então do Lema de Brezis-Lieb[Lema C.1]ou

[5]

λ

∫
huq+1

n Ψε −→ λ

∫
huq+1Ψε. (1.18)

Agora afim de mostrar a convergência das integrais

∫
um∗

n Ψε e

∫
|∇un|mΨε, faremos

algumas observações:

i) Dada uma função υ ∈ L1(Ω), definimos uma medida µ̂ : C0(Ω) −→ R da seguinte
forma

µ̂(ω) =

∫
ωυdx ∀ω ∈ C0(Ω),

com µ̂ ∈ M(Ω), onde M(Ω) =

{
µ : C0(Ω) −→ R : ‖µ‖ = sup

‖u‖∞=1

µ(u);u ∈ C0(Ω)

}
,

C0(Ω) = K(Ω)
‖.‖∞

e K(Ω) = {u ∈ C(Ω) : supp(u) ⊂⊂ Ω}. Dessa forma, toda função
em L1(Ω) determina uma medida, assim a menos de identificação υ ∼= µ̂, ou seja

υ(ω) = µ̂(ω) =

∫
ωυdx.

ii) Se u ∈ Lp(Ω), então |u|p ∈ L1(Ω) e assim pela observação acima existe uma medida
µ̂ ∈M(Ω) tal que

µ̂ ∼= υ ∼= |u|p.

Em particular para u ∈ Lm∗
(RN) tem-se que |u|m∗ ∈ L1(RN) e assim |u|m∗ ∼= υ ∈M(RN).

iii) Se {υn} ⊂ L1(RN) é uma sequência limitada, então, a menos de identificação,
{υn} ⊂M(RN) é limitada, assim, a menos de subseqüência, existe υ ∈M(RN) tal que

υn ⇀ υ em M(RN)

isto é

υn(ω) −→ υ(ω) ∀ω ∈ C0(RN)

ou equivalente ∫
ωυndx −→

∫
ωυdx ∀ω ∈ C0(RN).
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iv) Se υ é um funcional linear cont́ınuo sobre C0(RN), então existe uma medida de
conjunto dυ sobre o RN tal que

υ(ω) =

∫
ωhdx =

∫
ωdυ ∀h ∈ L1(RN).

Agora apresentaremos uma relação entre o resultado de Lions [Teorema C.8] e o espaço
M(RN). Considere {un} ⊂ D1,m uma seqüência limitada com un ⇀ u em D1,m. Defina o
funcional νn : C0(Ω) → R, tal que

νn(ω) =

∫
ω|un|m

∗
dx ∀ω ∈ C0(RN),

de (ii), |un|m
∗ ∈ L1(RN) e assim por (i), a menos de identificação, νn

∼= |un|m
∗
em M(RN),

e desde que un é limitada em D1,m segue pela imersão cont́ınua D1,m ↪→ Lm∗
que {|un|m

∗}
é limitada em L1(RN). Assim, a menos de subseqüência, νn ⇀ ν̂ em M(RN), ou seja

νn(ω) −→ ν̂(ω) ∀ω ∈ C0(RN)

e portanto ∫
|un|m

∗
ωdx −→

∫
ν̂ωdx ∀ω ∈ C0(RN). (1.19)

Da mesma forma ∫
|∇un|mωdx −→

∫
µ̂ωdx ∀ω ∈ C0(RN). (1.20)

Além disso, Lions mostrou que as medidas ν̂ e µ̂ são da seguinte forma

ν̂ = |u|m∗
+ ν e µ̂ ≥ |∇u|m + µ, (1.21)

onde ν =
∑
j∈J

νjδxj, µ =
∑
j∈J

µjδxj e µj, νj ∈ [0,+∞), com J sendo finito ou enumerável.

Logo por (1.19), (1.20), (1.21) e por (iv) temos que∫
|un|m

∗
ωdx −→

∫
|u|m∗

ωdx+

∫
ωdν (1.22)

e ∫
|∇un|mωdx −→

∫
|∇u|mωdx+

∫
ωdµ. (1.23)

Desde que un é limitada em D1,m e Ψε ∈ C0(RN), então, existem medidas ν e µ tais que∫
um∗

n Ψε −→
∫
um∗

Ψε +

∫
Ψεdν (1.24)
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e ∫
|∇un|mΨε −→

∫
|∇u|mΨε +

∫
Ψεdµ. (1.25)

Assim, por (1.17),(1.18), (1.24) e (1.25) teremos

lim
n→∞

∫
|∇un|m−2∇un∇Ψεun ≤

∫
um∗

Ψε +

∫
Ψεdν + λ

∫
huq+1Ψε

−
∫
|∇u|mΨε −

∫
Ψεdµ,

e lembrando que supp(Ψε) ⊂ Bε(xj), então

lim
n→∞

∫
|∇un|m−2∇un∇Ψεun ≤

∫
Bε(xj)

um∗
Ψε +

∫
Bε(xj)

Ψεdν + λ

∫
Bε(xj)

huq+1Ψε

−
∫

Bε(xj)

|∇u|mΨε −
∫

Bε(xj)

Ψεdµ.

Note que ∫
Bε(xj)

um∗
Ψε =

∫
um∗

ΨεχBε(xj)(x)

e além disso se ε→ 0

um∗
Ψε(x)χBε(xj)(x) −→ 0 q.t.p em RN

e

|um∗
Ψε(x)χBε(xj)(x)| ≤ |u|m∗ ∈ L1.

Logo pelo Teorema da Comvergência Dominada de Lebesgue∫
Bε(xj)

um∗
Ψε −→ 0 quando ε −→ 0.

De modo análogo ao que fizemos anteriormente conclui-se que∫
Bε(xj)

|∇u|mΨε −→ 0 quando ε −→ 0,

λ

∫
Bε(xj)

huqΨε −→ 0 quando ε −→ 0

e portanto

lim
ε→0

[
lim

n→∞

∫
|∇un|m−2∇un∇Ψεun

]
≤ lim

ε→0

[∫
Bε(xj)

Ψεdν −
∫

Bε(xj)

Ψεdµ

]
. (1.26)
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Afirmação 1.1. lim
ε→0

[
lim

n→∞

∫
|∇un|m−2∇un∇Ψεun

]
= 0.

De fato, note que da desigualdade de Hölder com os expoentes
m

m− 1
e m, obtemos

∣∣∣∣∫ |∇un|m−2∇un∇Ψεun

∣∣∣∣ ≤ (∫ |∇un|m
)m− 1

m
(∫

|∇Ψε|m|un|m
) 1

m

e desde que {un} é limitada em D1,m,Ψε ≡ 1 se x ∈ Bε/2(xj) e supp(Ψε) ⊂ Bε(xj) temos
que

(∫
|∇un|m

)m− 1

m
(∫

|∇Ψε|m|un|m
) 1

m ≤ ‖un‖m−1

(∫
Bε(xj)

|∇Ψε|m|un|m
) 1

m

≤ C

(∫
Bε(xj)\Bε/2(xj)

|un|m|∇Ψε|m
) 1

m

onde C ≥ ‖un‖m−1, ou seja,

∣∣∣∣∫ |∇un|m−2∇un∇Ψεun

∣∣∣∣ ≤ C

(∫
Bε(xj)\Bε/2(xj)

|un|m|∇Ψε|m
) 1

m
. (1.27)

Da imersão cont́ınua D1,m(Ω) ↪→ Lm
loc(Ω) obtemos, a menos de subseqüência,

un −→ u em Lm
loc(Ω).

Portanto, a menos de subseqüência, un(x) −→ u(x) q.t.p em Ω e existe g ∈ Lm
loc(Ω), tal

que |un(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω, onde Ω é um domı́nio limitado do RN . Assim, fazendo
fn(x) = |un(x)|m|∇Ψε(x)|m, conclúımos que

fn(x) −→ f(x) q.t.p em Bε(xj) \Bε/2(xj),

onde f(x) = |u(x)|m|∇Ψε(x)|m. Além disso,

|fn(x)| = |un(x)|m|∇Ψε(x)|m ≤ g(x)m|∇Ψε(x)|m ∈ L1
loc(RN).

Segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

lim
n→∞

∫
Bε(xj)\Bε/2(xj)

|un|m|∇Ψε|m =

∫
Bε(xj)\Bε/2(xj)

|u|m|∇Ψε|m. (1.28)

Portanto de (1.27) e (1.28) podemos concluir que

lim
n→∞

∣∣∣∣∫ |∇un|m−2un∇un∇Ψε

∣∣∣∣ ≤ C

(∫
Bε(xj)\Bε/2(xj)

|u|m|∇Ψε|m
) 1

m

. (1.29)
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Usando novamente a desigualdade de Hölder com os expoentes
N

N −m
e
N

m
no segundo

membro da desigualdade (1.29) teremos

lim
n→∞

∣∣∣∣∫ |∇un|m−2un∇un∇Ψε

∣∣∣∣ ≤ C

(∫
Bε(xj)\Bε/2(xj)

|u|m∗

)N −m

N
(∫

Bε(xj)\Bε/2(xj)

|∇Ψε|N
)m
N

e desde que Bε(xj) \Bε/2(xj) ⊂ Bε(xj) segue-se que

lim
n→∞

∣∣∣∣∫ |∇un|m−2un∇un∇Ψε

∣∣∣∣ ≤ C

(∫
Bε(xj)

|u|m∗

)N −m

N
(∫

Bε(xj)

|∇Ψε|N
)m
N
. (1.30)

Note que pela regra da cadeia temos

∂Ψε(x)

∂xj

=
1

ε

∂Φ

xj

(
x− xj

ε

)
e fazendo y =

x− xj

ε
, implica dx = εdy, além disso, se x ∈ Bε(xj) tem-se y ∈ B1(0),

assim (∫
Bε(xj)

|∇Ψε|N
)m
N

=

(∫
B1(0)

|∇Φ|N
)m
N

de onde obtemos por (1.30) que

lim
n→∞

∣∣∣∣∫ |∇un|m−2un∇un∇Ψε

∣∣∣∣ ≤ C1

(∫
Bε(xj)

|u|m∗

)N −m

N
. (1.31)

Agora, considere a seqüência hε(x) = |u(x)|m∗
χBε(xj)(x), note que se ε→ 0

hε(x) −→ 0 q.t.p em RN

e além disso,

|hε(x)| = |u(x)|m∗|χBε(xj)(x)| ≤ |u(x)|m∗ ∈ L1(RN).

Segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
ε→0

[∫
Bε(xj)

|u|m∗

]
= lim

ε→0

[∫
|u|m∗

χBε(xj)

]
= 0. (1.32)

Portanto decorre de (1.31) e (1.32) que

lim
ε→0

[
lim

n→∞
|
∫
|∇un|m−2un∇un∇Ψε|

]
= 0 (1.33)
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o que prova a afirmação, assim segue de (1.26) que

lim
ε→0

[∫
Bε(xj)

Ψεdν −
∫

Bε(xj)

Ψεdµ

]
≥ 0. (1.34)

Observe ainda que

Ψε(x)χBε(xj)(x) −→ χ(xj)

e

|Ψε(x)χBε(xj)(x)| ≤ 1.

Sendo as medidas de Radon finitas, segue do Teorema da Convergência Dominada de
Lebesgue que∫

Bε(xj)

Ψεdν =

∫
Ψε(x)χBε(xj)(x)dν −→

∫
χ(xj)dν =

∫
{xj}

dν quando ε→ 0.

Do mesmo modo tem-se que∫
Bε(xj)

Ψεdµ −→
∫
{xj}

dµ quando ε→ 0.

Logo, por (1.34), conclúımos que ∫
{xj}

dν ≥
∫
{xj}

dµ

ou seja

ν({xj}) ≥ µ({xj}). (1.35)

Além disso,

ν({xj}) =

∫
{xj}

dν =

∫
{xj}

Ψεdν = νjΨε(xj) = νj,

e do Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions [Teorema C.8], temos

µj({xj}) ≥ Sν
m/m∗

j ({xj}),

e por (1.35)

νj ≥ Sν
m/m∗

j

e portanto

νj ≥ SN/m

implicando que νj 6→ 0 e sendo
∑
j∈J

ν
m/m∗

j < ∞ conclúımos que J é finito ou vazio. De

fato, se J não fosse finito, então
∑
j∈J

ν
m/m∗

j seria convergente e νj −→ 0, o que seria uma

contradição.

Agora estudaremos os seguintes casos
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(a’) O conjunto J é finto, ou seja, existe uma quantidade finita de ı́ndices j tal que νj > 0

(b’) νj = 0, para todo j ∈ J .

Caso (a’)
Seja ε0 > 0 tal que B1/2ε0(0) ⊃ {x1, x2, ..., xR} e Bε0(xj)∩Bε0(xi) = φ para todo i 6= j,

onde R é a quantidade de ı́ndices j tais que νj > 0. Defina ϕε(x) = Φ(εx)−
R∑

i=1

Φ(
x− xj

ε
)

onde, 0 < ε < ε0, dessa forma teremos

ϕε(x) =


1, se x ∈

R⋃
j=1

Bε/2(xj)

0, se x ∈ Aε = B1/2ε(0)\
R⋃

j=1

Bε(xj),

isso de fato ocorre, pois se x ∈
R⋃

j=1

Bε/2(xj) então x ∈ B1/2ε(0).

Agora fixando ρ, ε > 0 com 0 < ε < ρ < ε0, defina

Gn(x) = (|∇un|m−2∇un − |∇u|m−2∇u)(∇un −∇u)(x)

ou ainda

Gn(x) = |∇un(x)|m − |∇un(x)|m−2∇un(x)∇u(x)− |∇u(x)|m−2∇u(x)∇un(x)

+ |∇u(x)|m

considerando que Aρ ⊂ Aε então ∫
Aρ

Gn =

∫
Aε

Gnϕε

e dáı fazendo x = ∇un e y = ∇u na primeira desigualdade do Lema A.1[ver Apêndice A],
obtemos

〈|∇un|m−2∇un − |∇u|m−2∇u,∇un −∇u〉 ≥ Cm |∇un −∇u|m

de onde conclúımos que Gn ≥ 0, assim∫
Aρ

Gn =

∫
Aε

Gnϕε ≤
∫
Gnϕε

=

∫
|∇un|mϕε −

∫
|∇un|m−2ϕε∇un∇u−

∫
|∇u|m−2ϕε∇un∇u

+

∫
|∇u|mϕε = Λ.
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Note que

Λ =

∫
(|∇un|mϕε − λh(u+

n )q+1ϕε − (u+
n )m∗

ϕε)

−
∫

(|∇un|m−2∇un∇uϕε − λh(u+
n )quϕε − (u+

n )m∗−1uϕε)

−
∫

(|∇un|m−2∇un∇uϕε − |∇u|mϕε)

+

∫
(λh(u+

n )q+1ϕε + (u+
n )m∗

ϕε − λh(u+
n )quϕε − (u+

n )m∗−1uϕε).

Considere

I1 =

∫
(|∇un|mϕε − λh(u+

n )q+1ϕε − (u+
n )m∗

ϕε),

I2 =

∫
(|∇un|m−2∇un∇uϕε − λh(u+

n )quϕε − (u+
n )m∗−1uϕε),

I3 =

∫
(|∇un|m−2∇un∇uϕε − |∇u|mϕε)

e

I4 =

∫
(λh(u+

n )q+1ϕε + (u+
n )m∗

ϕε − λh(u+
n )quϕε − (u+

n )m∗−1uϕε).

Vamos agora estimar cada Ij com j = 1, ..., 4.
1o) caso: Note que

I ′(un)unϕε =

∫
(|∇un|mϕε − λh(u+

n )q+1ϕε − (u+
n )m∗

ϕε) +

∫
|∇un|m−2∇un∇ϕεun.

ou seja

I1 = I ′(un)unϕε −
∫
|∇un|m−2∇un∇ϕεun.

Desde que {unϕε} é limitada em D1,m e I ′(un) −→ 0, temos que

lim
n→∞

I1 = − lim
n→∞

[∫
|∇un|m−2∇un∇ϕεun

]
. (1.36)

Passando ao limite com ε→ 0 em (1.36), obtemos

lim
ε→0

[
lim

n→∞
I1

]
= − lim

ε→0

[
lim

n→∞

∫
|∇un|m−2∇un∇ϕεun

]
= 0.

Portanto

lim
n→∞

I1 = oε(1). (1.37)
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2o) caso: Observando que

I2 = I ′(un)uϕε −
∫
|∇un|m−2∇un∇ϕεu

e procedendo de maneira análoga ao que fizemos anteriormente teremos

lim
n→∞

I2 = oε(1). (1.38)

3o) Caso: Considere F (w) =
∫
|∇u|m−2∇u∇wϕε, com w ∈ D1,m, note que F é um

funcional linear cont́ınuo e desde que un ⇀ u em D1,m, então∫
|∇u|m−2∇u∇unϕε −→

∫
|∇u|mϕε

e dáı

lim
n→∞

I3 = 0. (1.39)

4o) Caso: Da mesma forma que provamos que λ

∫
huq+1

n Ψε −→ λ

∫
huq+1Ψε, mostra-

se que

λ

∫
(u+

n )q+1ϕε −→ λ

∫
huq+1ϕε, (1.40)

λ

∫
(u+

n )quϕε −→ λ

∫
huq+1ϕε e (1.41)

λ

∫
(u+

n )m∗−1uϕε −→ λ

∫
hum∗

ϕε. (1.42)

Agora aplicando novamente o Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions
[Teorema C.8], mostra-se que

∫
(u+

n )m∗
ϕε −→

∫
um∗

ϕε. (1.43)

De (1.40), (1.41), (1.42) e (1.43), obtemos

lim
n→∞

I4 = 0.

Assim,

lim
ε→0

[
lim

n→∞

∫
Aρ

Gn

]
= lim

ε→0
oε(1) = 0
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e conclúımos que

lim
n→∞

∫
Aρ

Cm|∇un −∇u|m = 0

implicando que

∂un

∂xi

−→ ∂u

∂xi

em Lm(Aρ).

Assim a menos de subseqüência

∂un

∂xi

−→ ∂u

∂xi

q.t.p em Aρ,

e desde que ρ é arbitrário, então usando argumento diagonal conclúımos que

∂un

∂xi

−→ ∂u

∂xi

q.t.p em RN .

Caso (b’) ν = 0,∀j ∈ J .
Nesse caso ϕε se reduz a

ϕε = Φ(εx)

e

Aρ = B1/2ρ(0)

e repetindo os mesmos argumentos aplicados no caso (a’) obtemos

∂un

∂xi

−→ ∂u

∂xi

q.t.p em RN .

O que prova a parte (b) do teorema.

Para provar a parte (c) é suficiente provar que u+
n (x) −→ u(x) q.t.p em RN . De fato,

|u+
n (x)− u(x)| = |un(x) + u−n (x)− u(x)|

≤ |un(x)− u(x)|+ |u−n (x)| −→ 0

logo,

u+
n (x) −→ u(x) q.t.p em RN

e portanto

u(x) ≥ 0 q.t.p em RN .

�
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Lema 1.3. Se {un} é uma seqüência (PS)c para o funcional I com un ⇀ u em D1,m,
então I ′ (u) = 0, e existe uma constante M > 0 dependendo de N,m, q, |h|Lθ e θ, tal que

I (u) ≥ −Mλθ.

Demonstração: Sendo {un} uma seqüência (PS)c, para o funcional I, com un ⇀ u,
então do Lema 1.2, podemos obter uma subseqüência, que ainda denotaremos por un,
satisfazendo

un(x) −→ u(x) q.t.p em RN , (1.44)

∂un(x)

∂xi

−→ ∂u(x)

∂xi

q.t.p em RN (1.45)

e

un(x), u(x) ≥ 0 q.t.p em RN . (1.46)

Pelo Lema 1.1, tem-se que {un} é limitada em D1,m, ou seja, existe uma constante
C1 > 0 tal que

‖un‖ ≤ C1 ∀n ∈ N (1.47)

e do fato de {un} ser uma seqüência (PS)c, para o funcional I, segue-se que

|I ′(un)v| ≤ ‖I ′(un)‖ ‖v‖ −→ 0 ∀v ∈ D1,m

de onde conclúımos que

I ′(un)v =

∫
|∇un|m−2∇un∇v − λ

∫
huq

nv −
∫
um∗−1

n v = on(1). (1.48)

Considere a seqüência

gn(x) = |∇un(x)|m−2 ∂un(x)

∂xi

(1.49)

segue de (1.45) e (1.47)que

gn(x) −→ g(x) = |∇u(x)|m−2 ∂u(x)

∂xi

q.t.p em RN (1.50)

e ∫
|gn(x)|m/m−1 =

∫
|∇un|m = ‖un‖m ≤ Cm

1 ∀n ∈ N.

Desde que m ≥ 2 então m/m− 1 > 1 e como 1
m

+ m−1
m

= 1, segue do Lema de Brezis-Lieb
[Lema C.1] ou [5] que ∫

gn(x)v −→
∫
g(x)v ∀v ∈ Lm. (1.51)

29



Note que se v ∈ D1,m, tem-se que
∂v

∂xi

∈ Lm, então segue de (1.50) e (1.51) que

∫
|∇un(x)|m−2 ∂un(x)

∂xi

∂v(x)

∂xi

−→
∫
|∇u(x)|m−2 ∂u(x)

∂xi

∂v(x)

∂xi

∀v ∈ D1,m

o que implica ∫
|∇un|m−2∇un∇v −→

∫
|∇u|m−2∇u∇v ∀v ∈ D1,m. (1.52)

Considere agora a seqüência

fn(x) = un(x)q

temos por (1.44) que fn(x) −→ f(x) q.t.p em RN , onde f(x) = u(x)q, além disso da
imersão cont́ınua de Sobolev D1,m ↪→ Lm∗

existe uma constante C2 tal que

|un|m∗ ≤ C2‖un‖

assim ∫
|fn(x)|

m∗
q = |un|m

∗

m∗ ≤ Cm∗

2 ‖un‖m∗ ≤ K ∀n ∈ N

onde K = (C1C2)
m∗

> 0. Note que h ∈ Lθ, uq
n ∈ L

m∗
q , 1

θ
+ q

m∗ + 1
m∗ = 1 e m∗

q
> 1, assim

do Lema de Brezis-Lieb [Lema C.1] ou [5]∫
huq

nv −→
∫
huqv ∀v ∈ D1,m. (1.53)

Seja agora a seqüência

ϕn(x) = un(x)m∗−1

segue novamente por (1.44) e pela imersão cont́ınua de Sobolev D1,m ↪→ Lm∗
que

ϕn(x) −→ ϕ(x) = u(x)m∗−1 q.t.p em RN

e ∫
|ϕn(x)|

m∗
m∗−1 =

∫
|un(x)|m∗

= |un|m
∗

m∗ ≤ K ∀n ∈ N.

Note que un ∈ Lm∗
, m∗−1

m∗ + 1
m∗ = 1 e m∗

m∗−1
> 1. Assim, do Lema de Brezis-Lieb [Lema

C.1]ou [5] ∫
um∗−1

n v −→
∫
um∗−1v ∀v ∈ D1,m. (1.54)
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De (1.52), (1.53),(1.54) e da unicidade do limite, obtemos∫
|∇u|m−2∇u∇v − λ

∫
huqv −

∫
um∗−1v = 0 ∀v ∈ D1,m, (1.55)

de onde conclúımos que

I ′(u)v = 0 ∀v ∈ D1,m

conseqüentemente,

I ′(u) = 0 (1.56)

Agora fazendo v = u em (1.55) segue que

‖u‖m = λ

∫
huq+1 +

∫
um∗

,

de onde obtemos

I(u) =
1

m

∫
|∇u|m − λ

q + 1

∫
huq+1 − 1

m∗

∫
um∗

=
1

m

[
λ

∫
huq+1 +

∫
um∗

]
− λ

q + 1

∫
huq+1 − 1

m∗

∫
um∗

= λ

(
1

m
− 1

q + 1

)∫
huq+1 +

(
1

m
− 1

m∗

)∫
um∗

. (1.57)

E desde de que, 0 < q < m − 1 ⇒ 1 < q + 1 < m ⇒
(

1
m
− 1

q+1

)
< 0 e sendo λ > 0

segue-se que

λ

(
1

m
− 1

q + 1

)
< 0. (1.58)

Além disso, h ∈ Lθ, uq+1 ∈ L
m∗
q+1 e

1

θ
+

1
m∗

q+1

= 1. Então, usando a desigualdade de Hölder,

tem-se que ∫
huq+1 ≤ |h|θ |u|

q+1
m∗

e por (1.58) teremos

λ

(
1

m
− 1

q + 1

)∫
h(u+)q+1 ≥ λ

(
1

m
− 1

q + 1

)
|h|θ |u|

q+1
m∗ . (1.59)

Usando agora (1.57) e (1.59) obtemos

I(u) ≥ λ

(
1

m
− 1

q + 1

)
|h|θ |u|

q+1
m∗ +

(
1

m
− 1

m∗

)∫
um∗

≥ − λ

q + 1
|h|θ |u|

q+1
m∗ +

1

N
|u|m

∗

m∗ .
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Note que para ε > 0, temos

λ |h|θ |u|
q+1
m∗ = ε |u|q+1

m∗
λ

ε
|h|θ

e dáı usando a desigualdade de Young com os expoentes θ e m∗

q+1
teremos

λ |h|θ |u|
q+1
m∗ ≤

(q + 1)εm
∗/q+1

m∗ |u|m
∗

m∗ +
λθ

θεθ
|h|θθ

e portanto

I(u) ≥ − |h|θθ
(q + 1)θεθ

λθ − εm
∗/q+1

m∗ |u|m
∗

m∗ +
1

N
|u|m

∗

m∗

= − |h|θθ
(q + 1)θεθ

λθ +

(
1

N
− εm

∗/q+1

m∗

)
|u|m

∗

m∗ .

Escolhendo ε =
(

m∗

N

)q+1/m∗
, teremos

I(u) ≥ − |h|θθ
θ(q + 1)(m∗

N
)θ(q+1)/m∗ λ

θ,

fazendo M =
|h|θθ

θ(q + 1)(m∗

N
)θ(q+1)/m∗ > 0, temos o resultado. �

Lema 1.4. Seja {un} ⊂ D1,m uma seqüência(PS)c para o funcional I com

c <
1

N
SN/m −Mλθ,

com S a melhor constante de Sobolev para a imersão D1,m ↪→ Lm∗
e M > 0 a constante

obtida no Lema 1.3. Então, existe uma subseqüência
{
unj

}
que converge forte em D1,m.

Demonstração: Sendo {un} uma seqüência (PS)c, então pelo Lema 1.1, {un} é uma
seqüência limitada em D1,m e como D1,m é um espaço de Banach reflexivo, segue-se que,
a menos de subseqüência, un ⇀ u em D1,m. Assim, do Lema 1.2, existe uma subseqüência
que ainda denotaremos por {un} e uma função u ∈ D1,m tal que

un(x) −→ u(x) q.t.p em RN

e

∂un(x)

∂xi

−→ ∂u(x)

∂xi

q.t.p em RN .

Então, do Teorema de Brezis-Lieb [Teorema C.10], obtemos

‖un‖m = ‖u‖m + ‖un − u‖m + on(1) (1.60)
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e

|un|m
∗

m∗ = |u|m
∗

m∗ + |un − u|m
∗

m∗ + on(1). (1.61)

Considere wn = un − u, então decorre de (1.60) e (1.61) que

‖wn‖m = ‖un‖m − ‖u‖m + on(1) (1.62)

e

|wn|m
∗

m∗ = |un|m
∗

m∗ − |u|m
∗

m∗ + on(1). (1.63)

Além disso, h ∈ Lθ, uq+1
n ∈ L

m∗
q+1 , uq+1

n → uq+1 q.t.p em RN e
1

θ
+

1
m∗

q+1

= 1. Note também

que

0 < q < m− 1 ⇒ (q + 1)(N −m) < m(N −m) < Nm

ou seja

(q + 1) <
Nm

(N −m)
= m∗ ⇒ m∗

q + 1
> 1.

Por outro lado, decorre da limitação de {un} e da imersão cont́ınua de Sobolev D1,m ↪→
Lm∗

, que existe C > 0, tal que∫ ∣∣uq+1
n

∣∣ m∗
q+1 = |un|m

∗

m∗ ≤ C ∀n ∈ N.

Portanto do Lema de Brezis-Lieb [Lema C.1] ou [5]∫
huq+1

n →
∫
huq+1 em R,

de onde segue que ∫
huq+1

n −
∫
huq+1 = on(1). (1.64)

Agora, notando que

I ′(un)un = ‖un‖m − λ

∫
huq+1

n −
∫
um∗

n (1.65)

e

I ′(u)u = ‖u‖m − λ

∫
huq+1 −

∫
um∗

. (1.66)

Obteremos da subtração de (1.65) e (1.66) que

I ′(un)un − I ′(u)u = ‖un‖m − ‖u‖m − λ

[∫
huq+1

n −
∫
huq+1

]
−

[
|un|m

∗

m∗ − |u|m
∗

m∗

]
(1.67)
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logo, usando (1.62), (1.63), (1.64) e o fato de {un} ser uma seqüência (PS)c para o
funcional I, segue-se por (1.67) que

‖wn‖m = |wn|m
∗

m∗ + on(1). (1.68)

Por outro lado,

I(un) =
1

m
‖un‖m − λ

q + 1

∫
huq+1

n − 1

m∗

∫
um∗

n

e

I(u) =
1

m
‖u‖m − λ

q + 1

∫
huq+1 − 1

m∗

∫
um∗

,

assim,

I(un)− I(u) =
1

m
[‖un‖m − ‖u‖m]− λ

q + 1

[∫
huq+1

n −
∫
huq+1

]
− 1

m∗

[
|un|m

∗

m∗ − |u|m
∗

m∗

]
,

de onde segue novamente por (1.62), (1.63), (1.65) e do fato de {un} ser uma seqüência
(PS)c para o funcional I, que

1

m
‖wn‖m − 1

m∗ |wn|m
∗

m∗ = c− I(u) + on(1). (1.69)

Relembrando que {un} é limitada em D1,m, então a seqüência {‖un‖} é limitada em R e
sendo wn = un − u, tem-se que {‖wn‖} também é limitada em R. Assim, do Teorema de
Bolzano Weierstrass, existe l ≥ 0 tal que a menos de subseqüência

‖wn‖m → l, em R (1.70)

e assim, conclúımos por (1.68) e (1.70) que

|wn|m
∗

m∗ → l, em R. (1.71)

Observando que

S = inf


∫
|∇u|m(∫

|u|m
∗
)m/m∗ | u ∈ D1,m, u 6= 0


segue que ∫

|∇wn|m ≥ S

(∫
|wn|m

∗
)m/m∗
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ou seja,

‖wn‖m ≥ S
(
|wn|m

∗

m∗

)m/m∗

(1.72)

e deduzimos por (1.70), (1.71) e (1.72) que

l ≥ Slm/m∗
. (1.73)

Agora afirmamos que l = 0. Realmente, se l > 0, então por (1.73)

S ≤ l

lm/m∗

≤ l
m∗−m

m∗

e observando que

m∗ −m

m∗ =

Nm
(N−m)

−m
Nm

(N−m)

=

Nm−Nm+m2

(N−m)

Nm
(N−m)

=
m2

Nm
=
m

N

então,

S ≤ lm/N ,

logo,

l ≥ SN/m. (1.74)

Assim, por (1.69), (1.70) e (1.71) teremos

1

m
l − 1

m∗ l = c− I(u),

ou seja, (
1

m
− 1

m∗

)
l = c− I(u),

ou ainda,

1

N
l = c− I(u). (1.75)

De onde obtemos por (1.74), (1.75) e pelo Lema 1.3 que

c ≥ 1

N
SN/m −Mλθ,

contrariando a hipótese. Assim l = 0 e conclúımos que

‖wn‖ −→ 0 ⇐⇒ ‖un − u‖ −→ 0 em R.

Portanto

un −→ u em D1,m,

concluindo a prova do lema. �
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1.2 Existência da primeira solução via Prinćıpio

Variacional de Ekeland

Teorema 1.1. Existe λ∗1 > 0 tal que para todo λ ∈ (0, λ∗1), existe u1 ∈ D1,m solução fraca
do problema (P ) com I(u1) < 0.

Demonstração: Desde que o funcional I : D1,m −→ R dado por

I(u) =
1

m

∫
|∇u|m − λ

q + 1

∫
h(u+)q+1 − 1

m∗

∫
(u+)m∗

é cont́ınuo, temos que I é semicont́ınuo inferiormente.
Agora mostraremos que o funcional I é limitado inferiormente em uma bola fechada.

Realmente, sendo u+ ≤ |u|, segue-se que

I(u) ≥ 1

m
‖u‖m − λ

q + 1

∫
h |u|q+1 − 1

m∗ |u|
m∗

m∗ . (1.76)

Além disso, pela desigualdade de Hölder

∫
h |u|q+1 ≤

(∫
|h|θ
)1/θ

{(∫
|u|m

∗
)1/m∗}q+1

= |h|θ |u|
q+1
m∗ . (1.77)

Assim por (1.76) e (1.77), tem-se

I(u) ≥ 1

m
‖u‖m − λ

q + 1
|h|θ |u|

q+1
m∗ −

1

m∗ |u|
m∗
. (1.78)

Da imersão cont́ınua de Sobolev D1,m ↪→ Lm∗
obtemos uma constante positiva C1 tal que

|u|q+1
m∗ ≤ Cq+1

1 ‖u‖q+1 (1.79)

e

|u|m
∗

m∗ ≤ Cm∗

1 ‖u‖m∗
. (1.80)

Assim por (1.78), (1.79) e (1.80) conclui-se que

I(u) ≥ 1

m
‖u‖m − λCq+1

1

q + 1
|h|θ ‖u‖

q+1 − Cm∗
2

m∗ ‖u‖
m∗
. (1.81)

Fazendo C2 = Cq+1
1 |h|θ , C3 = Cm∗

1 e fixando ρ = ‖u‖, temos que

I(u) ≥
(

1

m
ρm − C3

m∗ρ
m∗
)
− λC2

q + 1
ρq+1. (1.82)
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Considerando ρ <

(
m∗

2C3m

)1/m∗−m

, temos que

(
1

m
ρm − C3

m∗ρ
m∗
)
>
ρm

2m

de onde obteremos por (1.82) que

I(u) ≥ ρm

2m
− λC2

q + 1
ρq+1.

Note que
ρm

2m
− λC2

q + 1
ρq+1 > 0 se, e somente se

λ <
(q + 1)

2C2m
ρm−(q+1).

Logo, podemos escolher λ∗1 =
(q + 1)

4C2m
ρm−(q+1) e então obteremos

I(u) ≥ ρm

4m
= γ > 0 ∀λ ∈ (0, λ∗1) com ‖u‖ = ρ.

Isso mostra que I é limitado inferiormente em ∂Bρ(0). Por outro lado

−I(u) ≤ |I(u)| =

∣∣∣∣ 1

m
‖u‖m − λ

q + 1

∫
h(u+)q+1 − 1

m∗

∫
(u+)m∗

∣∣∣∣
≤ 1

m
‖u‖m +

λ

q + 1

∫
h|u|q+1 +

1

m∗ |u|
m∗

m∗ .

Usando novamente a desigualdade de Hölder e a imersão cont́ınua de sobolev D1,m ↪→ Lm∗

teremos

−I(u) ≤ 1

m
‖u‖m +

λCq+1
1 |h|θ
q + 1

‖u‖q+1 +
Cm∗

1

m∗ ‖u‖
m∗
.

Assim se ‖u‖ ≤ ρ, então

−I(u) ≤ 1

m
ρm +

λCq+1
1 |h|θ
q + 1

ρq+1 +
Cm∗

1

m∗ ρ
m∗

= K.

e assim

I(u) ≥ −K,

onde K = K(m, ρ, λ, q,m∗, |h|θ), mostrando que I é limitado inferiormente, para toda
u ∈ Bρ(0). Então, pelo Postulado de Dedekind, existe γ0 ∈ R, tal que

γ0 = inf
{
I(u) | u ∈ Bρ(0)

}
.
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Afirmamos que γ0 < 0. De fato, fixando ϕ ∈ C∞
0 (RN) e ϕ > 0, mostraremos que existe

t0 > 0 tal que

I(t0ϕ) < 0 e ‖t0ϕ‖ ≤ ρ.

Além disso, decorre da definição do funcional I, que

I(tϕ) =
1

m
‖tϕ‖m − λ

q + 1

∫
htq+1ϕq+1 − 1

m∗

∫
tm

∗
ϕm∗

=
tm

m
‖ϕ‖m − λtq+1

q + 1

∫
hϕq+1 − tm

∗

m∗

∫
ϕm∗

≤ tm

m
‖ϕ‖m − λtq+1

q + 1

∫
hϕq+1.

Como queremos I(tϕ) < 0 e ‖tϕ‖ ≤ ρ, então basta escolher

t0 < min

{(
mλ

(q + 1)‖ϕ‖m

∫
hϕq+1

)1/m−(q+1)

,
ρ

‖ϕ‖

}

assim, I(t0ϕ) < 0 e portanto

γ0 ≤ I(t0ϕ) < 0.

Considere o espaço X = Bρ(0), munido com a métrica d(u, v) = ‖u− v‖ ∀u, v ∈ X. Note

que X é um espaço métrico completo, e o funcional I : Bρ(0) −→ R é semicontinuo

inferiormente e limitado inferiormente em X. Além disso, sejam ε =
1

n
> 0 e λ = 1 > 0

dados, desde que γ0 é o ı́nfimo, então existe u ∈ Bρ(0), tal que

I(u) ≤ γ0 +
1

n
. (1.83)

Assim, pelo Prinćıpio Variacional de Ekeland (Teorema B.1) ou [8], para cada n ∈ N
existe un ∈ Bρ(0), tal que

(a) I(un) ≤ I(u)

(b) d(un, u) ≤ 1

(c) I(un) < I(w) +
1

n
d(un, w),∀un, w ∈ Bρ(0) com un 6= w.

Assim de (a) e (1.83), obtemos

I(un) ≤ γ0 +
1

n
,∀n ∈ N. (1.84)

Passando ao limite em (1.84) com n→ +∞, conclúımos que

I(un) −→ γ0 < 0 (1.85)
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Agora mostraremos que un ∈ int(Bρ(0)). De fato, se un ∈ ∂Bρ(0) então, ‖un‖ = ρ,∀n ∈ N
e assim

I(un) ≥ γ > 0 ∀n ∈ N

e dáı

γ0 ≥ γ > 0,

portanto un ∈ int(Bρ(0)).
Seja agora Φ ∈ D1,m \ {0} com ‖Φ‖ ≤ 1, então para cada n ∈ N fixado existe δ0 > 0

dependendo de n, tal que

w = un + δΦ ∈ Bρ(0) ∀δ ∈ (0, δ0).

Assim por (c)

I(un) < I(un + δΦ) +
1

n
‖δΦ‖ ≤ I(un + δΦ) +

δ

n
,

ou seja

− 1

n
<
I(un + δΦ)− I(un)

δ

logo,

lim sup
δ→0

− 1

n
≤ lim sup

δ→0

I(un + δΦ)− I(un)

δ

e portanto

− 1

n
≤ lim

δ→0

I(un + δΦ)− I(un)

δ
= I ′(un)Φ ∀Φ ∈ B1(0). (1.86)

Além disso, temos que −Φ ∈ B1(0), então

− 1

n
≤ I ′(un)(−Φ) ∀Φ ∈ B1(0)

o que implica

− 1

n
≤ −I ′(un)(Φ) ∀Φ ∈ Bρ(0)

dáı,

I ′(un)(Φ) ≤ 1

n
∀Φ ∈ B1(0). (1.87)

Decorre de (1.86) e (1.87) que

|I ′(un)(Φ)| < 1

n
∀n ∈ N,
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ou seja,

sup
‖Φ‖≤1

|I ′(un)(Φ)| < 1

n
∀n ∈ N,

mostrando que

‖I ′(un)‖ < 1

n
∀n ∈ N

de onde conclúımos que

I ′(un) −→ 0 quando n −→ +∞, (1.88)

portanto de (1.85) e (1.88), conclui-se que {un} é uma seqüência (PS)γ0 .

Agora considere λ∗1 =

(
1

MN
SN/m

)1/θ

> 0, assim

γ0 < 0 <
1

N
SN/m −Mλθ ∀λ ∈ (0, λ∗1) .

Então, do Lema 1.4, existe uma subseqüência que ainda denotaremos por {un} e uma
função u1 ∈ D1,m tal que

un −→ u1 em D1,m. (1.89)

Assim, por (1.89) e pela continuidade de I e I ′, obtemos:

I(un) −→ I(u1) em R (1.90)

e

I ′(un) −→ I ′(u1) em R. (1.91)

De (1.85), (1.87), (1.89) e (1.90) da unicidade do limite, segue-se que

I ′(u1) = 0 e I(u1) = γ0 < 0.

Mostrando que u1 é ponto cŕıtico do funcional I e portanto solução fraca do problema
(P ), o que completa a prova do teorema. �
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Caṕıtulo 2

Existência da segunda solução via
Teorema do Passo da Montanha

Neste caṕıtulo mostraremos a existência de uma segunda solução para o problema (P ),
para isso usaremos o Teorema do Passo da Montanha em uma versão devido à Willem
[18].

Teorema 2.1. Existe λ∗2 > 0 tal que para todo λ ∈ R com 0 < λ < λ∗2, existe u2 ∈ D1,m

solução fraca do problema (P ) com I(u2) > 0.

Demonstração: Mostraremos que o funcional I, satisfaz as hipóteses (H1) e (H2) do
Teorema B.2 [ver Apêndice B]. De fato, por definição I(0) = 0 e procedendo de maneira

análoga ao que fizemos no Caṕıtulo 1, obtemos números positivos δ1 =
(q + 1)

4C2m
ρm−(q+1),

ρ e α, tais que

I(u) ≥ 1

4m
ρm = α > 0, com ‖u‖ = ρ ∀λ ∈ (0, δ1),

o que prova (H1) .

Agora fixando ϕ ∈ C∞
0 (RN), com ϕ > 0 temos que

I(tϕ) =
1

m

∫
|∇tϕ|m − λ

q + 1

∫
htq+1ϕq+1 − 1

m∗

∫
tm

∗
ϕm∗

≤ tm

m
‖ϕ‖m − tm

∗

m∗

∫
|ϕ|m

∗
, (2.1)

e observando que m < m∗, então passando ao limite em (2.1) com t→ +∞, tem-se que

I(tϕ) −→ −∞.

Logo, existe e = t0ϕ, tal que ‖e‖ > ρ e

I(e) < 0,

e portanto I satisfaz (H2). Então, pelo Teorema do Passo da Montanha [Teorema B.2] ou

[2], para cada ε =
1

n
> 0, existe un ∈ D1,m tal que
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(i) γ1 −
2

n
≤ I(un) ≤ γ1 +

2

n

(ii) ‖I ′(un)‖ < 2

n

onde

0 < γ1 = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

e

Γ =
{
γ ∈ C([0, 1];D1,m) : γ(0) = 0, γ(1) = e

}
.

Assim passando ao limite em (i) e (ii) com n→ +∞, obteremos

I(un) −→ γ1 e I ′(un) −→ 0. (2.2)

Portanto a seqüência {un} é (PS)γ1 .

Afirmação 2.1. Existe λ∗2 > 0 tal que, para a constante M obtida no Lema 1.3, tem-se
que

0 < γ1 <
1

N
SN/m −Mλθ ∀λ ∈ (0, λ∗2).

Assumindo essa afirmação por um momento, então pelo Lema 1.4 existe uma
subseqüência que ainda denotaremos por {un} e uma função u2 ∈ D1,m tal que

un → u2. (2.3)

Agora usando a continuidade de I e I ′, segue-se de (2.3) que

I(un) → I(u2) (2.4)

e

I ′(un) → I ′(u2). (2.5)

Portanto de (2.2), (2.4), (2.5) e da unicidade do limite

I ′(u2) = 0 e I(u2) = γ1 > 0.

Mostrando que u2 é ponto cŕıtico do funcional I e portanto solução fraca do problema
(P ). �
Prova da Afirmação 2.1: Considere ϕ ∈ D1,m a ser fixada posteriormente. Temos que

I(tϕ) ≤ tm

m
‖ϕ‖m − λtq+1

q + 1

∫
hϕq+1.
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Desde que q + 1 < m, existe t0 ∈ (0, 1) tal que

I(tϕ) < 0, ∀t ∈ (0, t0).

Escolhendo agora δ2 =
(

1
MN

SN/m
)1/θ

> 0, temos que

1

2

(
1

N
SN/m −Mλθ

)
> 0 ∀λ ∈ (0, δ2).

Dáı,

I(tϕ) <
1

2

(
1

N
SN/m −Mλθ

)
∀t ∈ (0, t0).

Logo

sup
0≤t≤t0

I(tϕ) <
1

N
SN/m −Mλθ ∀λ ∈ (0, δ2).

Note agora que definindo g(t) = tm

m
− tm

∗

m∗ , temos que lim
t→0+

g(t) = 0, g(t) > 0 para t > 0

suficientemente pequeno e lim
t→+∞

g(t) = −∞. Assim g tem um ponto de máximo, além

disso, g′(t) = tm−1 − tm
∗−1 e g′(t) = 0 se, e somente se, t=1. Dáı

g(t) ≤ max
t≥0

g(t) = g(1) =
1

N
∀t ≥ 0. (2.6)

Além disso,

I(tϕ) =
tm

m
‖ϕ‖m − λtq+1

q + 1

∫
hϕq+1 − tm

∗

m∗

∫
ϕm∗

. (2.7)

Agora, para x ∈ RN , considere a função

ϕ(x) =

[
N
(

N−m
m−1

)m−1
](N−m)/m2

[
1 + |x|m/(m−1)

]N−m
m

.

Então, usando argumentos encontrados em [9]ou [17], temos

‖ϕ‖m = |ϕ|m
∗

m∗ = SN/m. (2.8)

Logo, por (2.6), (2.7) e (2.8), obtemos

I(tϕ) =

(
tm

m
− tm

∗

m∗

)
SN/m − λtq+1

q + 1

∫
hϕq+1

≤ 1

N
SN/m − λtq+1

0

q + 1

∫
hϕq+1 ∀t ≥ t0.
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Assim escolhendo δ3 =

(
tq+1
0

M(q + 1)

∫
hϕq+1

)1/(θ−1)

teremos para todo t ≥ t0

I(tϕ) ≤ 1

2

(
1

N
SN/m −Mλθ

)
∀λ ∈ (0, δ3).

Portanto,

sup
t≥t0

I(tϕ) <
1

N
SN/m −Mλθ ∀λ ∈ (0, δ3).

Considerando λ∗2 = min{δ1, δ2, δ3}, obteremos

sup
t≥0

I(tϕ) <
1

N
SN/m −Mλθ ∀λ ∈ (0, λ∗2).

Consequentemente, do Lema A.2

0 < γ1 <
1

N
SN/m −Mλθ ∀λ ∈ (0, λ∗2).

O que prova a afirmação.
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Apêndice A

Funcionais Diferenciáveis e
Resultados Importantes

Neste apêndice provaremos que o funcional I associado ao problema (P ) é de classe
C1(D1,m(RN),R), para isso precisaremos enunciar definicões e algumas propriedades sobre
funcionais diferenciáveis.

A.1 Funcionais Diferenciáveis

Definição A.1. Considere um funcional I : X −→ R, onde X é um espaço normado.
O funcional I é Fréchet Diferenciável em u ∈ X, se existir L : X −→ R funcional linear
cont́ınuo verificando

lim
‖ϕ‖→0

|I(u+ ϕ)− I(u)− L(ϕ)|
‖ϕ‖

= 0.

Observações:

(a) Dizemos que o funcional I ∈ C1(X,R) se a derivada a Fréchet I ′ é cont́ınua sobre X.

(b) A derivada de Gateaux é dada por

I ′(u)ϕ = lim
t→0

[I(u+ tϕ)− I(u)]

t
.

(c) Todo funcional Fréchet diferenciável é também Gateaux diferenciável.

Proposição A.1. Seja X um espaço de Banach e I um funcional definido em X, se I
tem derivada de Gateaux cont́ınua em X, então, I ∈ C1(X,R).

Demonstração: Dados u0, h ∈ X e I ′ a derivada de Gateaux de I, defina F : X −→ R
pondo

F (u) = I(u)− 〈I ′(u0), u− u0〉 .
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Pelo Teorema do Valor Médio

|F (u)− F (u0| = |I(u)− 〈I ′(u0), u− u0〉 − I(u0)|
≤ sup

0≤θ<1
‖I ′(u0 + θ(u− u0))− I ′(u0)‖ ‖u− u0‖ . (A.1)

Como I tem derivada de Gateaux cont́ınua em X, então, dado ε > 0, encontramos δ > 0
tal que, para qualquer ‖h‖ < δ temos

‖I ′(u0 + h)− I ′(u0)‖ ≤ ε.

Segue-se de (A.1) que

‖I(u0 + h)− I(u0)− 〈I ′(u0), h〉‖ ≤ sup
0≤θ<1

‖I ′(u0 + θ(h))− I ′(u0)‖ ‖h‖

≤ ε ‖h‖ ,

donde segue que I é diferenciável a Fréchet e esta diferencial é cont́ınua. �

A partir de agora, nosso objetivo é mostrar que o funcional I definido em D1,m por

I(u) =
1

m

∫
|∇u|m − λ

q + 1

∫
h(u+)q+1 − 1

m∗

∫
(u+)m∗

é de classe C1(D1,m,R).

Para tal, consideremos os funcionais J1, J2, J3 : D1,m −→ R, definidos por

J1 (u) =
1

m

∫
|∇u|m , J2 (u) =

λ

q + 1

∫
h
(
u+
)q+1

e J3 (u) =
1

m∗

∫ (
u+
)m∗

.

Proposição A.2. O funcional I(u) = J1 − J2 − J3 ∈ C1 (D1,m; R) .

Demonstraçao: Pela Proposição A.1 é suficiente provar que as derivadas de Gateaux
de J1, J2 e J3 existem e são cont́ınuas no dual de D1,m. Inicialmente mostraremos que o
funcional I(u) = J1(u)− J2(u)− J3(u) está bem definido. De fato,

(i) J1 (u) =
1

m

∫
|∇u|m =

1

m
‖u‖m < +∞.

(ii) Considere o funcional J2(u) =
λ

q + 1

∫
h
(
u+
)q+1

.

Por hipótese h ∈ Lθ, θ = Nm
Nm−(q+1)(N−m)

, u ∈ Lm∗
e m∗ = Nm

N−m
, então,

∫ ∣∣(u+)q+1
∣∣ m∗

q+1 =

∫ ∣∣u+
∣∣m∗

≤
∫
|u|m

∗
< +∞,
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ou seja

(u+)q+1 ∈ L
m∗
q+1 .

Além disso,
1

θ
+

1
m∗

q+1

= 1 e assim, pela desigualdade de Hölder, h (u+)
q+1 ∈ L1 e

portanto,

J2 (u) =
λ

q + 1

∫
h
(
u+
)q+1

< +∞.

(iii) Desde que u ∈ Lm∗
e u+ ≤ |u|, então

J3 (u) =
1

m∗

∫
(u+)m∗ ≤ 1

m∗

∫
|u|m

∗
=

1

m∗ |u|
m∗

m∗ < +∞.

De (i), (ii) e (iii), conclui-se que o funcional I está bem definido.

Afirmação A.1. O funciona J1 ∈ C1 (D1,m,R).

Demonstração: Existência da derivada de Gateaux de J1.

Considere a função f : [0, 1] → R, definida porf(s) =
1

m
|∇u+ st∇v|m com t, s ∈ R

tal que 0 < |t| < 1 e u, v ∈ D1,m. Então, temos que

(a) f ′ (s) = |∇u+ st∇v|m−1 t∇v = t |∇u+ st∇v|m−2 (∇u+ st∇v)∇v

(b) f (1) =
1

m
|∇u+ t∇v|m

(c) f (0) =
1

m
|∇u|m .

Sendo f diferenciável em (0, 1), então pelo Teorema do Valor Médio, existe λ ∈ (0, 1) tal
que,

f (1)− f (0) = f ′ (λ) (1− 0) ,

ou seja,

1

m
|∇u+ t∇v|m − 1

m
|∇u|m = t |∇u+ λt∇v|m−2 (∇u+ λt∇v)∇v.

De onde obtemos

1

m
|∇u+ t∇v|m − 1

m
|∇u|m

t
= |∇u+ λt∇v|m−2 (∇u+ λt∇v)∇v.
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Note que

lim
t→0

1

m
|∇u+ t∇v|m − 1

m
|∇u|m

t
= |∇u|m−2∇u∇v,

e ∣∣∣∣∣∣∣
1

m
|∇u+ t∇v|m − 1

m
|∇u|m

t

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (|∇u|+ |∇v|)m−1 |∇v| .

Além disso,

(|∇u|+ |∇v|)m−1 ∈ L
m

m−1 , |∇v| ∈ Lm e
1

m
+

1
m

m−1

= 1,

assim, da desigualdade de Hölder

(|∇u|+ |∇v|)m−1 |∇v| ∈ L1.

Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

lim
t→0

∫ 1
m
|∇u+ t∇v|m − 1

m
|∇u|m

t
=

∫
|∇u|m−2∇u∇v.

Segue que

J ′1 (u) v = lim
t→0

J1 (u+ tv)− J1 (u)

t

= lim
t→0

∫ 1
m
|∇u+ t∇v|m − 1

m
|∇u|m

t
=

∫
|∇u|m−2∇u∇v.

Mostrando que J1 é Gateaux Diferenciável com derivada,

J ′1 (u) v =

∫
|∇u|m−2∇u∇v, ∀v ∈ D1,m.

Continuidade da derivada de Gateaux.

Considere {un} ⊂ D1,m tal que un → u em D1,m. Assim,

∇un → ∇u.

Então, pelo Teorema C.7 existe uma subsequência de {un}, que ainda denotaremos por
{un} e uma função g ∈ Lm tais que

∇un(x) → ∇u(x), q.t.p em RN
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e

|∇un(x)| ≤ g(x), q.t.p em RN .

Agora seja v ∈ D1,m, assim:

|(J ′1 (un) v − J ′1 (u) v)| =

∣∣∣∣∫ |∇un|m−2∇un∇v −
∫
|∇u|m−2∇u∇v

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ (|∇un|m−2∇un − |∇u|m−2∇u
)
∇v
∣∣∣∣

≤
∫ ∣∣|∇un|m−2∇un − |∇u|m−2∇u

∣∣ |∇v| .
Definamos

fn =
∣∣|∇un|m−2∇un − |∇u|m−2∇u

∣∣ ≤ |∇un|m−1 + |∇u|m−1 ∀n ∈ N.

Além disso, ∣∣|∇un|m−1 + |∇u|m−1
∣∣ m

m−1 ≤ 2
m

m−1 (|∇un|m + |∇u|m)

e portanto, ∫
|fn|

m
m−1 ≤

∫ ∣∣|∇un|m−1 + |∇u|m−1
∣∣ m

m−1

≤
∫

2
m

m−1 (|∇un|m + |∇u|m) <∞

ou seja,
fn ∈ L

m
m−1 .

E desde que |∇v| ∈ Lm e m−1
m

+ 1
m

= 1. Então, da desigualdade de Hölder,

∫
fn |∇v| ≤ |fn| m

m−1
‖v‖,

e assim,
|(J ′1 (un)− J ′1 (u)) v| ≤ |fn| m

m−1
‖v‖ .

De onde segue que
sup
‖v‖≤1

|(J ′1 (un)− J ′1 (u)) v| ≤ |fn| m
m−1

o que implica
‖J ′1 (un)− J ′1 (u)‖ ≤ |fn| m

m−1
.
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Agora resta mostrar que fn → 0 em L
m

m−1 . De fato, desde que ∇un → ∇u em Lm,
então, a menos de subseqüência, ∇un(x) → ∇u(x) q.t.p em RN e existe g ∈ Lm, tal que,
|∇un(x)| ≤ g(x) q.t.p em RN . Logo,

fn (x) → 0 q.t.p em RN

e

fn ≤ g(x)m−1 + |∇u(x)|m−1 q.t.p em RN .

Além disso, temos∣∣g(x)m−1 + |∇u|m−1
∣∣ m

m−1 ≤ 2
m

m−1

((
g(x)m−1

) m
m−1 +

(
|∇u|m−1) m

m−1

)
= 2

m
m−1 [g(x)m + |∇u|m]

e desde que

2
m

m−1 [g(x)m + |∇u|m] ∈ L1 q.t.p em RN .

Então, ∫
|fn(x)|

m
m−1 ≤

∫ ∣∣∣2 m
m−1 [g(x)m + |∇u|m]

∣∣∣ <∞.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

∫
|fn(x)|

m
m−1 =

∫
lim

n→∞
|fn(x)|

m
m−1 = 0

ou seja,

|fn| m
m−1

−→ 0, quando n −→∞.

Logo,

‖J ′1 (un)− J ′1 (u)‖ −→ 0, quando n −→∞.

Portanto,

J ′1 (un) −→ J ′1 (u) ,

mostrando que a derivada de Gateaux J ′1 é cont́ınua no dual de D1,m, assim, pela
Proposição A.1, J1 ∈ C1 (D1,m,R), o que conclui a prova da afirmação. �

Afirmação A.2. J2 ∈ C1 (D1,m; R).

Demonstração: Existência da Derivada de Gateaux de J2 .

Dada u, v ∈ D1,m, então u, v ∈ Lm∗
, além disso, sem perder a generalidade, podemos

supor que u ≥ 0, assim u+ = u. Considere t, s ∈ R, tal que 0 < |t| < 1, e a função
f : [0, 1] −→ R, definida por

f(s) =
λ

q + 1
h(u+ stv)q+1.

Então:
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(a) f ′(s) = λh(u+ stv)qtv

(b) f(1) =
λ

q + 1
h(u+ tv)q+1

(b) f(0) =
λ

q + 1
huq+1.

Do Teorema do Valor Médio, existe α ∈ (0, 1), tal que

f(1)− f(0)

1− 0
= f ′(α)

ou seja,

λ

q + 1
h(u+ th)q+1 − λ

q + 1
huq+1 = λh(u+ αtv)qtv.

Assim,

lim
t→0

[
λ

q + 1
h(u+ th)q+1 − λ

q + 1
huq+1

]
t

= lim
t→0

λh(u+ αtv)qv

= λhuqv.

Note que
|λh(u+ αtv)qv| ≤ |λh(u+ v)qv| = λ |h| |u+ v|q |v| .

Além disso, h ∈ Lθ, |u+ v|q ∈ Lm∗/q, |v| ∈ Lm∗
e

1

θ
+

1

m∗ +
q

m∗ =
1

θ
+
q + 1

m∗ = 1. Logo,

da desigualdade de Hölder,

|h| , |u+ v|q |v| ∈ L1.

E portanto, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
t→0

J2(u+ tv) + J2(u)

t
= lim

t→0

∫ λ

q + 1
h(u+ th)q+1 − λ

q + 1
huq+1

t

= λ

∫
huqv,

ou seja, J2 é Gateaux Diferenciável com derivada,

J ′2(u)v = λ

∫
huqv ∀v ∈ D1,m.

Continuidade da derivada de Gateaux.

É suficiente provar que J ′2(u) é cont́ınua no dual de D1,m. De fato, seja {un} ⊂ D1,m,
tal que,

un −→ u em D1,m,
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assim, pela definição de D1,m, tem-se que

un −→ u em Lm∗

e portanto pelo Teorema C.7, a menos de subsequência,

un(x) −→ u(x) q.t.p em RN

e existe g ∈ Lm∗
tal que

|un(x)| ≤ g(x) q.t.p em RN

e assim, para h ∈ Lθ e v ∈ D1,m obtemos

h(x)uq
n(x)v(x) −→ h(x)uq(x)v(x) q.t.p em RN

e

|h(x)uq
n(x)v(x)| ≤ |h(x)| |g(x)|q |v(x)| q.t.p em RN .

Além disso, |g|q ∈ L
m∗
q e

1

θ
+

q

m∗ +
1

m∗ = 1, logo, da desigualdade de Hölder,

|h| |g|q |v| ∈ L1. E portanto, do Teorema da Convergencia Dominada de Lebesgue∫
huq

nv −→
∫
huqv em R

ou seja, dado ε > 0 existe n0 ∈ N, tal que∣∣∣∣∫ huq
nv −

∫
huqv

∣∣∣∣ < ε

λ
∀n ≥ n0. (A.2)

Por outro lado,

|(J ′2(un)− J ′2(u)) v| ≤ λ

∣∣∣∣∫ huq
nv −

∫
huqv

∣∣∣∣
< λ

ε

λ
= ε ∀n ≥ n0.

Assim,

sup
v∈D1,m

|(J ′2(un)− J ′2(u)) v| < ε ∀n ≥ n0,

ou seja,

‖J ′2(un)− J ′2(u)‖(D1,m)′ < ε ∀n ≥ n0.

mostrando que J ′2(u) é cont́ınua no dual de D1,m. Logo, pela Proposição A.1, o funcional
J ′2(u) ∈ C1(D1,m,R), provando a afirmação. �

Afirmação A.3. J3 ∈ C1 (D1,m; R).
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Demonstração: Existência da derivada de Gateaux de J3.

Novamente sem perder a generalidade podemos supor u ≥ 0, ou seja u+ = u. Assim
considere t ∈ R com 0 < |t| < 1, e função f : [0, 1] −→ R, tal que ∀u, v ∈ D1,m, f está
definida por

f(s) =
1

m∗ (u+ stv)m∗
.

Então,

(a) f ′(s) = (u+ stv)m∗−1tv

(b) f(0) =
1

m∗u
m∗

(c) f(1) = 1
m∗ (u+ tv)m∗

.

Do Teorema do Valor Médio, existe λ ∈ (0, 1) tal que

f(1)− f(0) = f ′(λ)(1− 0),

ou seja,

1

m∗ (u+ tv)m∗ − 1

m∗u
m∗

t
= (u+ stv)m∗−1v.

Assim passando ao limite na expressão acima com t −→ 0, obtemos

lim
t→0

1

m∗ (u+ tv)m∗ − 1

m∗u
m∗

t
= lim

t→0
(u+ stv)m∗−1v

= um∗−1v.

Observe que ∣∣(u+ stv)m∗−1v
∣∣ =

∣∣(u+ stv)m∗−1
∣∣ |v| ≤ (|u|+ |v|)m∗−1 |v| .

Além disso, |v| ∈ Lm∗
, (|u| + |v|)m∗−1 ∈ Lm∗/m∗−1 e

1

m∗ +
1

m∗/m∗ − 1
= 1, assim, da

desigualdade de Hölder

(|u|+ |v|)m∗−1 |v| ∈ L1,

e do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
t→0

∫ 1

m∗ (u+ tv)m∗ − 1

m∗u
m∗

t
=

∫
um∗−1v.
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Note que o primeiro membro da igualdade acima é justamente a derivada de Gateaux de
J3. Portanto

J ′3(u)v =

∫
um∗−1v ∀v ∈ D1,m.

Continuidade da derivada de Gateaux de J3

Mostraremos que J ′3(u) é cont́ınua no dual de D1,m. De fato, seja {un} ⊂ D1,m tal
que un −→ u em D1,m, assim un −→ u em Lm∗

, então pelo Teorema D.7 ver [apêndice D]
existe uma função g ∈ Lm∗

tal que, a menos de subseqüência,

un(x) −→ u(x) q.t.p em RN (A.3)

e

|un(x)| ≤ g(x) q.t.p em RN . (A.4)

Decorre de (A.3) e (A.4) que

um∗−1
n (x) −→ um∗−1(x) q.t.p em RN

e ∣∣um∗−1
n (x)

∣∣ ≤ |g(x)|m
∗−1 q.t.p em RN .

Assim se v ∈ D1,m, tem-se que

um∗−1
n (x)v(x) −→ um∗−1(x)v(x) q.t.p em RN

e ∣∣um∗−1
n (x)v(x)

∣∣ ≤ |g(x)|m
∗−1 |v(x)| q.t.p em RN .

Observe que |v| ∈ Lm∗
, |g|m

∗−1 ∈ Lm∗/m∗−1 e
1

m∗+
1

m∗/m∗ − 1
= 1, assim, da desigualdade

de Hölder |g|m
∗−1 |v| ∈ L1 e do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue∫

um∗−1
n v −→

∫
um∗−1v em R.

Portanto dado ε > 0 existe n0 ∈ N, tal que∣∣∣∣∫ um∗−1
n v −

∫
um∗−1v

∣∣∣∣ < ε ∀n ≥ n0

ou seja,

|(J ′3(un)− J ′3(u)) v| = |J ′3(un)v − J ′3(u)v|

=

∣∣∣∣∫ um∗−1
n v −

∫
um∗−1v

∣∣∣∣ < ε ∀n ≥ n0.
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Assim,

sup
v∈D1,m

|(J ′3(un)− J ′3(u)) v| < ε ∀n ≥ n0

e portanto

‖J ′3(un)− J ′3(u)‖(D1,m)′ < ε ∀n ≥ n0

mostrando que J ′3(u) é cont́ınua no dual de D1,m. Assim, pela Proposição A.1,o funcional
J3 ∈ C1(D1,m,R) o que encerra a demonstração da Proposição A.2. �

Lema A.1. Sejam x, y ∈ RN e seja 〈., .〉 o produto interno usual no RN . Então

〈|x|p−2 x− |y|p−2 y, x− y〉 ≥ Cp |x− y|p se p ≥ 2

ou,

〈|x|p−2 x− |y|p−2 y, x− y〉 ≥ Cp |x− y|2

(|x|+ |y|)2−p
se 1 < p < 2.

Demonstração: Por homogeneidade podemos assumir que |x| = 1 e |y| ≤ 1. Além disso,
escolhendo uma base conveniente no RN podemos assumir

x = (1, 0, 0, ..., 0) , y = (y1, y2, 0, ..., 0) e
√
y2

1 + y2
2 ≤ 1.

(i) Caso 1 < p < 2. Note que a desigualdade é equivalente a{(
1− y1

(y2
1 + y2

2)
(2−p)/2

)
(1− y1) +

y2
2

(y2
1 + y2

2)
(2−p)/2

}
(1−

√
y2

1 + y2
2)

2−p

(1− y1)2 + y2
2

≥ C.

Mas

1− y1

(
√
y2

1 + y2
2)

2−p
≥ 1− y1

left|y1

2−p

≥ (p− 1)(1− y1) se 0 ≤ y1 ≤ 1,

ou,

1− y1

(
√
y2

1 + y2
2)

2−p
≥ 1− y1 ≥ (p− 1)(1− y1) se y1 ≤ 0,

então,

(p− 1)
{
(1− y1)

2 + y2
2

} (1 + y1 + y2)
(2−p)/2

(1− y1)2 + y2

≥ p− 1.

(ii) Caso p ≥ 2. A desigualdade é equivalente a

[1− y1(y
2
1 + y2

2)
(p−2)/2](1− y1) + y2

2(y
2
1 + y2

2)
(p−2)/2

((1− y1)2 + y2
2)

p/2
≥ C.

Denotando t = |y| / |x| e s = 〈x, y〉/(|x| |y|) então, temos que mostrar que a função

f(t, s) =
1− (tp−1 + t)s+ tp

(1− 2ts+ t2)p/2
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é limitada inferiormente. Um cálculo direto mostra que fixando t, ∂f
∂s

= 0 se

1− (tp−1 + t)s+ tp =
tp−2 + 1

p
(1− 2ts+ t2),

temos,

f(t, s) =
tp−2 + 1

p(1− 2ts+ t2)(p−2/2)
≥ 1

p
min
0≤t≤1

tp−2 + 1

(t+ 1)p−2
≥ 1

2p
,

o que conclui a prova do lema. �

Lema A.2. Se c é o ńıvel do Passo da Montanha do funcional I, então

c ≤ inf
u∈D1,m\{0}

sup
t≥0

I(tu) = c∗.

Demonstração: Fixe u ∈ D1,m\ {0} e considere a função Θ : R+ → R definida
por Θ(t) = I(tu). Assim, existe t ∈ R+ suficientemente pequeno e α > 0, tal que
Θ(t) = I(tu) ≥ α > 0, Teorema 2.1 [ver caṕıtulo 2]. Além disso, Θ(t) → −∞, quando
t → +∞. Logo, existe tu > 0, tal que Θ(tu) = max

t≥0
Θ(t) = max

t≥0
I(tu). Seja t̃ > 0 e

u ∈ D1,m\ {0} verificando I(t̃u) < 0. Considere

γ̄(t) = (t̃ū)t.

Temos γ̄(0) = 0 e I(γ̄(1)) < 0 e assim γ̄ ∈ Γ. Além disso,

max
t∈[0,1]

I(γ̄(t)) ≤ sup
t∈[0,1]

I(γ̄(t)) ≤ sup
t≥0

I(tu)

e portanto,

c ≤ c∗.

e o Lema está provado. �
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Apêndice B

Prinćıpio Variacional de Ekeland e
Teorema do Passo da Montanha

Neste apêndice, enunciaremos e demonstraremos o Prinćıpio Variacional de Ekeland e o
Teorema do Passo da Montanha, esses resultados foram usados para obter soluções do
problema (P) no Caṕıtulo 1 e no Caṕıtulo 2, respectivamente.

Teorema B.1. (Prinćıpio Variacional de Ekeland) Sejam X um espaço métrico completo
e Φ : X −→ (−∞,+∞] um funcional semicont́ınuo inferiormente e limitado inferiormente.
Sejam ε > 0, λ > 0 dados e seja u ∈ X tal que

Φ(u) ≤ inf
X

Φ + ε.

Então existe vε ∈ X tal que

(a) Φ(vε) ≤ Φ(u)

(b) d(u, vε) ≤
1

λ

(c) Para cada w 6= vε ∈ X,Φ(vε) < Φ(w) + ελd(vε, w).

Demonstração: Na demonstração vamos considerar λ = 1. Para o caso geral é suficiente
considerar a métrica λd, visto que se d é uma métrica, então λd também será. Considere
a relação em X definida da seguinte forma:

w ≺ v ⇐⇒ Φ(w) ≤ Φ(v)− εd(w, v).

Agora provaremos que ≺ é uma relação de ordem parcial em X, ou seja, ≺ é refexiva,
anti-simétrica e transitiva. De fato;

(i) ≺ é reflexiva.
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Seja w ∈ X, então,

Φ(w) ≤ Φ(w)− εd(w,w) =⇒ Φ(w) = Φ(w) ⇐⇒ w ≺ w.

Provando que ≺ é reflexiva.

(ii) ≺ é anti-simétrica.

Sejam w, v ∈ X, tais que w ≺ v e v ≺ w, então

Φ(w) ≤ Φ(v)− εd(w, v)

e

Φ(v) ≤ Φ(w)− εd(v, w).

Segue das duas expressões anteriores que

2εd(v, w) ≤ 0 =⇒ d(v, w) = 0 ⇐⇒ w = v.

Provando que ≺ é anti-simétrica.

(iii) ≺ é transitiva.

Sejam w, v e u ∈ X tais que w ≺ v e v ≺ u, então

Φ(w) ≤ Φ(v)− εd(w, v)

e

Φ(v) ≤ Φ(u)− εd(v, u).

De onde conclúımos que

Φ(w) ≤ Φ(u)− εd(v, u)− εd(w, v),

o que implica

Φ(w) ≤ Φ(u)− εd(w, u) + εd(w, v)− εd(w, v)

≤ Φ(u)− εd(w, u) ⇐⇒ w ≺ u.

O que prova que ≺ é transitiva. Portanto de (i), (ii) e (iii) conclui-se que ≺ é uma relação
de ordem parcial em X.

Definamos agora uma seqüência (An) de subconjuntos de X como se segue; comecemos
com

u0 = u.

E seja:
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A0 = {w ∈ X : w ≺ u0}, com u1 ∈ A0 tal que

Φ(u1) ≤ inf
A0

Φ +
1

1
.

A1 = {w ∈ X : w ≺ u1}, com u2 ∈ A1 tal que

Φ(u2) ≤ inf
A1

Φ +
1

2
.

A2 = {w ∈ X : w ≺ u2}, com u3 ∈ A2 tal que

Φ(u3) ≤ inf
A2

Φ +
1

3
.

Prosseguindo assim, teremos indutivamente

An = {w ∈ X : w ≺ un}, com un+1 ∈ An tal que

Φ(un+1) ≤ inf
An

Φ +
1

n+ 1
.

Afirmamos que An ⊃ An+1 para todo n ∈ N. De fato.
Seja w um elemento arbitrário em An+1, então, w ≺ un+1 e desde que un+1 ∈ An segue

que un+1 ≺ un e por transitividade conclúımos que w ≺ un e assim w ∈ An. O que prova
a afirmação.
Agora provaremos que An é fechado.

Seja {wk} ⊂ An tal que wk −→ w ∈ X. Segue que

wk ≺ un ⇐⇒ Φ(wk) ≤ Φ(un)− εd(wk, un).

Como Φ é semicont́ınua inferiormente, então,

lim inf
k→+∞

Φ(wk) = Φ(w).

Assim,

Φ(w) ≤ lim inf
k→+∞

[Φ(un)− εd(wk, un)]

≤ lim inf
k→+∞

Φ(un)− lim inf
k→+∞

εd(wk, un)

≤ Φ(un)− εd(w, un).
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Esta última desigualdade nos mostra que

w ≺ un ⇐⇒ w ∈ An.

Portanto An é fechado.

Notando que diamAn = sup
w,v∈An

d(w, v), vamos mostrar que diamAn −→ 0.

Seja w ∈ An+1 então, w ≺ un+1 ≺ un e portanto,

εd(w, un+1) ≤ Φ(un+1)− Φ(w)

e desde que

Φ(un+1) ≤ inf
An

Φ +
1

n+ 1

e

−Φ(w) ≤ − inf
An

Φ,

então,

εd(w, un+1) ≤ inf
An

Φ +
1

n+ 1
− inf

An

Φ =
1

n+ 1
,

ou seja,

d(w, un+1) ≤
1

ε(n+ 1)
.

Agora sejam w, v ∈ An+1, então,

d(w, v) ≤ d(w, un+1) + d(un+1, v) ≤
2

ε(n+ 1)
,

segue que

sup
w,v∈An+1

d(w, v) ≤ 2

ε(n+ 1)

e dáı

0 ≤ lim
n→+∞

sup
w,v∈An+1

d(w, v) ≤ lim
n→+∞

2

ε(n+ 1)
.

De onde conclúımos que

diamAn+1 −→ 0 quando n→ +∞.
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Afirmamos que o único ponto de intersecção dos An satisfaz (a), (b) e (c). Realmente.

Seja
⋂
n

An = {vε}. Assim, vε ∈ A0, logo pela definição de A0, tem-se que

vε ≺ u0 = u⇐⇒ Φ(vε) ≤ Φ(u)− εd(vε, u)

e portanto

Φ(vε) ≤ Φ(u),

provando (a). Por outro lado,

d(u, vε) ≤ 1

ε
(Φ(u)− Φ(vε))

≤ 1

ε
(inf

X
Φ + ε− inf

X
Φ) = 1,

provando (b).
Além disso, se w 6= uε, tem-se que w não se relaciona com uε, pois caso contrário,

teŕıamos w ∈
⋂
n

An. Logo

Φ(w) > Φ(vε)− εd(vε, w),

provando (c). �
Agora, afim de demonstrar o Teorema do Passo da Montanha, enunciaremos e

demonstraremos o Lema de Deformação.

Lema B.1. (Lema de Deformação) Seja X um expaço de Banach, I ∈ C1(X,R), c ∈
R, ε > 0, com

(∀u ∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε])) : ‖I ′(u)‖ ≥ 2ε.

Então existe η ∈ C(X,X) tal que

(i) η(u) = u, ∀u /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

(ii) η(Ic+ε) ⊂ Ic−ε,

onde,
Id := I−1(]−∞, d[).

Demonstração: Definamos

A := I−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

B := I−1([c− ε, c+ ε]),

ψ := dist(u,X\A)(dist(u,X\A) + dist(u,B))−1,

de forma que ψ é cont́ınua e localmente Lipschitziana, ψ = 1 em B e ψ = 0 em X\A.
Definamos também a função cont́ınua e localmente Lipschitziana campo vetorial

f(u) := −ψ(u)‖∇I(u)‖−2 5 I(u), u ∈ A,
:= 0, u ∈ X\A.
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Note que ‖f(u)‖ ≤ (2ε)−1 em X. Além disso, para cada u ∈ X, o problema de Cauchy

d

dt
σ(t, u) = f(σ(t, u)),

σ(0, u) = u,

possui uma única solução definida em R. Além disso, σ é cont́ınua em R×X. Considere
a função η definida em X por η(u) := σ(2ε, u) dessa forma η satisfaz (i). Desde que

d

dt
I(σ(t, u)) = (5I(σ(t, u)),

d

dt
σ(t, u))

= (5I(σ(t, u)), f(σ(t, u))

= −ψ(σ(t, u)) (B.1)

e portanto I(σ(t, u)) é não-crescente. Seja u ∈ Ic+ε. Se existe t ∈ [0, 2ε] tal que
I(σ(t, u)) < c− ε, então I(σ(2ε, u)) < c− ε e (ii) é satisfeita. Se

σ(t, u) ∈ I−1([c− ε, c+ ε]), ∀t ∈ [0, 2ε],

obtemos de (B.1),

I(σ(2ε, u)) = I(u) +

∫ 2ε

0

d

dt
I(σ(t, u))dt

= I(u)−
∫ 2ε

0

ψ(σ(t, u))dt

≤ c+ ε− 2ε = c− ε,

e (ii) também é satisfeita. �

Teorema B.2. (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaço de Banach e
I ∈ C1(X,R) com I(0) = 0. Suponha que:

(H1) Existem α, ρ > 0 tais que I(u) ≥ α > 0 para todo u ∈ X tal que ‖u‖ = ρ.

(H2) Existe e ∈ X tal que ‖e‖ > ρ e I(e) < 0.

Então, para cada ε > 0, existe u ∈ X tal que

(a) c− 2ε ≤ I(u) ≤ c+ 2ε

(b) ‖I ′(u)‖ < 2ε,

onde,

0 < c = inf
γ∈Γ

max
[0,1]

I(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.
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Demonstração: Seja

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)).

Afirmamos que c está bem definido. Realmente, pois desde que I ∈ C1(X,R) e
γ ∈ C([0, 1], X), segue que I(γ(t)) é uma função cont́ınua, e como o conjunto [0, 1] é
compacto, logo I(γ(t)) admite máximo em [0, 1].

Afirmação B.1. max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ b, ∀γ ∈ Γ, onde b := inf
‖u‖=ρ

I(u).

De fato, seja γ ∈ Γ e defina ϕ : [0, 1] −→ R, tal que

ϕ(t) = ‖γ(t)‖ , ∀t ∈ [0, 1].

Segue da continuidade da norma e da continuidade de γ que ϕ é cont́ınua. Além disso, se
‖e‖ > ρ, temos que

ϕ(0) = ‖γ(0)‖ = ‖0‖ = 0 < ρ

e

ϕ(1) = ‖γ(1)‖ = ‖e‖ > ρ,

ou seja,

ϕ(0) < ρ < ϕ(1).

Assim, pelo Teorema de Darboux, existe t0 ∈ (0, 1) tal que

ϕ(t0) = ‖γ(t0)‖ = ρ,

logo,

I(γ(t0)) ≥ b := inf
‖γ(t0)‖=ρ

I(γ(t0)) > I(0) ≥ I(e).

Portanto

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ b, ∀γ ∈ Γ,

o que prova a afirmação.

Agora, definindo H =

{
max
t∈[0,1]

I(γ(t)) : γ ∈ Γ

}
, então pela afirmação anterior, H é

limitado inferiormente em R. Assim, pelo Postulado de Dedekind, H possui ı́nfimo em R,
ou seja, inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

I(γ(t)) está bem definido. Além disso, temos que b é uma cota inferior

para H e desde que c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)), então, conclúımos que

b ≤ c ≤ max
t∈[0,1]

I(γ(t))

Suponha por contradição que para algum ε > 0 a condição (a) e (b) não ocorra, ou
seja, que ocorra
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(c) c− 2ε > I(u) > c+ 2ε ∀u ∈ X

(d) ‖I ′(u)‖ ≥ 2ε ∀u ∈ X

Então, do Lema de deformação, existe η ∈ C(X,X) tal que

(i) η(u) = u se u /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε)

(ii) η(Ic+ε) ⊂ Ic−ε.

Segue da definição de c que existe γ ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≤ c+ ε.

Considere ϕ̂(t) = η(γ(t)). Sendo η ∈ C(X,X) e γ ∈ C([0, 1], X), segue que
ϕ̂ ∈ C([0, 1], X). Uma vez que 0, e ∈ X, então:

I(e) > c+ 2ε

logo, I(e) /∈ [c− 2ε, c+ 2ε], e assim e /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]).
Da mesma forma

I(0) < c− 2ε,

ou seja I(0) /∈ [c − 2ε, c + 2ε], assim conclúımos que 0 /∈ I−1([c − 2ε, c + 2ε).
Consequentemente por (i), obtemos

ϕ̂(0) = η(1, γ(0)) = η(1, 0) = 0

e

ϕ̂(1) = η(1, γ(1)) = η(1, e) = e,

de onde conclúımos que ϕ̂ ∈ Γ, assim,

I(γ(t)) ≤ max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≤ c+ ε,

o que implica

γ(t) ∈ Ic+ε ∀t ∈ [0, 1].

Agora segue de (ii) que,

ϕ̂(t) = η(1, γ(t)) ∈ Ic−ε ∀t ∈ [0, 1],

ou seja

I(ϕ̂(t)) ≤ c− ε ∀t ∈ [0, 1],
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logo

max
t∈[0,1]

I(ϕ̂(t)) ≤ c− ε,

e desde que, c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)), temos que

c ≤ max
t∈[0,1]

I(ϕ̂(t)) ≤ c− ε,

visto que ϕ̂ ∈ Γ. Então,

c ≤ c− ε,

o que é uma contradição. Provando assim o teorema. �
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Apêndice C

Resultados Básicos

Neste apêndice, enunciaremos alguns dos teoremas utilizados nas demonstrações feitas no
decorrer deste trabalho.

Teorema C.1. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma
seqüência de funções integráveis que convergem em quase toda parte para uma função
mensurável f . Se existir uma função integrável g tal que

|fn| ≤ g, ∀n ∈ N,

então f é integrável e ∫
fdµ = lim

∫
fndµ.

Demonstração: ver [3]

Teorema C.2. (Desigualdade de Hölder) Seja f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1 ≤ p < +∞
e

1

p
+

1

q
= 1. Então,

fg ∈ L1(Ω) e ‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lq(Ω) .

Uma conseqüência muito útil da desigualdade de Hölder é a seguinte. Sejam
f1, f2, f3, ..., fk funções tais que

fi ∈ Lpi(Ω), 1 ≤ i ≤ k com
1

p
=

1

p1

+
1

p2

+ ...+
1

pk

≤ 1.

Então o produto

f = f1.f2.f3....fk ∈ Lp(Ω)

e

‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f1‖Lp1 .... ‖fk‖Lpk (Ω) .

Em particular, se f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, então f ∈ Ls(Ω) para todo
p ≤ s ≤ q e se verifica a desigualdade de interpolação

‖f‖Ls(Ω) ≤ ‖f‖α
Lp(Ω) ‖f‖

1−α
Lq(Ω) onde

1

s
=
α

p
+

1− α

q
(0 ≤ α ≤ 1).
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Demonstração: ver [4]

Teorema C.3. (Critério de Compacidade) Sejam X e Y espaços normados. Um operador
linear T : X → Y é compacto se, e somente se, toda seqüência limitada (xn) ⊂ X tem a
propriedade que a seqüência (T (xn)) ⊂ Y possui uma subseqüência convergente.

Demonstração: ver [15]

Teorema C.4. Sejam X e Y espaços vetoriais normados e T : X → Y um operador
linear compacto. Se (xn) ⊂ X verifica

xn ⇀ x em X,

então,

T (xn) −→ T (x) em Y.

Demonstração: ver [15]

Teorema C.5. Sejam (xn) uma seqüência fracamente convergente em um espaço normado
X, isto é, existe x ∈ X tal que xn ⇀ x em X. Então,

(1) O limite fraco x de (xn) é único;

(2) Toda subseqüência (xnj
) ⊂ (xn) converge fraco para x

(3) A seqüência (xn) é limitada.

Demonstração: ver [4]

Teorema C.6. Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se (xn) é uma seqüência limitada
em X, então existem uma subseqüência (xnj

) ⊂ (xn) e x ∈ X tais que

xn ⇀ x em X.

Demonstração: ver [4]

Teorema C.7. Sejam fn uma seqüência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω), tais que

fn → f em Lp(Ω).

Então, a menos de subseqüência,

(1) fn(x) → f q.t.p em Ω;

(2) |fn(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω, onde g ∈ Lp(Ω)

Demonstração: ver [4]
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Teorema C.8. (Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions) Seja {un} ⊂ D1,m

uma seqüência tal que un ⇀ u em D1,m. Suponha que

νn = |un|m
∗
−→ ν

e

µn = |∇un|m −→ µ

no sentido das medidas de Radon, onde ν e µ são medidas limitadas e não negativas sobre
RN . Então:

i) Existe um conjunto J no máximo enumerável, duas famı́lias (νj)j∈J e (µj)j∈J de
números não-negativos e uma famı́lia de pontos do RN tais que

ν = |u|m
∗
+
∑
j∈J

νjδxj
,

onde δxj
é a medida Dirac de massa 1 concentrada em xj ∈ RN .

ii) µ ≥ |∇u|m +
∑
j∈J

µjδxj
tal que Sν

m/m∗

j ≤ µj, para todo j ∈ J , onde S é a melhor

constante de Sobolev na imersão D1,m ↪→ Lm∗
. Em particular

∑
j∈J

ν
m/m∗

j < +∞.

Demonstração: ver [14]

Teorema C.9. D1,m =
{
u ∈ Lm∗

(RN) : ∂u
∂xi

∈ Lm(RN); i = 1, 2, ..., N.
}

é um espaço de

Banach reflexivo.

Demonstração ver [4]

Teorema C.10. (Brézis-Lieb) Seja Ω um subconjunto aberto do RN e seja {un} ⊂ Lp(Ω)
com 1 ≤ p <∞. Se

(i) un é limitada em Lp(Ω),

(ii) un −→ u q.t.p em Ω, então

|un|pLp(Ω) = |u|pLp(Ω) + |un − u|pLp(Ω) + on(1).

Demonstração:ver [18]

Lema C.1. (Brézis-Lieb)Seja Ω um subconjunto aberto do RN e (fn) ⊂ Lp(Ω), f ∈ Lp(Ω)
com p > 1. Suponha que fn(x) → f(x) q.t.p em Ω e exista C > 0,tal que∫

|fn|p ≤ C,∀n ∈ N.

Então, ∫
fnϕ −→

∫
fϕ,∀ϕ ∈ Lq(Ω)

onde ,
1

p
+

1

q
= 1.
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Demonstração: ver [14]

Teorema C.11. (Desigualdade de Young) Sejam A e B números não-negativos

satisfazendo 1 < p <∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Então

AB ≤ Ap

p
+
Bq

q
.

Demonstração: Ver [3]

Teorema C.12. (Teorema do Valor Médio, de Lagrange) Seja f : [a, b] −→ R uma função
cont́ınua. Se f for derivável em (a, b), então existe λ ∈ (a, b), tal que

f ′(λ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Demonstração: Ver [10]

Teorema C.13. (Teorema de Darboux) Seja f : [a, b] −→ R derivável em todos os pontos
x ∈ [a, b]. Se f ′(a) < d < f ′(b) então existe λ ∈ (a, b) tal que f ′(λ) = d.

Demonstração: Ver [10]
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