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Resumo
Este trabalho trata da existéncia de pelo menos duas solugoes positivas para o problema
—div(|Vu|" > Vu) = Mu?+u™ " em RV, (1)

Mais precisamente, usando o Principio Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da
Montanha, mostraremos a existéncia de A* > 0 tal que o Problema (1) tem pelo menos
duas solugoes fracas ndo-negativas para cada A € (0, \*).



Abstract
This work concerns with the problem
—div(|Vu|" " Vu) = M + 0™ in RV, (1)

Using the Ekeland Variational Principle and Mountain Pass Theorem, we show the
existence of A\* > 0 such that there are at least two non-negative solutions for all A

in (0, \*).
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Introducao

Nesta dissertacao estudaremos um resultado de multiplicidade de solugoes para o
problema
—Aju= i +u™" 1 em RN
(P) 1,m N
u>0,u#0,u € DV(RY),
onde A, u = div(|Vu|m_2 Vu),A >0,N >m > 2 m* = (]\]fvfmm,() <qg<m-—1,héuma
Nm
Nm—(g+)(N—m) ©

ou

€

funcao nao-negativa em L?(RY) com 6§ =

DY(RY) = {u c L™ (RY): c L™RY);i=1,2, N}

1/m
munido da norma |Ju|| = (/ |Vu|m) :
RN

Este estudo serd feito seguindo um artigo de C.O.Alves [1], que usou técnicas
variacionais para tratar o problema, as quais descreveremos abaixo.
Uma solugio fraca de (P) é uma fungao u € DY"(RY),u > 0,u # 0 satisfazendo

/ |Vu|™ 7 VuVy = )\/ hu‘ﬁp%—/ u™ "l Ve € DE(RY).
RN RN RN

As solugdes do problema (P) serao obtidas como pontos criticos do funcional energia
definido por

1
I(u) = — |Vu|™ — A h(ut)tt —
m RN q + 1 RN

1

m* RN

(W™, (2)

onde u™(x) = max {u(z), 0}.
Esse funcional é de classe C' [ ver Proposigao A.2] com derivada dada por

I'(u)p = /N IVu|™ 7 VuVyp — )\/ h(u®)ip — /N(u+)m*_1g0 Y € DV™(RY).
R R R

N

Mais precisamente, mostraremos a existéncia de dois pontos criticos do funcional
energia usando o Principio Variacional de Ekeland [8] e o Teorema do Passo da Montanha
em uma versao devido a Willem [18]. A grande dificuldade que surge no uso dessas técnicas
é que a condicao de Palais-Smale, em geral, nao é valida quando o problema esta posto em
dominio nao-limitado ou quando o crescimento da nao linearidade é critica. Isto ocorre,
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devido ao fato, das imersoes de Sobolev W1™(RY) em L*(RY), com 2 < s < s < m* serem
continuas e nao compactas. Contudo, aplicando técnicas usadas por Cao, Li & Zhou [6],
Chabrowski [7], Noussair, Swanson & Jianfu [16], Jianfu & Xiping [13], Azorero & Alonzo
[11] e Gongalves & Alves [12], mostraremos a validade da condigao de Palais-Smale para
niveis de energia abaixo de um certo nimero fixado e que esta relacionado com a melhor
constante de Sobolev da imersao DV™(RY) — L™ (RY). O principal resultado deste
trabalho ¢é o seguinte:

Teorema 0.1. Existe uma constante A* > 0, tal que (P) possui duas solugoes fracas, uy
e usg, satisfazendo

[(U1> <0< [(Ug),V)\ S (O, )\*)
Para uma melhor compreensao, este texto serd escrito com a seguinte estruturacao.

No Capitulo 1 comecaremos apresentando alguns resultados preliminares e também
mostraremos a existéncia da primeira solucao usando o Principio Variacional de Ekeland

8]-

No Capitulo 2 mostraremos a existéncia da segunda solucao, usando o Teorema do
Passo da Montanha em uma versao devido a Willem [18].

Para a completeza deste trabalho, colocaremos em apéndices demonstracoes de alguns
resultados que sao usados no corpo desta dissertacao.

No Apéndice A demonstraremos que o funcional associado ao problema (P) é de
classe C'. Demonstraremos ainda uma importante desigualdade que ocorre no RV e uma
outra desigualdade envolvendo o nivel minimax do funcional I.

No Apéndice B demonstraremos o conhecido Principio Variacional de Ekeland, o qual
¢ usado para obter solugoes de alguns problemas elipticos via método de minimizacao de
funcionais. Demonstraremos também o Teorema do Passo da Montanha em uma versao
devido a Willem, para tal faremos uso do Lema de Deformagao.

E finalmente, no Apéndice C enunciaremos alguns resultados bésicos que estao sendo
usados na dissertacao, indicando referéncias para as consultas das demonstragoes caso o

leitor julgue necessério.

No corpo dessa dissertacao usaremos as seguintes notagoes:

A

° Dl,m _ fDl,m(RN)
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[P = LP(RY)
I-llor = (|-l rm @y
11l = 1[Il prom ey

[y = o
|A| é a medida de Lebesgue do conjunto A

11



Capitulo 1

Existéncia da primeira solucao via
Principio Variacional de Ekeland

Neste capitulo mostraremos a existéncia da primeira solu¢ao do problema (P) usando o
Principio Variacional de Ekeland. Para isso, comegaremos apresentando alguns resultados
preliminares.

1.1 Resultados Preliminares

Definigao 1.1. Uma seqiiéncia {u,} C D™ é dita uma seqiiéncia de Palais-Smale no
nivel ¢, ou abreviadamente (PS5)., para o funcional [ se

I(u,) — ¢ e I(u,)— 0.

Lema 1.1. Se {u,} é uma seqiiéncia (PS). para o funcional I, entdo {u,} é limitada, e
{u}} também é uma seqiiéncia (PS). para o funcional 1.

Demonstragao: Por hipdtese {u,} é uma seqiiéncia (PS). para o funcional I, entao
I(u,) — c e portanto {/(u,)} é uma seqiiéncia limitada em R, ou seja, existe M € R,
tal que

[I(u,)| <M VneN (1.1)
e desde que,
I'(u,) — 0 quando n — +oo
segue-se que dado € > 0, existe ng € N tal que
11 (un) |l < € Vn > ng.
Além disso,

—I'(un)up [ ()

17 () [l [l

€llun|l, Vn > ny.

INIAIA
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Tomando € < m* na ultima desigualdade acima, obtemos

1
——1"(Uun)ty < [, V1 > nyp. (1.2)
m
Agora somando membro a membro (1.1) e (1.2), concluimos que
Lo
Hug) = — 1wyt < M o+ [ (1.3)
Por outro lado,
_ Hyett 1.4
I = [ 90, T g A (14
e
1 *
m*[’(un)un = [/]V al" 2VunVun—)\/h( MY, — /(u:f)m _1un]
- - / - )
- u,)
- - / = fum (15)
Subtraindo membro a membro (1.4) de (1.5), obtemos
1 1 1 A A
I — —I/ = —_— m _ +\q+1
e desde que
11 1 1 1 N-m_ N-N+m _ m _ 1
mom* m mp Nm Nm ~ Nm N
e
(/\_ A ) _ ) 11 __)\(Nm—(q—l—l)(N—m))
m* q+1) g+1 Jm | Nm(q+1)
A (Nm—(q—i—l)(N—m))
 (g+1) Nm
A
 O(q+ 1)
segue-se que
A
I(u, I'(uy, n /h Hyatt 1.6
(tn) (tn) [ G+ D) () (1.6)



Notando que u} < |u,|, tem-se

/mmﬁ%iz/kﬁwms/ww”<+w

ou seja,
(uf)™* € Lt
e como
1 1
helLl e gt = = 1,
q+1

segue pela desigualdade de Holder que

1/6 ) g+1/m*
/h(u:)q—l-l < (/|h|9) (/ ‘(u;—)q+1 m /q+1)
< [hlyun (r];;tl :
De (1.6) e (1.7), obtemos
1 1 A
I _ _[/ > m qtl
() = o () 2 5 o™ = s [y

(1.7)

(1.8)

Da imersdo continua de Sobolev D™ < L™ obtemos uma constante C' > 0 tal que

[t < Clual -
Assim,
[n e < CO ||

e de (1.8) e (1.9) concluimos que

)\Ct]—l-l

1 |
) = T il = (et 1) ™

Fazendo Cy = ( |h| 9> > 0 na desigualdade acima obtém-se

(g +1)
) =~ n)itn = - [l = Co |
m* - N
e combinando (1.3) e (1.10), teremos

1 m 1
7 ™ = Cu |77 < M+ [Jun |

(1.9)

(1.10)

(1.11)

Agora suponhamos por contradi¢do que a seqiiéncia {u, } C D™ nao seja limitada, entao

existe uma subseqiiéncia que ainda denotaremos por {u,} tal que

|un]] — 400 quando n — +oc.
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Lembrando que 0 < ¢ <m — 1, entdo 1 < ¢+ 1 < m, assim, por (1.11)

1< M n 1 n C,
N7 lun]l™ (™7 Y

Agora passando ao limite com n — oo na desigualdade acima, obtemos

L <0

N -~ .

O que é contradigao, logo {u,} ¢ uma seqiiéncia limitada em D'™. Agora mostraremos
que {u;} é uma seqiiéncia (PS), para o funcional I. De fato, desde que {u,} ¢ limitada
em D™ a seqiiéncia {u } também é limitada em D™ e sendo I’(u,,) um funcional linear
continuo temos que

[P (unyuz | < 17 ()l ]l — 0 quando 7 — +oo
ou seja,
I'(up)u, — 0 em R. (1.12)
Por outro lado, da definicao de I’ temos
I'(up)u, = /]Vun|m_2 Vu,Vu,

= [ IVul = V"

S A LA T (1.13)
De (1.12) e (1.13), obtemos

lu,|| — 0 em D™

o que implica

[l = [y || + on(1). (1.14)

Além disso,

+1 "

1 A 1 .
) = [ 190" = 2 [heyr = = [y,

1 A 1 .
+y - +|m _ +yg+1 _ +\m
) = o [ 1valm = = [ —

15



e dai

| B
1 (un) = I(uy)| = \1% lun ™ = g ™|
e T
De onde segue por (1.14) que
I(uy,) = I(u) + o,(1). (1.15)
Note também que ||u, — u,} || = ||u, || — 0 e dai, da continuidade de I’, concluimos
que
I'(uy) = I'(w)) + 0,(1). (1.16)

Agora por (1.15) e (1.16) e do fato de {u,} ser uma seqiiéncia (PS). para o funcional I,
concluimos que

Iuf) —c e I'(u})—0.
Mostrando que {u} é uma sequéncia (PS). para o funcional I, o que conclui a prova do
lema. |
Lema 1.2. Seja {u,} uma seqiiéncia (PS). para o funcional I. Entdo existe uma
subseqiiéncia {unj}, tal que
(a) up,(r) — u(z) g.tpem RV
(b) Vuy,(z) — Vu(z) ¢t.pemRY
(c) u(z) >0 qt.pem RN,

Demonstracao: De fato, sendo {u,} uma seqiiéncia (PS). para o funcional I, entao
pelo Lema 1.1 tem-se que {u,} é limitada, ou seja, existe C' > 0 tal que

|lun|| < C  VneN.
Desde que DY™ é reflexivo, temos que, a menos de subseqiiéncia,
U, —=u em D™
e usando a imersao compacta D™ (Bg) < L* (Bg) com m < s < m*, obtemos
u, —u em L°(Bg).
Em particular,

Up|p, — Uy, em L™ (Br) VR>O.

16



Assim, fixado R = 1, existe uma subseqiiéncia uy,, C {u,} tal que
Uip(x) — u(z) qt.p em By.

Usando agora a imersao compacta na seqiiéncia wuy, e fixando R = 2, existe uma
subseqiiéncia us, C {u1,} tal que

Uon(z) — u(x) gqt.p em Bs.

Seguindo este mesmo raciocinio, fixando k € N existe ug, C {u,} tal que
Upn(T) — u(x) qt.p em By.

Agora vamos mostrar que a seqiiéncia {u;;} € tal que

ujj(z) — u(xr) ¢tp em RN,

Considere S = U Sp, onde, S, = {x € By : ugn(z) /4 u(z)}, entdo |S| = 0. Seja
reRM\Sejye€ 7II\Tltal que z € Bj,, entao
r € B; para j > jo.
Além disso,
Ujon(x) — u(x) em By,
Como {u;;(x)} é uma subseqiiéncia de {u;,, ()} para j > jo, podemos concluir que
ujj(z) — u(r) qtp em RN,
Denotando ainda tal subseqiiéncia por {u,} obteremos:
Un(z) — u(z) gtp em RY,
o que prova (a).
Demonstragiao(b): Pelo Lema 1.1, temos que {u,} ¢ limitada em D'™ e da reflexividade
deste espago, segue-se que, a menos de subseqiiéncia, u, — u em D™, Seja ® € C°(RY)
tal que 0 < ®(z) < 1,Vzr e RN e
| 1,se x € Byy(0)

(z) = { 0,se x € Bf(0).
Para cada € > 0 defina

onde {z;} é uma seqiiéncia de pontos do RY que serd fixada posteriormente.

17



—Ij Z‘—Ij

Note que se ° € B1/2(0), entdo |z — x| < €/2 e se € B{(0), tem-se que

|z — ;| > €. Assim,
| 1,se x € Beo(xy)
elw) = { 0,se x € BE(xj).
Mostraremos que para cada € > 0 a seqiiéncia {¥.u,} é limitada em D'™. De fato

||\I/€un||m:/|V(\I/6un)|m = /|Vun\IIE+V\I/6un|m
< 2m/\Vun\If€\m+2m/]unV\Ife|m
< 2" 2 [ fual V0"

Da desigualdade de Holder com os expoentes % e %, temos

. m/m* - (m*—m)/m

e da imersao continua D™ «— L™ | obtemos

[ et [|™ < Clun[™

HWwwms2wmmm+2m(/wn

e desde que {u,} é limitada em D™ segue-se que {¥u,} é limitada em D™, Assim
I'(up)(Yeu,) — 0 em R,
Por outro lado,

I'(uy)(Yeu,) = /|Vun|m_2VunV(\Ileun) —/\/huflllleun —/u?*_lllfeun

= / |V, | ™ *Vu, VU, + / V| ™ ?Vu, Vu, V.

— )\/hugl“\lfe—/u;”*\lle,
ou seja,

/|Vun|m_2VunV\I/€un—|—/|Vun|m\116 - A/hugflq/e — /u;;np = 0,(1).

Agora passando ao limite na equacao acima com n — oo temos

lim [ |Vu,|™ *Vu, V¥, = lim {/unm*\IQ%—)\/hu%“\IfE —/|Vun|m\115] . (1.17)

n—oo

Note que {u?™W .} c L™/a+1 010, — i+, g.t.p em RY e desde que {u,} é
limitada em D™, segue da imersao continua de Sobolev D™ < L™  que existe C' > 0,

tal que
/yugﬂxpe m /et < ¢ n € N,

18



* 1
além disso, h € LY, m >1le ¢+t
q+1

[5]

1
—+ 9= 1, entdo do Lema de Brezis-Lieb[Lema C.1]Jou
m

)\/huffl\lfﬁ — )\/huqH\Ifﬁ. (1.18)

A . . . *
Agora afim de mostrar a convergéncia das integrais / uy WU, e / |Vu,|"V,, faremos

algumas observagoes:

i) Dada uma funcao v € L'(Q), definimos uma medida zi : Cy(©2) — R da seguinte
forma

ww) = /wvdaz Yw € Cp(Q),

l[ull o =1

com u € M(Q), onde M(Q2) = {M:C’O(Q) — R ||| = sup ,u(u);uGCo(Q)},

Co(Q) = K(Q)”'Hw e K(Q) = {ue Q) :supp(u) CC Q}. Dessa forma, toda funcao

em L'(2) determina uma medida, assim a menos de identificagao v = i, ou seja

v(w) = p(w) = /wvdm.
ii) Se u € LP(Q), entao |uP € L'(Q) e assim pela observagao acima existe uma medida
e M(R) tal que
oo |ulP.

Em particular para u € L™ (RY) tem-se que |u|™ € L'(RY) e assim |u|™ = v € M(RY).

iii) Se {v,} C LY(RY) ¢ uma sequéncia limitada, entdo, a menos de identificagao,
{v,} € M(RY) é limitada, assim, a menos de subseqiiéncia, existe v € M (RY) tal que

v, =~ v em M(R"Y)
isto ¢é
Up(w) — v(w) Yw € Cy(RY)

ou equivalente

/wvnda: — /wvdm Vw € Co(RY).
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iv) Se v é um funcional linear continuo sobre Co(RY), entao existe uma medida de
conjunto dv sobre o R¥ tal que

v(w) = /whd:v: /wdv vh € L*Y(RY).

Agora apresentaremos uma relagao entre o resultado de Lions [Teorema C.8] e o espaco
M(RY). Considere {u,} C D™ uma seqiiéncia limitada com u, — u em D'™. Defina o
funcional v, : Cy(Q2) — R, tal que

Vp(w) = /w\un\m*d:v Yw € Co(RY),
de (ii), |u,|™ € LY(RY) e assim por (i), a menos de identificacio, v, = |u,|™ em M (RY),

VT . . ~ , * *
e desde que u, ¢ limitada em D™ segue pela imersao continua D™ — L™ que {|u,|™ }
é limitada em L'(R™). Assim, a menos de subseqiiéncia, v, — 7 em M (RY), ou seja

Up(w) — D(w) Yw € Co(RY)

e portanto

/|un|m*wda: e /ﬁwd:c Vw € Co(RY). (1.19)
Da mesma forma

/|Vun|mwdx — /ﬁwdm Yw € Co(RMY). (1.20)

Além disso, Lions mostrou que as medidas 7 e i sao da seguinte forma
Uv=u"+rv e O>|Vul™+pu, (1.21)
onde v = Z vidzj, |t = Zujéxj e pj,vj € [0,+00), com J sendo finito ou enumerdvel.

jedJ jedJ

Logo por (1.19), (1.20), (1.21) e por (iv) temos que

/|un|m*wd:v—>/|u|m*wdx—|—/wdy (1.22)

/|Vun|mwdx—>/|Vu|mwdx+/wdu. (1.23)

Desde que u, ¢ limitada em D'™ e ¥, € Cy(RY), entdo, existem medidas v e p tais que

/uzﬁ\llE — /um*\lfe—i-/\llﬁdu (1.24)

20



/\Vun|m\11E —>/\Vu|m\116+/\116du. (1.25)
Assim, por (1.17),(1.18), (1.24) e (1.25) teremos
E IV, 2Vu, V¥, < / u™ W, + / U dv + A / hut™1 W,
— /\Vu\m\lle—/\lfedu,
e lembrando que supp(¥.) C Be(z;), entao

lim [ |[Vu,|" *Vu,V¥.u, < / um*\Ife—i-/ ‘Ifedu—l—)\/ hudt U,
Be(zj) Be(z;) Be(z;)

- / |Vu|m\I/€—/ U du.
Be(z;) Be(z;)

Note que

/ um W, = / U™ WX B (ay) ()
Be(xj)

e além disso se e — 0

m*

W ()Xo (T) — 0 gtp em RY

" V()X B, (o) ()] < Jul™ € L.

Logo pelo Teorema da Comvergéencia Dominada de Lebesgue
/ u™ U, — 0 quando € — 0.
Be(z)

De modo analogo ao que fizemos anteriormente conclui-se que

/ |[Vu|"V, — 0 quando € — 0,
Be(zy)

)\/ hu'W, — 0 quando € — 0
Be(z;)

e portanto

lim[lim / |Vun|m_2VunV\I/5un} < lim / U dv — / U dp
0 [nmee O/ Be(ay) Be(x))

21
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e—0 | n—oo

Afirmacao 1.1. lim {lim /|Vun|m_2VunV\I/€un] =0.

De fato, note que da desigualdade de Holder com os expoentes e m, obtemos

m —

<(/ Vum)mT_l (/ vwemunm)%

e desde que {u,} ¢ limitada em D™ WU, =1 se x € Bjs(x;) e supp(V.) C B.(z;) temos
que

‘ / |vun |m_2vunvlpeun

m—1 1 1
m m m m E m—1 m m m
(/ww ) (/ww ] ) < (/ V" )
Be(z;)
1
m
< c( / |un|m|werm>
Be(zj)\Bey2(x;)

onde C > |Ju, ||, ou seja,

1

m
<C (/ |un|m|v\1/5|m) . (1.27)
Be(xj)\Be/2(z5)

Da imersdo continua DV™(Q) — L.

\ [,

(Q2) obtemos, a menos de subseqiiéncia,
u, — u em L ().

Portanto, a menos de subseqiiéncia, u,(r) — u(z) g.t.p em Q e existe g € L7 (£2), tal

que |u,(z)| < g(z) q.t.p em Q, onde Q é um dominio limitado do RY. Assim, fazendo
fn(x) = |un ()™ V¥ (x)|™, concluimos que
fu(@) — f(x) qtp em Be(x;)\ Bep(z;),
onde f(x) = |u(z)|™|V¥(z)|™. Além disso,
[fa(@)] = |un(2)|"|VTe(2)[™ < g(2)"[VE(2)|™ € Lio(RY).

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim || VT = / V|, (1.28)
Be(xj)\Be/2(z5)

70 S Be(wj)\Be 2 (x5)

Portanto de (1.27) e (1.28) podemos concluir que

<C (/ |u|m|V\IIE|m> . (1.29)
Be(z)\Be/2(z;)
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N
N—-—m

Usando novamente a desigualdade de Holder com os expoentes e — no segundo
m

membro da desigualdade (1.29) teremos

N —-—m
ETE -2 * N N
lim |V, ™ *u, Vu, VU | < C |u|™ V|
e Be(25)\Be/2(z;) Be(2)\Be /2 ()
e desde que B(x;) \ Bej2(x;) C Be(x;) segue-se que
N -—-m

n—oo

lim ‘/|Vun]m2unVunV\Il6

<C (/ lu
Be(z;)

m
. N N\ N
" / V.| . (1.30)
Be(z;)
Note que pela regra da cadeia temos

OV(z) _ 102 (u)

oz, €T €

, implica dr = edy, além disso, se © € B(z;) tem-se y € B;(0),

(/ |WE|N> =(/ |V<I>|N)
Be(zy) B1(0)

de onde obtemos por (1.30) que

e fazendo y =

assim

=13
=13

lim ‘/ (V| ™ 1, Vu, VU,

n—oo

. N
<Oy (/ |u|™ ) ) (1.31)
Be(z;)

Agora, considere a seqiiéncia he(z) = |u(z)|™ Xpe(s,) (), note que se € — 0
he(x) — 0 qtp em RN
e além disso,

|he(@)| = [u(z)

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim / lu = lim l/ \u|m*XBE($j)] = 0. (1.32)
e—0 Be(z;) e—0

Portanto decorre de (1.31) e (1.32) que

XBe(a;) ()] < Ju(z)|™ € L'RY).

m*

lim [hmy / |Vun|m_2unVunV\I/E|] =0 (1.33)

e—0 | n—oo
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o que prova a afirmagao, assim segue de (1.26) que
lim / V. dv — / U du
OV Belay) Be(x;)

‘Ij€<x)XBe(1'j)($) - X('%')

> 0. (1.34)

Observe ainda que

()Xo ()] < 1.

Sendo as medidas de Radon finitas, segue do Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue que

/ Vdv = /\Ifﬁ(:c)xge(zj)(:v)dy — /X(xj)dy = / dv quando € — 0.
Be(x;) {z;}
Do mesmo modo tem-se que

/ U dy — dp quando € — 0.
Be(zj) {z}

Logo, por (1.34), concluimos que

/ dv > / du
{z;} {z;}

v({;}) = n({z;})- (1.35)

ou seja

Além disso,
v({z;}) = / dv = / U.dv = vV (x;) = v,
{z5} {z;}
e do Principio de Concentracao e Compacidade de Lions [Teorema C.8], temos
pi{ay) = 57 (),
e por (1.35)
vj > Sl/]m/ "
e portanto
vj > SN/m

.
implicando que v; /4 0 e sendo g ij/ "™ < oo concluimos que J é finito ou vazio. De
jed
~ . ~ m/m* . .
fato, se J nao fosse finito, entao E v; ™ Seria convergente e v; — 0, o que seria uma
j€J
contradicao.

Agora estudaremos os seguintes casos
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(a’) O conjunto J é finto, ou seja, existe uma quantidade finita de indices j tal que v; > 0
(b’) v; =0, para todo j € J.

Caso (a)
Seja € > 0 tal que B9, (0) D {21, %2, ...,2r} € Bey(x;) N Bey () = ¢ para todo i # j,

R
onde R é a quantidade de indices j tais que v; > 0. Defina ¢ () = ®(ex) — Z (I)(x —6373)
i=1

onde, 0 < € < €, dessa forma teremos
R
l,se =€ U Beja(;)

i—1
Ye(r) = ’ R

0,se &€ Ac = Bi5(0)\ U Be(;),
=1
. j

isso de fato ocorre, pois se = € U Bejs(x;) entdo x € By o (0).
j=1
Agora fixando p,e > 0 com 0 < € < p < €, defina
Gn(z) = (V" *Vu, — |Vu|™"*Vu)(Vu, — Vu)(z)

ou ainda

Gu(z) = |V, (2)]™ — |V, ()™ 2V, (2)Vu(z) — |Vu(z)|" 2 Vu(z) Vu, (z)
+ [Vu(z)[™

considerando que A, C A, entao

A, A

e daf fazendo x = Vu,, e y = Vu na primeira desigualdade do Lema A.1[ver Apéndice A],
obtemos

(|Vun | YV, — |Vu|™ " Vu, Vu, — V) > Cr, |V, — Vu|™

de onde concluimos que G,, > 0, assim

/ Gn - / GnSOe < /Gngpe
A, A

= /|Vun\m<p€—/|Vun\m2<p€VunVu—/|Vu|m2g06VunVu

+ /|Vu|m<,06 = A.
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Note que
A = [0Vl = M), ~ e
o L T R VI T LI s
= [1¥u V0 Ve, - [9um)

" /(Ah(UZ)q“we + ()™ pe = Mi(u Jupe — ()™ " upe).

Considere
L= /Wun!mwe — Ah(uf) o — (wh)™ pe),
I, = /(]Vun\T”QVunVu(p6 — M) upe — (u)™ tup,),
Is = /(|Vun]m_2VunVucp6 — | Vu|™,)
e

Io= [ )™ 0 = Mg = ()™ ).

Vamos agora estimar cada [; com j = 1,....4.
1°) caso: Note que

Funtige = [(Fualo0= M) = (" 00+ [ 190" 200,V g
ou seja
I = T'(up)unpe — / IV, |™ 2V, Vi,
Desde que {u,@.} é limitada em D™ e I'(u, ) — 0, temos que

lim I; = — lim [/ |Vun|m_2Vuan0€un] : (1.36)

n—oo

Passando ao limite com € — 0 em (1.36), obtemos

lim [lim [1} — —lim {lim / |Vun|m—2vunw€un} —0.

e—0 Ln—oo e—0 [n—oo
Portanto

lim I; = o.(1). (1.37)

n—oo
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2°) caso: Observando que

I = I'(uy)upe — / |V, ™ *Vu, Voau

e procedendo de maneira andloga ao que fizemos anteriormente teremos

lim I, = o.(1). (1.38)

n—oo

3°) Caso: Considere F(w) = [ |Vu|"?VuVwe,, com w € D™, note que F é um
funcional linear continuo e desde que u,, — u em D™, entao

/|Vu|m_2VuVungpE —>/|Vu|mgo6
e dai

lim I3 = 0. (1.39)

n—oo

4°) Caso: Da mesma forma que provamos que A / hul™ W, — A / hu?™ ., mostra-
se que

A/(u:)ﬁlgpe — )\/hu“lgpe, (1.40)
)\/(uf{)qugpe — )\/huq“gp6 e (1.41)

A / ()™ g, — A / ™ .. (1.42)

Agora aplicando novamente o Principio de Concentracao e Compacidade de Lions
[Teorema C.8], mostra-se que

/(u;)m*<p6 — /um*goe. (1.43)
De (1.40), (1.41), (1.42) e (1.43), obtemos

Assim,

=limo(1) =0

e—0

lim llim / G,
e—0 | n—oo A,
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e concluimos que

lim Cm|Vu, — Vu|™ =0

n—oo A

implicando que

ou,, ou

e L™(A,).
Assim a menos de subseqiiéncia
ouy, ou
qgtp em A,

e desde que p é arbitrario, entao usando argumento diagonal concluimos que

ouy, ou N
oz, — oz, qtp em RV,
Caso (b)) v =0,Vj € J.
Nesse caso ¢, se reduz a
Pe = CI)(EZE)

A, = Bl/2p(0)
e repetindo os mesmos argumentos aplicados no caso (a’) obtemos

ou,, ou

tp em RV,

O que prova a parte (b) do teorema.

Para provar a parte (c) é suficiente provar que v, (x) — u(x) q.t.p em RY. De fato,

g (2) —u(@)] = |un(@) + u, (x) — u(z)|

logo,

e portanto

u(z) >0 gtp em RN
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Lema 1.3. Se {u,} é uma seqiiéncia (PS). para o funcional I com u, — u em D"™
entdao I’ (u) = 0, e existe uma constante M > 0 dependendo de N, m, q,|h|;, € 6, tal que

I(u)>—-M)N.

Demonstracao: Sendo {u,} uma seqiiéncia (PS)., para o funcional I, com u, — wu,
entao do Lema 1.2, podemos obter uma subseqiiéncia, que ainda denotaremos por u,,
satisfazendo

U (1) — u(z) gtp em RY, (1.44)

Ouy, () Ou(x) N
o, - o gtp em R (1.45)

Un(z),u(z) >0 gtp em RV, (1.46)

Pelo Lema 1.1, tem-se que {u,} é limitada em D™, ou seja, existe uma constante
Ch > 0 tal que

|lun|| < C; VneN (1.47)
e do fato de {u,} ser uma seqiiéncia (PS)., para o funcional I, segue-se que
T (un)v] < ([ (ua) || |0]] — O Yo € D"

de onde concluimos que

I'(up)v = / V™ Vu, Vo — )\/hugv — /unm*lv = 0,(1). (1.48)

Considere a seqiiéncia

() = Vi ()" 2l (1.49)
segue de (1.45) e (1.47)que
gu(z) — g(x) = |Vu(z)™ ag—a(:j) gtp em RY (1.50)

Desde que m > 2 entdo m/m—1> 1 e como ++ ==L =1, segue do Lema de Brezis-Lieb
[Lema C.1] ou [5] que

/gn(x)v — /g(:z:)v Yo e L™, (1.51)
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Note que se v € DV tem- , entao segue de (1.50) e (1.51) que

8
m—2 Oty () / = du(x) dv(z) Lm
/ [Ven ()] Ox; axz [Vl Ox; Ox; vwebp
o que implica
/|Vun!m_2 Vu,Vv — / Vu|" > VuVo Yo € D™ (1.52)

Considere agora a seqiiéncia

temos por (1.44) que f,(z) — f(z) qt.p em RY onde f(z) = u(x)?, além disso da
imersdo continua de Sobolev DV — L™ existe uma constante Cy tal que

|Un | < Ca|uy ||

J 1@ =

assim

onde K = (C1C5)™ > 0. Note que h € LY ul € LmT*, % +-L+ - =1e mT* > 1, assim
do Lema de Brezis-Lieb [Lema C.1] ou [5]
/hu‘flv e /huqv Yo € DY™, (1.53)

Seja agora a seqiiéncia

segue novamente por (1.44) e pela imersdo continua de Sobolev D™ «— L™ que

(1) — () =ul@)™ " gqtp em RY

[ 1en@#55 = [unla)™ = el

Note que u, € L™, m;jl + n}L =1le mTil
C.1Jou [5]

> 1. Assim, do Lema de Brezis-Lieb [Lema

/unm*lv — /um*lv Vv € DH™. (1.54)
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De (1.52), (1.53),(1.54) e da unicidade do limite, obtemos
/\Vu\m_QVqu — )\/huqv — /um*_lv =0 YveD", (1.55)
de onde concluimos que
I'(u)v=0 YveD""
conseqiientemente,
I'(u) =0 (1.56)

Agora fazendo v = u em (1.55) segue que

full” = [ a4 [,
de onde obtemos

1 1 .
I(u) = —/|Vu|m—L huq+1——/um
m qg+1 m*
1 )\/huq+1+/um* A hu™ — i/um
m qg+1 m*
= A o /huq+1—|— 11 /um*
m q+1 m  m*

Edesdedeque,0<q<m—1:>1<q—|—1<m:(i—L><Oesendo)\>0

m q+1
segue-se que

(1.57)

1 1
AM————) <. 1.58
(m q+ 1) (1:58)
m* 1 1
Além disso, h € L wit! € L+ e 7 + — = 1. Entédo, usando a desigualdade de Holder,
]

tem-se que

q+1
m*

[ <l

e por (1.58) teremos

1 1 1 1
A <— _ —) /h(u+)q+1 >\ (— _ —) 1Al [
m q—+1 m qg+1

Usando agora (1.57) e (1.59) obtemos

1 1 1 1
= 3 (2 L (L) [
(w) = A(m q+1>| o el +(m m*) ¢

A 1
2 |n atl  —

atl (1.59)

m*

m*
m* *
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Note que para € > 0, temos

A
ARy Jul@H = e ul 2 h),
€
e dai usando a desigualdade de Young com os expoentes 6 e q’fr—*l teremos
L (gDt e A
Mgl < Sl + 2
e portanto
I( ) > ’h|z )\9 em*/q—i-l | m* + 1 ’ m*
u — — ul .+ —|ul .
- (q+ 1)0€v m* meooNTTm
0 m*
_ _Vl#/\e N 1« /a+1 u .
(g +1)8€f N m* me
Escolhendo € = ("Ji;)q“/m*, teremos
[l 0
[(U) > — m* *)\ ’
0(q + 1) (%F7)oatD/m
|]g
fazendo M = > 0, temos o resultado. |

Ola+ 1)(5 s
Lema 1.4. Seja {u,} C D™ uma seqiiéncia(PS), para o funcional I com
c < iSN /m _ M
N )
com S a melhor constante de Sobolev para a imersao D™ < L™ e M > 0 a constante

obtida no Lema 1.3. Entao, existe uma subseqiiéncia {unj} que converge forte em D™,

Demonstracao: Sendo {u,} uma seqiiéncia (PS)., entdao pelo Lema 1.1, {u,} é uma
seqiiéncia limitada em DY e como D™ ¢ um espaco de Banach reflexivo, segue-se que,
a menos de subseqiiéncia, u, — u em D™, Assim, do Lema 1.2, existe uma subseqiiéncia
que ainda denotaremos por {u,} e uma funcio u € D™ tal que

U (1) — u(z) gtp em RY
Oup(x) Ou(x)

— gtp em RY.

Entao, do Teorema de Brezis-Lieb [Teorema C.10], obtemos
lunl™ = ull™ + llun — w]]™ + 0n(1) (1.60)
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M Jup — ul™ 4 0n(1). (1.61)

[tn [ = |u
Considere w,, = u, — u, entao decorre de (1.60) e (1.61) que

[[wall™ = llunlI™ = lull™ + 0n(1) (1.62)

— [u|7 + 0,(1). (1.63)

. m* 1
Além disso, h € LY udtt € Loty — ui*l gtpem RY e — +

= 1. Note também

0 ;fl
que
0<g<m—1=(¢g+1)(N—m)<m(N—m)<Nm
ou seja
Nm m*
+l)< ——=m"=> ——> 1
(4+1) (N —m) qg+1

Por outro lado, decorre da limitacdo de {u,} e da imersao continua de Sobolev D™ —
L™ que existe C' > 0, tal que

J 1

Portanto do Lema de Brezis-Lieb [Lema C.1] ou [5]

/uq+1—>/ hu?™  em R,

/hugjl - /hu‘I“ = o0,(1). (1.64)

.
m
1

= |uy|m.

de onde segue que

Agora, notando que

T Yt = [ — A/hugﬂ - /u;n (1.65)

) = Jul™ — /\/huq“ - /um (1.66)
Obteremos da subtragao de (1.65) e (1.66) que
) — P = [unl™ = [[ul™ = A [/ hutt! — /huq“]
. [ ] (1.67)

— |ul™
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logo, usando (1.62), (1.63), (1.64) e o fato de {u,} ser uma seqiiéncia (PS). para o
funcional I, segue-se por (1.67) que

™4 on(1). (1.68)

HwnHm = ‘wn

Por outro lado,

1 A 1 .
Hu) = o™ = 2 [t =
qg+1 m*
e
1 A 1 X
) = ol = 2 [t [
m qg+1 m*
assim,

M) = 100) = Ol = ) = = | [ et = ]
1

e = [l

de onde segue novamente por (1.62), (1.63), (1.65) e do fato de {u,} ser uma seqiiéncia
(PS). para o funcional I, que

1 1

— [|wn[™ -
m

Z =c—1I(u)+o,(1). (1.69)

* |wn

Relembrando que {u,} é limitada em D™, entao a seqiiéncia {||u,||} é limitada em R e
sendo w,, = u, — u, tem-se que {||w,||} também é limitada em R. Assim, do Teorema de
Bolzano Weierstrass, existe [ > 0 tal que a menos de subseqiiéncia

|lw,||™ — 1, em R (1.70)
e assim, concluimos por (1.68) e (1.70) que

*

m.o—1, em R (1.71)

|wy,

/WW”
S = inf < )m/m*

/|an|m > 5 (/ lw
34

Observando que

uw € DY u#0

|u

segue que




ou seja,

*

™ > (Ju

e deduzimos por (1.70), (1.71) e (1.72) que
1> s

Agora afirmamos que | = 0. Realmente, se [ > 0, entao por (1.73)

l

S - [m/m*
e observando que
m m—IiNm m2
mt—m —(]\er,m) -mo Nt (Nj\imJ)r B m?
* o Nm _ Nm o
m (N—m) N—m) Nm
entao,
S < lm/N’
logo,
1> SN/m,
Assim, por (1.69), (1.70) e (1.71) teremos
1 1
—l— —l=c—I(u),
m m
ou seja,
1 1
— = l=c—1
(oo )= 1)
ou ainda,
1
—l=c—I(u).
= I()

De onde obtemos por (1.74), (1.75) e pelo Lema 1.3 que
1
c> NSN/’" — M),
contrariando a hipétese. Assim [ = 0 e concluimos que
|wa|| — 0 <= ||uy, —ul] — 0 em
Portanto
U, — u em D™

concluindo a prova do lema.
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1.2 Existéncia da primeira solucao via Principio
Variacional de Ekeland

Teorema 1.1. Existe A} > 0 tal que para todo A € (0, \}), existe u; € D'™ solugao fraca
do problema (P) com I(u;) < 0.

Demonstracao: Desde que o funcional I : D™ — R dado por

1 A 1
_ m__2 [y +q+1__/ +
v = 2 [y -

é continuo, temos que I é semicontinuo inferiormente.
Agora mostraremos que o funcional I é limitado inferiormente em uma bola fechada.
Realmente, sendo u™ < |u|, segue-se que

A 1 .
> = AR P L .
I(u) || " i1 h|u) p— 2 (1.76)

Além disso, pela desigualdade de Holder

1/6 N Um® g+1
[t < () {( [ ) } - Jhl, 177
Assim por (1.76) e (1.77), tem-se
1 A .
> — h — |u|™ . 1.78
1) > ™ = 2 bl et~ L (1.78)

Da imersao continua de Sobolev D' <« L™ obtemos uma constante positiva C; tal que

lu

D < O (1.79)

[ulm. < O lul™ . (1.80)

Assim por (1.78), (1.79) e (1.80) conclui-se que

>\Ci1+1
qg+1

I(u) = — [Jul™

1 cm” ,
- h ol T2 . 1.81
- Ay [Ju] " [ | (1.81)

Fazendo Cy = C¥ |h,,C5 = C7 e fixando p = |Ju||, temos que

I(w) > | —pm — me) T et 1.82
(U)_( p p ) i1’ (1.82)



*

m 1/m*—m
Considerando p < ( > , temos que

203771
1 m Cg m* pm
(Lo )t
m m 2m

de onde obteremos por (1.82) que

P ACy

I(u) > 52— — == ptt
Wz o~ o1’
A
Note que 5— — Tipqﬂ > () se, e somente se
m g
(g+1) ,._
A< 2 ,ym (Q+1)_
202771 p
(¢+1)

Logo, podemos escolher A} = p™ @D ¢ entdo obteremos

4027’11

I(u)Zi—m:7>0 VA€ (0,A]) com |lul| = p.

Isso mostra que I é limitado inferiormente em 0B,(0). Por outro lado

1) < 1) = \—n = 2 [y m/

A
< —|| ™+ —— [ hlu|™" +
qg+1

_|u

* m**

Usando novamente a desigualdade de Hélder e a imersao continua de sobolev DV s [™
teremos

1) < [l + —ACW'}L'QH [
m q+1
Assim se ||ul| < p, entao
1 ACI g cro
_J < m+ 1 q+1 1 mt_ K
(u)_mp g+1 P +m*p

e assim
I(u) > —K,

onde K = K(m,p,\,q,m*, |h|p), mostrando que I ¢ limitado inferiormente, para toda
u € B,(0). Entao, pelo Postulado de Dedekind, existe 7y € R, tal que

70:inf{l(u)|u€m}.
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Afirmamos que 79 < 0. De fato, fixando ¢ € C°(RY) e ¢ > 0, mostraremos que existe
to > 0 tal que

I(top) <0 e |topl < p.

Além disso, decorre da definicao do funcional I, que

* *

1o A Lo
Ite) = leal” = 2 [herigrn - = femy

qg+1
tm Atat! tm .
- m.o_ h g+l 7 m
mHsOII q+1/ © |
tm Atat!
< mo_ ht T,
< Tl -2 [ v

Como queremos [(ty) < 0 e [[tp] < p, entdo basta escolher

A 1/m—(gq+1)
(¢ + 1)l el

assim, I(top) < 0 e portanto

Considere o espaco X = B,(0), munido com a métrica d(u,v) = ||u — v||Vu,v € X. Note
que X é um espaco métrico completo, e o funcional I/ : B,(0) — R ¢ semicontinuo

1
inferiormente e limitado inferiormente em X. Além disso, sejam e = — >0e A =1 >0
n

dados, desde que 7 é o infimo, entao existe u € B,(0), tal que
1
I(u) <0+ . (1.83)

Assim, pelo Principio Variacional de Ekeland (Teorema B.1) ou [8], para cada n € N
existe u, € B,(0), tal que
(u

)

() I(u,) <I
(b) d(up,u) <1

(c) I(u,) < I(w)+ %d(un,w),Vun,w € B,(0) com u,, # w.

Assim de (a) e (1.83), obtemos
1
I(un) <o+ E,Vn e N. (1.84)

Passando ao limite em (1.84) com n — o0, concluimos que

I(up) — 7% <0 (1.85)
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Agora mostraremos que u,, € int(B,(0)). De fato, se u,, € 0B,(0) entao, |lu,|| = p,Vn € N
e assim

I(u,) >~v>0 VneN
e dai
/7027>07

portanto u, € int(B,(0)).
Seja agora ® € D™\ {0} com ||®| < 1, entdo para cada n € N fixado existe dy > 0
dependendo de n, tal que

w=u, + 6P e B,(0) Ve (0,d).

Assim por (c¢)

1
I{un) < I(up +00) + = [[30] < I(uy +00) + %

ou seja
1 I(up+0P) — I(uy)
—=<
n )
logo,
1 1 d) -1
limsup —— < lim sup (tn +09) (un)
5—0 n 50 )
e portanto
1 I(u, +0®) — I(u, —
—— <lim (1n + 5) () _ puye vo € Bio), (1.86)
n —

Além disso, temos que —® € B;(0), entao

_% < I'(u,)(—®) YO € B,(0)
0 que implica
< (@) Y € B0)
dai,
I(ua)(®) <~ ¥ € B(0) (187)

Decorre de (1.86) e (1.87) que
1
1T’ (u,)(®)| < - Vn e N,
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ou seja,

1
sup |I'(u,)(®)] < — Vn €N,
lefl<1 n

mostrando que
, 1
I (un) | <~ Vn €N
de onde concluimos que

I'(u,) — 0 quando n — +o0, (1.88)

portanto de (1.85) e (1.88), conclui-se que {u,} é uma seqiiéncia (P5S),.

1 1/6
Agora considere \] = (WSN/W) > 0, assim

1
Y <0< NSN/’” —MXN VA€ (0,)).

Entao, do Lema 1.4, existe uma subseqiiéncia que ainda denotaremos por {u,} e uma
funcao u; € DV™ tal que

U, — u; em D™ (1.89)
Assim, por (1.89) e pela continuidade de I e I’; obtemos:

I(up) — I(uy) em R (1.90)
I'(u,) — I'(u1) em R, (1.91)
De (1.85), (1.87), (1.89) e (1.90) da unicidade do limite, segue-se que
I'(uy) =0 e I(u1) =~ <O0.

Mostrando que uy é ponto critico do funcional I e portanto solugao fraca do problema
(P), o que completa a prova do teorema. [ |
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Capitulo 2

Existéncia da segunda solucao via
Teorema do Passo da Montanha

Neste capitulo mostraremos a existéncia de uma segunda solugao para o problema (P),
para isso usaremos o Teorema do Passo da Montanha em uma versao devido a Willem
[18].

Teorema 2.1. Existe A > 0 tal que para todo A € R com 0 < X\ < )}, existe uy € D™
solugao fraca do problema (P) com I(ug) > 0.

Demonstragao: Mostraremos que o funcional I, satisfaz as hipéteses (Hi) e (Hs) do
Teorema B.2 [ver Apéndice BJ. De fato, por definicao 1(0) = 0 e procedendo de maneira

1
analoga ao que fizemos no Capitulo 1, obtemos ntimeros positivos ; = Mpm_(‘”l),

4C’2m

p e a, tais que

1
Pt =a >0, com J|ul|=p YA€ (0,0),

o que prova (Hy) .

Agora fixando ¢ € C5°(RY), com ¢ > 0 temos que

I(ty) = E/Wt@ —m/htqﬂﬂpq“—%/t ®
tm tm "
< mo_ m 2.1
e L (2.)

e observando que m < m*, entdao passando ao limite em (2.1) com t — 400, tem-se que

I(tp) — —o0.
Logo, existe e = o, tal que |le|| > pe
I(e) <0,
e portanto [ satisfaz (Hy). Entao, pelo Teorema do Passo da Montanha [Teorema B.2] ou

1
2], para cada e = — > 0, existe u,, € D™ tal que
n

41



2 2
i — 2 < I(u,) < it
ORI (S EL A=

2
i) 117 (u,, 2
(i) 17w <
onde

0 <m = inf max I(~(t))

D= {7 € C(0, 1, D) - 7(0) = 0,4(1) =}
Assim passando ao limite em (i) e (i7) com n — 400, obteremos
I(u,) —m e I'(u,) — 0. (2.2)
Portanto a seqiiéncia {u,} é (PS).,.

Afirmacao 2.1. Existe A\j > 0 tal que, para a constante M obtida no Lema 1.3, tem-se
que

1
0<m < NSN/’” — MX YA€ (0,)5).

Assumindo essa afirmagao por um momento, entdao pelo Lema 1.4 existe uma
subseqiiéncia que ainda denotaremos por {u,} e uma fungao uy € D™ tal que

Agora usando a continuidade de I e I’; segue-se de (2.3) que

I(uy) — I(us) (2.4)

I'(uy) — I'(us). (2.5)
Portanto de (2.2), (2.4), (2.5) e da unicidade do limite
I'(ug) =0 e I(uz) == >0.
Mostrando que uy é ponto critico do funcional I e portanto solugao fraca do problema

(P). [ |
Prova da Afirmacao 2.1: Considere ¢ € DY™ a ser fixada posteriormente. Temos que

tm At
I(ty) < — " hot.
(o) < T llel™ - 255 [ e
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Desde que ¢+ 1 < m, existe to € (0,1) tal que
I(ty) <0, Vt e (0,t).

Escolhendo agora 0y = (LNSN/"L)UO > 0, temos que

1/1
— [ =8Mm — MX ) >0 VA € (0,6).
> (5 (0.6
Dali,
I(te) < 2 (Lgmm _ ara) vt e (0,4)
2 N > Lo )-
Logo
1
sup I(tp) < —=SNm — MXN YA€ (0,0,).
0<t<to N
Note agora que definindo g(t) = % — g—:, temos que lim+ g(t) =0,9(t) > 0 para t > 0
t—0
suficientemente pequeno e tliin (t) = —oo. Assim g tem um ponto de maximo, além

disso, ¢'(t) = t™ ' —tm "L e ¢'(t) = 0 se, e somente se, t=1. Daf

1

g(t) < maxg(t) = g(1) = 7 vt 2 0. (2.6)
Além disso,
tm Attt tm .
I(to) = —|lo|™ - ettt — /m. 2.7
I R e 2.7

Agora, para v € RY, considere a funcao

N (S=)

1+ faf™/ 0]

mfl] (N—m)/m?

Entao, usando argumentos encontrados em [9Jou [17], temos
lell™ = Il = S™™. (2.8)

Logo, por (2.6), (2.7) e (2.8), obtemos

tmom Atatl
I(tg&) — <_ . )SN/m o —/hg@q+1

m m* q+1

/ hott Yt > t.

g+1
< iSN/m_)\L
- N q+1
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a1 1/(6-1)
Assim escolhendo 03 = <m / hgp‘”l) teremos para todo t > t,
1/1

Portanto,

1
sup I (tp) < NSN/’” — MX° ¥\ € (0,03).

t>to

Considerando A = min{dy, d2, d3}, obteremos

1
sup I(ty) < NSN/m — MM VA€ (0,)).

>0

Consequentemente, do Lema A.2
1
0<m < NSN/m — MN YA € (0,\}).

O que prova a afirmacao.
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Apeéendice A

Funcionais Diferenciaveis e
Resultados Importantes

Neste apéndice provaremos que o funcional I associado ao problema (P) é de classe
CH(D*™(RY),R), para isso precisaremos enunciar definicoes e algumas propriedades sobre
funcionais diferenciaveis.

A.1 Funcionais Diferenciaveis

Definicao A.1. Considere um funcional I : X — R, onde X é um espago normado.
O funcional I é Fréchet Diferencidavel em u € X, se existir L : X — R funcional linear
continuo verificando

lim [[(u+ ) — I(u) = L(p)|

- 0.
ol —0 ]l

Observacoes:
(a) Dizemos que o funcional I € C*(X,R) se a derivada a Fréchet I’ é continua sobre X.

(b) A derivada de Gateaux ¢ dada por

(c) Todo funcional Fréchet diferenciavel é também Gateaux diferenciavel.

Proposicao A.1. Seja X um espaco de Banach e I um funcional definido em X, se [
tem derivada de Gateaux continua em X, entao, I € C'(X,R).

Demonstracao: Dados ug, h € X e I’ a derivada de Gateaux de I, defina F' : X — R

pondo
F(u) = I(u) — (I'(ug),u — up) .
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Pelo Teorema do Valor Médio

[F(u) = Flug] = [I(u) — (I'(uto),u — o) — I(uo)|
< swp 17 (g + B(u — ) = I'uo)[Ju = ol . (A1)

Como I tem derivada de Gateaux continua em X, entao, dado € > 0, encontramos o > 0
tal que, para qualquer ||h|| < § temos

1 (uo + ) = I'(uo) || < €.
Segue-se de (A.1) que

1 (uo + h) = I(uo) = {I"(uo), A} < sup [[I"(ug + 6(h)) = I'(uo)[| || 2]

0<0<1
< ellnfl,

donde segue que I é diferenciavel a Fréchet e esta diferencial é continua. [ |

A partir de agora, nosso objetivo é mostrar que o funcional I definido em D™ por
1 A 1 .
I = — Vul™ - —— [ h +q+1__/ +\m
W) = o [ 1val" =25 [ty =

é de classe C' (D™ R).

Para tal, consideremos os funcionais .J;, Jo, J3 : D™ — R, definidos por

1

m

/|Vu|m,J2 Ay A m*/(w)"‘*.

g+l

Jl (u)

Proposigao A.2. O funcional I(u) = J; — J, — J3 € C* (DV™; R) .

Demonstracao: Pela Proposicao A.1 é suficiente provar que as derivadas de Gateaux
de Ji, J e Jy existem e sao continuas no dual de DY™. Inicialmente mostraremos que o
funcional I(u) = Jy(u) — Jao(u) — J3(u) estd bem definido. De fato,

: 1 m_ Ly m
@) () = o [ 190]" = -l < o0,

A
(ii) Considere o funcional Jy(u) = PR h (u+)q+1.
q
Por hipétese h € LY. 6 = %,u eL™ em = ]\J,fon, entao,

/l(u+>q+1}$—*1 :/}qu‘m* §/|u|m* < +oo,
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ou seja

(ut)rt! € L,

1 1
Além disso, g + — = 1 e assim, pela desigualdade de Holder, h(ut)™ e L' e
a1

portanto,

A
JQ (U) = m/h (u+)q+1 < +o00.

(iii) Desde que u € L™ e u™ < |ul, entdo

1 .1 S
Jat) = o [ty < o [l =l < e

De (i), (ii) e (i4i), conclui-se que o funcional I estd bem definido.
Afirmagao A.1. O funciona J; € C*' (D™ R).

Demonstracao: Existéncia da derivada de Gateaux de J;.

1
Considere a fungao f : [0,1] — R, definida porf(s) = — |[Vu + stVu|" com t,s € R
m
tal que 0 < |t| < 1 e u,v € D»™. Entao, temos que

(a) f'(s) = |Vu+ stVo|™" " tVo =t |Vu + stVu|"* (Vu + stVv) Vo

(b) f(1) = % Y+ 1V0[™

(©) F(0) = |Vul".

Sendo f diferenciavel em (0, 1), entdo pelo Teorema do Valor Médio, existe A € (0,1) tal
que,

f)—=f0)=f(\)(1-0),
ou seja,
1 m ]- m m—2
E\Vu+th| - |Vu|™ =t |Vu+ MVo|""" (Vu + AtVo) Vo.
De onde obtemos

1 1
— [Vu + tVo|™ — — |Vul™
m m

t

= |Vu 4+ MVo|™ 7 (Vu + M\tVv) Vo.
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Note que

1 1
— |[Vu+tVo|™ = — |[Vu|™
m = |Vu|"* VuVv,

lim
t—0 t

1 1
— |[Vu + tVo|™ — — |Vul™
m m

; < (|Vu| + \Vv|)m_1 |Vl .

Além disso,
_ m 1
(IVul + Vo))" e Lm=, |V e L™ e —+4— =1,
m
assim, da desigualdade de Holder

(IVu| + |Vo|)™ " |[Vo| € L.

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

LIVu +tVo|™ — L |[Vu|™
lim w VetV w |Vl :/]Vu]mQVqu.
t—0 t
Segue que
J{ (U)U — lim Jl (U + t’U) — Jl (U)
t—0 t
L|Vu +tVo|™ — L |[Vu|™
= 111% ml Vet Ul m |Vl :/|Vu|m_2Vqu.

Mostrando que J; é Gateaux Diferenciavel com derivada,

Ji (u)v = / Vu|"* VuVu, Yue DY

Continuidade da derivada de Gateaux.

Considere {u,} C D™ tal que u,, — u em D™, Assim,

Vu, — Vu.

Entao, pelo Teorema C.7 existe uma subsequéncia de {u,}, que ainda denotaremos por
{u,} e uma fungao g € L™ tais que

Vu,(z) — Vu(z), q¢tp em RY
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|Vun(z)| < g(z), qtp em RY.

Agora seja v € Db™, assim:

(T} () o — T} () 0)] = \ [ AR e

- ‘/ (V™2 Vu, — [Vu|" " Vu) Vo

< /HVun\m2 Vu, — [Vu" " Vu| [Vl .

Definamos

fo = |IVua|" 7V, — |Vu|" > Vu| < [Vu,|" ' +|Vu[™" ¥neN.

Além disso,
[V ™70 4 Va7 <275 (| V™ + [ Va|™)

[ 15

e portanto,

] S /Hvun|m—1+|vu’m—l‘mrz1
< /2&<|v%|m+|w|”@)<oo

ou seja, N
fn € Lm—T1.

E desde que |Vv| € L™ e =1 + L — 1. Entao, da desigualdade de Hélder,

= L
m m

[ 1901 < 1ful s ol

e assim,

(1 (un) = 1 (W) v] < [ful sl

De onde segue que
sup |(Ji (un) = Ji (u)) v| < |fa]

lvll<1 mot
o que implica

_m__
m—1
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Agora resta mostrar que f, — 0 em L#»—1. De fato, desde que Vu, — Vu em L™,
entdo, a menos de subseqiiéncia, Vu, (z) — Vu(z) ¢.t.p em RY e existe g € L™, tal que,
|V, (z)| < g(z) q.t.p em RY. Logo,

fo(@) =0 qtp em RY

fn < glx)™ 1+ |Vu(:1:)|m*1 gtp em RY.

Além disso, temos

m

T) =27 [gla)" + [Vu|"]

o)™+ Va7 < 252 ((g(a) ™) T 4 (V")
e desde que
2w [g(z)™ + |Vu|™" € L' qtp em RV

Entao,

[1s@ < [ gt + 1vul)] < o
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

_m

im [ 1721 = [ lim [fu(o)] T =0

n—oo

ou seja,
|fn|% — 0, quando n — oc.
Logo,
|J7 (u,) — J; (u)|| — 0, quando n — oo.
Portanto,

Jy (tn) — J (u),

mostrando que a derivada de Gateaux .J; é continua no dual de D'™, assim, pela
Proposigao A.1, J; € C' (D™ R), o que conclui a prova da afirmagao. [ |

Afirmagao A.2. J, € C' (DM R).

Demonstracao: Existéncia da Derivada de Gateaux de .J; .

Dada u,v € D™, entdo u,v € L™, além disso, sem perder a generalidade, podemos
supor que u > 0, assim ut = u. Considere t,s € R, tal que 0 < [t| < 1, e a funcao
f:]0,1] — R, definida por

A o
f(S) = q+—1h(u + StU) * .

Entao:
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(@) f'(s) = Ah(u+ stv)%tv

A q+1
(b) f(1)= q—i——lh(u + tv)

(b) f(0) = 2t

qg+1
Do Teorema do Valor Médio, existe a € (0, 1), tal que
f@)—=rfo _
J2TO) _ pa)
ou seja,
Lh(u +th)Tt — Lhu‘ﬁrl = Ah(u+ atv)tv.
q+1 g+1
Assim,
A A
?h(u + th>q+1 — ?huqﬂ
lim +2 q = lim A (u + atv)fv
t—0 t t—0
= AMhufv.
Note que

AR (u + atv)®] < [Ah(u+ v)%] = A |h]|u+v|? |v].

. . 1 1 1 1
Além disso, h € LY, |u +v|" € L™/ |v| € L™ e ~ + + 9 _ q+

0 m* m* 0 m*
da desigualdade de Holder,

= 1. Logo,

h|,|u+v|?v] € L'

E portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

A A
A B th)T — D et
hmJg(u—i—tv)—I—Jg(u) _ lim/q—i—l qg+1

t—0 t t—0 t

= /\/huqv,

ou seja, Jo é Gateaux Diferenciavel com derivada,
Jy(u)v = )\/huqv Yo € DV,
Continuidade da derivada de Gateaux.

E suficiente provar que J}(u) é continua no dual de D™, De fato, seja {u,} C DV,
tal que,

Uy — u  em DY
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assim, pela definicao de DV, tem-se que
U, — u em L™
e portanto pelo Teorema C.7, a menos de subsequéncia,
U (1) — u(z) gtp em RY
e existe g € L™ tal que
un(2)| < g(x) ¢tp em RY
e assim, para h € L? e v € DY obtemos

h(z)ul (z)v(z) — h(zx)ul(z)v(z) ¢tp em RY

[h(@)us(z)o(@)] < |h(@)|[g(@)|" [v(z)] ¢tp em RY.

1
+ q + = 1, logo, da desigualdade de Holder,

1
0 m* m*
|h||g|* |v| € L'. E portanto, do Teorema da Convergencia Dominada de Lebesgue

/hu%v — /huqv em R

ou seja, dado € > 0 existe ng € N, tal que

‘/huflv— /huqv

(T (un) — Jou)) 0] < A‘/hugv—/hu%

< )\ize Vn > ny.

Além disso, |g|” € L'« e

< § Yn > ny. (A.2)

Por outro lado,

Assim,

sup |(J3(un) — Jo(u))v| <€ Vn > ny,
UEDl‘m

ou seja,

mostrando que J4(u) é continua no dual de DV™. Logo, pela Proposi¢ao A.1, o funcional
Jy(u) € CH(DY™ R), provando a afirmagao. |

Afirmagao A.3. J; € C' (D™ R).
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Demonstracao: Existéncia da derivada de Gateaux de Js.

Novamente sem perder a generalidade podemos supor u > 0, ou seja u™ = u. Assim
considere t € R com 0 < |[t| < 1, e funcao f : [0,1] — R, tal que Yu,v € D™, f estd
definida por

f(s) = %(u + stv)™.

Entao,
(@) f'(s) = (u—+sto)™ 'tv
1 "
b .
(b) J(0) =
(c) f(1)=L(u+to)y™.
Do Teorema do Valor Médio, existe A € (0, 1) tal que

fQ) = f(0) = f/(N)(1 - 0),

ou seja,

1 * 1 *
—(u+tv)" — —u" )
m ; m = (u+ stv)™ v,

Assim passando ao limite na expressao acima com t — 0, obtemos

*

. 1
(u+tv)™ — —u™

. * . *__
lim m = lim(u + stv)™ v
t—0 t t—0
*_
= u™ .

Observe que
|(u+ stv)™ | = [(u+ sto)™ | o] < (Jul + )™ " o]

1 n 1
m*  m*/m* —1

Além disso, |[v| € L™, (|lu| + [v])™ € L™ /™1 ¢
desigualdade de Holder

= 1, assim, da

(Jul + o)™ " o] € LT,
e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

*

m* 1 m
—*(u+tv) — —*U -
lim [ ™ m = /um .

t—0 t
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Note que o primeiro membro da igualdade acima é justamente a derivada de Gateaux de
J3. Portanto

Ji(u)v = /um*_lv Yo € DV™.
Continuidade da derivada de Gateaux de J;
Mostraremos que J4(u) é continua no dual de D*™. De fato, seja {u,} C D'™ tal

. * ~ A .
que u, — u em D™ assim u, — u em L™ | entao pelo Teorema D.7 ver [apéndice D]
. ~ * e A .
existe uma funcao g € L™ tal que, a menos de subseqiiéncia,

Up(z) — u(r) gtp em RY (A.3)

lun(z)] < g(z) gtp em RN, (A.4)
Decorre de (A.3) e (A.4) que
Ha) — ™ Nz) gtp em RN

m*—1

gtp em RY.

Assim se v € D™, tem-se que

*

ol pyo(r) — u™ " Hz)v(z) qtp em RY

u

“lo(x)] qtp em RN,

[ur”H(@)v ()] < [g(@)|™ ™

1 1
m*  m*/m* — 1
de Hélder |g|™ " |v| € L' e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

* * __
/u? lv—>/um Ly em R.

Portanto dado € > 0 existe ng € N, tal que
‘/u’f*_lv—/um*_lv

|(J3(un) = Jy(w)) vl = | Js(un)v Jé(u)v|

:'/

Observe que |v| € L™, ‘g‘m*fl e [t /m—1 o

= 1, assim, da desigualdade

<e VYn > ng

ou seja,

<€ Vn > nyg.




Assim,

sup |(J5(un) — J5(w))v| <€ Vn > ng
veDLm

e portanto
‘|J§(un) - Jé(u)H(’Dl,m)/ <€ Vn 2 No

mostrando que J4(u) é continua no dual de D*™. Assim, pela Proposigao A.1,0 funcional
J3 € CY(D'™ R) o que encerra a demonstragao da Proposigao A.2. [ |

Lema A.1l. Sejam z,y € RY e seja {.,.) o produto interno usual no RY. Entao
<|$|P*2x - |y|P*2 Y, T — y> Z Cp |J: - y|p sep Z 2

ou,

_ _ C —yl?
(Jz|P 2z — |y]? 2y,x—y)2( 1 ] sel<p<2.

|| + [yl)*~P

Demonstracao: Por homogeneidade podemos assumir que |z| = 1 e |y| < 1. Além disso,
escolhendo uma base conveniente no RY podemos assumir

T = (17070a 70) , Y= (ylay2707 ’0) € \/ y% +y§ S L.

(i) Caso 1 < p < 2. Note que a desigualdade ¢ equivalente a

{(1_( Y )(1_y1)+( Y3 }(1—\/m)2"’20

Y3+ y3)FP)/2 yi+y3)EP2 ) (1—y1)? + 3

Mas )
[ Y =P
1- >1- >p-D1—-y) se0<y <1,
(Vv +13)2r le ft|y
ou,
Y1
1- >1—y>p@-11—-y) sey <0,
(Vi +y3)*P
entao,

(p=D{0 =)+ v
(ii) Caso p > 2. A desigualdade é equivalente a

[1— 1 (y2 4+ y2) P 22)(1 — y1) + y2(yF + y2)P=2)/2
(1 —y1)? +y3)P/?

Denotando t = |y| / |z| e s = (x,y)/(]z||y|) entdo, temos que mostrar que a fungao

> C.

1— (Pt +t)s+tP
(1 —2ts +t2)p/?

f(t,s) =

%)



¢ limitada inferiormente. Um célculo direto mostra que fixando t, % =0 se

2 +1

1— (PP t)s+ 1P = (1 —2ts + %),
p
temos,
241 1 P2+ 1 1
f(t,s) = i Z—min——i_z_,
p(1 —2ts +12)P=2/2) = po<i<i (¢ +1)P~2 — 2p
o que conclui a prova do lema. [ |

Lema A.2. Se ¢ é o nivel do Passo da Montanha do funcional I, entdo

c< inf  supl(tu) = c*.
" ueDlm\{0} tzg) ( )

Demonstragao: Fixe u € D"\ {0} e considere a fungao © : RT — R definida
por O(t) = I(tu). Assim, existe ¢ € R* suficientemente pequeno e a > 0, tal que
O(t) = I(tu) > a > 0, Teorema 2.1 [ver capitulo 2]. Além disso, ©(t) — —oo, quando
t — +oo. Logo, existe t, > 0, tal que O(t,) = r?;%x@(t) = r?foxf(tu). Sejat > 0 e

@ € DY\ {0} verificando I(t@) < 0. Considere

(1) = (tu)t.
Temos 7(0) =0 e I(F(1)) <0 e assim 7 € I'. Além disso,

max [(y(t)) < sup I(7(t)) < sup I (tu)
t€[0,1] t€[0,1] t>0

e portanto,

e o Lema esta provado. [
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Apeéendice B

Principio Variacional de Ekeland e
Teorema do Passo da Montanha

Neste apéndice, enunciaremos e demonstraremos o Principio Variacional de Ekeland e o
Teorema do Passo da Montanha, esses resultados foram usados para obter solucoes do
problema (P) no Capitulo 1 e no Capitulo 2, respectivamente.

Teorema B.1. (Principio Variacional de Ekeland) Sejam X um espago métrico completo
e ®: X — (—o0, +00] um funcional semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente.
Sejam € > 0, A > 0 dados e seja u € X tal que

O(u) <infd +e.
X

Entao existe v, € X tal que

(a) @(ve) < ®(u)

(b) d(u,v,.) <

>

(c) Para cada w # v, € X, ®(v.) < ®(w) + eAd(ve, w).

Demonstracao: Na demonstragao vamos considerar A = 1. Para o caso geral é suficiente
considerar a métrica Ad, visto que se d é uma métrica, entao \d também serd. Considere
a relagao em X definida da seguinte forma:

w =< v <= d(w) < P(v) — ed(w,v).
Agora provaremos que < é uma relacao de ordem parcial em X, ou seja, < é refexiva,

anti-simétrica e transitiva. De fato;

(i) < ¢ reflexiva.
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Seja w € X, entao,
O (w) < O(w) — ed(w,w) = P(w) = P(w) <= w < w.
Provando que < ¢ reflexiva.
(ii) < ¢é anti-simétrica.
Sejam w,v € X, tais que w < v e v < w, entao

O(w) < P(v) — ed(w, v)

O(v) < P(w) — ed(v,w).
Segue das duas expressoes anteriores que
2ed(v,w) < 0= d(v,w) =0 <= w =.
Provando que < é anti-simétrica.
(iii) < é transitiva.
Sejam w,v e u € X tais que w < v e v < u, entao

O(w) < O(v) — ed(w,v)

O(v) < D(u) — ed(v, u).

De onde concluimos que

O(w) < P(u) — ed(v,u) — ed(w,v),
o que implica

O (w) O(u) — ed(w, u) + ed(w,v) — ed(w, v)

O (u) — ed(w,u) <= w < wu.

VARVAN

O que prova que < é transitiva. Portanto de (i), (i7) e (i47) conclui-se que < é uma relagao
de ordem parcial em X.

Definamos agora uma seqiiéncia (A,,) de subconjuntos de X como se segue; comecemos
com

Ug = U.

E seja:
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Ag={w € X : w < up}, com uy € Ap tal que
1
o <inf® + —.
(ul)_lilo —|—1

Ay ={we X 1w < u}, com uy € A; tal que

1
o <infd + —.
() <haf @+

Ay ={w € X : w < ug}, com ug € Ay tal que
O( )<'f<I)+1
Us _122 3

Prosseguindo assim, teremos indutivamente

A, ={w e X 1w < u,}, com u,, 1 € A, tal que

Afirmamos que A, D A, 1 para todo n € N. De fato.

Seja w um elemento arbitrario em A, 1, entao, w < u,1 e desde que u,,1 € A, segue
que U1 < u, e por transitividade concluimos que w < u,, e assim w € A,,. O que prova
a afirmagao.

Agora provaremos que A, é fechado.

Seja {wy} C A, tal que wy — w € X. Segue que

Wi < Uy <= P(wy) < D(uy,) — ed(wy, uy).

Como & ¢ semicontinua inferiormente, entao,

liminf ®(wy) = ®(w).

k—-+oc0

Assim,

=
&
A

l’irilglof [D(u,) — ed(wy, uy)]

< liminf ®(u,) — iminf ed(wg, u,)
k——+o00 k——4o0

O (uy,) — ed(w, uy,).

IN
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Esta tultima desigualdade nos mostra que
w < u, <= w € A,.

Portanto A,, é fechado.

Notando que diamA,, = sup d(w,v), vamos mostrar que diamA,, — 0.
w,vEAR

Seja w € A,41 entao, w < U,y < U, € portanto,

ed(w, ups1) < P(upyr) — P(w)

e desde que

1
d(u, < inf ®
(tn1) S Inf D+ ———
e
—P(w) < —inf P,
Ap
entao,
d( ) <inf® + inf & L
i) < in —inf® = :
ou seja,
1
d n .
(W, tn 1) < e(n+1)
Agora sejam w,v € A, 1, entao,
2
d(w,v) < d(w, Uny1) + d(tny1,v) < i)
segue que
d(w,v) < —2
su w,v) < ——
w7U6A131+1 e(n+1)
e dai

2
0< lim  sup d(w,v) < lim ———.
~ n—+4oo w,vEA12L+1 ( ) n——+o00 6(7?, 1)

De onde concluimos que

diamA,+1 — 0 quando n — +o00.
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Afirmamos que o tnico ponto de intersecgao dos A, satisfaz (a), (b) e (c). Realmente.
Seja ﬂ A, = {v.}. Assim, v, € Ag, logo pela definigao de Ay, tem-se que

n

Ve < up = u <= P(v.) < P(u) — ed(ve, u)
e portanto
d(ve) < D(u),

provando (a). Por outro lado,

d(u,v.) <

(®(u) — @(ve))

1
€
L. .
—(inf ® + e —inf @) =1,
€ X X

IN

provando (b).
Além disso, se w # u., tem-se que w nao se relaciona com wu,, pois caso contrario,

terfamos w € ﬂ A,. Logo

O(w) > P(v,) — ed(ve, w),

provando (c). |
Agora, afim de demonstrar o Teorema do Passo da Montanha, enunciaremos e
demonstraremos o Lema de Deformacao.

Lema B.1. (Lema de Deformagdo) Seja X um expaco de Banach, I € C'(X,R),c €
R,e > 0, com

(Vu € T ([c — 2¢,c+ 2¢€])) : | I'(u)]] > 2e.
Entao existe n € C(X, X) tal que
(i) n(u) =u,Yu & I71([c — 2¢,c + 2¢]),
(ii) n(Iere) c 1°7,

onde,
I := 1] — oo, d|).

Demonstracao: Definamos
A = I Y[c—2ec+2€),
B = I '(c—¢c+¢),
Y = dist(u, X\A)(dist(u, X\ A) + dist(u, B)) ™!,

de forma que ¥ é continua e localmente Lipschitziana, ©» = 1 em B e ¢ = 0 em X\A.
Definamos também a funcao continua e localmente Lipschitziana campo vetorial

flu) == —@)|VI(W)| 7 I(u), u€A,
= 0, u e X\A.
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Note que || f(u)]] < (2¢)7! em X. Além disso, para cada u € X, o problema de Cauchy
_O-(tvu) = f(O'(t,’LL)),
o(0,u) = u,

possui uma unica solucao definida em R. Além disso, o é continua em R x X. Considere
a funcao n definida em X por n(u) := o(2¢,u) dessa forma 7 satisfaz (i). Desde que

d
Lot w) = (VI(o(tu), ot w)
= (VI(o(t,u)), f(o(t,w))
= —Y(o(tu)) (B-1)

e portanto I(o(t,u)) é nado-crescente. Seja u € I°T¢. Se existe ¢t € [0,2¢] tal que
I(o(t,u)) < c—¢, entdao I(0(2¢,u)) < ¢ — € e (ii) é satisfeita. Se

o(t,u) € I ([c—e,c+¢]), Vte|0,2e,

obtemos de (B.1),

I(0(2¢,u))

2 g
I(u) —i—/o dtI( o(t,u))dt
= / Y(o(t,u)
< c+e—2e=c—e,
e (ii) também é satisfeita. |
Teorema B.2. (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espago de Banach e
I € CYX,R) com I(0) = 0. Suponha que:
(H,) Existem a,p > 0 tais que I(u) > a >0 para todo u € X tal que ||[u]| = p.
(H,) Existe e € X tal que |le| > pe I(e) < 0.
Entao, para cada € > 0, existe u € X tal que
(a) c—2e < I(u) <c+2e
() [ (w)]] < 2e,
onde,

0<c=inf I(~(t
<= infmax (v(2))

I'={yeC([0,1],X) :7(0) =0,7(1) = e}.
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Demonstragao: Seja

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v())

Afirmamos que ¢ estd bem definido. Realmente, pois desde que I € CYX,R) e
v € C([0,1], X), segue que I(y(t)) é uma funcdo continua, e como o conjunto [0,1] é
compacto, logo I(y(t)) admite méximo em [0, 1].

Afirmagao B.1. m[(z]nl(] I(y(t)) > b,Vy €T, onde b := Hirlllf I(u).
te|0, ul|=p

De fato, seja v € I' e defina ¢ : [0,1] — R, tal que

p(t) =@l Ve elo1].

Segue da continuidade da norma e da continuidade de v que ¢ é continua. Além disso, se
lel| > p, temos que

p(0) = IO =[lo]f =0 < p

p(1) = v = llell > p,

ou seja,

©(0) < p < (1)

Assim, pelo Teorema de Darboux, existe ¢y € (0,1) tal que

o(to) = llv(to)ll = p,

logo,
I(v(to)) 2 b:= —inf I(y(to)) > 1(0) = I(e).

" v(to)ll=p

Portanto

>
max I(y(t)) = b, vy €T,

0 que prova a afirmagcao.

[0,1]
limitado inferiormente em R. Assim, pelo Postulado de Dedekind, H possui infimo em R,

ou seja, in£ m[ax] I((t)) estd bem definido. Além disso, temos que b é uma cota inferior
~yel tel0,1

para H e desde que ¢ = inf max I(y(t)), entao, concluimos que
~verl t€]0,1]

Agora, definindo H = {max I(y(t)) : v € F}, entdo pela afirmacao anterior, H é
te[o

b<e< I(~v(t
< ¢ < max (v(1))

Suponha por contradi¢cdo que para algum ¢ > 0 a condigdo (a) e (b) ndo ocorra, ou
seja, que ocorra
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(c) c—2e>1(u) >c+2 Yue X
(d) [ I"(u)|| > 26 Yue X
Entao, do Lema de deformagao, existe n € C'(X, X) tal que
(i) n(u) =useu ¢ I ([c — 2 c+ 2e)
(ii) n(Icte) c 1¢.
Segue da definicao de ¢ que existe v € T" tal que

I(7(t) < c+e.
mmax (v(t)) <c+e

Considere @(t) = n(vy(t)). Sendo n € C(X,X) e v € C([0,1],X), segue que
p € C([0,1], X). Uma vez que 0,e € X, entao:

I(e) > c+2¢

logo, I(e) & [c — 2¢, ¢+ 2¢|, e assim e & I~ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]).
Da mesma forma

I1(0) < ¢ — 2e,

ou seja I(0) ¢ [c — 2¢c¢ + 2¢], assim concluimos que 0 ¢ I '([c — 2¢,¢ + 2¢).
Consequentemente por (i), obtemos

$(0) =n(1,7(0)) =n(1,0) =0

de onde concluimos que ¢ € I, assim,

I(v(t) < mmax I(v(t)) <c+e

o que implica
y(t) € I¢7 vt e [0,1].
Agora segue de (ii) que,
p(t) =n(L(t) e I vVt e[0,1],
ou seja

IBt) <c—e Vte[o1],
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logo

I(3(1) < ¢ —
max (@(t) <c—ck,

desd = inf I(v(t)), t
e desde que, ¢ «I,Ielrtrél[g,ﬁ (7(t)), temos que

< 1(p(t) <c—
¢ < max (@) <c—k

visto que € I'. Entao,
c<c—e,

o que é uma contradi¢ao. Provando assim o teorema.
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Apéndice C
Resultados Basicos

Neste apéndice, enunciaremos alguns dos teoremas utilizados nas demonstracoes feitas no
decorrer deste trabalho.

Teorema C.1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma
seqiiéncia de funcoes integraveis que convergem em quase toda parte para uma funcao
mensuravel f. Se existir uma funcao integravel g tal que

lfal <9, VYneN,

/fd,u:lim/fnd,u.
Demonstracao: ver [3]

Teorema C.2. (Desigualdade de Holder) Seja f € LP(2) e g € L4(Q) com 1 < p < 400
1 1

e — + — = 1. Entao,

p q

entao f ¢ integravel e

fgell() e ||fg||L1(Q) < ||fHLp(Q) ||g||Lq(Q)'
Uma conseqiiéncia muito tutil da desigualdade de Holder é a seguinte. Sejam

f1, fa, f3, ..., fr fungoes tais que

1 1 1 1
fielP(Q),1<i<k  com -=—4+—+4..+—<1
p P P2 Pk

Entao o produto

f=fifofs fr € LP(Q)

1 oy < 1l o Il e -

Em particular, se f € LP(Q) N LY(2) com 1 < p < g < oo, entao f € L¥(2) para todo
p < s < q e se verifica a desigualdade de interpolagao

« -« 1
HfHLS(Q) < HfHLP(Q) Hf”Lq(Q) onde s + O<a<l).
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Demonstracao: ver [4]

Teorema C.3. (Critério de Compacidade) Sejam X e Y espagos normados. Um operador
linear T': X — Y é compacto se, e somente se, toda seqiiéncia limitada (z,) C X tem a
propriedade que a seqiiéncia (T'(x,)) C Y possui uma subseqiiéncia convergente.

Demonstragao: ver [15]

Teorema C.4. Sejam X e Y espacos vetoriais normados e 7" : X — Y um operador
linear compacto. Se (z,,) C X verifica

T, —xr em X,
entao,
T(x,) — T(x) em Y.
Demonstracao: ver [15]

Teorema C.5. Sejam (z,) uma seqiiéncia fracamente convergente em um espago normado
X, isto é, existe x € X tal que x,, = z em X. Entao,

(1) O limite fraco z de (z,,) é unico;

(2) Toda subseqiiéncia (z,,) C (x,) converge fraco para x
(3) A seqiiéncia (x,,) é limitada.

Demonstragao: ver [4]

Teorema C.6. Seja X um espago de Banach reflexivo. Se (z,,) é uma seqiiéncia limitada
em X, entdo existem uma subseqiiéncia (z,,) C (z,) e r € X tais que

r, —~x em X.
Demonstragao: ver [4]
Teorema C.7. Sejam f, uma seqiiéncia em LP(Q) e f € LP(Q), tais que
fo—f em LP(Q).
Entao, a menos de subseqiiéncia,

(1) fu(z) — f qt.pem
(2) [fa(@)] < g(z) g.t.p em Q, onde g € LP()

Demonstragao: ver [4]
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Teorema C.8. (Principio de Concentracao e Compacidade de Lions) Seja {u,} C D™
uma seqiiéncia tal que u,, — u em D™, Suponha que

*

m
—

VUp = |un

pn = V" — p

no sentido das medidas de Radon, onde v e p sdo medidas limitadas e nao negativas sobre
RY. Entao:

i) Existe um conjunto J no méaximo enumeravel, duas familias (v;);es e (1;)jes de
nimeros nao-negativos e uma familia de pontos do RY tais que

vV = |u|m* + Zyj(gzj?
jeJ
onde (5%, ¢ a medida Dirac de massa 1 concentrada em z; € RY.
i) p > |Vu|™ + Zﬂjéx]. tal que Sz/;n/m* < p;, para todo j € J, onde S é a melhor
jeJ

m

constante de Sobolev na imersao D™ < L™ . Em particular Z 1/]7-"/ " < +o0.

jeJ
Demonstragao: ver [14]
Teorema C.9. D' = {u eL™(RN): 2L e L™(RN);i=1,2, ...,N.} é um espaco de
Banach reflexivo.

Demonstracao ver [4]

Teorema C.10. (Brézis-Lieb) Seja 2 um subconjunto aberto do R e seja {u,} C LP()
com 1 < p < oo. Se

(i) u, ¢ limitada em LP(Q),
(i) u, — u ¢.t.p em Q, entao

Demonstracao:ver [18]

Lema C.1. (Brézis-Lieb)Seja © um subconjunto aberto do RY e (f,,) C LP(Q), f € LP(Q)
com p > 1. Suponha que f,(z) — f(x) ¢.t.p em Q e exista C' > 0,tal que

/\fnrp < CVneN,

Entao,

/fncp — /f%vso € L(Q)

1 1
onde , — +— = 1.
p
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Demonstracao: ver [14]

Teorema C.11. (Desigualdade de Young) Sejam A e B ndmeros nao-negativos

1
satisfazendo 1 < p < oo e — + — = 1. Entao
p q
AP B1
AB < — + —.
p q

Demonstracao: Ver [3]

Teorema C.12. (Teorema do Valor Médio, de Lagrange) Seja f : [a,b] — R uma funcao
continua. Se f for derivavel em (a,b), entao existe A € (a, b), tal que

(UL (0)

Demonstracao: Ver [10]

Teorema C.13. (Teorema de Darboux) Seja f : [a,b] — R derivével em todos os pontos
x € |a,b]. Se f'(a) < d < f'(b) entdo existe A € (a,b) tal que f'(\) = d.

Demonstragao: Ver [10]
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