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Resumo

Nesta dissertagao vamos mostrar um resultado de existéncia e regularidade de solucoes

positivas do sistema

—Au+u=|v [P~ vem Q,
—Av+v=|ul"uem Q,
u = v = 0 sobre 0.

A técnica usada serd o método variacional dual.
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Abstract

The main object of this work is to investigate the existence and regularity of positive

solutions of the system

—Au+u=|v |~ vin Q,
—Av+ov=|ul"yin Q,
u=v =0 on JN.

We will use the variational dual method.
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Introducao

Considere o seguinte sistema de equagoes diferenciais:

—Au+u= f(z,u,v)em ),
(1)« —Av+v=g(z,u,v)emf,
u = v = 0 sobre 0.

Diz-se que o sistema (1) é do tipo gradiente se existir uma fungao F: @ x Rx R— IR
de classe C*(Q2 x Rx IR IR) tal que

or_ oF
ou e@v_g'

Diz-se que o sistema (1) é do tipo hamiltoniano se existir uma funcao

H:QxRxR— Rde classe C'(Q x Rx R R) tal que

on_, o _
v e@u—g.

Nesta dissertacao vamos estudar a seguinte classe de sistemas hamiltonianos:

—Au+u=|v|PtvemQ,
() —Av+v=|ul|tuemQ,
u=wv =0 sobre 0,

onde Q é um dominio limitado do RY, N > 3.

Por analogia com o caso escalar, o caso subcritico ocorre quando 1 < p < 2* —1 e

1 <q < 2*—1, o caso critico ocorre quando p = 2* — 1, ¢ = 2* — 1 e 0 caso supercritico

ocorre quando p > 2" — le ¢ > 2* — 1, onde 2* = N o

Quando p = 1, o sistema (S) pode ser reescrito da forma

1



—Au+u=wvem/ ),
—Av+ov=|ul|"! uem Q.

Substituindo a primeira equacao na segunda, teremos

—A(=Au+u) + (—Au+u) = u |7t wem Q,
u = 0 sobre 0f,

o que é equivalente a

2) A?u —2Au+u=|u|"" uem Q,
u = Au = 0 sobre 012.

Dizemos que o problema (2) tem condigao de fronteira de Navier, enquanto o problema

3) A%y —2Au+u=|u|"! uemQ,
u = Vu = 0em 0f),

tem condicao de fronteira de Dirichlet.
Voltando ao sistema (S), vamos mostrar a existéncia e a regularidade de solugoes

positivas considerando a seguinte hipotese sobre p e ¢:

L1 N-2
p+1 q+1~ N

(1)

com p,q > 1.

Um sistema com a condi¢do (1) é conhecido na literatura como um problema com

crescimento abaixo da hipérbole critica.

Geometricamente temos a condicdo (1).



A .

Figura 1: Hipérbole critica

A condigao (1) nos possibilita uma maior flexibilidade na escolha de p e ¢, ou seja,
a medida que p cresce, ¢ diminui, havendo portanto, uma compensagao. Observe que o
parametro p pode assumir um valor superior ao expoente critico de sobolev desde que,

1 < g <2*—1 do mesmo modo temos a situacao oposta.

1 N 2 >N—2
p+1 qg+1 p+1 N
ou ainda 1 <p < 2" —1.

Note que quando p = g temos que

, 0 que equivale a

1<
Pri<y 3

O caso mais simples de um sistema eliptico hamiltoniano apareceu com Clément Ph,
de Figueiredo D.G e Mitidieri E. [7], e Hulshof J. e Van Der Vorst [11], onde eles provam
a existéncia e a unicidade de solucao positiva, via argumento topolégico, para o sistema
sujeito as condigoes de fronteira de Dirichlet dado abaixo.

—Au = f(v)em Q,
(%) —Av = g(u) em €,
u = v = 0 sobre 0f).

Em 1994, de Figueiredo e Felmer [8], provaram um teorema de regularidade para as

solugdes do sistema (k).

Em 1998, de Figueiredo e Yang [9], mostraram a existéncia de solugoes radiais para o

sistema ().

Em 1999, Bartsch e de Figueiredo [4], obtiveram solugoes nao radiais para o sistema

3



().
Em 2000, de Figueiredo publicou um excelente artigo nos Anais da Academia Brasileira

de Ciéncias [10], onde o mesmo discute diversas classes de sistemas, usando métodos

varacionais e topolégicos.

Dentre os artigos pulblicados no ano de 2003, sobre sistemas hamiltonianos, vamos
destacar o artigo de Avila e Yang [2] onde eles mostraram existéncia de solugao para o
sistema (S) com a condigao de fronteira de Neumann. Em verdade, este artigo serviu de

inspiracao para fazermos o segundo capitulo desta dissertacao.

A técenica que empregaremos para encontrar solugoes para o sistema (S) é o método
variacional dual. A motivagdo para o uso desta técnica é que o funcional associado
naturalmente ao sistema (S) é fortemente indefinido. Isto siginifica que o espago onde
o funcional estd definido é decomposto em soma direta de dois subespacos de dimensao
infinita, com a propriedade que o funcional é positivo definido em um e negativo definido
no outro. Por isso, algumas vezes, usa-se Teorema de Linking para se obter pontos criticos
desse funcional. Mas os valores criticos obtidos pelos Teoremas de Linking, em geral, nao
sao faceis de controlar. Para contornar essa dificuldade, modifica-se o sistema original,
para que se possa usar o Teorema do Passo da Montanha, onde o controle sobre os valores
criticos é mais facil. O método ¢ finalizado, mostrando-se que de uma solucao do sistema

modificado obtemos uma solucao do problema original.

O principal resultado nesta dissertacao é o seguinte:

1 1 N -2
Teorema: Se + >
p+1 q+1 N

uma solucio w = (wy, wy) com w; > 0 em Q e w; € W5(Q) para s > 2, i=1,2.

, D,q > 1, entao o sistema (.5) tem pelo menos

O objetivo principal deste trabalho é descrever o método de tal maneira que ele possa
ser aplicado também em problemas com condigoes de fronteira de Neumann considerando-

se pequenas adaptacoes.
Para facilitar a leitura deste trabalho, ele serd organizado da seguinte forma:

No capitulo 1, que chamaremos O Método, faremos todos os passos que caracteriza o
método variacional dual. Além disso, supondo que o sistema modificado possui solugoes,
mostraremos a positividade e a regularidade dessas solucoes e, apartir dessas solugoes,

obteremos as solugoes do problema original.

No capitulo 2, que denominaremos de Existéncia de solugao, demonstraremos o Lema



de Deformagao, o Teorema do Passo da Montanha e o usaremos para obter uma solucao

do problema modificado.

Para finalizar, enunciaremos no apéndice A alguns resultados basicos usados neste

trabalho, indicando as referéncias onde os mesmos poderao ser encontrados.



Notacoes

m : fim de uma demonstracao,

B,(x) : bola aberta de centro x e raio r,
— : convergéncia forte,

— : convergéncia fraca,

|A| : medida de Lebesgue de um conjunto A,

/Qf: denota/gf(x)dx,
|fls = (/Q|f(ac)\sda:>i , 0 < s < o0,

| e = e
L p P
|| at1 = []ara
L 4 q
|-|rr = []pa
|| zat1 = [-]g1a
|-|patixpert = [ g1 + [-p1

I¢°={xz € Dom(I) : I(x) < c,c€ R}
2 _ s)°
|wil 58500 = </Q\Bg(0) |wi >



Capitulo 1

O Método

Como foi dito na introdugao, estudaremos a seguinte classe de sistemas:

—Au+u=|v|P"tvemQ,
(9)4 —Av+ov=|u|" uemQ,
u = v = 0sobre 02,

1 1 N -2
onde © é um dominio limitado do RY, N >3, p,g > 1e + > :
p+1 q+1 N

Nos Lemas 1.1, 1.2 e 1.3 abaixo, mostraremos alguns resultados sobre imersoes

continuas e compactas que serao cruciais para podermos usar o método variacional dual.

Lema 1.1 A imersio W'(Q) < L*(Q) € continua nos sequintes casos:

<0, para s € [t,+00).

2

1
>0, para s € [t,t*]; — = -

71;_

2l =l

S

1 2
Demonstragao: Vamos demontrar o item a). Note que TN < 0 implica 2t > N.

Usando o Teorema A.2 (ver apéndice A), e considerando m =2, 7 =t e s = ¢, temos
cont

que se 2t = N, entao W>{(Q) < L*(Q) com t < s < +00.

cont

_ N
Agora se 2t > N, entdao W?!(Q)) — C**(Q) onde k < 2 — " <k+1.

cont cont

Mas, C*AQ) = L*(Q), com t < s < +oo. Logo, W2/(Q) — L*(Q), com
t <s < 4o0.

Vamos mostrar agora o item b).



1
Observe que TN > 0 implica 2t < N. Novamente usando o Teorema A.2
cont

(ver apéndice A) e fazendo as consideragoes acima, teremos W2!{(Q) — L*(), com
Nt
— * m
N — 2t

t<s<

Lema 1.2 A imersio W2'(Q2) — L*(Q) € compacta nos sequintes casos:

1 2
a) ;—NSO, para s € [t,+00).

1 2 11 2
b) -——>0 eltt), —=—-——.
) -y >0 paaseftt) o= -

Demonstracao:

Usando o Teorema A.3 (ver apéndice A) e raciocinando como acima, teremos o

resultado desejado. [ ]

1 1 N -2
Lema 1.3 Se + >
p+1 qg+1 N

entao as sequintes imersoes sao compactas:

2, p+1 comp

a) W= (Q) — LrT(Q)

2, g+1 comp

b) W2 (Q) L5 LrH(Q)

Demonstragao:
i 1 N -2 |
Vamos comegar demonstrando o item a). Note que + > e
p+1 qg+1 N
equivalente a
1 2 1
g+1 N p+1

1 1 2 1 .
g+1 p+rl T N (1.1)
p

1 2
- < Py
TES 0, entao pelo lema 1.2, temos,

p
9 b+l comp

W% (Q) — L7YQ), com g+ 1 € [1,+00).

Vamos considerar os seguintes casos: se

8



1 com,;
Agora se TES RN > 0, novamente do lema 1.2 teremos, WQprI(Q) i L*(Q) para
1 1 2 com
s € [t,t*), com t = pt2 e — =L % Isto é, para que WQ%(Q) &P L),
P t* p+1 N
devemos ter t < (¢ + 1) < t*.
1
Note que, de (1.1), temos > — = t* > 1.
q (1.1) 1T q+
1 1 1
Vamos mostrar agora que ¢ +1 >t = ]i De fato, note que Pt =14+-<2e
p p
1 1
queq—i—lZZZp+ ,concluirnos,q—i—lzﬁ. [ ]

Vamos trabalhar um pouco com o sistema (S), isto é, primeiramente faremos uma
mudanca de variavel adequada, logo apds definiremos dois operadores lineares e continuos

e em seguida vamos definir um funcional associado naturalmente ao sistema modificado.

p
Considere a seguinte mudanga de varidvel: wy = |[v[P~1v = |’U||U. Assim, |wsy| = |v|?,
v
ou ainda, |v| = |w2|%. Além disso, temos v = wy|v|17? e dai, v = w2|w2|%71.
Da mesma forma, considerando w; = |u|?"1u, obtemos u = w1|w1|%71.

Note que o sistema (S) pode ser escrito da seguinte forma:
—Au+u = wyem €,

—Av+v=w;em §,
u = v = 0sobre 0f2.

Observe que do Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg (Teorema A.1), temos que ficam

bem definidos os operadores.

T = (-A+ D7 L% (Q) — W5 (Q)
Ty=(—A+D)" L (Q) — W (Q)

onde Tiwy = u se e somente se u € a Unica solugao da equagao

(@) —Au+u = wy em €,
u = 0 sobre 0f)

e Tow, = v se e somente se v € a Unica solugao da equacgao

(5) —Av+v=w; em €,
v = 0 sobre 0f).



Ainda do Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg, temos que

pt1 g+l

wEW S (QQNW, » (Q) eveW> T (QnW, * (Q)
e existe C' > 0 tal que
uly s < Clanluss e foly aen < Ol

ou seja,

[ Thwsy pi1 < Clwa|per e [Tows |y ann < Clwy|gia.
TP P T g q

De onde se conclui que os operadores 17 e T, sao lineares e continuos.

Considerando as imersoes compactas obtidas no Lema 1.3 segue-se que os operadores

pt1

T :L7v (Q) — LTYQ)
Ty: L% (Q) — LPY(Q)

sao compactos.

Vamos expor aqui algumas defini¢goes importantes que foram usadas no decorrer desta

dissertacao.

Definimos X = L%(Q) X Lprl(Q) e o operador T : X — Li(Q) x LPTH(Q) dado

por T'= ( 79 %1 ) ou seja, se w = (wy,wy) € X, entdo
2

T — 0 v\ [w )\ _ [ Thw
w= T2 0 Wo - T2w1 ’
isto é, Tw = (Tyws, Towy).

a+1

No espaco vetorial X = La (Q) x LPTH(Q) definimos a seguinte norma |w|y =

\/| wy |2+ | wa |34, onde w = (wy, ws).
q P

No espago vetorial L (Q) x LPTH(Q) definimos a seguinte norma |[Tw|pe+1xpri1 =

|Thwa g1 + | Tows |1, onde w = (wy, ws).

. a1
Dizemos que w,, — w em X, onde w = (wy,ws) se e somente wy,, — wy em L ¢ (Q) e

Way, — Wy €I L%(Q)

No que segue, usaremos as seguintes notagoes: Se n,w € X, com n = (n1,12) €

w = (wy,ws), entao < n, Tw >= nTiwy + neTrw;.

O lema abaixo sera importante para definirmos um funcional associado ao problema

modificado.

10



Lema 1.4 Para new € X, temos/ <n,Tw >= / < w,Tn >, ou seja, /(7]1le2 +
Q Q Q

neTow) = /Q(w1T1772 + woTomy).

Demonstracao: Considere as seguintes equacoes:

(Tinz) + Tine = 1
(6) —AETMJ +Tom =m
(

Consequentemente usando as funcoes testes Towy, Tiws, Tine e Ton, na primeira,

segunda, terceira e quarta equagoes, respectivamente de (6), obtemos

/QV(Tlng)V(TQwI)+/QT1772T2U)1 = /Qnngwl, (1.2)

/QV(leg)V(Tgm)—|—/QT2171T1w2 = /Qmleg, (1.3)

/QV(Tgwl)V(ng)—|—/QT2w1Tm2 = /leng (1.4)
e

/QV(leg)V(TQm)+/QT1w2T2771 = /szTgm. (1.5)

Somando ordenadamente (1.2) e (1.3) e depois (1.4) e (1.5), encontramos

/Q(V(TﬂUl)V(Tﬂh)+V(T1w2)V(T2771))+/Q(T17I2T2w1+T2771T1w2) = /9(772T2w1+771T1w2)

e
/Q(V(TﬂUl)V(Tmz)+V(T1w2)V(T2771))+/Q(T2W1T1772+T1M2T2771) = /Q(wlT1772+w2T2771)-
[gualando as equagoes acima, teremos

/9(772T2w1 +mTiwy) = /Q(wlez + woTHm)

e o0 lema estd demonstrado. ]

Usando o lema acima vamos provar a seguinte proposicao.

11



Proposicao 1.1 O funcional
G: X —1R
1
w |—>G(w):§/ﬂ<w,Tw>

¢ diferencidvel com G'(w)h = / < h,Tw > .
Q

Demonstracao: Mostraremos primeiramente que G é Gateaux- Diferenciavel, isto é, que
G(w +th) — G(w)
m
t—0 t
De fato,

Glw+ th) — Glw) = ;/Q<(w+th),T(w+th)>—;/Q<w,Tw>.

existe.

Como w = (wy,ws) € h = (hy, hy), temos:

G(w +th) — G(w) = / ((wr,ws) + (th, the)), T((wr, ws) + (th, thy)) >

- 2/ w17w2 w1,w2) >

Assim
1
G(w + th) — G(’LU) = 5 w1 + thl, wWo + thg) T(w1 + thh wWg + thg) >
1
~ 5/, (wy,wz), T(wy,wz) > .
Agora,

G(’LU + th) — G(IU) = ;/ﬂ((u@ + thl)Tl (w2 + thg) + (le + thQ)TQ(wl + thl))

1
— §A<M1T1MQ+WQTQW1)

e assim,

G(UJ + th) - G(w) = ;/Q (w1T1w2 + U)lTl(thg) + (thl)TllUQ + (thl)Tl (thg))

1

-+ 5 ‘/Q (w2T2w1 -+ w2T2<th1) + (thg)T2w1 + (thg)Tg(thl))
1

-5 /Q(IU1T1UJ2 + woThwn ).

12



Agora usando o fato de T7 e T serem operadores lineares, temos

1 1
G(w + th) — G(w) = it/f‘z(wlTlhz + IUQTth) + it/Q(thl’LUQ + hngwl)

1
+ 5 /Q (h1Tihy + hoTohy).

Portanto, usando o lema 1.4, obtemos
1
G(w +th) — Glw) = t/ <w,Th > +§t2/ < h,Th>.
Q Q
Agora dividindo ambos os membros por t.

G(w+th) — G
t

(w>:/<w,Th>+1t/ <h.Th> .
9 2 Ja

E assim, passando ao limite de t — 0, temos

lim G(w + th) — G(w)

t—0 t

= /<w,Th>.
Q

Logo, / < w,Th > é candidata a ser a derivada de GG no sentido de Fréchet. Basta
Q

Gw+h) — Gw) — w, Th
Glwth)=Glu) - | <wTh>|

verificarmos se lim
|h|x—0 |h|X

Vamos calcular G(w + h).

Temos da definicao que

Gw+h) = ;/Q<(w+h),T(w+h)>.

Como w = (wy,wy) e h = (hy, hy), temos:

Gw+h) = ;/Q<((wl,w2)+(hl,hg)),T((wl,wg)+(h1,h2))>.

Agora,

Glw+h) = ;/ﬂ((wl+h1)T1(w2+h2)+(w2+h2)Tg(w1+h1)).

13



E assim,
1
G(U} + h) = 5 /Q(U]lleQ + wlTIhQ + h1T1w2 + thlhg)
1
+ 5 /Q(w2T2w1 + woTohy + hoTowy + hoTohy)

segue-se que,

1 1

G(w + h) = 5/9 < (wl,wg), (leg,TQUJl) > —{—5/9 < (wl,wg), (T1h2,T2h1) >
1 1

+ 5/9 < (h1, ho), (Tvws, Towy) > +§/Q < (h1, ha), (Thhe, Tohy) > .

Entao, usando novamente o lema 1.4, obtemos

1 1 1
Gw+h) = G(w)+§/9<w,Th>+§/Q<w,Th>+§/Q<h,Th>.

E portanto,
1
Glw+h) = Gmyg/<w1%>+§/<hJW>.
Q Q
Agora observe que,

1
qu+m—G@o—A<wJ%>\: 54<h$h>]

|h|x |h|x

E assim, temos

1
Glw+h) = Gw) = [ <w,Th>] 5 [ [(nTihs +hsTohs)]
Q < 2Jo (1.6)
|hlx |hlx
: q+1 p+1
Note agora que da desigualdade de Holder com os expoentes eq+1, —— e
p

p+ 1, temos

/Q \hiT1hg + hoTohy| < ’hl‘%l|T1h2|q+1 + |h2‘%|T2h1|p+l-

14



2 2
Da desigualdade elementar ab < 5 + o> encontramos

1 1 1 1
/ By Tihy + haToha| < = b2 + = |Tihaf2ey + = |hof2es + = [Toha |2,
Q 2 q 2 2 » 2
Usando o fato de T} e T serem operadores lineares e continuos, segue-se que
Lo 1 2 Lo o 1 2
/ |hiT1hy + hoTohe| < = |halges + Chlholpr + S|ho|par + =Colhy o
Q 2 q 2 3 2 P 2 q

Dai, existe A > 0 tal que

| Tihy + hoTohy| < A(|h1[2es + |hol2a) = AlB[%.
Q q D

Substituindo (1.7) em (1.6), temos

Glw+h) = Glw) ~ [ <w,Th>| ;)\|h]§(
< £
|h|x — |hlx

E dai,
G(w + h) — G(w) —/ﬂ <w,Th>|

< C|h|x.
Alx = €l

E fazendo |h|x — 0, teremos

G(w + h) — G(w) —/ <w,Ty> |
lim > = 0.
[h|x—0 |h‘X

Portanto, G é diferenciavel.
Considere agora o seguinte funcional
v: X — R
w s P(w)

onde,
p+1

o q / gt1 D / 1 /
= — T —— | <w,Tw >.
Lema 1.5 O funcional ¢ € de classe C' e

1_ 1_
W(w)??:/g|w1|q 1101771+/Q|U12|1’ 1w2772—/9<77,Tw>-

15



-~ q p
Demonstracao: Denotaremos ¢ (w) = ——I(w) + ——J(w) — G(w), onde
¢ vw) = 1)+ ~E i) - 6w)

at1 ptl 1
Iw) = [ Junl ' Jw) = [ Jusl e Gw) =5 [ <w.Tw>

Note que G(w) ¢ diferencidvel no sentido de Gateaux do resultado anterior, vamos

mostrar que G’ é continua.
Seja (w,) uma sequéncia convergindo para w em X.

Dali,
[G'(wn) = G'(w)n| = |G (wn)n — G'(w)n).
Assim,
6/ w) =G wnl = | [ <nTw,>=[ <pTw>|

Ou seja,

[G'(wy) = G'(w)]n| = | /ﬂ(mlezn + M Towr, — mThwy — n2Towy)|.
Logo,

[G'(wn) — G'(w)]n| < /Q ImTiwan — mTiws| + /Q [neTawin — meTown|.

Isto é,

G (wn) = G'(w)]n| < /Q || 71 (wen — w2)| + /Q 72| | T2 (win — wi)].

1 1
eq+1,p+

Da desigualdade de Holder com os expoentes a e p+ 1, temos

16" (wn) = G'(w)ln] < {mlass | Ta(wan = w2)lger + [l w21 [ To(win — wi)|psa.
Note que para |n|x < 1, temos que |171|% <le |772|pr1 < 1 e dai,
(G (wn) = G'(w)n] < [Ti(w2n — w2)lgs1 + | T2(win — w1)|ps1-
E assim,
[ (wn) = G'(w)]n] < |T(wn — w)|pasrre.
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Agora da continuidade de T, e passando ao limite temos
G'(w,) — G'(w).

Assim, G € CY(X,|R).
Mostraremos que I € C'(X, IR).

Temos que,

I: X —1R
g+1

wo— I(w) = [ o]

gt+1 pt1
onde X =L« (Q)x L7 (Q).

Vamos mostrar que I possui derivada no sentido de Gateaux, isto é, que
I(w +tn) — I(w)

lim existe.
t—0 t
Assim,
PRy A
w a — w q
Twttg) — I(w) _ Jolortimle = f lon
t t
ou seja,
atl atl
Hwatn)—Tw)  flwr+tml T = jw|T)
t B t '

Do teorema do valor médio,

q+1 q+1
wy +tn| 9 —|wy| @ +1 a1
ot t = = 1 q wy + M| 2 (wy + Mnn)m, A € (0,1).
Assim,
jwr + tmu| ‘T — | T qg+1 1=
: = T|w1+mh| T (wy + M), A€ (0,1). (1.8)
Portanto,
a+l a+1
_Jwi it — o g4+l 1y
%E% ; = |w1"1 w1 -

17



Agora usando a desigualdade triangular em (1.8), temos

|w1+tn1|$ — |wl|%1 g+1 14
; < T(|w1\+\)\tm|)q w4 Aty |[m].

De onde segue,

a1 g+l
lwy + | T — wi|

t

qg+1 1
(lw| + Al [ma) 7 [ma]-

IN

Agora usando o fato de que, |A] <1 e |t| < 1, obtemos,

g+l g+l
‘|w1+t771| T — |wy|

qg+1 1
< T(|w1| + [mu]) [l

la

Vamos mostrar que (Jwi| + |n1|)s|m| € L1(S).

g+1

Temos que wy, 1) € L%(Q) dai, w;+m € L'« () o que implica, (Jwi|+ |m])
LT(Q).

Q=

S

Agora usando a desigualdade de Holder com expoentes ¢ + 1 e , temos

1
(lwr] + I l)elm]| € LN(€).

a1 a1
lwy +tm| T — |wy|
t

Daf, < T (Jwi| + fml)sml| € LY(<Q).

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.5- apendice
A) em (1.8), temos

at+l at+l

o1 o (e e ?)

el e = i | i ~
Consequentemente,

/q-i—l,w 1 _ I(w+tn) — I(w)
- 1“1 wirp = am .
Q q t—0 t

Portanto,
I _
() — I(w)
t—0 t

existe.
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Assim, / 7|w1|q win; ¢ candidata a ser derivada no sentido de Fréchet.

Portanto, é suﬁc1ente mostrar que I’ seja continuo.

Seja (wy) = (Wiy, we,) uma sequéncia em X tal que w, — w = (wy,wy). Assim,

g+l
wy, — wy em L@ ().

Vamos mostrar que
1 4 1_q
|win|a Wy, — [ Jwi]d wy em IR
Q Q

De fato, do Teorema A.6 (ver apéndice A) passando a subsequéncia, temos que

wWin(z) — wq(z) q.s. em Q e que existe h € L%(Q) tal que |wy,(z)| < h(z) g.s. em Q.

Portanto,

i ()5 w1 () — | ()5 w0 (2)

q.s. em Qe “wm(af)\%_lwm(x)‘ < h%(x) € L7(Q) e, portanto h € LY(Q).

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver apéndice A),

lim \wln\%_lwln:/ ]wl\é_lwl.

n—oo JO 9]
Agora note que,

(" (wn) = I'(w))nl = [I'(wa)n — I'(w)n).
Assim,

+1 +1
() = Tl = T [l s = = [l )

E dai,

qg+1 1 1_
L e A [ e I E A

temos

1
Da desigualdade de Holder para os expoentes ¢+ 1 e ¢+t ,

q+1 1 1
[(I'(wy) — I'(w))n| < T|Iw1n!q fwiy — w7 1w1|q+1|771‘%'
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Para |n1]¢+1 < 1, temos
q
(1" (wn) = I'(w))n| < e w7~

Portanto,

1
[ (w,) — I'(w)|x < T||w1n|q 1w1n
Passando ao limite na expressao acima, obtemos
' (wn) = I'(w)|xr — 0.

Consequentemente,
I € CY(X,IR).

De modo analogo, mostra-se que J € C(X, IR).

No que segue vamos precisar do seguinte resultado.

Lema 1.6 Pontos criticos w = (wy,ws) de 1 geram solucoes do sistema (S).
Demonstragao:
Temos que ¢'(w) = 0 e dai, ¥'(w)n = 0, ¥n € X. Em particular para n = (1;,0), com
m € C§ (), temos
/Q |w1‘é_1w17]1 + /Q |w2|%_1w2772 - /9(771T1w2 + neTyw) = 0,

isto é,

1— o0
/Q\w1|5 111’1771—/97)1771102 = 0, Vmy eCo (Q>

Assim,

/Q(’wlﬁ_lwl —leg)m = O, Vm < C80<Q)

Agora usando o Lema de Du Bois Raymond, temos

‘wlyéilwl — Tl'U)Q = 0 = |/1U1‘$71w1 = 7-'171]27 J.s. em Q (19)
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Para n = (0,72) com ny € C§°(£2), seguindo o mesmo raciocinio, temos

|U}2|%_1’U)2 — T2w1 = 0 = |w2\%_1w2 = Tgwl, J.s. em Q (110)

Pelas equagoes (4) e (5), e por (1.9) e (1.10), temos

u = ]wﬂéflwl ev= ]wg\%flwg.

Logo,
Tiwy =u < Tiws = w1|w1|571
e
Thow, =v <= Thw, = w2|w2|%71.
Portanto,
lu| = |w1]$ implica que |wy| = |ul?.

Assim, u = ’wlﬁ_lwh dai, u = |U\Q(%_1)w1 isto é, u = |u|'"%w;.
Dai, w; = uful?7t.

Usando o mesmo raciocinio, wy = v|v[P~!.

Logo,

—Au+u=|v[P7tvem Q,
(S)F —Av+v=|ul|" uem Q,
u = v = 0 sobre 0.

+1 +1
2,241 2,4tL

Lema 1.7 Se u € W7 () ev € W>« (Q) sao solugoes do problema (S) entdio,
u,v € W5(Q) para s > 2.

Demonstracgao:

Usando o item a) do Teorema A.2 comm =2er = 2%1 e ¢ = p1, desde que

) 1 1 2
u € WQ’%(Q), temos que u € L (), com o T TN (1.11)
p
isto é,
1 P 2

uEW2’pTH(Q):>uELp1(Q), com — =——— —,
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Raciocinando da mesma forma, temos

UEWZ’qTH(Q)iveL‘“(Q), com —=——— —,

Afirmamos que % >1le %1 > 1.

De fato, observe que

1 N 1 >N—2_1 2
p+1 q+1 N N’

Vamos verificar o caso n = 2

1 P 2 D 2
— = — ——=—+41-—=-1.
D1 p+1 N p+1 N
Assim, usando a hip6tese (1), temos
1 1 1
ey I
P1 p+1 p+1l g¢+1
Logo,
1 1 1 1
— < pro -1+ —=—
p1 p+1 g+1 qg+1
Portanto,

P > q+1

Raciocinando de maneira semelhante, encontramos

1 1
P+l " @
e dai,
P 2 P 2

1
—_ > —_
M P2
de onde concluimos
p2 > D1



Da mesma forma, trocando p por ¢, temos que g; > p + 1 e isso implica g > ¢;.

Considerando a afirmagao acima e usando o Teorema de Agmon-Douglis- Nirenberg

(Teorema A.1 no apéndice) encontramos

1 2
u € WQ%(Q) o que implica que u € L*?(Q), com — = r_z (1.12)
P2 @ N
e
9 P1 . . 1 q 2
v e W4 () implicando que v € L®(f2), com — =—— —.
2 m N
Novamente, considerando %2 >1e %2 > 1, usando o mesmo raciocinio
9 .92 . . 1 P 2
u e W=7 (Q) implicando que u € LP*(§?), com — =-—— —
P3G N
e
9. P2 . . 1 q 2
v e W4 (Q) implicando que v € L®(f2), com — =—— —.
g p2 N
E assim,
2. 43 . . 1 p 2
u € W% (Q) implicando que u € LP* (), com — =-— — —
pa g N
e
v e W4 (Q) implicando que v € L%(f2), com — =—— —.
@ ps N
Note que q3 > q2 € p3 > po.
Repetindo o argumento anterior vamos encontrar
dn Pn
wEW> T (Q) e ve W (Q),
com
1 2 1 2
_r_ = 4 _ = (1.13)
Pn+1 dn N n+1 Pn N
Afirmamos que ppi1 >pn >q+1e g1 >qn >p+ 1.
Por indugao, teremos para o caso n = k que as seguintes desigualdades sao verdadeiras,
isto é:
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Pk > DPk—1

Q% > Qqk-1-
E também,
Pe-1 > q+1
e
k-1 > p+ 1L
Assim,
1 1
- > -
dk—1 dk
e dai,
2
p 2 _p 2
. dk
ou seja
1 1
- > ,
Dk Pr+1
de onde concluimos que
Dk+1 > Dk

Raciocinando da mesma maneira

1 1
> -
Pr—1 Pk
implicara que
dk+1 > G-
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Afirmamos também que p, — 400 e ¢, — +00.

De fato, suponha, por contradigao, que p, — l;. Entao por (1.13), temos ¢, — I,

onde
1 P 2
- - £_Z 1.14
I lh, N ( )
e
1 q 2
- = == — 1.15
ly i N ( )

Multiplicando (1.14) por g e (1.15) por p, teremos

pq 24
- =22 1.16
ly ly, N (1.16)
e
pq  2p
- = —= - —. 1.17
Iy ly, N (1.17)
Substituindo (1.17) em (1.14), teremos
1 pqg  2p 2
I i N N
Substituindo (1.16) em (1.15), teremos
I pg 2 2
I, b N N
Dai,
L 2
i L N N
ou seja,
1
=1 = S+l
E da mesma forma,
1 2
“pg—1) = =(q+1
pwe— 1) =5lat+)



Logo,

11:7 e 9 =

N(pg—1) N(pqg—1)
2(p+1) '

Afirmamos agora que Iy < g+ 1lelys <p+1.

Note que, por hipétese,

Assim,

Isto é,

ou ainda,

Entao,

que equivale,

1 1 N -2

+ >
p+1 qg+1 N

_pte+2 2
(p+1)(g+1) N

prat2 > 4D+ - =@+ 1+ 1),

N

prat2-(prDa+1) > ——(p+ g+ ).

N

2
1—pg > —N(p+1)(Q+1)

2D+l > po—1.

N
Ou seja,
N(pg—1
p+1D+1) > (2 )
Observe que,
N 1 L
q+1>———>=1[; implicaqueg+1>1[; ¢
N(pg—1
p+1>M:lzequivaleap+1>l2.

26



Agora, temos que p, — l1 e p, > g+ 1 e note que (p,) é uma sequéncia crescente e
convergente, logo converge para o supremo e assim, l; > ¢ + 1. Da mesma forma ¢, — [
eq,>p+1,logo, I >p+1.

Mas isto é um absurdo. Logo, p, — 400 e ¢, — “+00.

Consequentemente, apés um nimero finito de passos, por (1.13), obtemos

1 P 2
<OQou———<0e
Pn+1 dn N
1

q 2
<0ou ———<0.
qn+1 Pn N

Usando o Teorema A.2c)(ver apéndice A) mostramos que

W Q) = Che@)

W) & cleQ)
Ng . : q
tal que 1 < 2— — < 2 e a um numero real satisfazendo0 < a <1—— =agse ap < 1
Pn Pn
e <a<1seay=1e aregularidade desejada é encontrada. [ ]
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Capitulo 2

Existéncia de Solucao

Para mostrar que o funcional ¢ possui ponto critico, vamos usar o Teorema do Passo
da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz [1] cuja demonstracao faremos abaixo. Mas

antes precisaremos do Lema de Deformacao.

Definicao 2.1 Seja X um espag¢o de Banach, um campo pseudo-gradiente para ¢ €

CYX, R) € uma aplicagdo localmente Lipschitziana V : Y — X, que verifica

V(W) < allg'(w)] (2.1)

!

(@' (w), V() = Bll¢ (W), (2.2)
onde 0 < B<aeY ={ue X;¢(u) #0}.

Definicao 2.2 Seja X um espaco de Banach, S C X e a > 0. Designamos por S, a
vizinhanca fechada de S definida por

S, = {u€ X:d(u,5) < o},
onde d(u, S) = inf{||u — v||;v € S}.

Lema 2.1 Seja X um espago de Banach e ¢ € C'(X,R). Suponha que S C X, c € IR,

43 > a e €,0 > 0 sao tais que

16wl > % v ue o (e 22 1) et 2 1)) (23

Entao, existe n € C([0,1] x X, X) tal que para todo u € X et € [0,1], tem-se:
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(i) n(0,u) = u;
(ii) n(t,u)=useué¢ ¢~ ([c— 26(% —1),c+ 26(% — 1)]) N Sas;
(iii) n(1, ¢tV N S) C <N S5

(iwv) n(l,.): X — X € um homeomorfismo.

Demonstragao:Sejam

A=¢ e~ 26(45 —1),c+ 26(45 = 1)) N S,
B=o¢ (e e(f S 1)c4 e(‘f 1N S

Y ={ue X;¢(u) #0}.

Assim, note que B C A C Y. Considere V : Y — X um campo pseudo-gradiente
para ¢ e uma funcao localmente Lipschitziana p : X — IR definida por

_ d(u, X\ A)
W) = G X\A) T (. B)’

de onde segue que 0 < p <1, p(u) =1seu € B e p(u) =0seuec X\A. Considere ainda
a seguinte aplicacao localmente Lipschitziana f : X — X definida por
V(u)

Fu) = { P
0, seu ¢ A.

seu € A

Sendo || f(u)|| < 1, para todo u € X, segue que o problema de Cauchy

{w = flw(t))
w(0) = wu

tem para cada u € X uma tnica w solugao definida para todo t € R Sejan : [0,1]x X —
X definida por
n(t, u) = w(ot,u).

Entao,
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(1) 1(0,u) = w(0,u) = u;
(i) n(t,u) =useu ¢ ¢ ([c—2e(22 —1),c+2¢(22 — 1)]) N Sys.
De fato, considerando ws (t) = u, para todo ¢ € IR, tem-se
wi(t) = 0= f(wi(t) = f(u),se u ¢ A,

logo

{ w1 = flw(t)), seu ¢ A.
wi(0) = w.

Assim, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Picard (Teorema A.8), se u ¢ A
w(t) = wy(t) = u, para todo IR,
portanto
n(t,u) = w(dt,u) = u, para todo t € [0, 1];

(iii) n(1,¢=+<(E=D N S) C ge< N S;.

De fato, note que para todot > 0eu € S

w(t,u) —w(0,u) = /Otf(w(T, w))dr,
o que implica . .
lwt.w) = ull < [ fwirw)ldr < [ dr=t.

De modo que, sendo S5 = {v € X;d(v,S) < §}, onde d(v,S) = inf{||lv — ul;u € S},
obtemos para todo t € [0, ¢]
[w(t, u) —ull <t <9,

de onde segue
d(w(t,u),S) <4, para todo u € S,

o que implica

w(t,u) € S5, para todo u € S,

ou seja,
w(t, S) C S5, para todo t € [0,4].
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Logo,

n(t,S) C Ss, para todo t € [0, 1].

(2.4)

Note também que, para cada u € X fixado, a funcao ¢(w(t,u)) é ndo-crescente, pois

—o(w(t,u)) = ¢ (w(t, u))ir(t, u)
e do problema de Cauchy,

d /
0wt u) = ¢ (w(t,u) fw(t, v)).

d
Da definigao de f, tem-se —a@(w(t,u)) =0 se w(t,u) ¢ A e caso contrario,

dt

L st w)) = —plw(t, ) (w(t, )G
Assim, de (2.2),

@ it ) < —ﬂp(w(t,u))W’

ou seja, J
%¢(w(t, u)) < 0, para todo t € IR,

donde concluimos que ¢(w(t,u)) é ndo-crescente.
Se u € ¢cT<CE"D N S, note que:
a) Se ¢(w(t,u)) < ¢ — ¢, para algum ¢ € [0,6), entdo

¢(n(1,u)) = p(w(s, u)) < d(w(t,u)) < c—e

Portanto, de (2.4),
n(l,u) € N Ss.

b)Observe que para todo t € [0, 4], temos

St ) < 6(w(0,1)) = ofu) < e+ e — 1)
Consequentemente, A
pw(t,u)) <c+ e(f —1).
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Dessa forma, supondo que

w(t,u) € B= ¢ ([c— 6(45 —1),c+ 6(4(5 — 1)]) N S, para todo t € [0, 9],

usando (2.1), (2.5) e o fato que p = 1 em B, obtemos
5 d
Bw(6.u) = o(u) + [ Zo(w(t,u)at
de onde segue

logo

p(w(d,u)) <c+ e(éf —-1)— 54;5 <c+ 6(45 —1)— 546,

mostrando que

o(w(o,u)) <c—e.
Portanto, em qualquer um dos casos (a) ou (b)

n(1,u) = w(d,u) € ¢ N Ss, seu e qb”e(%’l) Nn.S;

(iv) n(1,.) : X — X é um homeomorfismo. De fato, devemos mostrar que 1 é continua

e que possui inversa continua.

Assim, considere as seguintes fungoes

Dessa forma, tem-se
(g © h)(u) = w(ot, h(u)),
de onde segue

(goh)(u) =w(dt, w(—=dt,u)).
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Usando propriedades de fluxo, obtemos
(g0 h)(u) = w(dt — 3t,u) = w(0,u) = u,
ou seja,
(g0 h)(u) =u.

De modo anélogo, temos

(ho g)(u) = u.

Logo, temos que 7(t,u) = w(dt, u) possui inversa dada por =1 (t,u) = w(—dt, u). Note
ainda que 7(t, .) é continua pela dependéncia continua com relagao aos dados iniciais para
w(dt, u). Da mesma forma, temos que (., u) também é continua, donde concluimos que

n(1,.) : X — X é um homeomorfismo. u

Definigao 2.3 Sejam X um espaco de Banach e J : X — IR um funcional de classe C*.
Diremos que (x,) C X € uma sequéncia (PS).(Palais -Smale) para J, se J(z,) — ¢ e

J (x,) — 0.

Definicao 2.4 Sejam X um espaco de Banach e J : X — IR um funcional de classe
C'. Dizemos que o funcional J satisfaz a condigcao (PS), se toda sequéncia (PS). de J,

possuir uma subsequéncia convergente qualquer que seja ¢ € IR

Lema 2.2 (Lema de Deformacao) Seja X um espaco de Banach ¢ ¢ € C'(X,IR).
Suponha que ¢ satisfaz a condi¢io (PS). Se ¢ € R nao é um valor critico de ¢, entao,
para todo € > 0 suficientemente pequeno, existe n € C([0,1] x X, X) tal que, para todo
ue X etel0,1], tem-se:

(1) n(0,u) = u;
(ii) n(t,u) = u se u & ¢~ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]);

(ii)n(1, ¢°7) C <7

(i) n(1,.) : X — X € um homeomorfismo.
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Demonstragao: Devem existir constantes 6, > 0, tais que, se u € ¢~ ([c — 20, ¢+

26]), temos ||¢'(u)|| >, pois , caso contrério, existe uma sequéncia (u,) com

d(un) — ¢ e ¢ (u,) — 0, quando n — ~+oo. (2.6)

Por hipdtese, temos que ¢ satisfaz a condigao (PS), logo existe uma subsequéncia

(tn,) C (uy) tal que u,, — uem X. Sendo ¢ € C'(X, R), segue-se

¢(un,) — ¢(u) (2.7)

’ ’

¢ (tn,) = ¢ (u). (2.8)
De (2.6), (2.7) e (2.8), tem-se

ou)=c e ¢'(u) =0,

donde concluimos que ¢ é um valor critico de ¢, contrariando a hipétese, logo mostramos
que existem constantes 6,y > 0, tais que, se u € ¢! ([c — 20, ¢ + 26]), temos ||¢' (u)|| > ~.

Assim, considerando S = X, € € (0,6] fixado e § = %, ou seja, v = %, pelo Lema 2.1,

segue o resultado. [ ]

Teorema 2.1 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaco de Banach e
I € CY(X,R) um funcional tal que

(i) 1(0) =0 e I(u) > a > 0, para todo u € X com ||u|| = p.
(ii) Eziste e € X tal que I(e) <0, onde |le|| > p.
(iii) I satisfaz a condi¢cdo Palais- Smale.

Entao, existe u € X tal que I'(u) = 0 e I(u) = ¢, onde ¢ = II€l£ III[(E)l}f] I(y(t)),
Y te )
I'={y € C([0,1]; X);7(0) = 0 e I(~(1)) < 0}.
Demonstracao: Seja ¢ = 11611£ m[aa)l(] I(y(t)). Afirmamos que ¢ estd bem definido. De
yel telo,
fato, pois sendo I € C'(X,IR) e v € C([0,1], X), segue que I o+ é uma fungio continua

e sendo [0,1] um conjunto compacto, temos que I o possui maximo em [0,1].
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Afirmamos que m[(e?lc] I(y(t)) > a,¥VyeT
te|0,

De fato, seja v € I" e defina

h:[0,1] — R
t o — h(t)=Ir®l

Observe que h é uma composicao de fungoes continuas, logo h é continua. Além disso,

sendo e € X \ B, temos que

h0) = Iy (O) = [0 =0 < p

h(1) = [ = llell > p,
ou seja, h(0) < p < h(1). Assim, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe to € (0, 1)
tal que h(to) = ||7(to)|| = p, de onde segue pela condigao (i) que I(y(to)) > «, logo

max [(y(t)) > «a, Vyel. (2.9)
te(0,1]

Definindo H = { tm[éa)ﬁ I(y(t));v € F}, segue da Afirmacao acima, que H é limitado
€10,

inferiormente em IR. Assim, pelo Postulado de Dedekind, existe o infimo de H em IR, isto

8, inf I(7y(t)) estd bem definido.
é, PlyIEIFteﬂl[Sl’Zﬁ (7(t)) estd bem definido

De (2.9) temos que « é uma cota inferior para H, conseqiientemente pela definigao de

¢, segue que ¢ > «. Suponha, por contradi¢cao, que ¢ nao é um valor critico. Entao, pelo
c—

, existe n € C([0,1] x X, X)

Lema de Deformacao 2.2, temos que dado 0 < € <

tal que
(a) n(t,u) =useud I ([c—2¢e,c+2€)etel01];
(b) n(1,I¢7¢) C I°-.

Além disso, pela definicao de ¢, existe v € I' tal que

I <cte 2.1
max I(y(t) < c+e (2.10)

Considere h(t) = n(1,~(t)). Sendo n € C([0,1] x X, X) e v € C([0,1], X), segue que
h e C([0,1],X). Uma vez que, I(e) < a < ¢ — 2, tem-se I(e) & [c — 2¢,¢ + 2¢], 0 que
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implica e ¢ I~!([c — 2¢, ¢ + 2¢]). Da mesma forma, sendo 1(0) = 0 < o < ¢ — 2¢, tem-se
I1(0) & [c — 2¢, ¢+ 2¢], ou seja, 0 ¢ I 1([c — 2¢,c + 2¢]). Assim, de (a),

h(0) = n(1,7(0)) = n(1,0) = 0

h(1) =n(1,7(1)) = n(l,e) = e,

donde concluimos, que h € . Por (2.10), obtemos

I6(6) < max 13(1)) < e+,

o que implica y(t) € I°t¢ Vt € [0,1]. De (b),

h(t) = n(1,~(t)) € I°°° vt € 0,1],

ou seja, I(h(t)) < c—eVt e |0,1], logo

I(h(t)) < ¢ —
max I(h(t)) < c—e

d = inf I(y(t)), t
e sendo, ¢ = inf trg[g}ﬁ (7(t)), temos que

< I(h(t)) < c—
c_gg[%(())_c €,
visto que h € I'. Assim,

c<c—e,

o que é um absurdo. Portanto, concluimos que ¢ é um valor critico para I, finalizando

assim a demonstracao do Teorema . [ ]

Quando o funcional [ satisfaz as condigoes i) e ii) do Teorema 2.1, diz-se que I verifica

a geometria do Passo da Montanha.

1 n 1 - N —2
p+1 q+1 N
uma solugio w = (wy,wy) com w; >0 em Q e w; € W»5(Q) para s >2, i=1,2.

Teorema 2.2 Se

, p,q > 1, entao o sistema (S) tem pelo menos

Para provar este teorema, mostraremos que o funcional v satisfaz os itens i), ii) e iii)

do Teorema do Passo da Montanha.
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Lema 2.3 Euxiste p >0 e a > 0 tais que Y(w) > «, para todo w € X tal que |w|x = p.

Demonstracao:

w / | p / | ‘p+l ]_ / < )
[emos que N wy | » —= [ (wiTiwy + woTswn).
+1 p+1Ja 2 2 Jot 22

p+1
— €

1
Note agora que da desigualdade de Holder com os expoentes a eq+1,

p+ 1, temos
/Q(wlle2 + wyThw;) < ’wl‘%l’TﬂU?‘qul + ‘wzprfl\TQUfl’pH-

2 b2
Da desigualdade elementar ab < > + o encontramos

‘/ﬂ(wlleg + ngle) =~ |w1|q+1 + = ]T1w2|q+1 + = |w2|p+1 + = |T2UJ1|?)+1.
Usando o fato de T e T, serem operadores lineares e continuos, segue-se que
/Q(UJ1T1U)2 +w2T2w1) = ‘wﬂ +1 + C’1\w2’p+1 + = |w2| +1 + CQ‘w1|q+1

Dai, existe 3 > 0 tal que

g

1
*/(w1T1w2 +wlhwy) < S(lwilin + Jwalpi). (2.11)
2 Q 2 q P

Assim, substituindo (2.11) no funcional acima temos

i
dj( - C]+ 1/ | 1 /Q | w2 |pp (|w1|q+1 + |w2|p+1)- (2.12)

1 1
. =—1 q g¢>—1
Agora considere cg = min { LrorT, —q+15q }

Desde que
p 14
< ——)
Cs = p+1 P
temos que
2 < P siigp 2.13
GlsP < 26 sP (213)



Além disso, para |s| < §, segue-se que —1 < —- ou seja,

Sl
@

Assim de (2.13), temos

2 p ptl
csls < s|7, V|s| <. 2.14
el < ELlslF Vsl < (214)
Trocando p por ¢ encontramos também
2 q atl
csls < s|7a, Vsl <. 2.15
el < olsl'F, v sl < (2.15)
Portanto, de (2.14) e (2.15)
p ptl 2
w>c/w2+— wp—l—c/w—l—
R N e O WU by
q w1 f3 2 2
+ - - 4 q + P .
7+ 1 Jo |ws | 2(|w1\%1 |w2\%)
ou seja,
p ptl 2
w>c/w2+7 w +c/w+ 2.16
viw) = s [ w2 [l e [l (216)

-2 -2 ()
g+ 1Joa, 2 \Ja"! 2 \Jo'"? '

Note que, para todo €y C €2, temos da desigualdade de Holder com os expoentes

2p
e —— que
p—1
+1 2 g +1 ot pTJ;l
2 +1
/sz|pT < </ 1Pp1> ’ </ (‘w2|p”>p ) , V@ C Q
Q Q Qo
ou seja,
ptl p—1 9 By
[ owl < ol (/ yw2\> LY, € Q.
Q() Q0
Dai,

2p
10| (/ \wzy”f>”“ < / w2, ¥ C Q. (2.17)
QQ Q0
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Raciocinando da mesma forma e trocando p por ¢ encontramos

_2q_
~(g-1)
Q| T (/Q |w1|’1?> o< /Q|w1\2, VO, C Q. (2.18)
0
Substituindo (2.17) e (2.18) em (2.16), encontramos
+1 a +1 +1 24
1 1
Y(w) > csky (/ |w2|p1’ ) " +L |w2|p7+65/€2 (/ |w1|qq > -
Qo p+ 1o Qo

qurl Q\Qo Ty (/ ol ) 2 (/ |w2|p+1> ' (2.19)

Observe que

pil ptl pt1 ) AT
([l = (] ol + [ ol
Qo 2N\Qo
2p pt1\ i 2p p+l \ PHL
< ok (/ |w2|p)” + 27k (/ |w2]p> . (2.20)
Qo 2N\Qo

Novamente, raciocinando como acima e trocando p por ¢, obtemos

‘1+1 o 2¢ a+1 QTq 2q g1\ 9T
</ | % ) < o (/ | % ) +oh / w5 (2.21)
QO Q\QO

Substituindo (2.20) e (2.21) em (2.19), encontramos

2p
+1\ 41 D p+1
w) > ck(/ wp) + — w +
¢()_619|2| p+19\90|2|
2q
+1\ g+1 q q+1
+ ck(/ w q) + — w -
52Q’1‘q q+19\90|1’q

=3 p+1
_ 52% </ |w2‘p;1) 1_@2% / |w2’% —
2 Qo 2 2\ Qo
24 o+
- S ([ )T -G ([ )T @)
Qo 2N\ Qo

Note que para ¢ suficientemente pequeno temos
2
csky — gZPfl > k3 >0

e dai,

1 2p_ 6 5 - 2p — 2p

p+1 +1 1
csk1 (/ !wz\p” ) — Copr (/ !wz\pp )p > ks (/ |w2]pp )p+ . (2.23)
Qo 2 Qo Qo
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Raciocinando da mesma forma trocando p por ¢, encontramos

2 2 2
csks (/ !wl\qzl)w P (/ |w1|q:1>q+1 > ky (/ \wﬂqzl) " (2.24)
Qo 2 Qo Qo

Substituindo (2.23) e (2.24) em (2.22), encontramos

2p
pEL p+1 P ptl
w) > k (/ w pp) + — wol P +
Plw) 2 ks Q()’ 2 p+1 Q\Qo‘ 2

2q
+1\ g+1 q gt+1
—|— ]{/‘ (/ w qq ) + _— w q —_
4 Qo | 1| q + ]- Q\QO | 1|

ou ainda
2p
pt1 o1 D el
Y(w) = ks (/0 |wa| > + mw’?'%(g\go) +
2q
a1\ T+ q o
T K </ﬂo o] > + q+1|w1’%(9\00) -
B2 B 2
_ §2p+1|w2|%$(9\90)—§2q+1|w1|%%1(9\90) (2.26)
Note que
f_lxpTH Do > ksa?,
p

se e somente se,

se e somente se,

se e somente se,




p B2\
— | ks + =2p+1 , temos que
p

2p
p + 1 |w2|%(9\90) — §2P+1 |w2|%#(Q\QQ) 2 k5|w2|%#(9\90).

Raciocinando da mesma forma e trocando p por ¢, encontramos

_2q
lwy | 4 — 220 |uy | > ke|wi |3

q
q+1 - (\Qo) 2

Substituindo (2.27) e (2.28) em (2.26), encontramos
N
p+l\ p+1
p(w) = ks </QO |ws| > + ks |ws 21 ) +

2q
M q+1
+ k4 <‘/QO |w1| > + k?6|’w1|%%1(9\90).

Considerando k; = min{ks, ks} e ks = min{ky, k¢ }, obtemos

— 2p 2717_
p+1\ p+1 pt1 | PHL
o) = ke ([ wl5)’ +(/ mw) *
Qo Q\ Qo

—- 2q 7

2q =4
a1\ g+1 g+1 | 7t!
ks ([ wl™) +</ ywl\q)
Q0 Q\ Qo

CELO\Q) = LEL Qo)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Aplicando o mesmo raciocinio em (2.29) usados para obter (2.20) e (2.21) encontramos

2p
pt1 p+1

p+1
o) = | [ el [ el
Q0 0\

g+1 q+1
ko | f ol [T
Qo

ou seja,

2p _2q_

p+l\ p+1 atl\ g+1
v(w) = ko ([ ua )" ko ([ )"

ou ainda,
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Considerando |w|x = p com

D

—17 p—1
P gy Do 1
p+1 2 2

p = min 3

temos

Y(w) > kpp*=a>0

para todo |w|x = p e o lema estd demonstrado. n
Lema 2.4 Existet >0 ew € X tal que ¢ (tw) < 0.

Demonstragao:

Considere W = (¢1,¢2) € X fixado onde p; € C{°(2) com ¢; > 0 em Q e tal que
/9(4,017114,02 + @oTop1) > 0.

Assim,
q+1 g+1 +1 +1
vim) = g [Tl + 2 [ el
- 2/ (p1Tip2) + 1 (902T2901))
pois T} e T5 sao lineares. Dai,
atl atl p+1
vim) = ST [lelT Tl [ el
t2
Y (801T1%02+902T2901>

Desde que, / (p1T102 + paTopr) > 0 e fazendo t — +o0, temos ¢ (tw) — —oc0 € 0
Q
g+1 p+1
Top

< 2. [ ]

resultado segue, ja que

Lema 2.5 O funcional (w) satisfaz a condi¢ao (PS).

Demonstracgao:

Seja (w,) = (wip,w2,) C X uma sequéncia (PS). de 1, isto é, Y(w,) — c e
Y (w,) — 0 em X’. Vamos mostrar que (w,) = (win,ws,) possui uma subsequéncia

convergente em X.
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Note que desde que (¥(w,)) é convergente, segue-se que existe k; > 0 tal que

b(w,) < |b(w,y)| < ky,¥n € IN (2.30)

Além disso,
= (wp)wn < ¢ (wn)wn| < [[9" (wn)||xJwnlx,

onde X’ é o dual topolégico de X.

Desde que nl_l)gl_loo |4’ (wy)]| = 0, segue-se que existe ng € IN tal que, para todo n > ny,
= (wp)w, < |wy|x. (2.31)

Por (2.30), temos que
P /Q |w2n|% + -1 /Q |w1n\%l < ;/Q (w1, Thway, + wop,Tows,) + ki (2.32)

e por (2.31) segue-se que

p+1 q+1
_/Q|w2n| - Qlenl o < \wn\x—/Q(melwszrwznTQwM), Vn > ny,
ou ainda
p+1 q+1
/Q (win Tyt + wonTowny) < Jwaly + /Q s + /Q T (2.33)

Combinando (2.32) e (2.33) e passando a uma subsequéncia, que ainda chamaremos

de (wy,) = (Wi, wa,) temos

p+1

ptl q g+1 1 1 ptl
L [l + = [l < Sl 5 [ el +

1 atl
+ f/|w1n| e +k VnelN
2 Jo

Portanto,

P 1 / ptl q 1 / gt1 1
- \ = S5 < Slwalx kb Ve IN
<p—i—1 2) Q|u)2 | 7 +<q—|—1 2) Q|w1 e < 2|w |x + k1 Vn €

ou ainda

-1 ptl -1 atl
(1) fol ™+ (157) flol® < fonbe ks



p—1) (¢—1)
p+17 g+1

Considerando ky = min {( } , temos

ptl g+l
ks [|w2n|pzl+|wm|q.;z} < |walx + ki, (2.34)
P q

onde ky > 0.

Suponha, por contradicdo, que a menos de subsequéncia, |w,| — oo. Assim,

|wan | p1, |win| 1 — oo e dai para n suficientemente grande,
p q

walx = Tzl + [winfies < Jwnnlozs + [wra]s. (2.35)
p q

Portanto, de (2.34) e (2.35), obtemos

p+l FES
ks [|w2nyp:g + |w1n|qzl} < et + il + . (2.36)
p q
1 1
Considerando s = min {p—l-7 (H—}, temos que s > 1 e para n suficientemente
p q

grande

p+1 q+1
[Won |1 + [Winlerr < |won |t + |win s (2.37)
P q P q

Combinando (2.36) e (2.37), encontramos
ko [|won|ber + |win|am | < |wan| et + |win|aer + k1. (2.38)
p q P q

Recorde novamente que para todo a,b > 0, temos que

(a+b)° < [2maz{a,b}]* = 2°maz{a®, b’}
< 2%(a® +0%), Vs > 1.

Portanto, usando a férmula para a = |wagy,|p+1 € b = |wy, |41, encontramos
P q

1 S
7 (|w2n’1)+1 + \w1n|q+1) < wap| s + [win | (2.39)
p q P q

Substituindo (2.39) em (2.38) encontramos

ky

<|w2n‘l’+1 + ’wln’q-"l> S ’an’ﬂ + \w1n|@ + /{1. (240)
28 P q P q
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S
Dividindo ambos os membros em (2.40) por ("IUQn‘p-‘rl + ]w1n|q+1> temos
p q

ko 1 ka1

? S s—1 + s
(lwanless + unalass ) (Jwaaloss + fraluss )
P q

k
Passando ao limite de n — +o00 e desde que s > 1 temos 2—3 < 0, o que é um absurdo.

Logo, (Jw,|x) é uma sequéncia limitada em IR

Considerando a sequéncia z, = Tw, = (Tiwa,, Towi,), desde que T} e Ty sao

operadores lineares e continuos, temos

|Zn|parisprir = [(Tiwan, Towry,)|petix et
= |Thwanl|gr1 + | Towin|ps

< Cy|wan|per + Colwiy| gt
p q

(2.41)

Desde que a sequéncia (w,) C X é limitada, segue-se que as sequéncias (|way,|p+1) €
p

(|win|e+1) sdo limitadas em IR e, portanto, por (2.41), (z,) é uma sequéncia limitada em

LT(Q) x LM (Q).

Da relagao Tw,, = z,, temos que

ptl
_Azln +21p = Wy, € L

g+1
—AZQH—FZQn = Wiy € L«

Do teorema de Agmon- Douglis - Nirenberg (Teorema A.1)

v Pl
o € WESRLQ) AW, T (Q)
1.9+1

s € WS (AW, T (Q)

além disso, |z1,| , pr1 < cwon|pr1 € |2on| L a1 < clwin] gt
w= »p D W= a q

Portanto, (z1,) é limitada em WZ%(Q) e (z2,) € limitada em Wz%l(Q)

Da reflexividade desses espacos, a menos de subsequéncia,

21, — 21 em WQPTfl(Q)

Zop — 29 em WQ%(Q)
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e das imersoes compactas de Sobolev, a menos de subsequéncia,

21, — 2z em L¥(Q)

Zon — 2 em LP(Q)

com 1 < «a, f < 2%, ou ainda, a menos de subsequéncia,

Zn = (Zin, 2n) — 2= (21,2) em L*(Q) x L(Q)

com 1 < a,f < 2%

Além disso,

21p(x) —  z1(x) q.s. em

e existe g € LI (Q) tal que

|21 ()]

Dai,

0t
ER—

210 (2)|7 210 (2)

< g(x) g.s. em .

q+1
‘|z1(a:)|q_1z1(x) ‘ .. em ()

e
a1
lern(@ (@) < g (@) a5 em Q com g7 € L1(Q).
Do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (ver apéndice A), teremos:
Lo Lo
nl_l)r_ir_loo 0 “Zln|q Z1n 4 = /Q “21]‘1 z1 ¢ (242)
Pelo mesmo raciocinio,
e .
nggloo/ﬂ 120l 20| 7 = /Q 2o 2] ? (2.43)
Note que
~ N2y + 21 = 200 [P 20n = way, é limitada em Lprl(Q)
e

- AZZn + Zon

|Zln|q_lzln

g+1
Wiy, é limitada em La (Q).
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Passando a subsequéncia,
g+l
wy, — wpem L a (Q)e

Wy, — Wy em L%(Q)

Da compacidade dos operadores T e T5, a menos de subsequéncia

Tiwy, = 21, — 2z em L)

Towyy = 209n — 2o em LPTH(Q).

Portanto, Tw = (Tyws, Towy) = (21, 22), onde w = (wy, ws).

Assim,
Wy, — W 3( = [(win, way,) — (w17w2)‘§(
= |(win — w1, wap, — w2)|.2x-
Logo,
jwy —wlk = |wi, — w1|2q%1 + [way — w2|%,#

= |lz1a]" 21 — 2|7 21 o A+ 220" 220 — |20 2[R
q P

Passando ao limite de n — 400, e usando (2.42) e (2.43) teremos |w, —w|x — 0. =

Para obter solugoes positivas para o problema (S), precisamos demonstrar a seguinte

caracterizagao do nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha:
c= inf  sup¥(tw).
weX\{(0,0)} tgg vltw)

Teorema 2.3 Se c é o nivel do Passo da Montanha do funcional v, entao

c= inf su tw).
w€X\{(0,0)} tzg)w( )

Demonstracgao: Considere

Ce = inf su tw
u€X\{(0,0)} tz%))w( )
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e defina a fungao ¢ : R" — TR tal que ¢(t) = ¥ (tw) para algum w € X\{(0,0)} fixado.
Temos do Lema 2.3 que existe ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que ¢(t) = ¥ (tw) > o >
0, para algum o € IR

Além disso, do Lema 2.4, ¢(t) = ¢(tw) — —oo quando t — +oo. Dal existe t,, € R
tal que

o(tyw) = max ¢(t) = max i (tw).

t>0 t>0

Assim, ¢'(t,,) = 0 se, somente se,
1 g1 1 ol
t{i/\wll a —l—t%ﬁ/\wglp —tw/<w,Tw>:0.
Q Q Q

Assim,

p+1
tw /|w1| a —I—tw /|w2| :/ <w,Tw > .
0

Suponha que exista t; € IR tal que

Bltr) = max 6(t) = max b (tw).

>0

Logo, ¢'(t1,) = 0 se, somente se,
p+1
tlw / |’UJ1‘ q +t1w / ”UJ2| / <'LU,T’UJ >
Q

Sendo assim,

+1 +1 +1
N R U el A R A
571 571 a+1 p+1
(67" = k") [l (7 =407 [l =

Dali, t,, € tnico.

E portanto,

Note que

ce = inf Y(z),

zeM

onde M = {z = t,w : w € X\{(0,0)}}. De fato, z € M, entao z # (0,0) e desde que

@' (ty) = 0 temos que
[l + [1a% = [ <wTw>,
Q 0 Q
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onde z = (21, 29).
Assim,
¢(z) = max ¢(t) = maxy(tw) = c..
Logo,
inf ¥(z) > c..

zeM

Por outro lado, para w # (0,0) fixado

Inf ¥(2) < P(tww) = maxy(tw).

Dali,
inf 4(z) < c.,

zeM

donde concluimos que
inf ¢(z) = c..

zeM

Provaremos primeiramente que

c < ce.

Desde que v(tw) — —oo quando t — oo, seja t > 0 verificando v (tw) < 0.

Considere
5(t) = (Fo)t.
Temos 7(0) =0 e ¥(y(1)) < 0 e assim 7 € I". Além disso,
sup ¥ ((t)) < sup ¥ (tw)

te0,1] t>0

e portanto,

Finalmente, provaremos que

c > ce.
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Dado v € T, temos que y(0) =0 e ¥(y(1)) < 0. Assim, existe ¢, € [0, 1] tal que

P(v(ty)) = max Y(v(t))-

Desde que v(t,) € X, segue-se que y(t,) € M e

ce = inf Y(v) <Y(y(ty)) = sup Y(7(t)).

veM te[0,1]
Portanto,
€2 cCe

e o teorema esta provado. [ |

Para terminarmos a demontracao do Teorema, resta-nos mostrar que as solugoes de

(S) sao positivas.

Lema 2.6 Se w = (wy,wy) € X € solugao de (S), entdo wy e wy sao solugoes positivas

do problema (5).

Demonstracao: Seja w = (w;,wy) € X um ponto critico do funcional 1. Dali,

et pr1 1
q—|—1/| wy | + 1/Q|w2\p—§/<w,Tw>:c,onde

c = inf su tw
wexdtiio oy Sup Y (tw)-

Vamos mostrar que w™ = (wf,w3) = (0,0) ou w™ = (w;,wy) = (0,0), onde

+ _
w; = maz{tw;,0}.
Observe que escrevendo w; = wy — w; e wy = wy — w; , segue da linearidade de T a

seguinte igualdade
/Q<w,Tw> = /Q<w+,Tw+>+/Q<w_,Tw_>. (2.44)
De fato,
/Q <w,Tw> = /Q < (wy,wq), T'(wy, ws) > .
Assim,
/Q <w,Tw > = /Q < (wq, we), (Thws, Towy) > .
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De onde segue,
/ <w,Tw> = /(w1T1w2 + weTowy).
Q Q

Tomando wT = (w],wy) e w™ = (wy,wy ), temos

[ <wTw> = [ (@l —wd)Tiwf —wg) + (wf —uwp)To(wf —wp)).
Logo,

/ <w,Tw> = /(walwz+ —wi Tywy ) — / (wy Tywy —w; Tywy ) +
Q Q Q

+ [ i B! —wi ) - | (wy T} — wy Tou),
ou ainda,

<w,Tw> = /w*Tw*—i—/w’Tw’—i—/w*Tw*jL/w’Tw’
/Q Wi fiwy A wy By Wy Lawy A |y Loy

— /Q [wale’ + w;Tgwl’] —/Q [wl’le; + w;Tgwﬂ .
Do Lema 1.4, segue-se que

<w,Tw> = /w+Tw+—|—/w_Tw_+/w+Tw++/w_Tw_
/Q Wy | wyhwy A wy Tawy |y Lo,

- 2/ [walwg +w;Tgwﬂ :
Q
Portanto,
/ <w, Tw> = / <wh, Tw" > —I—/ <w ,Tw™ > —2/ <wh, Tw™ > .
Q Q Q Q
Desde que w é um ponto critico do funcional 1, temos

1 _
/<w,Tw> = /<w+,Tw+>+/ <w*,Tw*>—2/|w1+\q Ywtwy
Q Q Q

- 2/|w+\p wy wy
Portanto,

/<w,Tw> = /<w+,Tw+>+/<w’,Tw’>.
0 Q 0
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A igualdade (2.44) implica que

P(w) = maxy(tw) > Y(tw) = P(tw™) + P(tw™), YVt > 0.

t>0

Isto é,
Pw) > Ytwh) +(tw™), V> 0. (2.45)

Suponha por contradicio que wt # 0 e w™ # 0, logo, w™ = (wi,ws) # (0,0)

e w” = (w;,wy) # (0,0). Dali, / < wh, Tw" >> 0 e/ < w ,Tw~ >> 0, pois
Q Q

wt # 0= w] #0 e ws #0, pois se pelo menos uma fosse identicamente nula, terfamos

/ <wh, Tw" >=0.
Q

Assim,

P ptl q+1
oty = T [ 5 [l

e portanto,

—f/ < (T(tw), tw?) > .

wtwt) = TS [ S et

Sendo assim, ¢ (twt) — +oo quando t — +o0.
O que é uma contradigao, pois, ¢ = P(w) > P(tw™) + Y(tw™).
Da mesma forma se / <w™,Tw™ >= 0, terfamos, ¥(tw~) — +oo quando t — +o0.

Q
Agora fixe t& niimeros reais satisfazendo,

Ytgw?) = maxy(tw?) e

bltgw) = maxd(ter),

t>0

Usando a caracterizagao do nivel ¢ do passo da montanha, temos:

Twt) > c= f 2.4
V(tgw™) = ¢ wex oo Stgg@/}(tw) (2.46)

t-w”) > c= inf su tw 2.47
VltguT) = o= nt - swpu(t) (2.47)
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Substituindo ¢ em (2.44) e usando (2.45) e (2.46), temos

Y(w) 2 Y(tgw®) + ¢(tgw™)
B assim, ¢ = $(w) > Y(w?) +Y(tfw") > ¢+ p(tfw).
Logo, ¥ (tgw™) < 0 implica que t§ > t; .
Agora substituindo, t; em (2.44) e usando (2.45) e (2.47), temos

P(w) > Ptgw™) +p(tgw™).

Assim, ¢ = ¢(w) = P(tyw™) +P(tgw™) = e+ Y(tgw™).
Logo, ¥ (tyw™t) < 0 implica que t, > t§.
O que é um absurdo.

Portanto, w™ = 0 ou w~ = 0. Assim, sempre podemos considerar w~ = 0, sem perda
de generalidades, pois caso contrario W = (—wy, —ws) que verifica W # 0, com ¢’ (w) = 0

e P(w) = c. n
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Apeéendice A

Resultados Basicos

Teorema A.1 (Teorema de Agmon- Douglis - Nirenberg)(ver [5], pg 197) Seja 2 um
aberto de classe C* com T limitado. Seja 1 < r < oo. Entao para cada f € L"(Q) existe
wma inica w € W2 (Q) N Wy (Q) solucio da equagio,

—Au+u=fem Q.

Além disso, existe uma constante C' independente de f e u tal que ||ul|yzr < C|f],.

Teorema A.2 (ver [15], pg 75) Seja Q dominio limitado do RY (N > 2) Q de classe

C™, el <r<oo. Entao as sequintes imersoes sao continuas:

QW™ (Q) s LI(Q), 1 < g < —

T n—mr

b)Wmr(Q) — L1(Q), 1 < g < oo semr =mn;

=1r*x semr <n;

)W (Q) — C*A(Q), mr > N onde k é um inteiro tal que k <m —2<k+1 e\ um
realsatisfazendoo<)\§m—k‘—%:)\0 seXdg<lel<A<1seM=1.

Teorema A.3 (ver [15], pg 84) Seja Q aberto limitado do RY, Q de classe O™, e

1 <r < oo. Entao as sequintes imersoes sao compactas:

nr

o)W (Q) — L1(Q), 1 < ¢ <

se mp < n;
n—mr
b)Wmr(Q) — L), 1 < g < oo semr =n;
JW™T(Q) — C*(Q), k <m—2 <k+1 semr>n ondek éum inteiro nao negativo.
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Proposicao A.1 (ver [5], pg 90) Sejam E ,F e G trés espacos de Banach. SeT : E — F
¢ um operador linear continuo e S : ' — G é um operador compacto, entao S oT é um

operador compacto.

Teorema A.4 (Desigualdade de Holder)(ver [3], pg 56) Sejam f € L, e g € L, com
p>1le +.=1 Entio fg € Ly e|fgl <|fllgls-

Teorema A.5 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesque)(ver [3], pg 44) Seja ( f,)
uma sequéncia de fungoes integraveis que converge quase sempre (q.s) para uma fungdo
f mensuravel de valor real. Se existe uma fungao integrdvel g tal que |f,| < g para todo
n, entao f € integravel e

/fdu = lim/fndu.

Teorema A.6 (ver [5], pg 58) Sejam (f,) uma sequéncia em L, e f € L,, tais que
|fn — flp = 0. Entdo, existe uma subsequéncia (fy,) tal que f,, () — f(x) ¢.s em Q e

| for ()| < h(z), para todo k e q.s em 2 com h € L,,.

Definicao A.1 (ver [16], pg 07) Seja X um espago normado e J : X — R um funcional.

Dizemos que J é Gateaux diferencidvel em u quando,

lim J(u+th) — J(u)

t—0 t

existe .

Definigao A.2 (ver [16], pg 07) Seja X um espago normado e J : X — IR um funcional.
Dizemos que J € Frechet diferenciavel em v € X se existir L : X — IR um funcional

linear tal que

J(u+h) — J(u) — L(h)
Il

— 0.

Proposicao A.2 (ver [16], pg 08) Se a diferencial de J no sentido de Gateaux € continua
em U, entio J € C'(X,1R).

Teorema A.7 (Teorema do valor Médio)(ver [6], pg 66) Seja f : U — IR uma fun¢ao
diferencidvel no aberto U se o segmento de reta [a,a + h] estiver contido em U, entdo

existe 0 < ¢ < 1, tal que
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fla+h) = fla)
h

= f'(a + ch).

Lema A.1 (Lema de Du Bois Raymond’)(ver [5], pg 61) Seja f € Li.(Q) tal que
/qu =0,V u e C°(Q). Entao, f =0, ¢q.s. em Q.

Teorema A.8 (Teorema de Picard)(ver [14], pg 200) Seja um aberto U C R x E, onde
E ¢ um espaco de Banach e f : U — E uma aplicagao continua, cumprindo a condi¢ao
de Lipschitz |f(t,z) — f(t,y)| < c|lz — y|, onde a constante ¢ nao depende dos pontos
(t,z) e (t,y) em U. Entao para cada (to,xo) € U, existe um intervalo aberto I contendo
ty € uma unica fungao diferencidvel ¢ : I — E tal que p(ty) = x¢ €, para todo t € I,

P(t) = [t (1)),
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