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ABSTRACT

In this work, we will study the invariance of some subspaces obtained through of the a
Peirce decomposition in the algebras: train of rank 3, Bernstein and in the that satisfying
the identity z® = A(z)x?, where A is a linear form defined in A. Our main goal is to study
the last class of algebras, which is divided into two cases. If A\(A?) # 0, then A has a
decomposition A = Ke & U, & V, relative to a idempotente e. If A\(A?) = 0, then A has one
decomposition A = Kz @ U, @ V, relative to a nilpotent z. We prove that for some vector
subspaces, obtained from the decomposition of A, their dimensions are independent of the
element used to decompose A. Also we establish necessary and sufficient conditions for the
invariance of these subspaces.

Key words : Bernstein algebras, algebras train, invariant subspaces, invariant polyno-
mial

RESUMO

Neste trabalho, estudaremos a invariancia de alguns subespacos obtidos através de uma
decomposicao de Peirce nas algebras: train de posto 3, Bernstein e nas que satisfazem a
identidade 23 = A(x)2?, onde A é um forma linear definida em A. Nosso principal objetivo
¢ estudar a ultima classe de dlgebras, que ¢ dividida em dois casos. Se A\(A?) # 0, entao A
tem uma decomposicao A = Ke® U, @V, relativa ao idempotente e. Se A\(A?) = 0, entao A
tem uma decomposicao A = Kz @ U, @V, relativa ao nilpotente z. Mostraremos que alguns
subespacos vetoriais, obtidos destas decomposi¢coes de A, tem dimensoes independentes do
elemento usado para a decomposicao de A. Nos estabeleceremos uma condi¢ao necessaria e
suficiente para a invariancia destes subespacos.

Palavras chaves: algebras Bernstein, train &lgebras, subespacos invariantes, polinomio
invariante
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Introducao

Neste trabalho sera estudado a invariancia dimensional e a invariancia de certos sube-
spacos em relacao a decomposicao de Peirce em algebras comutativas e nao necessariamente
associativas.

No capitulo 1 estudaremos a invariancia nas train algebras de posto 3, nestas dlgebras
todo o subespaco que possui uma expressao polinomial em termos de U, e V, tem dimensao
invariante e, podemos encontrar uma condi¢ao necessaria e suficiente de facil verificacao para
um tal subespaco ser invariante. No capitulo 2 estudaremos a invariancia de subespagos
nas algebras de Bernstein, para todas as algebras de Bernstein nao é possivel encontrar
os mesmos resultados encontrados para train algebras de posto 3, mas na subclasse das
dlgebras de Bernstein que satisfaz as condigoes U2V = 0 e (uv)v = 0 conseguimos os
mesmos resultados.

Nos capitulos 3 e 4 estudaremos a invariancia de subespacos nas algebras que satis-
fazem a identidade 23 = A\(x)z?, onde )\ é apenas um funcional linear. Estas algebras sao
uma generalizacao das train dlgebras de posto 3 quando a constante v = 0 na identidade
3 = (1 + 7)w(z)r? — yw(z?)x. Nestas dlgebras é possivel encontrar os mesmos resultados
encontrados nas train algebras de posto 3.



Capitulo O

Preliminares

Neste capitulo introduziremos os conceitos que serao utilizados nos capitulos posteriores.
Conceitos como os de dlgebra, caracter e de algebras baricas.

0.1 Algebra

Comecaremos nosso estudo definindo o conceito de algebra, pois a compreensao desta
estrutura matematica serd de fundamental importancia para o nosso estudo.

Definicao 0.1. Seja K um corpo. Uma dlgebra sobre o corpo K é um espaco vetorial A
sobre K com uma operagao adicional, dita multiplicacao, indicada por -, que associa a cada
par de elementos z, y em A, um elemento x -y em A dito o produto de x por y, de maneira
tal que:

a(z-y) = (o) -y =z - (ay)
r-(y+2)=x-y+x-z
(x+y)-z=x-24+y-2

para todo escalar o em K e para todo x, y e z em A.

Se a propriedade associativa x - (y - z) = (z - y) - z é satisfeita para todo z, y, 2 de A
diz-se, entao, que a algebra é associativa. Do mesmo modo, dizemos que A é uma algebra
comutativa, se o produto satisfaz também a propriedade comutativa, ou seja, r -y =y - x,
para todo x, y de A.

Usaremos a notagao car(K') para representar a caracteristica do corpo K. Neste trabalho
consideraremos sempre A uma algebra comutativa e nao necessariamente associativa sobre
um corpo K, com car(K) # 2 e A de dimensao finita.

A proxima definicao serd muito utilizada nos capitulo 1 e 2, onde estudaremos as train
algebras de posto 3 e as algebras de Bernstein respectivamente.



Definicao 0.2. Seja A uma algebra sobre um corpo K e w : A — K uma fung¢ao nao nula.
Entao, w é um caracter sobre A se w é um homomorfismo de algebras, isto é, w é caracter
se:

wlz+y) = w)+wy)
aw(x)

w(ry) = w(z)w(y)

£

Q

&
|

para todo x,y em A e todo a em K.

0.2 Algebras baricas

Uma dlgebra bdrica é um par ordenado (A,w), onde A é uma &dlgebra sobre o corpo K
e w é um caracter de A.

A préxima proposi¢ao mostra que uma algebra bérica (A,w), pode ser sempre decom-
posta em somas diretas de dois subespacos.

Proposicao 0.1. Seja (A,w) uma dlgebra bdrica entio A pode ser decomposta como A =
Kx @ N onde Kx € o subespago gerado por x, v ¢ N := ker(w).

Demonstracao.

Primeiro mostraremos que A = Kx + N, para isso tomemos um y arbitrario em A e
verifiquemos que y esta em Kx+ N, a outra inclusao é evidente, y = @x—i- Y — Mm ,

w(z) w(zx)
entao claramente u)(y)x € Kux, verificamos que [y — Mz esta em N. De fato, w|y —
w(x) w(z)

w(y) w(y)
—7 | =w(y) — ——=w(z)=0.
200 = wl) - Lt

Verificaremos agora que KxNN = {0}, para isso tomaremos um a arbitrario em KzNN
e concluiremos que a = 0. Seja a € Kz N N, entao a = Bz para algum # em K, portanto
w(a) = w(fr) = pw(xr) =0 e w(z) # 0 (pois  nao estd em N), entdo B =0, logo a =0, o
que implica dizer que Kz N N = {0}. [ |

Esta proposicao serd muito utilizada nos capitulos posteriores quando estudaremos a
decomposicao de Peirce.

Definicao 0.3. Seja A uma algebra sobre um corpo K. Dizemos que I é um ideal bilateral
de A, se I é um subespaco de A e para todoxrem Aeiem I, temosz-i€lei-x €I, tal
que - é a operacao produto definida sobre A.

As poténcias principais de um elemento x € A definidas recursivamente por ! = x e
2"t = 22", para todo inteiro positivo n. Em geral, temos x™z" # x™ ™"

Se X é um subconjunto de A, a notacgao (X) indica o subespaco de A gerado por X
usaremos também a notagao dim X para representar a dimensao do subespaco X. Sejam U
e V dois subespacos de A, definimos o subespaco UV por



UV =(u; uelUevelV).

Algumas vezes utilizaremos as seguintes observagoes:

Observacao 0.1. Se U é um conjunto de geradores do subespaco U eV é um conjunto de
geradores do subespago V', entao UV = (uwv; u €U ev € V).

Observagao 0.2. Se U, VeW sdo subespagos de uma dlgebra A, entio U(V + W) =
Uuv +UwW.
Demonstracao.

Sejam u, uy, ug € U, v € V ew € W temos que u(v+w) = uv+uw € UV4+UW, portanto
UV +W)CUV +UW. Por outro lado, u1v + usw = uy(v+0) + ue(0 +w) € UV + W),
assim UV + UW CU(V + W). [

O lema seguinte sera usado nas demonstracoes de algumas proposicoes nos capitulos
posteriores

Lema 0.1. Seja V' um subespaco de uma dlgebra A. Se A é comutativa entao:
(a) V2= (v?; veV);
B V+V2i=(v+v*; veV)

Demonstracao.
1
Sejam v, vy, vo € V. A parte (a) segue da identidade vivy = 5((1)1 + v9)? — vi — v3)

1 1
e a parte (b) é conseqiiéncia de (a) e das identidades v* = 5(2} + %) + 5(—2} + (—v)?) e
v=(v+0v?) —? n
Outro fato que também usaremos é o bem conhecido resultado, enunciado no teorema
abaixo:

Teorema 0.1. Sejam W e U subespacgos vetoriais de um espago vetorial V. Entdo tem-se
que

W WU
wnu - U



Capitulo 1

Train algebras de posto 3

Neste capitulo estudaremos a invariancia de subespagos nas train dlgebras de posto 3,
que sdo algebras béricas (A, w) sobre o corpo K satisfazendo a equacao 2® — (1+7)w(z)z? +
yw(z)?x =0 com v € K.

Seja (A, w) uma algebra bérica de dimensao finita sobre um corpo K, com car(K) # 2.
Dizemos que (A, w) é uma train dlgebra de posto n, se

2"+ yw@) 2" L ypmw(x)" e =0

para todo x € A, em que n é um inteiro positivo fixo. Os escalares v, +. ..+ 7,_1 satisfazem
1+9 4+ ...+ 7-1=0. De fato, se x € A é tal que w(x) # 0 entao

0 = w@"+nw@)z" ' +... +yw(@)" )
= w@) "M +7+.. 4+ )
Como w(x)™ # 0 segue que 1+ + ...+ v,-1 = 0.
Um polinomio da forma
pla) = a" + yw(@)a" ' + ...+ v, 1w(@)" " a

cujos coeficientes satisfazem 1+ v, 4+ ... 4+ v,-1 = 0 é chamado de train polinomio de grau
n. Em uma train dlgebra existe um tnico train polinémio p(a) de menor grau que satisfaz
p(z) = 0 para todo = € A. O grau deste polinémio é chamado de posto de A. Uma train
algebra de posto n satisfaz 2™ = 0 para todo z € N := ker(w). De onde segue a seguinte
proposicao:

Proposicao 1.1. Em uma train dlgebra de posto n existe apenas um caracter.

Demonstracao.

Sejam (A,w) uma train dlgebra e w’ outro caracter de A. Para qualquer x € N temos

2"+ (@) A YW () = 0.



Como 2" = 0, segue que W' (z)x" 1 + ... + 9,10 (x)" 1z = 0, entdo temos

0 = W@+ e (@) )
= w/(l’)n(’}/l + ...+ f}/n—l)
= —uw'(x)".

Portanto w'(x) = 0, entdao = € ker(w’). Assim N C ker(w’). Como w é caracter entao
existe g € A tal que para todo x € A, x = arg+ncom a € K en € N. Assim,
W'(z) = w'(axg +n) = aw'(xg), portanto

w(zo)  aw'(x0)

aw,(xo)w(:co) = o) w(zo)
Fazendo (= Z/((;BO) na ultima igualdade temos
0
W(r) = aw (rg) = afw(x)

= afw(rg) +0

= afw(zg) +w(n)
= fw(azg+n)

= fw(x).

Temos também que Bw(x)? = fw(x?) = W' (28) = W' (z0)? = <6w(:c0))2 = [%w(wg)?, decorre

daf que (3% — B)w(xp)? = 0. Como zy ¢ N temos que w(xg)? # 0, logo 32 — 3 = 0, implica
que 8 =0 ou 8 = 1, como (8 nao pode ser igual a zero, pois w’ é um caracter de A, segue
que 3 =1, e portanto w = w'. [ |

As train algebras de posto 3 satisfazem uma identidade da forma
23 — (1 4+ y)w(z)z? + yw(z)*r =0 (1.1)

com v em K.

Seja (A,w) uma algebra train de posto 3, temos que

7% =0 (1.2)
para todo x € N. A primeira e a segunda linearizagao de (1.2) sdo respectivamente:

Tiry 4+ 221 (11275) = 0 (1.3)

$1(I2I3)—|—ZL’2(I15L’3)+LE‘3(SL’1I2) =0 (14



quaisquer que sejam x1,Ts,x3 € N. A primeira e a segunda linearizacao de (1.1) sado
respectivamente:

22y + 2z(zy) — (1 +7) <w(y)x2 + 2w(:z:)xy> + 7<2w(:€)w(y)x + w(x)zy) —0  (15)
(xy)z+ (z2)y + (yz)x — (1 + ) (w(m)yz + w(y)zz + w(z)xy) +
7(w(:c)w(y)z + w(y)w(z)x + w(:c)w(z)y) =0, (1.6)

para todo z, y, z € A.

Fazendo z = y = e e z = ¢? em (1.6), com e € A tal que w(e) = 1, temos 2¢* +
(€2)? = (14 7)(2e3 + 2¢?) — y(e? + 2¢). Por (1.1) segue que €* = (1 + y)e? — ye, portanto
et = (1 +7)e® — ve?. Daf segue que

(€)? = (1+7)2e +e?) —(e® +2¢) — 2¢*
= (1+7)(2€¢° +¢*) —y(e* + 2¢) = 2(1 +7)e’ + 27¢?
(14 7)(2e® + € — 2¢%) + y(—e® — 2e + 2¢7)
= (14 27)e? — 2e.

Verifica-se por inducao finita que poténcias simples bem como as poténcias plenas, definidas

recursivamente por elll = e e elfl = elf=lelk=1 v I > 2 pertencem ao subespaco gerado por

6862

~ . . 1 . :
Proposigao 1.2. Seja A uma train dlgebra de posto 3, com v # 3 O conjunto dos idem-

potentes nao nulos nessa dlgebra € dado por

Ty (A) = {1_127@12—27@; deA e wd) - 1}. (1.7)

Demonstracao.

Vimos que um elemento idempotente na &algebra A deve ter a forma ae? + be, sendo e
um elemento de A tal que w(e) =1 e a, b € K. Assim temos que calcular a e b para que
(ae? +be)? = ae® +be. A igualdade ocorre se, e somente se, a?(e?)? 4 b%e? + 2abe® = ae® + be.

Como (e2)? = (1+2v)e? —2ye e €3 = (1 +)e? — e, entao temos <a2(1 +27) + b* + 2ab(1 +
’}/))62 —(2a?y+2aby)e = ae*+be. Isso ocorre se, e somente se a?(1+27)+b*+2ab(1+7) = a
e 2a%y + 2aby = —b. Dai segue que

1 =2y
1—2y 1 —-2v

Logo, o idempotente tem a forma

1

2
-2




1
com 7y # 5 ]
A proposigao anterior pode ser encontrada em [3].

Doravante, por simplificacao, denotaremos 0 =

12 e usaremos sempre a condi¢ao
— 2y

1
v # 3 Tomando z = e € Id;(A) ey € N em (1.5), temos
ey + 2e(ey) — 2(1 +y)ey +yy = 0. (1.8)
Fazendo z =y € N ey = e € Id;(A4) em (1.5) segue que

ey® +2y(ey) = (1 +7)y>. (1.9)

Sejam e um idempotente de peso 1 em A e y € N, definimos L. : N — N pela regra
L.(y) = ey. Assim podemos escrever a identidade (1.8) da seguinte forma, L.(y)+2eL.(y)—
2(1 4 v)Le(y) + vy = 0. Portanto

2L2(y) — (1+27)Le(y) + vy = 0. (1.10)

1
Segue que o polinomio p(x) = 222 —(1+2y)x—y = 2 (x — 5) (x—7) € K[X] éum anulador

de L., pois p(L.) = 2L* — (1 + 2v)L. + vIy, onde Iy representa a fungao identidade em
N, e assim p(L.) calculado em y é igual a zero para todo y € N. Temos também que

1
p(z) = x — 3 nao é um anulador de L., pois se fosse teriamos que L.(y) — J¥ = 0,

1
para todo y € N, ou seja, ey = ¥, para todo y € N. Decorre da relagao (1.9) que

1 1
—y2 + 9% = (1 +7)y? = 0, assim (7— —) y? = 0, para todo y € N. e dai segue que

2 2

1
v o= 37 o que nao pode ocorrer. Portanto, pi(z) = x — 3 nao é um anulador de L..
Analogamente , vemos que se py(x) = x — 7 fosse um anulador L., pela relagdo (1.9)

1
terfamos que yy? + 2vy? = y? + yy?, para todo y € N. Novamente isso implicaria v = 3

o que nao pode ocorrer. Portanto py(z) = x — v ndo é um anulador de L.. Segue que , o

1
polinémio minimal de L, é m(z) = (l’ - 5) (x — ). Agora, usando o conhecido Teorema

1
da decomposicao primaria, obtemos que N = ker (Le — 5[ N) @ ker(L. — vIy). Definimos

1
U. = ker <Le — §IN) e V. = ker(L, — vIy). Portanto temos que

U = {u eEN; eu= %u} (1.11)
Ve = {veN; ev=nrv}. (1.12)

[y



Pela Proposicao 0.1, para todo e € Id;(A), temos a decomposi¢ao A = Ke® N. Portanto,
A= Ked U, V., Essa decomposicao é chamada decomposicao de Peirce relativa ao
idempotente e.

Proposicao 1.3. Seja (A,w) uma train dlgebra de posto 3, com decomposi¢cio A = Ke @
U. ® V.. Entao os subespacos U, e V, verificam as sequintes relacoes:

UV, C U, Uzcv, e V2=0 (1.13)

e

Demonstracao.

Linearizando (1.8) temos

e(yry2) + yi(eye) +y2(eyr) = (1 + ¥)yye. (1.14)

Sejam uq, us € N com uy, us € U, usando (1.14) e as definigdes de U, e V, temos e(ujusy) +
Uit + Uitz = (1 4+ y)uqusg, logo e(uius) + uius = uus + yujus. Segue-se que e(ujuy) =
Yuiug € uyug € V. Portanto, U2 C V.. A seguir, tomamosu € U, ev € V, em (1.14). Temos,
e(uv) + yuv + %uv = (14 y)uw, logo e(uv) = %uv. Ou seja, uv € U,. Portanto UV, C U..

Finalmente, supondo vivy € V, em (1.14) temos e(vivs) + Y102 + yu1v9 = (1 + ¥)v109, de
modo que e(vivg) = (1 — y)v1v,e. Escrevendo vive = u + v, com u € U, e v € V,, vem

1
e(u+v)=(1—-~)(u+wv). Logo, (iu — vu) + (v — 2yv) = 0. Devido ao fato N =U. &V,

1 1
temos (§u — vu) =0e (v—2yw) = 0. Como estamos supondo 7y # 3 devemos ter
u = v = 0. Segue-se que v;vy = u+ v = 0. Portanto, V> = 0. [ ]

Na préxima proposicao veremos algumas identidades envolvendo os elementos de U, e
Ve

Proposicao 1.4. Seja A uma train dlgebra de posto 3, com decomposicao de Peirce A =
Ke®d U, & V., entao temos as sequintes identidades

uP=1v*=0 (1.15)

v? = v’ =0 (1.16)

u(uv) = v(vu) =0 (1.17)
utuy + 2uy (uruy) = 0 (1.18)
ui(ugug) = ui(uv) =0 (1.19)
(uv)? =0 (1.20)

quaisquer que sejam u, uy, uy € U, € v, vy, v9 € V.

Demonstracao.



Sejam u € U, e v € V. Fazendo sucessivamente z = u e y = v em (1.2) obtemos (1.15).
A identidade (1.16) decorre diretamente do fato U? C V, e V2 = 0. Linearizando v? = 0,
obtemos v,v, = 0. quaisquer que sejam v;, vo € V.. Pela proposicao anterior temos u? € V.
Fazendo v; = u? e v, = v, podemos ver que u?v = 0. Isso conclui (1.16). Considerando
T1 = ue xzy = v em (1.3) obtemos u?v + 2u(uv) = 0. Em vista de (1.16), concluimos
u(uv) = 0. Tomando agora 7, = v e o = u em (1.3) temos que v?u + 2v(vu) = 0.
Novamente devido a (1.16) chegamos a v(uv) = 0. Portanto, (1.17) é valida. A relagao
(1.18) decorre diretamente de (1.3), tomando 1 = u; e T = uy. Notando que u?, ujus € V,
e lembrando (1.16) vemos que u?(ujus) = 0. Tomemos v = vy + vy, com vy, vo € V,, na
relagdo v(vu) = 0, obtida em (1.17), obtemos vy (uvy) 4+ vo(uvy) = 0. Agora usemos essa
relacdo em u?(uyv) para escrever u?(ujv) = —v(uju?) = 0, pois u3 = 0. Isso conclui a
demonstracao de (1.19). Finalmente, para demonstrar (1.20), tomemos x = u + v e y = uv

em (1.3) a fim de obter u?(uv) + v*(uv) + 2(uv)? + 2(u + v) (u(uv) + v(uv)) = 0. Essa
igualdade se reduz a (uv)? = 0 devido as relagoes (1.16), (1.17), e (1.19). u

Através da linearizacao das identidades da proposicao anterior obtemos as identidades
da préoxima proposigao.

Proposicao 1.5. Em uma train dlgebra A de posto 3, com decomposicao de Peirce A =
Kea U, ®V, sao vdlidas as identidades

uy (ugug) + ug(urug) + us(uiug) = 0= vi(vevs) + va(v1v3) + v3(v102) (1.21)
vve = (uug)v =0 (1.22)

up(ugv) + ug(uv) = vi(uve) + vo(uvy) =0 (1.23)

(uvy)(uve) = (ugv)(ugv) =0 (1.24)

quaisquer que sejam u, uy, Usg, uz € Us € v, vy, v, v3 € VL.
Demonstracao.

Sejam wu, ui, ug, uz € U, € v, vy, v9, v3 € V.. As igualdades em (1.21) sdo a segunda
linearizacao das identidades obtidas em (1.15). Linearizando as identidades (1.16), obtemos
(1.22). Asigualdades em (1.23) decorrem da linearizagao das relagdes em (1.17). Por ultimo,
obtemos (1.24) a partir das linearizagdes em u e v da relagao (1.20). n

A proxima proposigao caracteriza o conjunto dos elementos idempotentes de peso 1 em
uma train algebra de posto 3.

Proposicao 1.6. Seja A = Ke ® U, & V, uma train dlgebra de posto 3. O conjunto dos
elementos idempotentes de peso um nessa dlgebra é dado por

Id;(A) = {e+u+06u®; ue U} (1.25)
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Demonstracao.

Temos que (e + u + Ou?)? = €% + u? + 0*(u?)? + 2eu + 20u?, pelas definigoes de U, e
V., e usando (1.2) e (1.15) temos (e + u + Ou?)? = e + u + (1 + 2y0)u® = e + u + Ou?,
2
pois, 1 + 1 72 = T Segue que a inclusao {e + u + 6u?; u € U} C Id;(A) é
— Y — Y
verdadeira. Por outro lado seja x € 1d;(A), = pode ser escrito forma x = e 4+ u + v, com
weU,ev eV, Ora, z=21a%logoe+u+v=(e+u+v)? daf segue que e +u + v =
e+ u? + v 4 2eu + 2ev + 2uv. Novamente, usando as definicoes de U, e V, e a proposicao
anterior temos e + u+ v = e + (u+ 2uv) + (u? + 29v), com u + 2uv € U, e u* + 2yv € V.
Pela decomposicao A = Ke @ U, @ V,, temos as igualdades u = u + 2uv e v = u? + 2vyv.

Logo uv = 0 e v = Ou?, ou seja x = e+ u + Ou?. Portanto, Id; (A) C {e+u+60u?; u e U }m

Pela proposigao anterior seja e € Id; (A) um idempotente fixo, temos que qualquer outro
idempotente ndo nulo pode ser escrito na forma f = e + ug + Ou?, para algum ug € U,.

Corolério 1.1. Sejam e, f € 1dy(A), tais que f = e+ ug + Oud com ug € U.. As fungoes
lineares ocy, : U — Uy € Teyy © Ve — Vy dadas por 0., (w) = u + 20ugu e 7o, (v) =
v — 20ugv, comu € U, ev € V,, sao isomorfismos.

Demonstracao.

Primeiramente observemos que

2f (u+ 20ugu) = 2(e+ uo + 0ud)(u + 20ugu)
= 2eu + 40e(ugu) + 2ugu + (40ug(uou) + 20uiu) + 46%ud (ugu).

Pelas definigoes de U, e V. e usando relagoes (1.18) e (1.19), temos 2f(u + Qupu) = u +
2
2(20v+1)(upu). Como 20v+1 = . 72 +1= o 0, concluimos que 2 f(u+20ugu) =
- -
u+ 20ugu. Portanto, u+ 20ugu € Ur. Do mesmo modo, vemos que f(v—20ugv) = (e+uo+
Oul) (v —20ugv) = ev —20e(ugv) + ugv — 20ug (ugv) + Ouiv — 26%u(ugv). Usando as definigoes
de Ue, V, e as relagoes (1.16), (1.17) e (1.19), concluimos f(v — 20ugv) = yv + (=60 + 1)ugv.

2
Como —0 + 1= — +1= T Temos, f(v — 20ugv) = v(v — 20uyv). Portanto,

1—-2 1-2

v — 20ugv € V;. Desse n;yodo Teuy © Temjestéo bem definidas. Dados u, v’ € U,, vemos que
Teuy(U) = Ocn, (u') implica em u+ 20ugu = u' 4 20upu’. Devido a decomposicao N = U, @V,
temos u = u'. Do mesmo modo, agora tomando v, v" € V,, temos que 7., (v) = Tey, (V')
implica em v — 20ugv = v’ — 20uyv’. Novamente devido a decomposicao N = U, @V, vemos
que v = v’. Portanto, o.., € T, sao injetivas. Considerando ¢ ., : A — A, dada por
eug(@e+u+v) = af +0cy, (1) + Ten, (v), com u € U, e v € V., vemos que ¢, ,, € injetiva,
portanto sobrejetiva. Logo, 0c., € Te.u, também sao sobrejetivas. Portanto, oe .y, € Te, 20
isomorfismos. [ |

De agora em diante, para nao sobrecarregar a linguagem, escreveremos o, 7 € ¢ no lugar
de Oeuy, Tewy © Peuys Tespectivamente. Porém deve ficar claro que as fungoes o, 7 e ¢
dependem do par de idempotentes e e f.

Segue do coroldrio anterior que dados e, f € Id;(A), tais que f = e + ug + Oud, para
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algum ugy € U,, temos

Ur = {u+20upu; uel} (1.26)
Vi = {v—20up; velV.} (1.27)

1.0.1 Invariancia de Subespaco

Seja K-algebra comutativa A, e sejam N e M subespacos de A, os subespacos monomiais
de A determinados por N e M sao definidos da seguinte maneira:

(a) N e M sao eles proprios subespacos determinados por N e M;

(b) Se W7 e Wy sao subespagos determinados por N e M, entao W1 W, é um subespago
determinado por M e M.

Chamamos de subespaco polinomial determinado por N e M, aos subespacos de A que
sao somas finitas de subespacos monomiais determinados por N e M.

Seja K[X, Y] o conjunto de todos os polindomios nas varidveis comutativas e ndo neces-
sariamente associativas X, Y. Consideremos o subconjunto P de K[X,Y], tal que todos
os polinémios pertencentes a P nao possuem termos independentes e tem seus coeficientes
todos iguais a 1.

Se p(X,Y) € P, entao denotamos por p. o espago formado a partir da substituigao de
X por U, e Y por V.. Se m(X,Y) é um mondmio, o “grau” de m(X,Y’), é denotado por
Om, e o grau do polinémio p(X,Y’) é denotado da mesma forma por Jp.

Definicao 1.1. Se p(U., V.) = p(Uy, V¢) para dois elementos distintos e, f € Ip;(A) dizemos
que p(X,Y) é invariante quanto a mudan¢a do idempotente ou simplesmente p(X,Y) €
invariante. Se dimp(Ue, V.) = dimp(Uy, Vy) para quaisquer e, f € Ip;(A), entao dizemos
que o polinomio p(X,Y) tem dimensao invariante quanto a mudancga do idempotente, ou
simplesmente p(X,Y') tem dimensdo invariante.

. De agora em diante escreveremos p para denotar p(X,Y’), e consideraremos sempre
que os polinomios pertencem a P.

Observemos que os isomorfismos o : U, — Uy e 7 : V, — V; garantem a invariancia
de dimensao de U, e V.

Para estudar a invariancia de Polinomio em A, definiremos o operador ¢ : U, —
U., dado por &(u) = u — 20%udu, com u, ug € U,.. Se &(u) = 0 segue que u = 20%uu.
Multiplicando ambos os membros dessa equacdo por ug, temos ugu = 20%ug(uiu). Segue
das relagoes (1.23) e (1.15) que wou = 20%ug(uiu) = 26%u(ud) = 0. Agora, pela relagao
(1.18) temos 20%uiu = —460*uy(uou). Portanto, se u — 20*udu = 0, entdao u = 20%uiu =
—460%ug(upu) = 0. Segue-se que o operador linear ¢ : U, — U, é injetor e conseqiientemente
sobrejetor. Portanto, £ : U, — U, é um automorfismo.

Proposicao 1.7. Seja A = Ke ® U, ® V., uma train dlgebra de posto 3. Consideremos os
isomorfismos o : U. — Uy, 7:V, — V} , dados por o(u) = u + 20ugu, 7(v) = v — 20ugv
e o automorfismo & : U, — U, dado por £(u) = u — 20%udu, com u, ug € U, e v € V,. As
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tqualdades

(a) o(ur)o(uz) = T(uruz)

sao verdadeiras quaisquer que sejam u, uy, us € U, e v, v1, vy € V.

Demonstracao.

Sejam u, uy, uy € U, e v, vy, vo € V,. Para mostrar que (a) é verdadeira, calculemos
o(u1)o(uz) = (u1+20uguy ) (ug+20ugus) = uus+20u; (ugts) +20us (uguy ) +46% (uguy ) (uous).
De (1.21) segue que 20u; (ugug) 4 20us(ugur) = —20ug(uyuz). Notando que uguy, ugug € V.2
e usando o fato de V.2 = 0, temos (ugu1)(uouz) = 0. Agora, podemos ver que o (u;)o(ug) =

uiuy — 20ug(ujug) = 7(ujuz). Para mostrar a parte (b), calculemos o(u)r(v) = (u +
20ugu) (v — 20ugv) = uv — 20u(ugv) + 20v(ugu) — 46 (ugu)(ugv). Usando (1.23), podemos
escrever (uou)(ugv) = —v (uo(uou)>. Por (1.18), chegamos a (ugu)(ugv) = —v <u0(u0u)) =
1 1

§v(u3u). Usando novamente (1.23), segue que (ugu)(ugv) = —v(uo(uou)> = iv(u%u) =

—iug(uv). Portanto, —462(ugu)(uev) = 20*ud(uv). Usando esse resultado e as relagoes
(1.23) e (1.22) obtemos o (u)7(v) = uv + 20up(uv) + 26%u2(uv). Por outro lado, o(&(u)v) =
o((u — 20*udu)v) = o(uv — 20*v(udu)) = uv — 20%v(udu) + 20ug(uv) — 493u0((u%u)v> =
uv + 20ug(uv) + 260%ud(uv), pois, por (1.23) e (1.18) temos wug (U(u%u)) = —(udu)(ugv)
0 que, pOr sua vez, nos permite escrever g (U(ugu)) = 2<u0(u0u)>(uov) = 0, usando
(1.24). Além disso o(v1v2) = 0, pois vivy € V2 = 0. Portanto, vale (c¢). Para a ultima
parte, calculamos &(£(u)v) = £((u — 202uiu)v) = &(uv — 26%v(udu)) = wv — 26%v(udu) —
20%u2 (uv) + 46%u? (v(u%u)) = uv + 260%up(uv) — 26%u(uv) = wv, pois, de (1.23) e (1.17),
temos u2 (U(ugu)) = —v(u%(u%u)) = 0. Portanto, a relagao (d) é verdadeira. ]
Segue da proposi¢ao acima o seguinte corolario:

Corolario 1.2. Seja A = Ke ® U, & V., uma train dlgebra de posto 3. Se X, X;, Xo C U,
e W, Wi, Wy C V, sdo subespacgos de A, entao

(a) (XWl)W2 = (XWQ)Wl

(0) o(X1)o(Xz) = 7(X1X2)
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(d) 7(W1)T(Wa) = o(W1Ws)

Demonstracao.

A parte (a) segue imediatamente (1.23) aplicada aos geradores daqueles subespagos.
De modo andlogo, aplicando a proposicao anterior aos geradores dos subespagos dados
demonstramos os itens seguintes. [ ]

Proposicao 1.8. Seja A uma train dlgebra de posto 3. Para todo polinomio p temos Vop. C
De-

Demonstracao.

E suficiente demonstrar a proposicao para monomios. Se m é um monomio de grau 1,
entao V,m, C m,, pois V,m, = V.U, C U, ou V,m, = V.V, = 0 C V.. Suponhamos que
a proposi¢ao seja valida para todo monoémio de grau menor do que k, k > 2. Seja m, um
monomio de grau k. H4 trés possibilidades para me: me = fele, Me = fi1,[t2, OU M =
V,Va,, COM fle, fi1,, p2, C U € v, v, 1o, C V., onde p, 1, po, v, V1, Vo S840 mMonomios
de grau menor do que k. Desse ponto em diante vamos supor u € e, u; € 1, Us € fa,
v E vy, Vg €E Uy, U E Vet €V, Sev(uv) é um gerador de V,(u.v,), entao, devido a
(1.23), temos v'(uv) = —v(uv’) € ve(Vepe) € pieve = me. Supondo que v'(ujuq) é um gerador
de V(1 pa, ), a relagao (1.22) nos da V. (1, pa,) = 0 € me. Por tltimo supondo que v'(vyvs)
seja um gerador de V(v 14,) segue novamente de (1.22) que V,(vy,15,) =0 C vy 15, . n

Corolario 1.3. Seja A uma train dlgebra de posto 3. Para todo o polinomio g tal que
ge C Ue, temos £(ge) = ge

Demonstracao.

Seja u € g. e observamos que &(u) = u — 20%uiu € g. + V.g. C g.. Além disso, como
¢ : U, — U, é um isomorfismo, entao temos a igualdade £(g.) = ge. [

O proximo teorema nos déa condigOes necessarias e suficientes para a invariancia de um
polinomio em uma train algebra de posto 3.

Teorema 1.1. Sejam A uma train dlgebra de posto 3, e, f € 1d1(A) e ug € U,, tal que
[ = e+ ug+ 0ul. Consideremos também os isomorfismos o : U, — Uy e 7 : Vo, — V},
dados respectivamente por o(u) = u + 20ugu e 7(v) = v — 20ugu, comu € U, e v € V.
Entao

1. Se p : A — A, dada por p(ae +u+v) = af +o(u) + 7(v) € a transformagdo de
Peirce associada aos idempotentes e, f € 1dy(A), entao todo polinémio p em A satisfaz
©(pe) = py. Portanto, todo polinomio em A tem dimensdo invariante.

2. Sao equivalentes:

(a) p € invariante;
(b) Uepe C pe;
(c) pe € um ideal de A.

14



Demonstracao.

E suficiente demonstrar a primeira parte para monomios. Usaremos indugao sobre o
grau do monomio. Sejam e, f € Id;(A), como no enunciado. Se m é um monomio de grau
1, entao m, = U, ou m, = V.. Em qualquer dos casos ¢(m.) = m, pois

; I

p(Ue) = o(Ue) = Uy
p(Ve) = 7(Ve) = V.

Suponhamos que a afirmagao (1) seja vélida para todo monémio de grau menor do
que k, k > 2. Seja m um monomio de grau k. Ha trés possibilidades para m.: m. =
WeVe, Me = fi1 flo, OU M = Uy, Vo, COM [le, fi1,, o, C Ue € Ve, 11,, 5, C V. onde os
respectivos monomios destes subespagos possuem grau menor do que k. Se m, = .V, entao
my = prvy = o(pe)7(Ve) = 0(E(pe)ve) = o(ptete) = o(me) = ¢(m,). Caso tenhamos m, =
i tis,, entio my = i pin, = ol )o(uz,) = T(i.pi,) = 7(m.) = @(m,). Finalmente,
se me = 11,Vs,, entdao m, = 0, pois V2 = 0, logo m; = ¢(m.). Para a segunda parte
consideraremos o polinomio p = g + h, onde g e h sao polinomios tais que g. C U, e
he C V. Da primeira parte, temos py = gs®&hy = {o(x)+7(v); = € g., v € h.}. Portanto,
pr = {(x + 20upz) + (v — 20ugv) ; = € g., v € h.}. Segue-se que

pr = {(xr — 20upv) + (v + 20upz); = € g., v € h.}. (1.28)

Suponhamos agora que p seja invariante, ou seja, p. = py quaisquer que sejam os idempo-

tentes e, f € Id;(A). De (1.28) vemos que existem 2’ € g. e V' € h, tais que x —20upv = 2’ e
1

v+ 20ugxr = v'. Logo, ugv = —(x — ') e ugxr = — (v —v). Ou seja, Uphe C ge € Uege C he.

20 20
Portanto, Ugp. C p.. Reciprocamente, suponhamos que U.p. C p.. reescrevendo (1.28),

temos

pr={(z+v)+20us(x —v); x € g., v € h.}
Segue-se que py C p. + Ucp. C pe. Portanto, p. ¢ invariante. Por fim, supondo A =
Ke® U, @ V,, temos ep, C p., pois seja x € p., entdao r = v’ +y' com v’ € g, e Yy € he,
entao temos ex = e(u’ +y') = §U/ + 7Y € go ® he = po. Como V.p, C pe, pe serd um ideal

se, e somente se Ugp. C pe. [ ]

Veremos adiante na Proposicao 2.3, que uma algebra comutativa e nao necessariamente
associativa que satisfaz a identidade x® = w(x)2? para todo € A, onde w é um caracter
de A é uma algebra de Bernstein Jordan.

As algebras de Bernstein-Jordan sao casos particulares das algebras Train de posto 3.
Desse modo o estudo da invariancia de polinomio nas dlgebras de Bernstein-Jordan ja foi
feito nessa segao, bastando para isso considerar v = 0.
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Capitulo 2

Algebras de Bernstein

Uma &lgebra bérica (A, w) sobre um corpo K é chamada de dlgebra de Bernstein se, A
é comutativa e

(2%)? = w(z?)a? (2.1)

para todo x € A.
Para todo x € N := ker(w) temos

(2%)? = 0. (2.2)
Linearizando a ultima identidade obtemos

l’%(l’ll’g) =
13 (z9x3) + 2(2119) (2123) =

(1'11’2)(1'31’4) + (1'11’3)(1’21174) + (1’11'4)(1’21'3) = 0, (25
para todo x1, xa, T3, T4 € N.

Proposicao 2.1. Em uma dlgebra de Bernstein existe apenas um caracter

Demonstracao.

Sejam (A,w) uma &lgebra de Bernstein e w’ outro caracter de A. Para qualquer n €
N = ker(w) temos (n?)? = w(n)*n? = 0n? = 0. Temos também que w'(n)* = (w'(n)?)? =
W'((n?)?) = &'(0) = 0, portanto n € ker(w'), como w é caracter entao existe zg € A tal que
para todo z € A, x = axg+n com a € K e n € ker(w). Assim, w'(z) = w'(axg +n) =
aw'(zy), portanto
w(zg) aw'(zo)

ozw/(xo)w(xo) = (o) w(xo).

W' (xg

Fazendo ( = (z0)
W(Zo

na ultima igualdade temos
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W(r) = aw'(rg) = afw(x)
= afw(rg) +0
= afw(rg) +w
= fw(azg+n)
= fw(x).

(n)

Temos também que: Bw(zp)? = Bw(xd) = '(23) = W'(z0)? = <ﬁw(:vo))2 = [2w(xg)?
decorre daf que (5% — B)w(z0)? =0

Como g ¢ ker(w) temos que w(xg)? # 0, logo 4 — 3 = 0, implica que =0 ou 3 = 1,
como 3 nao pode ser igual a zero, pois w’ é um caracter de A, segue que 3 = 1, e portanto
w=uw [

Em fungao da proposi¢ao anterior passaremos a denotar uma algebra de Bernstein (A, w)
por A

Lema 2.1. Seja K um corpo que tem caracteristica diferente de 2 e possui mais de 3
elementos. Entao, para uma dlgebra de Bernstein A sobre esse corpo, tem-se

22%(zy) = w(@)’zy + w(z)w(y)e® (2.6)

para todo x, y € A

Demonstracao.

J4 que A é uma algebra de Bernstein temos que (2?)? = w(x?)2?, para todo x € A.

Sejam x, y € A e a € K entdo ax +y € A, substituindo x por ax + y em (2.1) temos

((azx +9)*)? = wlaz+y)*(ax +y)*
(@®2? + 202y +y*)? = w(a®s® + 2azy + y°)(a*2® + 2azy + y?),
dai segue que
at(2?)? +4a2? (vy) +4a? (zy)? + 20222y +da(zy)y? + (y2)? = atw(2?)r? + 203w (2?) 2y +
Pw(r)*y? + 23w (z)w(y)r? + da’w(x)w(y)zy + 2w(z)w(y)y? + w(y)?x? + 2aw(y)zy +

w(y)*y*.

Aplicando novamente (1.1)

o8 (42 (zy) — 2w(w)2y - 20(w)(y)a?) +0? (4(ay)? + 202 - w(@)*y? — A (@) (y)zy -
w(y)sz) + a<4(l’y)y2 — 2w(z)w(y)y® — 2w(y)2xy) = 0.

Fazendo o« = —« e somando os dois temos

03(222(xy) — w(@)’wy — w(x)w(y)2?) + a(2y*(xy) — w(@)w(y)y® — w(y)*(xy)) =0.

Como car(K) # 2 e tem mais de 3 elementos, entdo 1 # —1 e existe § € K com
B¢ {0,1,—1} fazendo o = 8 temos (33(22%(zy) — w(z)xy — w(z)w(y)z?) + B2(zy)y* —
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1
w(z)w(y)y? — w(y)?ry) = 0, multiplicando a ultima identidade por — obtemos

B
32(20%(zy) — w(z)ry — w(@)w(y)z®) + (2(zy)y” — w(@)w(Y)y® — wly)ry) =0.  (2.7)
Fazendo o« = 1 temos
(22%(2y) — w(z)’zy — w(z)w(y)r?®) + 2(ry)y” — w@)w(y)y® - w(y)ry) = (2.8)
Fazendo (2.7) — (2.8) temos
(6% = 1)(22%(2y) — w(x)*zy — w(z)w(y)z?) = 0.

Como (32 ¢ {0,1,—1} entdao 3% — 1 # 0, logo,

22 (zy) — w(z)’zy — w(z)w(y)z® =0,

segue dal que

222 (vy) = w(r)*zy + w(r)w(y)z? = 0
]

Seja w um caracter de uma &lgebra satisfazendo (2.1) entdo existe xy € A tal que

2
——1; € A, temos que e

, wzg) iy

portanto toda algebra de Bernstein possui idempotentes de peso 1. O préximo lema descreve
o conjunto dos idempotentes de peso 1, em uma &algebra de Bernstein

2

w(zg) # 0, logo tomando e = = e e além disso w(e) = 1,

Lema 2.2. Numa dlgebra de Bernstein (A,w), o conjunto 1d,(A) dos idempotentes nao
nulos € dado por I1d;(A) = X :={z*;x € Ae w(z) = 1}.

Demonstracao.

Observamos inicialmente, que todo idempotente nao-nulo em uma algebra de Bernstein
tem peso 1. De fato, se 22 = x # 0, entao z = 2% = (2%)? = w(2?)2? = w(z)z, ou seja,
resulta que w(z) = 1. Assim, Id;(A4) C X. Por outro lado seja y € X, entdao y = 22 tal
que w(x) = 1, segue de (2.1) que y? = (2?)? = w(rH)2? = w(r)w(x)2? = 22 = y, assim
X - Idl(A) |

Vimos que se (A,w) é uma &dlgebra bérica e e € A é um idempotente de peso 1, entao
todo elemento x € A se decompode da forma x = w(x)e + y, tal que y € N. Tal resultado
serd observado na seguinte proposicao.

Proposicao 2.2. Sejam (A,w) uma dlgebra bdrica sobre um corpo K e e um idempotente
nao-nulo de peso 1. Se K tem pelo menos quatro elementos, entio (A,w) € de Bernstein
se, e somente se, todo y € N verifica as identidades abaixo:

2e(2ey) = 2ey; (2.9)
2ey? + (2ey)? = y* (2.10)
(2e9)y® = O; (2.11)
(y*)? = 0. (2.12)
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Demonstracao.

Suponhamos que (A,w) é algebra de Bernstein. Dado y € N, temos que (y*)? =

w(z)?y* = 0, o que verifica o item(2.12). Em (2.6) fazendo z =eey e N

2e%(ey) = w(e)’ey + w(e)w(y)e?
2e(ey) = ey

multiplicando a iltima identidade por 2 obtemos (2.9). Fazendoem (2.6) r =y € Ney=e¢

yiye) = w(y)’ye + w(y)w(e)y’
yi(ye) = 0
(2€y)y2 = 0

Em (2.6) fazendo z = e +y e y = e e usando (2.9) temos que

(
20e+y)°((e+yle) = wlet+y)’((e+ye)+wle+ywle)e+y)
2(e* +2ey +9°) (e tey) = etey+e+2ey+y?
(2e + dey + 2yH) (e +ey) = 2e+ 3ey + ¢>
2e + de(ey) + 2ey” + 2e(ey) + 4(ey)” +2(ey)y” = 2e+3ey + ¢

2ey” +4(ey)” = y°
2ey® + (2ey)? = o?

Fica assim provado (2.10).

Reciprocamente, suponhamos que (A,w) é uma élgebra bérica, e é um idempotente nao
nulo de peso 1 e que (2.9), (2.10), (2.11), (2.12) sao satisfeitas para todo y € N. Seja
r=w(x)e+ye A comy e N ew(r) € K. Entao,

@ = ((@@ety?)

= <w( Ve 4 2w(x ey+y>2
= w(a)'e + dw(@)(ey)’ + (17)? + dw()eley) + dw(x)(ey)y® + 2w(z)?ey?
= w(o)te+w(e)? (205 + (2ey)?) + wlx)*2e(2ey)
= w(@)(wle)e +w(z)2e(2ey) + )
= w(x)2<w e + w(x 26y+y)
= :c)z(w e+y>
= w(z)%?
= w(z?)a?

Portanto, (A,w) é algebra de Bernstein. n
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Como N é um ideal, podemos definir um operador Ls. : N — N por Lo.(y) = 2ey,
para cada y € N. A identidade 2e(2ey) = 2ey nos garante que esse operador é uma projecao
pois temos.

L3.(y) = Loe(L2e(y)) = Lac(2ey) = 2e(2ey) = 2ey = Lac(y)

Logo, denotando U, e V. a imagem e o nucleo de L., respectivamente, temos a seguinte
decomposicao:

N=U®YV,.
De fato, seja y € N. Escrevamos

Y= Lac(y) + (y — Lac(y))

Ora, Lo.(y) estd na imagem U, de Ly, e como

Loe(y — Lac(y)) = Lae(y) — L%e(y)
= Loc(y) — Lac(y)
= 0.

Vemos que y — Lo (y) estd no nicleo V, de Ly.. Assim N = U, +V,. Além disso, U, e V, sdo
disjuntos. De fato, suponhamos que y esteja na interseccao U, N'V,. Entao y = La.(z) para
algum z € N. Logo Loc(y) = Loe(Lac(2)) = L3,(2) = Loe(2) = y. Como y € V., La.(y) =0,
logo y = 0. Portanto N = U, ¢V,

Observemos que, para todo y € N, Lo.(y) = y se e somente se y € U,. Com efeito,
se Lo.(y) = 2ey = y, entdo fica claro que y € U,. Por outro lado, se y € U,, temos que
y = Lo.(x) = 2ex, para algum z € N. Assim, Ly (y) = L3 (x) = Lo.(z) = 2ex = y.

Portanto temos

1
U. = {UEN; eu:ﬁu}

Ve = {veN; ev=0}

Lema 2.3. Seja (A,w) uma dlgebra de Bernstein. Entdao, com as notagoes acima, temos
as sequintes inclusoes:

UZC Ve VZCU. e UV, CU.

Demonstracao.

Por hipétese, valem as identidades (2.9), (2.10), (2.11), (2.12). Em particular, temos
Loe(y?) + Lae(y)? = y?, para todo y € N. Linearizando essa equagao, obtemos

Lo (y192) + Loe(y1) Lae (y2) = y1y2, (2.13)
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onde yi1, yo € N. Como Ls.(y) = y se e somente se y € U, e La.(y) = 0 se, e somente se,
y € V., tomando y,ys € U, e substituindo na equacao (2.13), resulta y1ys = Loc(y192) +
Loe(y1)Loc(y2) = Lac(y192) + y1y2. Logo, Loc(y1y2) = 0, ou seja, UZ C V.. Além disso, se
Yy € Ve, a equagao (2.13) fica Lo (y1y2) = y1y2, para qualquer y; € N. Assim, NV, C U.,.
Em particular, para N = V,, temos V? C U, e para N = U,, UV, C U.,. [ ]

Aplicando a decomposicao A = Ke® U, @V, a x € A, podemos estabelecer o seguinte

teorema de estrutura:

Teorema 2.1. Seja (A,w) uma dlgebra bdrica com idempotente nao-nulo e.

(a) Se (A,w) € uma dlgebra de Bernstein, decompondo cada x € A da forma x =
w(x)e+u+v comue U, ev eV, tem-se:

2% = w(z)?e + (w(z)u + 2uv + v?) + u? (2.14)

onde w(x)u + 2uv +v? € U, e u* € V,. Além disso, valem as sequintes identidades, para
quaisquer uw € U, e v € V!

u® = 0; u(uv) = 0; w? =0 2.15)
(u?)? = 0; (uv)? =0 (2.16)

(b) Reciprocamente, se A = Ke®U @V € soma direta de subespagos com a multiplicagdo
satisfazendo (2.14) e as identidades (2.15) e (2.16) entdo (A,w) € uma dlgebra de Bernstein
comU=U, eV =V,.

Demonstracao.

(a) Seja (A, w) dlgebra de Bernstein. Como A admite a decomposigao A = Ked U, ®V,,
podemos escrever para todo x € A, x = w(x)e+u+v,comu € Ue e v € V,. Lembrando que
2eu = Lo.(u) = u e 2ev = Ly (v) =0, para u € U, e v € V,, temos z* = (w(z)e +u +v)? =
w(z)?e? +u? + 1%+ 2w(x)eu + 2w(z)ev+ 2uv = w(z)?e + (w(x)u + 2uv + v?) + u?. Pelo lema
anterior, segue que w(x)u + 2uv 4+ v* € U, e u? € V,. Prova-se assim, (2.14).

Cada y € N se decompoe da forma y = su + tv, onde s,t € K, u € U, e v € V.. Desse
modo, 2ey = Lo (y) = sLoc(u) + tLa(v) = su. Substituindo y = su + tv na identidade
(2.11), obtemos:

0 = (2ey)y” = su(su + tv)* = s*u® + 2s*tu(uv) + st’uv?

para todo s,t € K, u€ U, ev € V,. Fazendo s =1 et =0, temos u® = 0. Para s = —1 e
t = 1, resulta:

—u® + 2u(uv) — uv? =0 (2.17)
Para s =t =1,

u® 4 2u(uv) +uv? =0 (2.18)
Finalmente, para s =1 et = —1, temos

u® — 2u(uv) + uv? =0 (2.19)
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Da soma de (2.17) e (2.18), resulta u(uv) = 0. Somando (2.18) e (2.19), obtemos uv? = 0.
Assim, valem as identidades em (2.15). Substituindo y, desta vez, em (2.12), resulta que
()% = 0 se, e somente se, (u?)? = (uv)? = u*v? = (v?)? = v?*(ww) = (uv)v? = 0, para todo
u € U, ev eV, Defato,
0 = ()= ((su+tv)*)’

(s*u? + 2st(uv) + t*0?)?
sT(u?)? + 48 (uv)® + 28200 + 1 (v?)? + 45 tu? (uv) + 4st® (uv)v®

para todo u € U, e v € v,. Por hipStese, a identidade (?)? = w(z)?z? ¢ satisfeita para todo
r € A; em particular, (u?)? = (v?)? = 0, para todo u € U, e v € V,. Fazendo s = —1 e
t =1, resulta

4(uv)? + 2uv?® — 4u®(uv) — 4(uv)v? = 0 (2.20)
Para s =t =1, temos

4(u)? + 2uv? + 4u?(uv) + 4(uv)v? = 0 (2.21)

Somando (2.20) e (2.21), obtemos 2(uv)*+u?v? = 0. Do lema anterior, temos que (uv)? € V,
e u?v? € U,. Como U, NV, = {0}, pois N = ker(w) = U, ® V., concluimos que (uv)? =
u?v? = 0. Subtraindo (2.20) de (2.21), resulta u?(uv) + 4(uv)v? = 0. Pelo lema anterior e
pelo fato de U, NV, = {0}, concluimos que u?(uv) = (uv)v? = 0. Em particular, valem as
identidades em (2.16).

(b) Como A = Ke® N = Ke ® U, @ V. por hipdtese, podemos decompor cada y € N
na forma y = w4+ v, onde u € U, e v € V,. Usando (2.14) para © = e + u + v, temos
12 = 2+ u?+v* 4 2eu+2ev+2uv = e+u+2uv+v2+u?. Assim, 2e(u+v) = u. O operador
L. : N — N, definido por Ls.(y) = 2ey é uma projegao com Im(Lg.) = U, e ker(Lq.) = V..
De fato, para todo u € U, e v € V, temos Lo.(y) = Loc(u + v) = 2e(u + v) = u. Para todo
u € U, substituimos z = e + u em (2.14) e obtemos (e + u)? = ¢ + u + u?, de onde segue
que 2eu = u. Assim, L3 (y) = Loc(Loc(y)) = Loc(u) = 2eu = u. Portanto, L3 (y) = La.(y),
para todo y € N, ou seja, Ly, é uma projecao. E de f4cil verificacao que I'm(Lsy.) = U, e
ker(Lg.) = V.. Temos, assim, a identidade (2.9) verificada. Novamente, por (2.14) temos
y? = (u+v)? = 2uv + v? + u?, com 2uv +v? € U, e u? € V,, o que implica U,V, + V2 C U,
e U? C V.. Desse modo,

2ey’ + (2¢y)” = Loc(y?) + (Lac(y))?
= Lo(u® + 2uv +v?) + u?
= Lo.(u?) 4 Lo (2uv 4 v*) + u?
= 2uv +v® +u?

y2

Portanto, vale (2.10). Na parte (a), mostramos que (2.11) é equivalente a (2.15). Resta
entdo, provar que para todoy = u+v € N, com u € U, e v € V,, vale (y*)? = (u® +
2uv + v?)? = (u?)? + 4(uv)? + (v1)? + 4u?(uv) + 2u*v? 4+ 4(uv)v? = 0. Por hipdtese, temos
(uv)? = (u?)? = 0. Logo, é suficiente mostrar que:

(v*)? = v (w) = v*v? = (w)v* =0 (2.22)
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paratodou e U, ev € V,.

Facamos uma linearizacao da identidade u® = 0:

0 = u’=uluu)

u (uu) + u(uu) + u(uuy)

= wu® + 2u(uju)

Fazendo u = us e linearizando novamente, obtemos:

0 =
= up(ugus + usus) + 2(u2(u1U3) + ug(u1UQ))
= 2uy(ugug) + 2us(uyus) + 2us(ugus)
= uy(ugus) + us(ujuz) + ug(uius) (2.23)

para todo uy, uz, uz € U. Tomando u; = us = u e uz = uv, obtemos 2u (u(uv))+ (uv)u? =0,
o que implica (uv)u? = 0, pois, por hipétese, u(uv) = 0. Da mesma forma, tomando
uy = uy = u e uz = v?, resulta 2u(uv?) + u?v? = 0, o que implica u*v? = 0, pois, desta vez,
uwv? = 0. Finalmente, da identidade uv? = 0 e observando que U.V, e V.2 estao contidos em
U., concluimos que (uv)v? = (v?)? = 0.

Provamos assim que as condigoes (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12) sao satisfeitas para todo
y € N. Pelo que j4 foi visto, isso equivale a (A,w) ser dlgebra de Bernstein. [

Além de (2.22) e (2.23), temos outras identidades obtidas através da linearizacao das
identidades em (2.15) e (2.16):

Corolario 2.1. Em uma dlgebra de Bernstein valem as sequintes identidades:

u(vivg) = 0;  u(u®v) = (2.24)
uuy + 2uy(ugug) = 0;  u?(uv) = 07 (2.25)
uy (ugv) + uz(ugv) = 0; ui(ugug) = 0;  ui(ugv) + 2(ujug)(uv) = 0;  (2.26)
(u1v)(ugv) = 0 = (uvy)(uvs); (wrug)v? = u?(viv2) = 0, (2.27)

para todo u,uy,us € U, e v,v1,v9 € V,.

Demonstracao.

Linearizando uv = 0, resulta u(v;v) = 0. Fazendo v = vy e v; = u® obtém-se (2.24),
observando que u? € V,, para todo u € U,. A primeira identidade em (2.25) vem de (2.23),
fazendo u; = uz. Assim, lembrando que u(u?v) = 0, obtemos u?(u?v) = —2u(u(u?v)) = 0,

o que verifica a segunda identidade de (2.24). Linearizando u(uv) = 0, obtemos u;(uv) +
u(uyv) = 0. Fazendo u = uy, obtemos a primeira identidade de (2.26). Ao linearizarmos
(u?)? = 0, resulta u?(uyu) = 0, que nos dé a segunda identidade de (2.26) tomando-se u = us.
A terceira identidade de (2.26) pode ser obtida através da linearizacio de u?(uv) = 0,
conforme segue: u?(uv) = 0 isto implica que (uu)(uv) = 0, dai segue que (uju)(uv) +
(uuy) (uwv) + u?(uyv) = u?(uyv) + 2(uur)(uv) = 0. Agora, basta tomar v = u; e u; = us.

23



Linearizando (uv)? = 0, temos: (uv)(uv) = 0 entao (u1v)(uv) + (uv)(uw) = 0 = (uv)(uv).
Fazendo u = us, obtemos (u1v)(usv) = 0. Da mesma forma, podemos escrever (uv)(uv) =0
segue que (uvy)(uv) + (wv)(uvy) = 0 = (uvy)(uv). Fazendo v = vq, obtemos (uvy)(uvy) =
(u1v)(ugv) = 0, que ¢é a primeira identidade de (2.27). Finalmente, uma linearizagao de
u?v? = 0 é dada por (uu)(vv) = (uu)v? = 0, entdo (uju)v* = 0. Fazendo u = uy, obtemos
(uug)v? = 0. De forma andloga, podemos obter u?(v,v3) = (ujus)v? = 0, que é a segunda,
identidade de (2.27). n

Corolario 2.2. Se A é uma dlgebra de Bernstein e e € 1di(A). Entdo o conjunto dos
idempotentes de peso 1 é dado por 1d;(A) = {e + u+u*; u € U,}.

Demonstracao.

Vamos mostrar inicialmente que para todo u € U,, e +u+u? € Id;(A). Lembrando que
para todo u € U, tem-se 2eu = Lo.(u) = u, 2eu? = Ly (u?) = 0, u® =0 e (u?)? = 0. Assim,

(e+u+u®)? = & +u®+ (u®)” + 2eu + 2eu® + 2uu’
= e+tu+u?

ou seja, e + u + u? é idempotente de peso 1. Portanto {e +u + u?; u € U,} C Id;(A).
Agora, se x é um idempotente de peso 1, temos z = e+u+vez? =z, comu € U, ev €V,.
Por (2.14), temos 2> =x =e+u+v = e+ (u+ 2uv + v*) + u?, com u+ 2uv + v* € U, e
u? € V,, de onde resulta v = u?. Logo, para todo x € Id;(A), = é da forma x = e + u + u?,
para algum u € U,. Portanto, Id;(A) C {e +u +u?; u e U.} n

Corolario 2.3. Sejam e, f € Ip,(A) tal que f = e + ug + u2 com ug € U,, temos que as
aplicagoes ocy, : Ue — Uy € Toy, + Ve — Vi dadas por 0., (w) = u + 2ugu, para todo
u € U, €Tey, (v) = v —2ugv — 2uiv, para todo v € V, sdo isomorfismos de espagos vetoriais.

Demonstracao.

Vamos mostrar inicialmente que para todo uy,u € U, e que, u + 2uou € Uy. Lembrando
que z € Uy se, e somente se, Los(z) = 2fr = x e que U?2C V., ev=0paratodov eV, e
usando (2.25) e (2.26) obtemos

2f(u+2ugu) = 2(e+ug+ ug)(u+ 2ugu)
= 2eu + de(ugu) + 2ugu + dug(ugu) + 2udu + duf(uou)
= u—+ 2ugu
isso mostra que Im(o.,,) € Uy, além disso se u; = uy temos que 0y, (U1) = Ocy,(U2)
mostrando assim que o.,, esta bem definida, mostremos agora que o.,, ¢ uma trans-

formacao linear, tomemos uy, us € U, e a € K

Ocuy (U1 +uz) = auy + ug + 2up(au; + us)

auy + 2augty + us + 2ugis
= a(uy + 2uguy) + us + 2ugus

= €,Ug » %0
a0y (U1) + Oe o, (U2)
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mostremos agora que ey, ¢ um monomorfismo, Te,uq (u) = 0, entdo u + 2upu = 0 = u =
—2uqu, tal que u € U, e —2ugu € V,, ou seja, u € U.NV,. Mas U, NV, =0, logo u = 0,
temos também que o, ¢ um epimorfismo, de fato, seja y € Uy C N entao existem u € U,
e v €V, tais que y = u + v. Por definicao
(u+v) = 2(e+up+u)(u+wv)
= 2eu + 2ev + 2ugu + 2ugv + 2uju + 2udv
u + 2ugu + 2ugv + 2u§u + 2ugv.
Pela decomposigao de Peirce temos, 2ugv + 2uug + 2uiv = 0 e v = 2uuy. Logo, Teuy(U) =
u+v =y. Sabemos que x € V} se, e somente se, Lyr(z) = 2fx = 0 se, e somente se, fr =0
mostremos que 7., esta bem definida
f(v—2upv — 2udv) = (e+ug+ud)(v— 2ugv — 2ujv)

= ev — 2e(ug) — 2e(uiv) + ugv — 2ugp(ugv) — 2ug(uiv) + udv

— 2ud(ugv) — 2ug(ugv) =0
isto mostra que Im(7.,,) C V}, além disso se v; = vy temos que 7.y, (V1) = Te,u, (v2), assim

Teu, €Sta bem definida. A funcao 7. ,, ¢ uma transformacao linear. De fato, sejam vy, vo € Ve
eace K

2
Te,uq (Oﬂ)l + ’02) = QUy + vy — QUO(Oﬂ)l + Ug) — 2u0(04’01 + ’02)
= av] — 20UgV] — 2augv1 + v9 — 2uqgUg — 2U(2)122
= Oé(Ul — 2UOU1 — 2U3U1) + Vo — QUOUQ — 2u(2)’02
== aTe,uO (U1> + Te,uo (U2)-
Vejamos que 7, ¢ um monomorfismo, se 7., (v) = 0, entdo v — 2ugvy — 2uiv = 0, pela

decomposicao de Peirce temos que v = 0. Mostremos 7, ¢ um epimorfismo, sejam u € U,
ev €V, sejay=u-+v € Vyentao

0 = 2(e+up+ul)(u+v)
= 2eu+ 2ev + 2ugu + 2ugv + 2uju + 2ugv
= (u+ 2ugv + 2udv + 2udu) + 2ugu.

Temos que (u + 2ugv + 2udv + 2uiu) € U, e upu € V,, como N = U, & V, entdo u +
2ugv + 2ugv + 2udu = 0 e 2upu = 0 por (2.25) segue que uiu = —2ug(ugu) = 0, assim

u = —2ugv — 2udv, 1080 Te 4, (V) = v — 2ugv — 2ufv = v+ u = y. n

Como no capitulo anterior de agora em diante, para nao sobrecarregar a linguagem,
escreveremos ¢ e T no lugar de 0., € Tey,, respectivamente. Porém deve ficar claro que as
funcoes o e 7 dependem do par de idempotentes e e f.

Por esse ultimo corolario, resulta que as dimensoes de U, e V, independem da escolha
do idempotente nao nulo e; assim, o par (1 + dim U,,dim V,) é um invariante para élgebras
de Bernstein de dimensao finita e é denominado o tipo da dlgebra (A,w). A decomposi¢ao

A=Kead UV,
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é denominada decomposi¢cao de Peirce da élgebra (A, w) relativa ao idempotente e. Obser-
vamos que a decomposicao depende do idempotente escolhido, apesar da dimensao de suas
componentes serem invariantes.

2.0.2 Algebras de Bernstein-Jordan

Uma algebra comutativa é chamada dlgebra de Jordan quando quaisquer elementos
x, y € A satisfaz
2% (yr) = (2°y)z.

Uma 4algebra de Bernstein que que também é de Jordan é chamada dlgebra de Bernstein-
Jordan. O resultado seguinte é a Proposi¢ao 3.1 de [3].

Proposicao 2.3. Em uma dlgebra de Bernstein A sao equivalentes as sequintes condigoes:
(a) A € uma dlgebra de Jordan;

(b) V2 =0 para todo e € 1d;(A);

(¢) V2 =0, para algum e € 1d;(A) e (uwv)v =0, para todo u € U, e v € V,;

(d) Todo elemento x € A satisfaz x® = w(x)x?.

Demonstracao.

(a) = (b) Seja A uma algebra de Jordan, entdo z?(yx) = (x?y)x, para isto consideremos

T =e+vey=enaequacao anterior com e € Id;(A) e v € V, e lembremos que €¢? = e,

1
ev=0,eu=§u,Uf§Ve, V2CU,eUV,CU,

(e+v)*(ele+v)) = ((e+v)*)(e+v)
(e +2ev+v*) (e +ev) = ((e*+ 2ev+v?)e)(e+v)
(e+v)e = ((e+vYe)(e+v)
e +ev? = (2 +ev?)(e+v)
e+ev’ = (e+ev?)(e+v)
et+ev? = e+ ev+e(ev?) +v(ev?)
ev? = e(ev?) +v(ev?)
como v* € U, temos que %1)2 = 302 + %v?’, como v* = 0 segue que v? = 0.

(b) = (¢) Como vale para todo e € Id;(A) entao vale para um idempotente particular

Seja A = Ke® U, &V, uma decomposicao de Peirce de A relativa a um idempotente e.
Para cada u € U,, e consideremos o idempotente f = e 4+ u + u?
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Por hipdtese sz = 0. Lembrando que para todo v em V, temos
T:Ve — V;
v o (v—2uv — 2u?v)
Como 7(V,) = V} entao 7%(V,) = V7 = 0. Logo, lembrando que (uv)* = 0 por (2.16) e
que u?v € V2 =0 temos
0 = 72(v) = (v—2uv — 2uv)?
= (v—2uw)?* - 2(v — 2uv)2u*v + (2u*v)?
= v? —dv(uw) + 4(uw)? — dv(u®v) + 8(uv)(u®v) + 4(u*v) (u?v)
= —4v(uv)
= (uwv)v.
(c) = (d) Seja A = Ke @ U, @ V. a decomposigao de Peirce relativa ao idempotente e,

para a qual V2 = 0 e (uv)v = 0 para todo u € U, e v € V,, lembrando que todo x € A pode
ser escrito na forma x = w(z)e +u + v e que (wv)u =0, onde u € U, e v € V,. Assim,

= (w@)et+u+0)? = (w@e+u+v)(w@e+u+v)
= <w(a7)262 +2w(z)e(u+v) + (u+ v)2> (w(z)e+u+v)
- <w(x)26 +w(@)u+u? + 2uv> (w(z)e +u+v)
= w(z)e +w(z)eu + w(z)eu + w(z)u® + w(z)uw + w(z)uv + 2(uv)u + 2(uv)v
(x <w e + 2w(z)eu + u? +2uv)
(

)
r)z?

a

|
&

|
&

d) = (a) Linearizando z° = w(x)z? temos
(

2(yx)r + 2%y = w(y)2® + 2w(z)(yx).

Substituindo y por zy na equagao anterior obtemos

2z(2(zy)) + 2% (vy) = w(r)w(y)a® + 2w (@)z(zy).
Multiplicando a pentltima equacao por x obtemos
22(yx)z + x(2’y) = w(y)a® + 2w(z)z(yz).

Subtraindo esta ultima equagao da anterior temos

(2y) — 2% (2y) = w(y)2’ — w(z)w(y)a’

Como 2% = w(z)z?
z(2’y) —a¥(zy) = wyw(@)e® - wz)w(y)z’
x(z%y) — 2% (xy) = 0.
Portanto z(2?%y) = 2?(xy) ou 2?(yx) = (22y)x. u

27



Corolario 2.4. Em uma dlgebra de Bernstein-Jordan valem as sequintes identidades

(v102)

(uvl)U2+(UU2)’U1 = 0

para e € 1di(A), u € Ue, vq, v € V.

Demonstracao.

Linearizando v? = 0 obtemos a primeira identidade e linearizando (uv)v = 0 obtemos a
segunda identidade

2.0.3 Invariancia de subespacos

Nosso objetivo é estudar a invariancia de subespacos em algebras de Bernstein quanto a
mudanca do idempotente, analisar alguns subespacos invariantes, para isso consideraremos
como no Capitulo 1 que o polinémio p € P.

Proposicao 2.4. Sejam X, X9, X3 C U, e W CV,, subespacos de uma dlgebra de Berns-
tein A= Ke®d U, ®V,. Entao

(a) X7Xy € X1 (X1 Xa);
() X1(X2X3) C Xo(X3X1) + X3(X1Xp);
(C) Xl(X2W> = XQ(X1W)

Demonstracao.

Segue da parte (a) do Lema 0.1 e da Observagao 0.1 que X7 X, ¢ gerado por elementos
da forma x3xy, com 11 € X; e my € Xy. Agora, pela identidade (2.25) 222y € X (X1 X3).
Assim, XX, C X;(X;X,) isto mostra (a). Segue da Observagao 0.1 que X;(XyX3) é
gerado por elementos da forma zi(xex3), onde x1 € X7, 2o € X5, x3 € X3, linearizando
u® = 0 obtemos que

uy (ugug) + uo(usuy) + uz(ujug) =0 (2.28)

e usando esta ultima identidade temos que x1(x2x3) = —x2(x371) — x3(T172) € Xo(X3X1) +
X3(X1X5), portanto X7 (X2X3) C Xo(X3X) + X3(X1Xs), isto mostra (b). Temos que
X1 (XoW) é gerado por elementos da forma x;(zow), com z1 € Xy, 25 € Xy, w € W por
(2.26) 1 (vow) = —xa(x1w) € Xo(X W), assim X (XoW) C Xo(X, W), de maneira andloga
mostra-se que Xo(X;W) C X;(XoW), segue dai que X (XoW) = Xo( X W). ]

Seja { X, }aer uma familia de subespagos de A, sabemos que a interseccao e a uniao
destes subespagos formam novos subespacos de A, a proposicao a seguir nos da a uniao e a
intersecgao das familias {Uy} rerp, (a) € {V}serp, (a) de subespacos de A.
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Proposicao 2.5. Seja A= Ke ® U, &V, uma dlgebra de Bernstein. Entao

(a) ﬂ Ur=U.NannU,;
f€lp1(4)

(b) ﬂ Vi =V, Nann(U, ® U?);
f€lp1(A)

(© Y, U=UaU;
f€Ip1(A)

(d) Y Vi=UV.+UV) eV
f€Ip1(4)

Demonstracao.

Mostremos (a). Seja e € Ip;(A) fixo. Se z € ﬂ Uy, entao para cada uy € U, existe

felp1(A)
u € U, tal que z = u+ 2upu. De onde segue que z = u e ugu = 0, pois ugu € V., concluimos

que z € U, Nann U,. Assim,

ﬂ U CU.NannUk.
f€Ip1(A)

Por outro lado, se v € U, N ann U, entao para todo uy € U, temos u = u + 2upu € Uy.
Logo, u € ﬂ Us. Assim,
J€lp1(A)

U.NannU, C ﬂ Us.
felp1(A)

Mostremos agora (b). Se w € ﬂ V¢, entao para cada ug € U,, existe v € V, tal que

f€lp1(A)
w = v — 2(ug + ud)v. De onde segue que w = v e (ug + ud)v = 0, pois (ug + ud)v € U.,.
Agora, usando a parte (b) do Lema 0.1, concluimos que w € V., Nann(U, & U?). Assim,

() Vi SVenann(U. @ U?).
felpi(A)

Por outro lado, se v € V., Nann(U.®U?), entao para todo uy € U, temos v = v—2(up+ud)v €
Vy. Logo, v € ﬂ V. Assim,
f€Ip1(A)

V. Nann(U, ® U?) C ﬂ Vs,
f€lp1(A)

o que conclui a demonstracao da parte (b). Mostremos agora (¢). Como Uy = {u+2upu; u €
U.}, para todo ug € U, temos que

Z Up = Z (u~2ugu; ueU,).

f€lp1(A) ug€Ue
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Segue dai que Z U CU® U?2. Por outro lado, é evidente que U, C Z Us e, segue

J€lp1(A) felpi(A)
de

1 1 1 1
wow = 5 (ut 2ugu) - su=so(w) ~sueUp+U.C Y Uy

2 2
felp1(4)

que U? C Z Uy. Para mostrar (d), observamos que
f€Ip1(A)

Z Vi = Z <v—2uov—2ugv; vEVe>.

f€lp1(A) ug€Ue

Portanto, Z Vi C (U.V. + U?V,) @ V.. Por outro lado, temos que V, C Z V.

felp1(A) f€lp1(A)
Agora segue das Observacoes 0.1 e 0.2 e do Lema 0.1 que

UVe + UVe = (Ue+ U)Vo = ((uo + ud)v; g €U e v €Ve) C >V,
f€Ip1(A)

11 11
pois (uo + u%)v = §U - i(v - 2(“0 + ug)”) = 5” - 57’(1)) eV.+ Vf. m

Esta proposicao é um caso particular de um caso mais geral que veremos na Proposicao
2.15. Esta proposigao foi apresentada agora apenas para um melhor descrigao dos subespagos
U eV, que definiremos a seguir.

Seja A uma algebra de Bernstein e f € Ip;(A). Definimos os subespagos UeV da
seguinte forma

U= Y Uy (2.29)
f€lp1(A)
V= > V. (2.30)
f€lp1(A)
Pela proposicao anterior temos que
U = UaU? (2.31)
V = (UV.+UV,) @ V.. (2.32)

Pela definicao de U e 17, temos que eles nao dependem da escolha de um particular idem-
potente. Segue que U, ® U? e (U, V, + U?V,) ® V, nao dependem do idempotente, logo estes
subespacos sao invariantes.

Temos também que N = U, &V, e P = (U, V, + Vf) @V, sao subespacos invariantes. De
fato, N é o niicleo de w, assim N nao depende da escolha de um idempotente particular, ou
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seja, A=Ke® Ncom N=UdV.,e A= Kf@® N com N =U; @V, para mostrar que
N. = Ny basta mostrar que Ny C N,

Ny = (o(u)+7(v); ueUcevel)
<u+2u0u+v — 2ugv — 2udv; u, ug € Ugev € Ve>
= ((u—2upv — 2udv) + (v + 2ugu) ; u, up € U ev € V,)
g Ue S¥) V; - Ne-
Para mostrar que P ¢ invariante é suficiente mostrar que Py C P., para qualquer par de

idempotentes de peso 1 de A. Sejam e, f € Ip;(A) tal que f = e + up + u, para algum
Ug € U67

Py

{(o(u)T(v) +7(v1)*) D T(v3); u€ U, v, v1, v2 € Vp)
( ; e+v2)@v

6

N

Seja A = Ke @ U, @ V. uma &lgebra de Bernstein, definimos o conjunto L = {u €
Ue; uU, = 0}. Segue da Proposi¢ao 2.4 que

ﬂ Up=U.NannU, = L.
f€Ip1(A)

L éum ideal de A, pois 0 € L, paratodo o € K, uy, us € Leu € U, temos (qu;+ug)u =
auu + ugu = a0 + 0 = 0, portanto L é um subespaco de A, temos também que para cada
r=w(x)+u +veAeu €L que

ru; = w(x)eu; + u'uy + vuy

1
= §w(:c)u1 + vuy,

e além disso

(zur)u = 1cu(:z:)ulu—i-(vul)u

2
= —ui(uww) =0, paratodou € U,.

Portanto xu; € L, como A é comutativa também vale u;z € L.

Seja (A, w) uma dlgebra de Bernstein, e consideremos o caracter w : A/L — K definido
por W(T) = w(x) a dlgebra (A/L,©) é uma dlgebra de Bernstein com decomposicao de Peirce
A KedUzsdVe onde Us=U,/LeVg= (V,® L)/L. Temos que 7% € L pois temos que
v? € U, e além disso uv? = 0 para qualquer u € U,, segue que 12 = 0, entdo (A,@) é uma
algebra de Bernstein-Jordan pela Proposicao 2.3.

No lema posterior usaremos U e V para denotar U, e V, respectivamente, pois as
afirmagoes deste lema sdo verdadeiras para todo f € Ip;(A4). Sempre que nao houver
confusao quanto ao idempotente usado usaremos estas notagoes.
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Lema 2.4. Seja A= Ke® U &V uma dlgebra de Bernstein. Entao temos:

(@) U CV e U™LCU n=123,...
(b) Vm C L m=2,3,4,...

(¢) UL =10 n=123,...

Demonstracao.

(a) Demonstraremos usando a indugao em n. Para n = 1 temos temos U? C V e U3 C U.
Se (a) vale para n entao

U2(n+1) — U2n+2 — (U2nU)U g (VU)U g |74

U2(n+1)+1 — U2n+2+1 — (U2n+1U)U C U3 CU.

(b) Sabemos que V2 C U e UV? = 0 por (2.15). Portanto, V2 C L. Como L ¢ ideal, temos
que V™ C L para todo inteiro positivo m > 2
(¢) Se n é impar entao, usando a parte (a) e da definicdo de L segue que

U'LCUL=0
Se n > 2 é par entao, segue de (a) e da Proposigao 2.3 que

UL = (U"'U)L C UL C U(UL) = 0

Corolario 2.5. Seja A= Ke® U @&V uma dlgebra de Bernstein. Entao temos:

() VM CU m=2,3,4,...
(b) U"V™ =0 n=123,... m=2,3,4,...
Demonstracao.

(a) Segue da condicao (b) do Lema 2.4 que V™ C L, mais pela definicio de L temos que
L=Unann(U), entdao V"™ C L C U.

(b) Usando a condigao (b) do Lema 2.4 temos que U"V™ C U"L = 0, aplicando a condicao
(¢) do Lema 2.4. u

Usando o Lema 2.3 temos que cada monomio nao nulo m em uma algebra de Bernstein
satisfaz uma das duas possibilidades: m, esta contido em U, ou m, esta contido em V..
Portanto, dado um polinomio p, existem dois polinémios g e h onde g. C U, e h, C V, tal
que pe = ge B he.

Se m é um mondémio com grau de m > 2 entao existem monomios m; e Mmo com
omy, Omy < Om tal que m = mymsy. Pelo Lema 2.3, concluimos que se m, C V, entao
my,, mo, C U.. Agora, se m, C U, existem duas possibilidades: m;, C U, e my, C V., ou
my,, mg, C V..
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n
Seja p = E m; um polindmio, onde m; sao monomios, defini-se a ordem de p como
i=1
sendo o(p) = min{0m;; i =1,2,3,...,n}.

Usaremos esta definigao e as observagoes acima para demonstrar a proposigao seguinte.

Proposicao 2.6. Sejam A uma dlgebra de Bernstein e p um polinomio tal que p, C V.
Se o(p) = 2 entdao existe um polinémio q onde q. C U, que satisfaz a sequinte identidade

Pe = Ue(e-

Demonstracao.

Demonstraremos inicialmente a proposicao para p = m, onde m é um monémio com
Om > 2. Logo, existem monoémios p, o com py,, o, S U, tal que me = pg o, .
Mostraremos, usando indugao em Juy, que existe um monoémio p com pu. C U, tal que
Mme = Ugpte. Se Oy = 1, entdao m, = Upo,. Usaremos a seguinte hipétese de indugao: se
Me = Neqe cOm N, g € U, e On < k. entao existe um monomio p com p. C U, tal que m, =
U.pte. Suponhamos agora que dpy = k + 1. Se 1, € V2, entdao me = g, pto, € V2U, = 0.
Se 1, C UV, entao existem monomios yi, v com pj C U, e v, C V.. tais que p1, = p}_ve
e Ouy < k. Portanto, m. = (uy ve)pa, = pty, (H2.ve), esta tltima igualdade segue da parte
(¢) da Proposigao 2.3. Como ps, v C U, pela hipdtese de indugao, existe p, C U, tal que

k

me = Ugpte. Agora, suponhamos que p = Z m; seja um polinomio tal que p, esta contido
em V., onde m; sao mondmios com Om; 212 (1 =1,2,3,...,k) e cada m;, C V.. Logo,
k
existem monomios p; com pu;, C U, tal que m;, = Uep,,. Assim, escrevendo ¢ = Z iy
temos p, = U.q. com ¢, C U.,. = [

A seguir faremos um breve comentario de como se construir subespacos invariantes a
partir de subespagos invariantes ja existentes.

Seja A = Ke®U @V uma decomposicao Peirce de uma algebra de Bernstein. Mostramos
que os seguintes Polinomio sao invariantes

N = UaV (2.33)
P = (UV+VHoV (2.34)
U = UasU? (2.35)
V = UV+UV)aV. (2.36)

Usando polindmios invariantes conhecidos, podemos construir outros polinémios invari-

antes da seguinte maneira: seja G(Y7,...,Y)) € P e sejam Y7, ..., Y} varidveis comutativas
e nao necessariamente associativas, consideremos pq, ..., pg, polinémios invariantes de uma
algebra de Bernstein qualquer. Entdao ¢ = G(py,...,pr) é um Polinomio invariante. Real-

mente se p;, = pi,, (i = 1,2,3,...,k), para q. = G(p1,,---,Pre) = G155 Pk;) = G-
Este ¢ um bom método para se construir subespacos invariantes a partir de subespagos
invariantes ja conhecidos.
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2.0.4 Invariancia em algebras de Bernstein satisfazendo U?V = 0
e (uv)v =0

Nesta secao estudaremos as algebras de Bernstein que satisfazem a seguinte condicao

UV =0 (2.37)
(uv)v = 0, para quaisquer u € U ewv € V. '

Veremos nesta se¢ao que as duas condigoes juntas em (2.37) ndo dependem do idempo-
tente escolhido. Portanto (2.37) determina uma subclasse das lgebras de Bernstein, além
disso concluiremos que todos os Polinomio nesta subclasse possuem dimensao invariante.

As algebras tratadas nesta segao satisfazem as identidades do Corolario 2.4, ou seja,
satisfazem as condigoes.

(uv)v =0 (2.38)
(uvy)ve + (uvg)vy =0 (2.39)
Proposigao 2.7. Seja A = Ke®U . @V, a decomposi¢cao de Peirce da dlgebra de Bernstein A

relativa ao idempotente e e ug € U,. A aplicagio v : U, — U, definida por (u) = u—2uu
€ um automorfismo de espaco vetorial.

Demonstracao.
Primeiro mostraremos que v é um operador linear, para cada u, us € U, e para cada

a € K temos

V(auy +ug) = (quy + ug) — 2ud(quy + ug)
auy + Ug — 2augu1 — 2uqu

a(uy — 2uduy) + uy — 2udusy

= a(u1) + Y(ug).

Para mostrar que 9 é bijetora basta mostrar que 1 é injetora, pois U, tem dimensao finita.
Seja u € U, tal que ¥(u) = 0, entdo u — 2uiu = 0, segue que u = 2uZu, multiplicando

esta ultima igualdade por u? temos uud = 2(uud)u?, usando (2.25) obtemos que wu? =

—4aug(ug(uud)), aplicando (2.26) temos uul = 4ug(uud)) = 0, pois uj = 0 por (2.15), fica
provado assim que u = 0 = ker(¢), logo v e injetora, e pelo comentério acima segue que 1)

¢ bijetora. -

Proposicao 2.8. Seja A = Ke ® U, &V, uma dlgebra de Bernstein, se existir um idempo-
tente e tal que U*V, =0 e (uv)v = 0, para quaisquer u € U, e v € V,, entdo

(a) o(ur)o(uz) = T(urus);
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(c) T(v1)7T(va) = o(v102) = V1Vs;
(d) Y(p(u)v) = uv.

Demonstracao.

Usando as identidades (2.4) e (2.28) concluimos que (a) é verdadeira para qualquer
algebra de Bernstein:

O'(Ul)O'(Ug) = (u1 + 2UOU1)(U2 + QUO’LLQ)
gty + 2ug(ugug) + 2(uguy )us + 4(uguy) (ugus)

UiUo — 2U0(U1U2) — 2u(2)(u1u2)

= T(Uﬂlg).

Para mostrar (b) calculemos primeiro

o(uw)T(v) = (u+ 2upu)(v — 2upv — 2ugv)

uv — 2u(ugv) + 2(ugu)v — 4(upu) (ugv),

usando (2.4), (2.26) e UV, = 0 implicam que o (u)7(v) = uv + 2ug(uv) + 2ud(uv). Por outro
lado,

o((u)v) = a(uv - 2(u§u)v>
= ww — 2(ugu)v + 2up(uv) — 4ug ((ugu)v)
Mas
u0<(ugu)v> =0 (2.40)
em qualquer algebra de Bernstein. De fato, usando (2.25), (2.26) e (2.27) temos
uo((uu)v) = —(ufu)(uov)

- z(uo(uou)) (ugw)
= 0,

usando (2.39) obtemos (b). Mostremos agora (c¢). Segue da hipdtese que

T(v)7T(v2) = (v1 — 2ugvy)(ve — 2uguy)
= V1Vy — 21)1 (U(ﬂ)g) — 2(UOU1)U2 + 4(UOU1)(UOU2).

Portanto, (2.27) e (2.39) implicam em 7(v1)7(v2) = v1v2. Usando (2.24) temos ug(viv2) = 0.
Logo,
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T(v1)T(v2) = v1vg + 2up(vive)

= o(v1v2)
Finalmente, segue de (2.39) que

) = (ww—2udu))
= wv+du] ((u%u)v)

Agora, de (2.39) e (2.40) obtemos u%((u%u)v) = —2u0<u0<(u%u)v>) = 0. Assim,
((uv) = uv. m

Corolario 2.6. Em uma dlgebra de Bernstein A. as condigoes sequintes sao equivalentes:

(a) Ewxiste um idempotente e de A, tal que U?V, = 0 e (uv)v = 0, para todo u € U, e
ve Ve

(b) Para todo idempotente e de A, tem-se U2V, = 0, e (uv)v = 0, para quaisquer u € U, e
v eV,

Demonstracao.

Mostremos primeiro que (a) implica (b). Seja f = e+ug+ug € Ip;(A) com uy € U,. Como
o e T sdo isomorfismos de espagos vetoriais. U7V = ((o(u1)o(u2))7(v); uy, ug € Ue, v € V).
Mas (o (u1)o(u2))7(v) = T(uru2)7(v) = (uug)v = 0. Além disso,

(o(w)r@)7(v) = o(w(w)w)r(v)
(o))

Que (b) implica (a) é evidente. u

Corolario 2.7. Sejam X, X1, Xo C U e W, Wy, Wy C V' subespacos de uma dlgebra de
Bernstein que satisfaz (2.33). Entao

(a) (XW1)W2 = (XW2)W1;
(0) o(X1)o(Xs) = 7(X1Xs);
(©) o (X)7(W) = o (b(X)W);

(d) T(Wh)T(Ws) = o (Wi W2).
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Demonstracao.

A parte (a) pode ser obtida aplicando a identidade (2.39) nos geradores de X, W; e Ws.
Usando a Proposigao 2.7 obtemos (b), (¢) e (d). u

Lema 2.5. Seja e um idempotente de peso 1 de uma dlgebra de Bernstein tal que U2V, = 0.
Se m € um monomio com Om >3 e m, C Ve2 entao m, = 0.

Demonstracao.

Tomemos m, C Ve2 tal que Om > 3, entao m, C U, 62‘/6. Realmente, escrevamos m = v;1s,
onde v; e V5 s@0 monomios tais que vy, 15, C V, com dv; > 2. Portanto, existem monomios
U1 e plo com fig,, po, C U, tal que vy, = py, po,. Portanto, me = (p1, pto, )0, CU?V =0. m

Proposicao 2.9. Seja A uma dlgebra de Bernstein que satisfaz (2.37). Entdo para todo
polinémio p tem-se Uy (Uepe) C pe.

Demonstracao.

Basta demonstrar a proposi¢ao para um monomio m. Para isso usaremos inducao no
grau de m, se Om = 1 entao m, = U, ou m, = V,. Dal segue

Ue(UeUe) - UggUe
Ue(UcVe) S UZC Ve

Suponhamos que a proposicao seja verdadeira para todo monémio de grau menor ou igual a
um inteiro positivo k. Seja m um monémio com dm = k + 1. Existem duas possibilidades:
m, C U, ou m, C V.. Observemos que Om > 2. Portanto, pelo Lema 2.5, se m, C U, entao
me = V2 ou m, = pv,, com p. C U, e v, CV,, onde p e v sio mondmios com du, v < k.
usando U.V.2 = 0 segue que

Ue(UeVez) =0C Ve2

Usando (b) e (¢) da Proposi¢ao 2.4 obtemos

Ue(Uelaere)) = Ue(peUe)) € n((Uer)Ue ) + (Vo) Ueps).

Segue da parte (a) do Coroldrio 2.7 e da hipdtese de indugao que
Ue (Ueltere)) € e (UeUeri) ) + (Ue(Uepie) ) € prove

Agora, se m é um monomio tal que m, C V, entao, pela Proposicao 2.6, existe um
monomio p com pl, C U, tal que me = Uppl, e Oy’ < k.

Novamente, pela hipétese de inducao,

Ue(UelUetil)) € Vet

Portanto, para qualquer um dos casos, temos U, (U.m,) C me. [ |
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Corolario 2.8. Seja A = Ke® U, @V, uma dlgebra de Bernstein que satisfaz (2.37). Entdo
U%p. C p. para qualquer polinémio p.

Demonstracao.

Seja p um polindmio, entao existem polinomios g e h tal que p. = g. ® h, com g, C U,
e h. C V., usando a parte (a) da Proposigao 2.3 temos

U?p, = U2g. + U?h, C U,(Usg.) + UV,
Usando a Proposicao 2.9 nesta ultima identidade temos
UZpe C Ue(Uege) € ge C pe,

pois U2V, = 0. ]

O corolario anterior nos garante que qualquer subespaco p, de uma algebra de Bernstein
satisfazendo (2.37) absorve produto por U2?. Usaremos este coroldrio para mostrar o Lema
a seguir.

Lema 2.6. Seja A = Ke ® U, ® V., uma dlgebra Bernstein que satisfazem (2.37). Entao
¥(ge) = ge, para todo polinémio g tal que g. C U,.

Demonstracao.

Pelo fato de ¢ ser um automorfismo de espago vetorial, é suficiente mostrar que ¥ (g.) C
ge- Sejaz € g.. Como u2 € U?, usando o Corolério 2.8, temos ¢ (z) = z—2uizr € g.+U2g. =
Je-

Sejam A = Ke®U,®V, uma éalgebra de Bernstein e ug € U,. A transformacao de Peirce
associada a e e a ug ¢ a funcao linear definida por p(ae +u+v) = af + o(u) + 7(v), onde
f=e+up+ ul. Assim, as transformagoes de Peirce sio automorfismos de espago vetorial.
A demonstragao do fato das transformacoes de Peirce serem automorfismos é totalmente
analoga a que faremos no capitulo 4 na Proposigao 4.8.

Teorema 2.2. Todo polinémio em uma dlgebra de Bernstein que satisfaz (2.37) tem di-
mensao invariante.

Demonstracao.

Seja A=KedU.®V, = Kf ®U; ®V; duas decomposicoes de Peirce de A relativa
aos idempotentes e e f = e + ug + u2, com uy € U, e seja ¢ : A — A a transformacio de
Peirce associada a e e ug. Provaremos que

e(p(Ue, Vo)) = p(Uy, Vy). (2.41)

Inicialmente Mostraremos que (2.41) vale para um mondémio m, fazendo indugdo no grau
k de m. Se k = 1 entdao m, = U, ou m, = V.. Temos que p(U.) = o(U.) = Uy e,
analogamente, p(V.) = 7(V.) = V;. Suponhamos agora que (2.41) vale para todo monémio
de grau menor ou igual a k. Seja m um monomio com Om = k + 1. Portanto, pelo Lema
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2.5, e pelas observacoes feitas anteriormente temos trés possibilidades: m = uv, m = Y2 ou
m = [1flg, onde L, p1,, p2, € Ue € v, C V. e 0s monomios p, fi1, {2 € V tem grau menor
que k. Se m = uv entao segue da hipdtese de indugao que

my = ppvp = ope)p(ve) = opie)7(ve)-
Portanto, pelo Corolario 2.7, my = a<¢(ue)ye) e, usando o Lema 2.6, obtemos
my = o(peve) = o(m,) = p(m,).
Se m = Y? temos
my = ViVy = 7(Vo)r(Ve) = o(VZ) = ¢(V2) = p(me).

Se m = 1o temos
my = piop = T(pa pta,) = p(me).

k
Agora, seja p um Polinémio. Logo, existem monomios my,...,my; tais que p = Zmi.
i=1
Assim, escrevendo m; (U, Ve) = m;, e my(Uy, V) = m;,, temos que
k k
p(pe) = olmi) = mi; =py.
i=1 i=1
Como ¢ é um isomorfismo, dim p, = dim p;. Portanto, p tem dimensao invariante. |

O teorema anterior é o principal resultado desta se¢ao, nos capitulos 3 e 4 encontraremos
teoremas parecidos tanto no enunciado quanto em sua demonstragao.

Corolario 2.9. Seja A = Ke® U, @V, uma dlgebra de Bernstein que satisfaz (2.37). Se g
e h sao polinomios tal que g. C U, e h, CV,, entdo

para quaisquer e, f € Ipi;(A).

Demonstracao.

Usando o Teorema anterior temos ¢(g.) = 0(ge) = g5 de maneira andloga verifica-se a
segunda identidade [ ]

Teorema 2.3. Seja p um polinomio em uma dlgebra de Bernstein que satisfaz (2.37). Entao
p € invariante se, e somente se, U.p. C pe.
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Demonstracao.

Seja A = Ke® U, @V, uma decomposicao de Peirce de A e seja p = g+ h um polinémio
com g, C U, e h, CV,. Para qualquer u € U,, seja f = ¢+ u+u% Usando o Corolério 2.9,
obtemos py = g5 ® hy = {o(z) + 7(w); = € g., w € h.}. Portanto.

pr = {(z — 2uw) + (w4 2uz); = € ge, w € h}. (2.42)

Suponhamos que p seja invariante. Logo, py = p. para quaisquer idempotentes e, f. Em
particular, p; C p.. Portanto, segue de (2.42) que dados x € g. € w € h,, existem 2’ € g, e
w' € h, tais que x — 2uw = 2’ e w 4 2uxr = w’. Assim,

1

uw = §(x—x/)
5w —w)

ur = =(w' —w).
2

Logo, U.g. C he € U.h. C g.. De onde segue que U.p. C pe.
Reciprocamente, suponhamos que U.p, C p.. Podemos reescrever (2.42) como segue
pr={r+w+2ulx —w); x € g, we€ h},
de onde segue que

Pr < pe + Uepe. (2.43)

Agora, usando a hipétese, concluimos que py C p.. Como esta inclusao vale para qualquer
par de idempotentes, segue-se que p, = py. Assim, p. € invariante. [ |

Nos capitulos 3 e 4 mostraremos um resultado semelhante ao do Teorema anterior.

Corolario 2.10. Para todo polinomio p € P o polinomio p + Xp é invariante em uma
dlgebra de Bernstein satisfazendo (2.37). Além disso, se p é um polinomio invariante em A
entao existe q € P tal que pe = qe + Ueqe.

Demonstracao.

Se p é um polinomio qualquer em P entao, usando a Proposicao 2.9, temos
Ue(pe + Upe) = Uepe + Ue(Uepe) € Uepe + pe,

Portanto p + Xp ¢é invariante. Por outro lado, se p é invariante entao, pelo Teorema 2.3
temos que p. = p. + U,.pe, neste caso ¢ = p. [ |

Observemos que toda algebra de Bernstein-Jordan esta contida na subclasse das algebras
de Bernstein que satisfaz (2.37). De fato seja A = Ke @ U, @ V, uma élgebra de Bernstein-
Jordan, entdao U2V C V2, mais pela Proposicao 2.3 temos que V2 = 0 e (uv)v = 0 para
todo u € U e v € V. Mas nem toda algebra de Bernstein que satisfaz a condigao (2.37) é

de Bernstein-Jordan. Por exemplo, a algebra de Bernstein A = Ke® U, ®V, onde U = <u>
1
e V = (v), com a tdbua de multiplicacdo dada por e = ¢, eu = U v? = u e os outros

produtos nulos. Temos que U2V = 0, pois U? = 0 e, para quaisquer v € U e v € V, temos
que (uv)v = 0, visto que UV = 0. Entretanto, A nao é de Bernstein-Jordan, uma vez que

V2 £ 0.
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2.0.5 Invariancia em algebras de Bernstein

Nesta secao estudaremos a invariancia de polinomios em uma &algebra de Bernstein
qualquer, com o objetivo de encontrar condigoes necessarias e suficientes para a invariancia
de um polinomio.

Proposicao 2.10. Sejam A = Ke @ U, &V, uma dlgebra de Bernstein e h um polinomio
tal que h, estda contido em V,. Entao h tem dimensao invariante.

Demonstracao.

Seja A = Ke & U, & V., a decomposicao de Peirce de uma &lgebra de Bernstein A
relativa ao idempotente e. Consideremos a decomposicao de Peirce A = Ke @ Uz ® Ve
da dlgebra de Bernstein A = A/L associada ao idempotente € = e + L. Para todo
polinémio h onde h, C V, temos h(U,,V.) C V. e h(U.,V.) = (h(U.,V.) & L)/L. Portanto,
dim h(U,, V,) = dim h(U,, V), pois usando o Teorema 0.1 vemos que h(U,,V.) = h(U,,V,).
Agora, h(U,,V,) tem dimensao invariante, pois A é de Bernstein-Jordan. Logo, h(U,, V.)
também tem dimensao invariante. [ ]

Corolario 2.11. Sejam p = g+h um polinomio e A uma algebra de Bernstein, onde g, C U,
e he CV,. Entdo p tem dimensao invariante se, e somente se, g tem dimensao invariante

Demonstracao.

Se dimp, = k, para um inteiro positivo k£ fixo, como a dimh, = r para um inteiro
positivo r fixo, pois h tem dimensao invariante pela proposicao anterior, entao temos que
a dim go = max{k — r, r — k}, logo g também tem dimensao invariante. Reciprocamente é
evidente que se g tem dimensao invariante entao p também tera dimensao invariante. [ ]

Proposicao 2.11. Sejam A = Ke @ U, &V, uma dlgebra de Bernstein e h um polinomio
tal que he estd contido em V., entdo 7(h.) = hy, para quaisquer e, f € 1d;(A)

Demonstracao.

Seja A uma algebra de Bernstein e sejam e, f € Ip;(A) com f = e+u+u?, onde u € U,.
Consideremos a algebra quociente A = A/L. Usaremos a notacao T = x + L, para qualquer
r € A. Sejam as decomposicoes de Peirce A = Ke U, @V, =A=Kf® U? &) V? de A
associadas aos idempotentes € e f. Seja 7 : A— A a projecao 7(z) = Z. Segue da definicao
de subespacos polinomiais que

p(Ue, Ve) = m(p(Ue, Ve))

para qualquer polinémio p. Temos que f = e+ u+u2 = e+ 7w + u?. Sejam 7 :V, — Vi
eT: Ve — V? os isomorfismos de espagos vetoriais definidos no Corolario 2.3, isto é, para
todo v € Vg, 7(v) = v — 2uv — 2u*v e T(V) = T — 2uv, visto que w’v € L. Portanto.
7(v) = 7(v). Temos que 7 o 7|y, = 7|y, o 7. De fato, 7(7(v)) = 7(v) = 7(v) = 7(7(v)).
Assim,
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7(h(Te, Vo)) = ?<7r(h(Ue, v;))) - W(T(h(Ue, ve))) - (T(hwe, V) & L) /L.

Por outro lado, sendo A Bernstein-Jordan, segue de 7(h.) = h; que

7(h(Uz Vi) = k(U Vy) = (h(Up V) @ L) /L

Concluimos que

(hupvper)/L = (r(bU. V) eL)/L (2.44)

Portanto, se w € h(Uy, Vy) entdo w + L € (h(Uf,Vf) @ L)/L. Por (2.44), existe w' €
h(U,, V) tal que w+L = 7(w')+ L, ou seja, w—7(w’) € L. Portanto, w—7(w’) € V;NL = 0.
Logo, w = 7(w'). Assim, h(Us,Vy) C 7(h(U.,Ve)). Mas, pelo Proposicao 2.10. h tem
dimensao invariante. Portanto, h(Uy, Vi) = 7(h(U., V2)). u

Corolario 2.12. Sejam A = Ke @ U, ® V., uma dlgebra de Bernstein e p = g + h um
polinomio. Se p € invariante entdo U.g. C h,.

Demonstracao.

Se p é um polinémio invariante em uma algebra de Bernstein A, entao p é um polindomio
invariante em A = A/L. Como A é de Bernstein-Jordan. segue da parte (b) do Teorema 1.1
que Uep(Uz, Ve) C p(Us, Ve). Logo, Ueg(Us, Ve) C h(Us, V). De onde segue que Ueg(U,, Ve) C
h(U., V.). De fato, se w € U,g(Us,, V.). entdao w + L € Uzg(Us, Vz). Logo, w + L € h(Usg, Vz).
Portanto, existe z € h(U,, V,) tal que w+ L = z+ L, ou seja, w — z € L. Logo, w=2. =

Corolario 2.13. Sejam A = Ke®U. DV, uma dlgebra de Bernstein e p = g+h um polinomio
invariante com g. C U, e he C V., entdo o(g.) = gy, para quaisquer e, f € Ip(A).

Demonstracao.

Para quaisquer e, f € Ip;(A) onde f = e+u+u?, com u € U, . Pelo fato de p = g+h ser
invariante, g tem dimensao invariante. Assim, basta mostrar que o(g.) C gy. Seja = € g..
Logo, o(x) =  + 2ux € g, ® U.g.. Usando Proposicao 2.12. g. ® U.ge C ge ® he = pe.
Sendo p invariante, temos p. = py = gy @ hy. Portanto, o(x) € gf @ hy. De onde segue que
o(z) € gy. [

Teorema 2.4. Seja A = Ke @& U, & V., uma dlgebra de Bernstein e seja p = g + h um
polinomio com g. C U, e he C V.. Entdao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) p € invariante
Uepe € pe

(b) 3 UZhe C ge
o(ge) = gy para quaisquer e, f € Ip;(A)
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Ueh’e g ge
(c) Uezhe C Ge
g5 C pe para quaisquer e, f € Ipi(A)
Demonstracao.

Provemos que (a) implica (b). Se p é invariante entao py C p., para quaisquer e, f €
Ipi(A) e u € U.. Temos também, pelo Corolario 2.13, o(g.) = gy. Portanto, usando a
Proposicao 2.11, temos

by = U(ge) S T(he)
= {o(z)+7(w); v €g.ewe€ h.}
= {(z — 2upw — 2uiw)(w + 2upr); T € g. € w € h,}

Segue que,
{(z — 2upw — 2udw)(w + 2upz); * €geew € h} C{z' +w'; 7' € g. e w' € h.}

Dai segue que

1
UpT = i(w’ —w)
(up + ud)w = =(z — ')

2

Como, upz é um gerador de U,g, e, pela parte (b) do Lema 0.1. (ug+ u2)w é um gerador
de U.h. + U?h,, temos que

Uege g h’e
Uehe g Je
Ulh. C g.

Segue das duas primeiras inclusoes que U.p. C p..

Provemos que (b) implica (¢). Usando o fado de U.p. C p. segue que Ush, C g. e
Uege C he. Dados e, f € Ip;(A) temos
gf = 0(96) C ge+ Uege C gt he = Pe
Provemos agora que (c¢) implica (a). para quaisquer e, f € Ip;(A). Pela Proposi¢ao
2.11, segue que
Pr :gf+7(he) gpe+he+Uehe+Ue2he = De
Portanto, p é invariante. [ ]

Corolario 2.14. Sejam A = Ke & U, ® V., uma dlgebra de Bernstein p é um polinémio
invariante em A , entdo A*p. C p..
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Demonstracao.

Podemos escrever p = g + h onde g. C U, e h, C V.. Pela parte (b) do Teorema 2.4
temos que U.p., U?h. C p.. Usando a Proposigao 2.4 temos

Ue2-g€ g Ue(Uege) g Uehe g pe

Como A? = Ke® U, & U? e ep. = g, segue-se que A?p, C p.. [ ]

Uma Algebra de Bernstein A ¢ dita nuclear se A> = A, ou equivalentemente se V, = UZ.

Corolério 2.15. Seja A = Ke & U, ® U? uma dlgebra de Bernstein nuclear e seja p um
polinomio invariante em A entao p, € um ideal de A.

A proposicao seguinte é uma generalizagao da Proposicao 2.5 e sua demonstragao é
analoga.

Proposicao 2.12. Sejam A = Ke® U, ®V, uma dlgebra de Bernstein e g um polinomio tal
que g. C U,, e que satisfaca 0(ge) = gy para quaisquer e, f € Ipi(A), consideremos também
h um polinomio tal que h, C V., entao tem-se

(a) ﬂ gr = ge NannUe;
J€Ip1(A)

(b) ﬂ hy = he Nann(U, ® U?);
J€Ip1(4)

(© > 9r=209:0Uegei
f€Ip1(4)

(d) Y hy=(Uche + UZhe) & he.

felp1(4)

Demonstracao.

Mostremos (a). Seja e € Ip;(A) fixo. Se x € ﬂ gy entdo para cada ug € U, existe

f€lp1(A)
u € U, tal que x = u + 2upu. De onde segue que * = u e ugu = 0, concluimos que

r €U, NannU,. Assim,

ﬂ gr € geNannUs,.
f€Ip1(A)

Por outro lado, se x € g.Nann U,, entao para todo ug € U, temos z = x4 2upx € gs. Logo,
T € ﬂ gy. Assim,
f€lp1(A)

e MNann Ue g ﬂ gf-
f€Ip1(A)

Mostremos agora (b). Se w € m hy entao para cada ug € U,, segue da Proposigao 2.11

f€Ip1(A)
que w € hy = 7(h.), com f = e+ug+ud. Assim existe v € h, tal que w = v—2(ug+ud)v. De
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onde segue que w = v e (ug +ud)v = 0. Agora, usando a parte (b) do Lema 0.1, concluimos
que w € h, Nann(U, & U?). Assim,

() € heNann(U. & UZ).
f€lp1(A)

Por outro lado, se w € h, N ann(U, & U?), entdao para todo ug € U, temos w = w — 2(ug +
ud)w = 7(w) € hy. Logo, w € ﬂ hg. Assim,
J€Ip1(4)

he Nann(Ue @ U2) S (] Iy
felp1(A)

O que conclui a demonstracgao da parte (b). Mostremos agora (¢). Como gy = {u+2upu; u €
ge}, para cada ug € U,, temos que

Z g5 = Z (u+2ugu; u € ge) .

f€lpi(A4) up€Ue

Segue dai que Z U C g. @ U.g. Por outro lado, é evidente que g. C Z gy e, segue
f€Ip1(A) f€Ip1(A)
1 1 1 1
uou:§(u+2u0u)—§u:§a(u)—§u69f+geQ Z gy
f€lp1(A)

de

que U.g. C Z Uy. Para mostrar (d), observamos que
f€Ip1(A)

Z hy = Z (v —2upv — 2ugv; v € he).

fGIpl(A) ug€Ue

Portanto, Z hy C (Uche + U?h.) ® he. Por outro lado, temos que h, C Z hy.

felp1(4) f€lp1(A)
Agora segue das Observacoes 0.1 e 0.2 e do Lema 0.1 que

Uehe"_Ughe:<U6+U3)he:<(U0+U(2))’U; U06U66U6h6>g Z Vf
f€lp1(A)
1

1 1 1
pois (ug + ud)v = 50~ 5(2} — 2(ug + ud)v) = 30~ 57‘(1}) € he + hy. n

Corolario 2.16. Seja A = Ke & U, & V., uma dlgebra de Bernstein, e seja p = g + h um
polinomio, onde g. C U, e h, C V.. Se p € invariante entdo ﬂ g = geN L.
f€lp1(A)

Demonstracao.

Usando a propriedade (a) da proposi¢ao anterior temos
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ﬂ g =geNannU, = (g.NU,) Nann U, = g. N (U. NannU,) = g. N L.
f€lp1(A)
[ |
Para a demonstracao dos proximos corolarios é bom lembrar que se 0 monomio m = X,

entao m, = U,.

Corolario 2.17. Seja A = Ke ® U, ® V., uma dlgebra de Bernstein e seja g um polinomio
tal que g. C Ue, Entao o(g.) = gy para quaisquer e, f € Ipi(A) se, e somente se, g+ Xg €
mvariante

Demonstracao.

Se 0(ge) = gy para quaisquer e, f € Ip;(A), entdo g. G U.ge. = Z gs. Logo, g+ Xy

f€lIpi(A)
¢ invariante. Por outro lado, se g + X g ¢ invariante entao pelo Teorema 2.4 o(g.) = gs. ®

Corolario 2.18. Sejam A = Ke® U, &V, uma dlgebra de Bernstein e g+ h um polinémio
wnvariante tal que g. C U, e he C V., entao o polinomio g+ Xg também é invariante.

Demonstracao.
Se g + h é invariante entdo o(g.) = gy. Pelo Coroldrio anterior, g + Xg¢ é invariante. =

Corolario 2.19. Sejam A = Ke ® U, ® V., uma dlgebra de Bernstein e h um polinomio tal
que he C 'V, , entao temos que (Xh + X?h) + h € invariante.

Demonstracao.

decorre imediatamente da parte (d) da Proposi¢ao 2.15. n

Corolario 2.20. Seja A = Ke®U. BV, uma dlgebra de Bernstein, o conjunto dos polinomios
imvariantes em A € dado por

{p+Xp+X°p; p=g+heP, h.CV,, g CU., a(g.) =gy, € f €1Ip1(A)}

Demonstracao.

Seja p = g + h um polinémio com g, C U, e h, C V.. Temos que p. + Uyp. + U?p., =
pe + A%p.. Assim, se p é invariante entao pelo Corolario 2.14, p. = p. + Uepe + U?p. e
o(ge) = gy, para quaisquer e, f € Ip;(A). Por outro lado, se o(g.) = gy entao g + Xy
¢ invariante pelo Corolario 2.17. Temos também que UZg. C A%g. N U. C g, usando o
Corolario 2.14. Assim,

pe _'_ Uepe + Uezpe = ge _'_ Uege + h'e _'_ Ueh’e _'_ Ue2h€

Portanto, pelo Corolario 2.19, p + Xp + X?p ¢ invariante. n
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Capitulo 3

Algebras satisfazendo z° = \(z)z? com

A(A%) =0

Estudaremos neste capitulo uma generalizacao das algebras de Bernstein-Jordan, pois
na identidade 2 = \(x)z? consideraremos A apenas um funcional linear. Estas dlgebra sao
estudadas em [6] e [8].

Na proposigao a seguir consideraremos A uma algebra comutativa, K um corpo de ca-
racteristica diferente de 2 e 3 e A um funcional linear de A em K.

Proposicao 3.1. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) existe um funcional linear A # 0 tal que para todo x € A temos:

= \Nz)z* e A(2*) =0 (3.1)

(i1) Ewiste uma decomposi¢io A = Kz @ ker(\), com 22 =0 e M(2) =1, o N := ker(\)
¢ um subespaco de A tal que zN C N e para todo y € N wvale as identidades:

zy = z(2y) (3.2)
y? = zy® + 2y(zy) (3.3)
y> =0 (3.4)

(iii) A=Kz U, ®V, com 22 =0, zu =0, para todo u em U,, zv = v para todo v em V,,
e

U2CV.,, UV.CU.,, V2=0, (3.5)

z

u® = u(uv) = v(vu) =0 (3.6)

para todo u € U, e v € V,
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Demonstracao.

(1) — (i7) Linearizando(3.1) temos:

¥ = Aa)r?
r(zy) + 2(yz) +yr* = Ma)vy + Mz)yz + My)z?
22y + 2x(zy) = My)a? + 2\ (x)xy,

e da ultima igualdade obtemos a equagcao
2y + 2z(zy) — My)z? — 2\ (z)zy = 0, (3.7)

observe que esta equacao é verdadeira para todo x, y € A, e que em nenhum momento foi
utilizada a condigao A(A?) = 0. Substituindo y por 2 em (3.7), e usando (3.1) temos que

0 = 2%2” + 2z (22?) — A (2°) 2° — 2X\(2) 22
= 2°2° + 2z (2°) — X (2?) 2° — 2\ (2)2®
= 2°2° + 2z (M(2)2?) — 2\ (z)2®
= 2°2% + 2\ (7)z2? — 2\(v)2?

— 222

e portanto

2?2r? = 0, para todo z € A. (3.8)

Mostraremos agora a existéncia de um elemento z € A tal que 22 = 0 e A\(z) = 1, como

A # 0, existe g € A tal que A(zg) # 0, tomando ¢ € A tal que ¢ = ——zg, entao

A(wo)

Ale) = A (@(%)) = ﬁA(%) =1,

1
e para z := ¢ — 502 temos

1
_ 23 122
= c c+4cc
= &~ o)
= - =

48



Sabemos que A = Kz @& N, a demonstracao desse fato é analoga a que foi feita na
Proposicao 0.1. Como A% = (xy; z, y € A), entdo (z + y)? = 2 + 2zy + y?, assim

1 1 1
5(17 + )% — 5:52 — §y2 = 2y, (3.9)

aplicando A em (3.9) e usando (3.1) obtemos \(zy) = 0, entdao xy € N, portanto A2 C N e
ainda por(3.9), obtemos que A% = <l’2; x € A>, além disso N é um ideal de A, pois para
todoy em N e x em A, yx estd em A2 C N, logo yx € N, em particular zN C N. A relacao
(3.4) decorre diretamente de (3.1), pois > = A(y)y? = 0 onde y € N. Para mostrar (3.2),
basta substituir x por z em (3.7). De fato,

0 = 2%y+22(2y) — A(y)2* — 2\(2)zy
= 2z(zy) — 2\ (2)zy
= z(zy) — A=)y
= z(zy) — 2y,

portanto z(zy) = zy. Para mostrar (3.3) basta substituir « por y e y por z em (3.7). Seja
y € N, entao

0 = y’z+2y(yz) — A(2)y” — 2A\(y)y=
= v’z +2y(yz) — y* — 2\ (y)yz
= v’z +2y(yz) — v,

de onde obtemos que y* = 2y* + 2y(2y).

(1i) — (iii) Para todo y € N temos que y = (y — zy) + zy, e por hipétese
zy € N, isso significa que os subespagos U, = {u; u=y—zyeyeE N} eV, = {v; v=zyeyE N},
satisfazem a condicao N = U, +V,, zu = 0 e zv = v, pois

=2y —zy)=zy—z(zy) =2y —2y =0

para todouem U, e zv = z(zy) = zy = v para todo v em V,. Mostraremos que U,NV, = {0}.
Seja y € U, NV, assim existe s,t € N tal que s — zs = y = zt, portanto zt — s + zs = 0,
entao z(zt — s+ zs) = 0, o que implica que zt = 0 = y, temos também que

UZ:X::{xEN; zx:()}.

De fato, seja u € U,, zu = 0 entao u € X, logo U, C X. Por outro lado, seja x € X, entao
r =z — zx, dai segue que = € U, logo X C U,, portanto U, = X. Temos também que

VZ:Y::{IGN; z:)s::E},

de fato, seja v € V,, entao zv = v, assim v € Y, logo V, C Y. Por outro lado, seja x € Y,
entao zr = x, de onde segue z € V,, logo Y C V,, portanto V, = Y. Substituindo y em
(3.3) por u € U,, temos

u? = 2u’ + 2u(zu) = 2u?,
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isto mostra que U? C V., substituindo y por v em (3.3) temos
v? = 207 4 2u(20) = 2% + 207,
logo

como v? € N, existe duas possibilidades zv? = v?2 = —v? ou z0v? = 0 = —v?, e nos dois casos
segue que v? = 0, para todo v € V,, isto mostra que V2 = 0.

Substituindo y por u + v em (3.3) temos que
(u+v)? = 2z(u+v)?+2u+v)(z(u+v))
w4 2uv +0v? = 2u® 4 2z(uwv) + 20% 4 2(u + v)v
u? +2uv+0v? = 2’ + 2z(uv) + 2v* + 2uv + 20

V¢ o= 22(uv) + 20? 4 20°
v* = 2z(uww) — v? 4 207
v* = 2z(uww) +v?
= 2z(uv)
0 = z(uvw),

logo uv € U, e U,V, C U,. Substituindo (x,y) por (u,v) em (3.7) temos que

w?v + 2u(uv) — AMv)u? — 2\ (w)uv = 0
w*v + 2u(uv) = 0
2u(uv) = 0
u(uwv) = 0,
substituindo (z,y) por (v,u) em (3.7) temos que
v?u + 2v(vu) — Mu)v? — 2 (v)vu = 0
v’u+ 2v(vu) = 0
2v(vu) 0
v(vu) 0.

(ii1) — (i) Por hipétese, A> C U, + V, := N; de fato, usando A(z) = 1 e A(N) := 0,
obtemos um funcional linear A\ # 0 verificando A(z?) = 0, para todo z em A, tomando
r=Nx)z4+u+v,u€U,ev €V, temos que
? = (M2)z+u+v)A2)z+u+v)
= M2)?22 + AM2)2u + A(@)2v + M) 2u + u? + uv + M2) 20 + uv + v?
= 2uv + 2\(z)v + u?,
além disso
A2®) = A(2w + 2A(2)v + u?)
= 2\(uv) + 2A(z)A(v) + A (v?)
= 0
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e calculando 23 obtemos

2 = (Mz)z+u+0) (2w + 2X(2)v + u?)
= 2X(2)z(uv) + 2X(2)%2v + A(2)2u? + 2u(uv) 4+ 2\ (z)uv + u? + 2v(vu) + 2M(z)v? + vu?
= 2\(2)%zv + A(w)zu? + 2\ (2)uv
= Az)%v + Mz)u® + 2\ (z)uv
= Az) (2w + 2\ (z)v + u?)
()

z2,

|
>

T

Daqui em diante neste capitulo consideraremos as condi¢oes da Proposic¢ao 1.2

Corolario 3.1. Seja A uma dlgebra satisfazendo a identidade x® = \(x)2?, com \(A%) = 0.
Entdo as afirmacgoes abaixo sao equivalentes:

(i) O funcional linear A ndo € unico;
(it) A ¢ uma zero-Algebra;
(iii) V. = {0}.

Demonstracao.

(i) — (41) Seja pu # X um funcional linear tal que z* = u(z)x?, para todo x em A; como
WFE A e
2

2? — 2% = Na)a? — p(z)a® = [Mx) — p(z)]2? = 0, entdo usando a topologia de Zariski
temos 22 = 0, logo 2y = 0 para todo x e y em A, portanto A é uma zero-Algebra

(ii) — (iii) Se A é uma zero-Algebra, para todo v em V. temos v = zv = 0

(iii) — (i) Se V, = {0} e z = &2 +u com € em K entdo 22 = ({2 4+ u)(E2 +u) =
€222 + Ezu + Ezu + u? = u? portanto 22 = u? = 0 j& que U2 C V, = {0}, portanto todo

funcional linear y satisfaz a equagao z° = 0 = p(z)x?. |

Doravante consideraremos apenas o caso em que A é tnica

Corolério 3.2. Seja A uma dlgebra satisfazendo a identidade x3 = \(x)2?, com M\(A?) = 0.
Para todo automorfismo T de A temos que AoT = A

Demonstracao.

Como para todo y em A, existe um dnico z em A tal que T'(z) = y pois T é bijetiva,
usando a definicao de A temos que
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¥ o= Ay’
T(z)? = A(T(:B))T(:B)2
T (z*) = XoT(2)T (2*)
T (2%) = T<)\OT(1')3:2>

como a T ¢ injetiva entdo 2> = X o T'(x)z?, e como A é o tnico funcional satisfazendo tal
condicao, temos que Ao T = \. [ ]

Diremos que Kz ® U, @V, é a decomposicao de Peirce de A em relacao ao nilpotente z.
E linearizando (3.6) obtemos para todo u, uy, us em U, e v, vy, vo em V, as relagoes:

utuy = —2up(uius), (3.10)
up(ugv) = —ug(ugv) e (3.11)
vi(uvy) = —uva(viu). (3.12)

Usaremos estas relagoes para provar o lema a seguir

Lema 3.1. Seja A uma dlgebra satisfazendo a identidade x3 = X x)x?*, com M(A?) = 0.
Sejam u,u; em U, e v, v; em V, entdo:

(wo)(uw) = 0 = (uwv)(uqv), (3.13)
w(uuy) = 0 =u(u’uy) e (3.14)
uf(uww) = —2(uu)(uw) = —v(uiu). (3.15)

Demonstracao.

Linearizando x?x? = 0 em x; temos
(xgz1)(121) + (T1203) (T12010) + (21201) (T321) + (2121) (T1223) = O,
entdo 4x3(x1x3) = 0, logo 2% (x123) = 0 para todo x1, 23 em A, em particular u?(uu;) = 0,
linearizando agora z2(z173) = 0 em x1, temos (1oxy ) (v123)+(2122) (11203) + (2121 ) (T273) = 0,
entao
2} (29w3) + 2(2129) (w1203) = 0, (3.16)
linearizando (3.16) em z; temos
(x124) (213) + (x421) (T23) + 2(T422) (T123) + 2(2122) (T423) = 0,

de onde obtemos a equacao

(r122)(x374) + (T1203) (T2y) + (2124)(T223) = 0 (3.17)
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para todo x1, xo, 3 em A, e trocando (x1, xe, z3) por (u,v,v;) em (3.16) temos que

u?(vvy) + 2(uv)(uvy) =
2(uwv)(uvy) =

(uv)(uvy) =

o o O

Y

trocando (z1, z2, x3) por (v, u,u;) em (3.16) temos que

v (uu) + 2(vu) (vur) - =
(vu)(vur) =
(uv)(uv) = 0,

trocando (1, T2, x3) por (ui,u,v) em (3.6), temos que u?(uv) + 2(uyu)(uiv) = 0, portanto

u?(uv) = —2(uyu) (ugv),
temos também que u(u?u;) = u(ugu?) = —uy(uu?) = —uy(u®) = 0, usando (3.11). Além
disso u?(uv) = u?(vu) = —v(uiu), usando (3.12). ]

Notagao Nip;(A4) := {z € A; Az) =1, 22 = 0}. A notagao ¢ justificada pela existéncia
de 0 # z € A tal que 22 = 0 e A(z) = 0 (tome v € V.\{0}). O conjunto Nip;(A4) ndo ¢
vazio pela Proposicao 3.1.

Proposigao 3.2. Seja A uma dlgebra satisfazendo a identidade z* = \(z)z?*, com \(A?) =

—ul; ug € U, ¢, onde os elementos deste conjunto

0. O conjunto Nip;(A) = {y =24 uy— 5

tem indice 2.
Demonstracao.

Seja Y = {y =2+ ug— %ug; Uug € Uz} esejay € Y, temos que A(y) = A (z—i—uo — =
A=) + Aw) — GAE) = M) =1,

temos também que

1 1
Yy = <z+uo—§ug) (z+uo—§ug)

= 22+ z2ug — %zug + upz + u% - %ug — %ug ;uo + ugug
= ug - zug

= ug—ug

= 0,

como A(y) = 1 e y*> = 0, temos que y € Nip;(A), logo Y C Nip;(A4). Tomemos agora
x € Nipy(A), pelo fato de x € A, entdo © = az+u+v com A(z) = 1, entdo Aaz+u+v) =
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aX(z) = a = 1, logo a = 1, assim z = z + u + v. Temos também que z? = (z + u +
V)(z+u+v) =224 z2u+ z2v 4+ uz + u + uwv + vz + vu+v? = 2uv + 2v + u? = 0, portanto

2 3

1
20 = —u? — 2uv entdo v = —gU —u, logo uv = —5u = u(uv) = 0, o que implica que

1 1
20+ u? =0, entdo v = —§u2, de onde obtemos que z = z + u — §u2, assim Nip;(A4) C Y,
isto mostra que Nip;(A) =Y. u
Proposigao 3.3. Se A uma dlgebra satisfazendo a identidade 2° = \(x)x?, com \(A?) = 0.
1
Sejam z,y € Nipy(A) tal que y = z+u0—§ug comug €U, e A=KyoU,®V, a
decomposi¢ao de Peirce de A relativa ay. A partir das relagoes (3.10) e (3.14) obtemos que:

Uy={u—uu; uelU,} e
Vy={v+upv; veV,}.

Demonstracao.
Sabemos que U, = {u € N; zu = 0}, entdo temos que

U, = {z € N;yx = 0}, mostraremos que U, = X = {u —wu; u € U}, sejax € X,
entao

1
yr = (Z +up — —ug) (u — uou)

2
L, L,
= z2u+ z(—uou) + uou — up(uu) — 5 U + §u0(u0u)
1
= —U(](U(]U) — 5( — QUO(U(]U))
= —Up (Uou) -+ UQ(UOU)

= 0,

portanto x € U, entao X C U,. Tomemos agora x € U,, entao x = u + v e yr = 0, entao

1
yr = (z+u0— iug) (u+v)
L, 1,
= 2u+ 2V + YU + UpV — §u0u — §UOU
20 + ugu + upv + up(upu)

= ugv + ug(upu) + v + ugu = 0,
como ugv + ug(ueu) € U,, v +ugu € V, e U, ® V, = N, entao v + upu = 0, logo v = —ugu,
portanto z = u — uou € X, logo U, C X, assim U, = X.

Mostraremos agora que V, =Y := {v+ugv; v € V}, sabemos que V,={z € N ; yx = x},
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seja x = v+ upv € Y, entao

1
yr = (z + up — §u(2)) (v 4+ wov)

1 1
= 2v+ 2(upv) + ugv + up(uev) — iugv — iug(uov)
1 1

= U+ uv — §u(2)v — §u3(uov)

1
= U+ uv+ 5’0(”(2)”0)

= vtupw=1x€V,

portanto Y C Vj, sejax € V, entao v =u+v e

1
yr = <z—|—u0— §u3> (u+0v)
L
= U4 ugu + ugv — §u0u
= v+ upu + upv + ug(ugu)
= r=u-+wv,
portanto ugv + up(uou) + v + upu = u + v, logo ugv + ug(ugu) = u e v + ugu = v, entao
uou = 0, isto implica que upv = u, portanto z = v + ypv € Y, logo V,, C Y, portanto
Vy — Y u
Proposigao 3.4. Seja A uma dlgebra satisfazendo a identidade x* = X(z)z?*, com \(A?) =
1
0. Consideremos z, y € Nipi(A) tal que y = z + ug — §u(2) eseja A=KyoU,®V, a

decomposigao de Peirce de A relativa a z, entao as fungoes 0,4, : U, — Uy e 7, : V. —
V, definidas por

Oz, (1) = U — Ugll
Toy (V) = U+ ugv

sao isomorfismos de espago vetorial sobre o corpo K.

Demonstracao.
Sejam uqy, ugs € U, e a € K, entao
O (U +Uu2) = aup + uy — ug(auy + ug)
aU] — QUgUl + Uy — UgU2
= a(u; — uuy) + ug — ugus
= a0, (U1) + 02y, (u2),

portanto o, ¢ uma transformacao linear. Mostraremos agora que o, ,, ¢ bijetora, se
Ozu,(u) = 0, entdo u — upu = 0, como U, @V, com u € U, e upu € V, entao u = 0,
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assim ker(o,,) = {0} mostrando que o ,, ¢ injetora. Seja agora y' = u — upu € Uy, entao
Oz, (U) = u —upu = y', onde u € U,. Portanto o, ¢ sobrejetora.

Sejam vy, v € V, e a € K, entao

Touy (UL +02) = avy + vy + up(av; + vp)
= av + augvr + Vo + UgUs
= a(v; + upvy) + vg + ugvy

= Z,Ug »%0
Ty, (V1) + Tz, (V2),

portanto 7. ,, ¢ uma transformagao linear. Mostraremos que 7. ,, ¢ bijetora, se 7. ., (v) =0,
entao v + upv = 0, como U, ® V., e ugv € U, e v € V, entao v = 0, assim ker(7,,,) = {0}
mostrando que 7, ¢ injetora. Seja y' = v + uov € V, entao 7., (v) = v + uev =y’
Portanto 7. ,, € sobrejetora. [

De agora em diante, para nao sobrecarregar a linguagem, escreveremos o, 7 e ¢ no lugar
de 0. .uy, Touy © Py, Tespectivamente. Porém deve ficar claro que as fungoes o, 7 e ¢
dependem do par de nilpotentes z e y.

Proposigao 3.5. Seja A uma dlgebra que satisfaz a identidade x® = \(x)x?, com M\(A?) = 0.
A transformagdao de Peirce ¢ : A — A relativa a z e ug € um isomorfismo de espago
vetorial, definida por p(az+u+v) = ay+o(u) +7(v), para todo « € K, u € U, ev € V,.
FEsta claro que ply, =0 e ply, =T

Demonstracao.

Mostraremos agora que ¢ é um isomorfismo de espaco vetorial. Sejam a; = a2 +4u; +vy,
a9 = Qg2 + Ug + Vg EA:KZ@UZ@‘/Z eal,ag,ﬂEKen‘céo

e(far +az) = @Bz 4+ up +v1) + gz + ug + v)

p(Barz + Puy + Bor + agz + uz + vy)

o((Bar + az)z + Buy + up + Buy + vg)

(Bay + aa)y + o(Buy + uz) + 7(Bvr + va)

= Pary + agy + Bo(wr) + o(uz) + B7(v1) + 7(v2)
Bany + Bo(ur) + B7(v1) + gy + o(u2) + 7(v2)
Blany + o(ur) + 7(v1)) + oy + o (u2) + 7(v2)
Bo(arz +uy +v1) + @z + us + v9)

= Belar) + p(az),

portanto ¢ é uma transformacao linear. Mostraremos agora que ¢ é bijetora, seja a = az +
u+v € Atal que p(a) =0, entdo ay+o(u)+7(v) =0, como A = KydU,®V, e ay € Ky,
o(u) € Uy e 7(v) € V,, segue que ay =0, o(u) = 0 e 7(v) = 0, portanto o = 0 pois y # 0,
u=0ewv =0 pelo fato de o e T serem injetoras, isto mostra que a = 0, assim ker(p) = {0},
mostrando que ¢ ¢ injetora. Seja agora y' = ay+o(u) +7(v) € A=Ky U, &V, entdo
olaz+u+v) =ay+o(u)+ 7(v) =y, mostrando que ¢ é sobrejetora. n
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Lema 3.2. Sejam Zy, Zy, Z3 C N, X, X1, Xo C U, e W, Wy, Wy C V, subespacos de
A=Kz U, ®V,, com \(A?) =0. Entdo

(a)Zl(Zng) Q ZQ(Zng) + Zg(Z1Z2)
(0)X1(XoW) = Xo(XaW)
(C)Wl(WQX) = Wg(WlX)

Demonstracao.

Linearizando (3.4) obtemos

IL’%LUQ + 2LU1 (Ill’g) = 0, (318)
linearizando novamente (3.18) obtemos
(z129) w3 + (T223)71 + (T371)72 = 0, (3.19)

para todo 1, To, x3 € N, com \(A?%) = 0. Isso mostra (a), decore imediatamente de (3.11)
e (3.12), (b) e (c) respectivamente. u

3.1 Invaridncia de Subespagos com \(A4?%) =0

Se p(X,Y) é um polinémio nao nulo em duas varidveis comutativas e ndo associativas,
que nao possui termo independente e todos os seus coeficientes sao iguais a um, entao
denotamos por p, o espaco formado a partir da substituicao de X por U, e Y por V,. Se
m(X,Y) é um mondmio, o “grau” de m(X,Y) é denotado por dm, e o grau do polindémio
p(X,Y) é denotado da mesma forma por dp. Se p(U.,V,) = p(U,, V) para dois elementos
distintos z,y € Nip;(A) dizemos que p(X,Y') é invariante quanto a mudan¢a do nilpotente
ou simplesmente p(X,Y’) é invariante. Se dim p(U,,V,) = dim p(U,,V,) para quaisquer
z,y € Nipy(A), entao dizemos que o polinémio p(X,Y) tem dimensdo invariante quanto
a mudanga do nilpotente, ou simplesmente p(X,Y) tem dimensdo invariante. De agora
em diante escreveremos p para denotar p(X,Y’). As seguintes propriedades sao facilmente
provadas:

1) Para cada monémio m = m(X,Y’), temos que m, C U, oum, CV,
De fato, Se m é um monomio tal que dm = 1, entao m = X ou m =Y, assim m, = U,
ou m, = V.. Suponhamos que a propriedade seja valida para todo monomio de grau < k,
e seja m um monomio de grau k + 1, entao m = pv tal que du, dv < k. Onde pu, C U, ou

1, CV,ev, CU, our, CV,. Analisamos os quatro casos possiveis:

12 caso u, CV, ev, CU,, entao m, = u,v, C U,
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20 caso pu, CV,ev, CV, entdom, = p,v, ={0} CU, NV,
3% caso pu, CU,ev, CV,, entao m, = p,v, =C U,

4¢ caso pu, C U, e v, CU,, entao m, = u,v, CV,.
Em todos os casos temos que m, C U, ou m, C V,

2) Se m é um monémio de grau k > 2 e m, # 0. Entao existe mondémios m’ e m” de
grau < k tal que m = m'm”. Se m, C U,, temos m,, C U, e m” C V,. Mas se m, CV,
entdo m, C U, e m? C U,

3)Se p é um polindmio entao existem polindomios g e h tal que p, = g, ® h, onde g, e h,
sao subespacos com g, CU, e h, CV,

Proposigao 3.6. Se A = Kz®U,®V, é uma dlgebra satisfazendo a identidade 2° = \(x)x?,
com N(A?%) = 0. Entdo V.p, C p. para todo polinémio p.

Demonstracao.
Primeiro provaremos a proposicao no caso em que o polinomio p satisfaga p, C U,.
Como p = Zmi onde m; sao mondmios com m;(U,,V,) C U, (i = 1,...,n), é suficiente

i=1
provar que para um monomio p = m com p, = m, C U, a proposicao é verdadeira.
Usaremos a indugao sobre o grau k de m. Se k = 1, entdo m = X e V,U, C U, por (3.5).
Suponhamos que a proposicao seja verdadeira para todo monomio de grau menor ou igual
a k, se m é um monomio de grau k + 1, afirmamos que m = pr onde p e ¥ sao monomMios
de grau < k tal que pu, C U, e v, C V,. Segue do Lema 3.2 e da hipétese de inducao que
V.m, =V, (u.v,) = v.(Vou,) C vp, = m,. Agora, seja p um polinoémio tal que p, = g, D h.,
onde g e h sao polindémios com g, C U, e h, C V,. de (3.5) V,h, C V2 = 0. Desse modo

Lema 3.3. Para todo ui,us € U, e v1,v9 € V, e para toda transformacdo de Peirce de
A=Kz® U, ®V,, onde A satisfaz a identidade 3 = \(x)x?*, com \(A?) =0, tem-se:

(a) p(uruz) = p(ur)p(uz);

(0) p(viv2) = @(v1)p(va);

() u=¢ <u T %u%u) T luow);
(d) v=—p(uv) + ¢(v).

Demonstracao.

Observe que (uguy)(upuz) = 0 por (3.5) e ug(ujug) = —uq(upua) — (upui)ug por (3.18).
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Usando essas observacoes e a definicao de ¢ temos que.

o(ur)p(ug) = (u1 — uour)(ug — uous)
= uyus — ui(ugus) — (uguy)ug + (uguy)(ugusz)
= U2 — Ul(uou2) - (U0U1)U2
= ujuy + up(usus)

= (p(U1U2),

isso mostra (a). Temos que v1v9 = 0 por (3.5), (ugvy)(ugvy) = 0 por (3.13) e vy (ugve) =
—(upvy)ve por (3.12), com estas obervagoes e com a defini¢do de ¢ temos que

p(v1)p(va) = (v1 + upvr)(va + ugvz)

= 109 + v1(Uugva) + (ugv1)va + (o) (ugvs)
=0

= #(0)

QO('Ul'Ug),
isso mostra (b).
1
Para mostrar (c), usaremos que —ug(ugu) = 0 por (3.11) e §u(2)u = —ug(upu) por (3.18).

1 1
© (u + iugu) +p(uou) = u—uou+ 3 (USu - UO(U(Q)U)) + ugu + uo(uou)

1
= u+ 3 (ugu - uo(ugu)) + uo(uou)
g ’L[/7

fica assim provado (c). Para mostrar (d), usaremos que wug(ugv) = 0 por (3.6).

—p(ugv) + o(v) = —(upv — uo(ugv)) + v + ugv
—ugv + up(uev) + v + ugv

V.
|

Lema 3.4. Seja A = Kz® U, ®V, uma dlgebra satisfazendo a identidade x3 = \(x)x?, com
MA?) = 0. Toda transformagao de Peirce o de A satisfaz p(m.n.) = o(m.)e(n.), para
quaisquer monomios m e n.

Demonstracao.

Se ¢ é a transformagao de Peirce relativa a z € Nip;(A) e uy € U,. Provaremos o lema
nos casos (a) m = pi,m = pe, (b) m = vi,n = vy e (¢) m = p,n = v, onde w, fy, o
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sao monomios tais que u(U,, V), u1(U,, V2), ne(U,, V) C U, e v, vy, V5 s80 mondmios tais
que v(U,,V,), (U, V,), n(U,,V,) C V,. Se uy, uy € U, e vy, vy € V,, entdo p(ujus) =
o(ur)p(uz) e p(v1ve) = @(v1)p(ve), pelo Lema 3.3, isto estabelece a parte (a) e (b). Seja
agora u € u, e v € v, Usando as identidades (3.5), (3.11) e (3.16) obtemos,

p(u)p(v) = p(uv) + Jud(u) (320)

De fato, temos que (uou)v = 0 por (3.5), p(uv) = uv — ug(uv) = uv + u(uev) por (3.11)

e —(uou)(ugv) = §u(2)(uv) por (3.16). Usando estas relagoes temos que:

plu)p(v) = (u—uou)(v+u)
= wv~+ u(ugv) — (upu)v — (upu)(uv)

= o(uwv) + %ug(uv)

Mostraremos agora, que se u € i, € v € V,, entao

ug(uv) € @(pzvz) N () e(vs). (3.21)

Pela Proposigao 3.4, temos que u2(uv) € V,(u,v,) C p.v,. Usando (3.4) e (3.11) obtemos
a identidade

uo(ug(uv)) =0
, pois up(ud(uv)) + (uv)(ud) = 0 = ug(ud(uv)), decorre dessa identidade que

up(uv) = ¢ (ug(uv))

, porque @(ui(uv)) = ud(uv) — ug(ud(uv)) = u3(uv). De onde segue que u(uv) € p(u.v.).
Por outro lado, ug(uwv ) = —(udu)v por (3.12), entdao ui(uv) = —p(udu)p(v). De fato, visto

que up(ugu) = ( v)(udu) = 0 por (3.11) e (3.17), entdo

wuv) = o — (wBu)o) = —(udu)v— up((udu)v)
= —(Bu)v+ (udu)(upv)
= —(ugu)v,

temos também que

2

—p(ugu)p(v) = —(ugu+ uo(ugu))(v + uev)

w) (v + uov)
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Portanto, usando novamente a proposicao (3.4) temos uZ(uv) € (V. )p(v.) C o(p.)p(vs).
Isto prova (3.21). Segue de (3.20) e (3.21) que p(u.v.) = p(p.)p(v.). u

Teorema 3.1. Todo polinomio p tem dimensao invariante em uma dlgebra A = KzdU, BV,
satisfazendo a identidade 3 = \(z)x?, com A(A?) =0
Demonstracao.

Seja A=Kz U,®dV, = Ky ® U, ®V, duas decomposicoes de Peirce relativa aos

nilpotentes z e y = 2 +ug — §u%, com ug € U, e seja p: A — A a transformagao de Peirce

relativa a z e ug. Mostraremos que

go(p(Uz,Vz)) :p(vaVy> (3.22)

para todo polinémio p(X,Y’). Primeiro provaremos no caso p = m, onde m é um monémio.Usaremos
inducao no grau k de m. Se k = 1, entdo m = X oum =Y, temos que p(U,) = o(U,) = U,
e (Vo) =7(V2) =V,

Suponhamos que o resultado seja valido para todo monoémio de grau < k, seja m(X,Y")
um monomio de grau k + 1, entdao m = m'm” onde m’ e m” sdo monoémios de grau < k.
Segue do Lema 1.4 e da hipdtese de inducao que

Sp(m,(UmVZ)m”(UmVZ)) = Qp(m,(UmVZ))SO(m”(UmVZ))
= m'(Uy, V,)m"(Uy,,V,).

Portanto ¢(m(U,,V,)) = m(U,,V,). Agora seja p = Zmi um polinémio, onde m;(i =
i=1
1,2,...,n) sdo monodmios entao:

pp (U V) = > o(mi(U.,V2))

i=1

= Z m; (Uy, Vi)
i=1

= p(Uy’Vy)-
n

Mostramos no Teorema 3.1 que todo polindmio tem dimensao invariante em A, com
A(A?) = 0. Queremos saber quais sao invariantes, mostraremos na préxima proposigao que
os polindomios X + X? e XY + Y sao invariantes. Provaremos que os subespagos U, & U? e
U.V, @V, sao somas de U, e V, respectivamente.

Proposigao 3.7. Seja A uma dlgebra satisfazendo a identidade x* = \(z)z?, com A\(A?) =0
e seja z € Nipy(A). Entao:
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(a) U, ®@U2=3"0, (soma estendida para todo y € Nip;(A))
b)) U V,eV,=>"V, (soma estendida para todo y € Nip;(A))

Demonstracao.
Provemos que U, ® U2 C Y U,, é suficiente mostrar que U? C > U,. Para cada u € U,

consideremos y = z + u — §u2 e ¢ a transformacao de Peirce de A relativa a z e u. Temos

w=u—(u—u?) =u—pu) €U, +U, entao U2 C > U,. Agora, U, = {z —uzx;z € U,},
como U, C U, @& U2, conseqiientemente > U, C U, & UZ.

Provemos que V, @ U,V, C }_V,, é suficiente mostrar que U,V, C > V,. Para cada
v € V, consideremos y = z + u — %uz e ¢ a transformacao de Peirce de A relativa a z
e u. Temos uv = —v+ (v+ w) = —v + p(v) € V, +V,, entao U,V, C > V,. Agora,
V, ={z+uz;z € V,}, como V, CV, & U,V,, conseqiientemente » .V, CV, & U,V.. n

Lema 3.5. Seja A = Kz ® U, ® V. uma dlgebra satisfazendo a identidade 23 = \(x)a?,
com MN(A?%) =0, X é um subespaco de U,, e W é um subespaco de V,. Entio as sequintes
condigcoes sao equivalentes:

(@) ULX CW e U.W C X;

(17) para cadaw € U,, * € X ew € W ha 2’ € X ew' € W tal que ur = w—w' e
/
uw =1 —x.

Demonstracao.
Para mostrar que (i) = (ii) é suficiente tomar 2’ = ww + z e w' = —uzx + w. Esta claro
que (i7) = (7). [

Teorema 3.2. Seja p um polinémio e A uma dlgebra satisfazendo a identidade z° = \(x)a?,

com MN(A?) = 0. Entao p € invariante se, e somente se, U.p. C p..

Demonstracao.

Seja A = KzU,®V, a decomposicao de Peirce de A relativa a z e seja g e h polinomios

tais que p, = g. ® h,, com g, C U, e h, C V,. ParaucadauueUzey:z—l—u—%u2

consideremos a transformagao de Peirce ¢, relativa a z e u. A invariancia de p é equivalente
a p(p:) = py = P
Mas

e(p:) = {plz+w)ze€g.eweh.}
= {o(zx)+7(w));z€g,ew€h.}
= {z+ur+w+tuw;r €g, ew € h,}
= {(z4+uw)+ (w—uz);x € g, ew € h,}. (3.23)
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Portanto para cadau € U,, x € g, e w € h, existe 2’ € g, e w' € h, tal que uw = 2’ — x
e ur = w— w'. Pelo Lema 3.5, U.,g. C h, e U.h, C g., de onde segue que U,p. C p..
Suponhamos agora que U,p, C p, entao podemos reescrever (3.23) da seguinte forma

py={(r+w)+u(w—2);r€g.ewech.},

portanto p, C p, + U.p, e usando a hipdtese segue que p, C p., como esta inclusao vale
para quaisquer dois nilpotentes nao nulos segue que p, = p., portanto p é invariante. [ ]

Observagao: Segue de (3.21) e do Lema 3.4 que se U,, C p,, para algum z, € Nip;(A),
entao U, C p, para todo z € Nip;(A). Entao a condi¢do U, C p, nao depende da escolha
do nilpotente z.

Corolario 3.3. Seja p um polindmio e A uma dlgebra satisfazendo a identidade x> = \(x)x?,

com M(A?) = 0. Entdo p € invariante se, e somente se, p, € um ideal de A.

Demonstracao.

Observemos que zp, C h, e Vp, C p, pela Proposicao 3.4. Entao, p, é um ideal se, e
somente se, U,p, C p, e, pelo Teorema 3.2, isto é equivalente a invariancia de p. [ ]

Lema 3.6. Seja h um polinomio tal que h, CV,, se Oh > 2, entao h, = U,g, onde g € um
polinomio tal que g, C U,

Demonstracao.

Primeiro provaremos o lema para mondmios. Se h, = U? ¢é suficiente tomar g, = U..
Entao suponhamos que h = p/p”, onde p' e (" sdo monomios tal que pl, e p! estao contidos
em U,. Se p, = U, é suficiente tomar g = u”. Agora, suponhamos que oy, dp” > 2. Entéo
1 = pv, onde p e v sd2o monomios com du, dv < ou', p, C U, e v, CV,. Usando Lema 3.2,
obtemos que h, = (u,v,)u! = p,(p’v,). Portanto, é suficiente aplicar o processo de inducao
sobre o du’. De fato, se Op’ = 2 entdo p), = U,V,, logo h, = U,(u”V.), e nesse caso basta
tomar g, = p”V., portanto se o dy’ = 2 o lema é verdadeiro. Suponhamos que o lema seja
verdadeiro para todo i de grau < k, se Oy’ = k+1, entdo h, = pp? = (p.v.)p! = p.(v.p?),
portanto aplicando a hipétese de inducao, temos que o lema é verdadeiro para todo monémio

h tal que h, C V.. Por outro lado, se h é um polinomio tal que h, C V,, entao h = Z m;,
i=1
onde m; é um monomio, tal que m;, C V, para todo ¢ = 1,...n. Portanto

hz = imiz
=1
i=1
= Uz Zgiz = Uzgza
=1

onde cada g; ¢ um monodmio tal que g;. C U,, entao g, C U.. [ ]

63



Lema 3.7. Todo polinémio p satisfaz U,(U,p,) C p, em uma dlgebra A, satisfazendo a
identidade 23 = \(z)x?, com M\(A?) = 0.

Demonstracao.

Primeiro provaremos o lema para um monomio m usaremos a inducao sobre o grau k
de m. Se m = X, entao U,(U,U,) = U2 C U, ese m =Y, entao U,(U,V,) = U> C V,.
Assumimos que o lema é verdadeiro para os monomios de grau < k. Seja m um monomio
de grau k + 1. Pelo Lema 3.6 temos que m = pv ou m = Xp onde p e v sao monomios de
grau < k tal que p, C U, e v, C V,. Usando inducao, a hipétese e o Lema 3.2 temos,

UZ<UZ(MZVZ)> = Uz(,uz(Usz))
o ((U2)U2) + U.) (Upe)

C pev:+ (Uz(Uzuz))vz

= MV

N

e também U, (UZ(UZ,LLZ)) C U, entao temos que U,(U,m,) C m,. Por outro lado, se p é

n
um polinomio, entao p = g m;, onde cada m; é um monomio qualquer, entao
i=1

Uz(Uzpz) = Uz (Uz (im22>>

= U, (i Uzm,-z>
i=1
- ;U(Um)
= Zmiz = P=-
=1

O seguinte corolario pode caracterizar todos os polinomios invariantes.

Corolario 3.4. Para todo polinomio q € P, o polinomio g+ X q € invariante em uma dlgebra
A satisfazendo a identidade 1 = \(z)z?, com M\(A?%) = 0. Além disso, se p é um polinémio
mvariante em A, entdao existe ¢ € P tal que p, = q. + U.q..

Demonstracao.

Pelo Lema 3.7, para cada ¢ € P temos U, (q,+U.q.) C q.+U.q,. E se p € P é invariante,
entao p, = p, + U.p.. [ |

Notamos também que
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Corolario 3.5. Um monomio m € invariante na dlgebra A = Kz & U, & V., que satisfaz
identidade 23 = \(x)x?, com A\(A%) =0 se, e somente se, U.m, = 0.
Demonstracao.

=) Suponhamos que m é invariante, entao U,m, C m,, Se m, C U, <mz - VZ>, entao
temos que:
Um, Sm, CU, (Uzmz Cm, C Vz)

Um,Cm, CV, (Uzmz Cm, C Uz)

entao m, C U, NV, =0, que 0 C m, é evidente, logo m, = 0.

<) Suponhamos agora que U,m, = 0, entdao U,m, = 0 C m,, logo m, é invariante pelo
Teorema 3.2. [ |
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Capitulo 4

Algebras Satisfazendo z° = \(z)z? com

A(A?) # 0

Olharemos agora uma outra classe de dlgebras satisfazendo a identidade x® = \(z)z?
como objeto de nosso estudo, estas algebras sao estudadas em [8] . Seja A uma algebra de
dimensao finita sobre K, onde K é um corpo de caracteristica diferente de 2 e seja A um
funcional linear satisfazendo a identidade z* = \(z)z? com A(A?%) # 0. A condigao \(A?) # 0
¢ equivalente a existéncia de um idempotente nao nulo em A. De fato substituindo y por
2? na equagdo (3.7) (que foi obtida da linearizacao de (3.1)) temos que

20% 4+ 2x(xa?) — Ma?)z? — 2\ (2)x2? =
2

()2 + 22(\(2)2?) — M(2®)2* — 2\ (2)2® = 0
(%)% + 2X\(z) (z2?) — A(@H)2? — 2\ (2)2® = 0
(@) = Aa?)2?,
como A # 0 e A(A?) # 0 existe g € A tal que A(z3) # 0, tomando e = )\(12)%, temos que
Ty
Ae) = )\(ig))\(xz) =1, e que

Proposigao 4.1. Sejam A uma dlgebra satisfazendo a identidade x3 = \(x)x?, com \(A?) #
0 e e um idempotente de peso um em A. Entao para todo y € N := ker(\) temos:
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ey = 2e(ey), (4.1)

v? = ey’ +2(ey)y e (4.2)

Demonstracao.

Substituindo x por e na equagao (3.7), temos

ey + 2e(ey) — Ay)e* — 2\ (e)ey = 0
ey + 2e(ey) —2ey = 0
2e(ey) = ey,

isso mostra (4.1). Substituindo (z,y) por (y,e) em (3.7), temos

yie +2y(ye) — Me)y” — 2A(y)ye = 0
ye+2y(ye) —y> = 0
yPe+2y(ye) = v
fica assim provado (4.2). Que y3 = 0 para todo y € N é evidente por (3.1). [
Em [4] as édlgebras que satisfazem as condigoes da proposi¢ao acima, sao definidas como

algebras de Bernstein Jordan Fracas (BJF)

Proposigao 4.2. Seja A uma dlgebra satisfazendo a identidade x® = \(x)z* com A\(A?) = 0,
um elemento x € A estd em N se, e somente se, ex € N onde e € Ip;(A).

Demonstracao.

=) Seja x € N entdo ex = 2e(ex) pela proposigao anterior. Sabemos que ex = ae + n,
onde «a € K en € N, pois A= Ke® N(demonstra(;éo analoga Proposicao 0.1). Portanto
exr = 2e(ae + n) = 2ae + 2en, logo
ae =n — 2en = e(n — 2en) = en — 2e(en) = 2e(en) — 2e(en) = 0, logo ex =n € N

<) Seja ex € N, entao e(ex) = 2e(e(ex)), onde x = ae +n com o € K e n € N. Entao

ele(ae+n)) = 2e(e(e(ae+n)))
e(ae+en) = 2e(e(ae+en))
ae+e(en) = 2e(ae+ e(en)
ae+e(en) = 2we+ 2e(e(en))
e(en) — 2e(e(en)

) = 2ae—ae
0 = ae,

portanto r =n € N. [
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Proposigao 4.3. Seja A uma dlgebra satisfazendo a identidade 23 = \(x)x?, com \(A?) #
0. N pode ser decomposto como a soma direta de U, & V., onde U, = {Qey; Yy € N} 2
Vo={y—2ey; ye N}

Demonstracao.

Sejay € N, entao y = 2ey+ (y —2ey) € U.+V,, portanto N C U.+V, a outra inclusao é
evidente, logo ker(\) = U, + V.. Suponhamos agora que y € U, NV,, entdo existem s, t € N
tal que 2es = y =t — 2et, entao temos que

t—2et—2es = 0
et — 2e(et) — 2e(es) = 0
2e(et) — 2e(et) —2e(es) = 0
—2e(es) = 0
de(es) = 0

2es = 0=y,

portanto U, NV, = {0}, logo N = U, ® V..

]

Proposigao 4.4. Seja A uma dlgebra satisfazendo a identidade x* = \(z)z?, com \(A?) #

0. Se e # 0 é um idempotente tal que A(e) = 1, entio A = Ke® N = Ke®d U, BV, € a
1

decomposicao de Peirce, relativa a e, onde U, =<x € N; ex = -x 7 €

2
Ve ={x € N; ex =0}. Além disso os subespagos U, e V. satisfazem:

Uz CVv,, UV.CU e V?CKe

Demonstracao.

A Demonstracao que A = Ke & N é totalmente analoga a da Proposicao 0.1, na
Proposigao 4.3 foi mostrado que ker(\) = U, @ V., entao A = Ke® U, @ V..

1
Demonstraremos agora que U, = X := {x eN; ex = 5:5} Seja z € U, entao xz = 2ey,

onde y € N, logo ex = 2e(ey) = ey = 3% portanto x € X, mostrando que U, C X. Seja

1
x € X entao ex = —x, onde x € N, logo x = 2ex, portanto z € U,, mostrando que X C U.,.
Fica assim provado que U, = X.

Queremos mostrar que V, =Y = {z € N; ex =0}. Seja xz € V, entdo x = y — 2ey,
onde y € N, logo ex = ey — 2e(ey) = 2e(ey) — 2¢e(ey) = 0, portanto x € Y, mostrando
que V, C Y. Sejax € Y entao ex = 0, onde x € N, logo x = x — 2ex, portanto z € V,,
mostrando que Y C V. Fica assim provado que V, =Y.

Substituindo y por u em (4.2) temos

u? = u’e+2(ue)u

= ule+2 1u u
N 2

= eu®+ u2,
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segue que eu® = 0, sabemos que u? = ae +u’'+v’, onde ae € Ke, u’ € U,, v’ € V,, entdo
1 .
eu? = eae +eu’ +ev' = ae + §u’ = 0 portanto ae = u’ = 0, pois Ke ® U,, logo u? = v’

mostrando que U2 C V. Seja x € V,, substituindo y por z em (4.2) temos

2* = 2e+2(we)x = 2’
sabemos que 7?2 = ae + u’ + v’, onde ae € Ke, u’' € U, v/ € V,, portanto ex? =
1 - .
eae +eu'+ev’ = ae+ —u’ = ae+u’ 4+ v’, entdo temos que v’ = v’ = 0, pois U, @ V,

portanto 2% = ae, mostrando que V.2 C Ke. Substituindo y por u + v em (4.2) temos

(u+v)? = (u+v)e+2((u+v)e)(u+v)
u? 4 2uv +v* = u’e+ 2(uv)e + vie + u(u + v)

u? 4 2uv +v* = ule+2(uv)e + vie + u + uv
2uv = 2(uv)e +uv
w = 2(uv)e
1
quv = (uv)e,

1 -
portanto e(uv) = U, temos que uv = ae+u’+v’, onde ae € Ke, v € U,, v’ € V,, entao

1 1
e(uv) = eae + eu’ + ev’ = ae + §u’ = §(ae+u’+v’), logo ae = v’ = 0, pois Ke &V,
segue que uv = u’, mostrando que UV, C U,. [ ]
Esta claro que se x, z1, x9, 3 € N entao sao satisfeitas as relagdes (3.4), (3.18) e (3.19),

pois em nenhum momento foi usado a condi¢ao A(A?) = 0, para mostrar estas relagoes. Os
elementos u € U, e v € V, satisfazem

u(uv) = 0, u*v =0 (4.4)

De fato substituindo (x,y) por (u,v) em (3.18) temos que u?v + 2u(uv) = 0, onde u?v € Ke
e 2u(uv) € V., como

A= Ke® U, ®V, entao segue que u?v = 0 e u(uv) = 0, linearizando (4.4) em u, para
uy,us € U, e v € V,, temos

uy (ugv) + uz(uv) .
(U1UQ)U =0 (46)
De (4.6) temos U2V, = 0.
O conjunto dos elementos x € A tal que 2?> = z e A\(x) = 1, é chamado de conjunto dos

elementos idempotentes de peso 1 de A, e denotaremos por Id;(A)

Proposigao 4.5. Seja A uma dlgebra satisfazendo a identidade x* = X(z)z?*, com \(A?) =
0. O congunto dos elementos idempotentes f € A com N(f) =1 éIp1(A) =X :={e+u+

u?; u € U}, onde e é um idempotente de peso um fizo.
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Demonstracao.

Seja x € X, entao r = e + u + u?, temos A(e + u + u?) = A(e) = 1, temos também que

* = (e+u+u®)(e+u+u?)
= e+ eu+ eu® +ue+ u? +ud +ule + ud + uu?
1

= et tut tutw?
—e2u 2uu

e+u+u2

= x7

portanto x € Id;(A), entdao X C Id;(A). Por outro lado, se x € 1d;(A), entdo x = e+u+wv
ja que A(z) = 1, temos também que

2 = (e+u+v)(e+u+v)
= e+ eu+ ev+ ue+ u® + uv + ve + vu + v

1 1
= e+§u+§u+u2+2uv+02

= e+ u+u®+2uv+0?
= e+u+twv

= T

portanto u? — v + 2uv +v% = 0, onde u? —v € V., 2uv € U, e v* € Ke, entdao v = u?, assim
T =e+u+u? entdo z € X, logo Id;(A) C X. u

Proposigao 4.6. Seja A uma dlgebra satisfazendo a identidade x3 = \(z)x?, com \(A?) =
0. Consideremos e, f € Ip1(A) onde f = e + uy + u2 para algum uy € U,. Entdo temos

Up={u+2uu; uel}
Vi={v—2upv; veV.}

Demonstracao.

1
Sabemos que Uy = {x eEN; fx= 51’}, mostraremos agora que Uy = X = {u +

2uou; u € Uy}, Seja z € X, entdo © = u + 2upu com u € U,. Observe que por (3.19)
udu = —2ug(upu), usando isto temos

fr = (e+uo+ud)(u+ 2upu)

= eu+ 2e(uou) + uou + 2up(ugu) + uiu + 2ud (uou)

Ly
= U UoU
2 0

1
= -

2
Assim z € Uy, entao X C Uy. Tomemos z € Uy, entao v = u+v, poisz € N = U, d V..

Temos também que fzr = 5:6, entao temos que
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1
(e4+up+ud)(ut+v) = =(u+v)
2
1 1
eu + ev + ugl + ugv + ugu + ujy = Fu+5v
1 1
§u+u0u+uov+ugu = §u+§v
uou—§v+uov+u§u = 0,

1 1
onde upu — 51} € V. e ugv + ugu € U, assim —v = ugu, pois U, & V,, entao v = 2ugu,
segue que = u + 2upu € X, logo Uy C X, mostrando assim que Uy = X. Sabemos que
Vi={x € N; fr =0}, mostraremos agora que Vy =Y :={v —2ugv; u € V.}. Sejax €Y,
entdo = v — 2ugv com v € V,. Observe que por (3.19) e (3.4) que —2u2(uv) = 0, usando
isto temos

fr = (e+ug+ud)(v—2uw)
= ev — 2e(ugv) + uov + 2ug(uev) + udv — 2ud(uev)
0.

Assim x € Vy, entao Y C V.

Sex € Vi, entao x = uw+ v, pois x € N = Uy ® V. Temos também que fz = 0, entao
temos que

(e+ug+ud)(u+v) = 0
eu + ev + upu + ugv + ugu + ugy = 0
1
§u+u0u+u0v+u3u =0
§u + ugv + ugu + uou = 0.
Temos que tu + ugv + udu € U, e ugu € V,, como U, @ V, entdo u + uov + udu = ugu =0
usando (3.19) e a tltima igualdade temos que ugu = 0, logo %u+uov = 0, entao u = —2ugv,
segue que Tz = v — 2ugv € Y, logo Vy C Y, mostrando assim que Vy =Y. [ ]

Proposigao 4.7. Sejam A uma dlgebra satisfazendo a identidade 3 = \(z)z?, com A\(A?) =
0, e, f € Ip1(A) euy € U, tal que f = e+ ug + ud. As fungoes Oy - Ue — Uy e
Tewy Ve — Vy definidas por:

Teuy(U) = u + 2ugu (4.7)

Teuy (V) = U — 2ugv (4.8)

sao isomorfismos de espacos vetoriais sobre o corpo K.

71



Demonstracao.

Sejam uy, us € U, e a € K entao

Ocuy (U1 +uz) = auy + ug + 2up(au; + us)
= auy + 2augu; + us + 2ugus
= a(uy + 2uguy) + us + 2ugus
= Q0ey,(U1) + Ocn,(u2),
portanto oc,, ¢ uma transformacao linear. Mostraremos agora que o.,, € bijetora, se
Teuy(u) = 0 logo u + 2ugu = 0, como U, @ V., u € U, e upu € V, entao u = 0, logo

ker(oe,,) = {0} isso mostra que o, ¢ injetora, seja agora y = u+ 2ugu € Uy, onde u € U,
entao o, (u) = u + 2upu = y mostrando que o, ¢ sobrejetora.

Sejam vy, vo € V., e a € K entao
Teu, (U1 +V2) = avy 4 va — 2up(av; + v2)
= av; — 20ugv1 + V9 — 2ugUs
= a(v; — 2ugvy) + vy — 2ugvy
= aTe,uo (Ul) + Te,uo (U2)

portanto 7.,, ¢ uma transformagao linear. Mostraremos agora que 7., ¢ bijetora, se

Teuy (V) = 0, entdo v — 2upv = 0, como U, ® V., —2upv € U. e v € V, entdo v = 0
logo ker(7.,,) = {0} isso mostra que 7., ¢ injetora, seja agora y = v — 2ugv € Vj, onde
v eV, entao Te,uo(v) = v — 2uov = y mostrando que T ,, ¢ sobrejetora. [

De agora em diante, para nao sobrecarregar a linguagem, escreveremos o, 7 e  no lugar
de Oeuy, Tewy © Penuys Tespectivamente. Porém deve ficar claro que as fungoes o, 7 e ¢
dependem do par de idempotentes e e f.

Proposigao 4.8. Seja A uma dlgebra satisfazendo a identidade 23 = \(x)x?, com \(A?) #
0. A transformacao de Peirce p : A — A relativa a e e ug € o isomorfismo de espaco
vetorial, definido por p(ae +u+v) = af + o(u) + 7(v) para todo v € K, u € U, ev € V,.

Demonstracao.

Mostraremos agora que ¢ é um isomorfismo de espago vetorial. Sejam a; = aye+u; + vy,
g = e+ Uy + 19 EA=KedU, DV, e ar,a9, 0 € K, entao
o(Ba; +az) = o(B(are +up 4+ v1) + aze + us + v9)
= p(Page + Puy + Pu; + aze + ug + v)
= o((Bor + az)e + fur +up + fur + v2)
= (Bag + ao)f + o(Buy + ug) + 7(Lv1 + v2)
= Paif+asf + Bo(w) + o(uz) + B7(v1) + 7(v2)
= Porf+ Bo(ur) + B7(v1) + asf + o(uz) + 7(v2)
= [Blaaf +o(ur) +7(v1)) + aof + o(uz) + 7(ve)
= Be(are +up +v1) + p(age + ug + vo)
= Bep(ar) + p(az),
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portanto ¢ é uma transformacao linear. Mostraremos agora que ¢ é bijetora, seja a =
ae+u+v € Atal que p(a) =0logo af+o(u)+7(v) =0, af € K¢, o(u) € Upet(v) € Vy,
como A= K;®U;® Vy, entao af =0, o(u) =0 e 7(v) = 0, portanto o = 0 pois f # 0,
u=0ewv =0, pelo fato de o e T serem injetoras, isto mostra que a = 0, logo ker(yp) = {0},
isso mostra que ¢ ¢ injetora, seja agora y = af +o(u) +7(v) € A= K; & Uy &V}, entdo
plae +u+v) =af +o(u) + 7(v) = y, mostrando que ¢ é sobrejetora. u

Deve ficar claro que ¢|y, =0 e ¢|y, =T

4.1 Invaridncia de Subespacos com \(A?) # (

Nesta segao A satisfaz 23 = A(x)z? com A(A?) # 0. Como no capitulo anterior, se
p(Ue, Vo) = p(Uys, Vi), onde e, f € A sao dois elementos nao nulos distintos e idempotentes,
dizemos que o polinémio p(X,Y') é invariante quanto a mudan¢a de idempotente ou sim-
plesmente p(X,Y') é invariante. Se dim p(U,, V) = dim p(Uy, V) para todo e, f € Ipi(A),
dizemos que o polinomio p(X,Y’) tem dimensao invariante.

Assumiremos nesta seciao que V.2 = Ke; temos que tal condicao é invariante. Observemos
primeiro que se n é um monomio onde dn > 3 e n, C Vf entao n, = 0. De fato, existem
monomios ' e v’ tal que v, v/ C V., com 0V > 2 e n = v/'v". Podemos escrever v/ = p/p”
onde 4/ e p” sdo monomios com pl, p” C U,. Entdo n. C U?V, = 0. Deste modo,
dado um monomio m com dm > 2, para o resto desta secao basta considerar apenas trés
possibilidades: m = uv, m = /i ou m = V2 onde p, ', i1, v sao monomios de grau < dm

satisfazendo pie, pul, pl C U, e v, C VL.

Lema 4.1. Se A= Ke® U, ®V, é uma dlgebra satisfazendo x® = \(x)x?, com \(A?) # 0.
Entio U?p. C p. para todo polinomio p.

Demonstracao.

Seja m um monomio. Se m = X ou m = Y, entdo esta claro que U?m, C m,. Se
m =Y?%oum = /i’ onde y' e p’ sao monomios tal que i, p! C U,, entao U?m, = 0.
Se m = pv onde p e v sao monodmios tal que p. C U, e v, C V., entao U?m, ¢é gerado por
elementos da forma u?(ugv) com uy € Ue, ug € pe € v € v,. Temos u?(ugr) = —(uiug)v

por (3.19) e (4.1). Como u?(ugv) € (U2p.)ve. Usando indugao sobre o grau de m obtemos

que U?m, C m,. Agora suponha que p = g m; € um polindomio onde os m; sao monomios
i=1
(t=1,...,r). Entao

Uezp(Uean) :ZUezmi(Ue)‘/;i) g Zmi(Uea‘/e) :p(U(w‘/;i)‘ u
i=1 =1

Proposigao 4.9. Sejam e e f dois idempotentes de uma dlgebra A satisfazendo x3 = \(x)x?

com A(A?) # 0, onde f = e+ ug + ug com uy € U, e seja ¢ a transformacao de Peirce
relativa a e e ug. Entao

(a) o(pepy) = o(pe) ()
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(0) p(VZ) = o(Ve)p(Ve)

(c) p(peve) = p(pe)p(ve) onde pp', pu" e v sao monomios tal que pue, pig, py C Ue e ve C Ve

Demonstracao.

Usando (3.18) temos que 4u(ugu) = —2uou?, por (4.6) temos 4(uou)(ugu) = 0 e para
u € U,, temos que ¢(u?) = 7(u?) = u* — 2uyu?, por outro lado

o(u)? = (u+2upu)(u+ 2ugu)
= u? + 2u(ugu) + 2(uou)u + 4(uou) (uou)
= v’ + 4u(uu)
= u? — 2upu?
= p(u?),

temos também que para todo u; € pl, us € p que (ug + uz)? = uf + 2ujuy + u3, entao

U Uy = §(u1 + ug)? — iu% — §u§, segue que
1 2 1 2 1 2
p(urup) = 580(@1 +u2)%) — 580(%) - 590(%)
1 1 1
= 590(101 + ug)® — 590(711)2 - 590(712)2
1 1 1
= S(p(w) + p(w))* = 5p(w)” = 5p(ua)’

isto mostra a parte (a). Tomemos agora v € V., entdo v?> = ke pois V2 = Ke, usando
(3.18) temos 2v(ugv) = —v3uy, entdo —4v(ugv) = 2v*ug = 2keug = kup, usando (3.19) e
(4.4) temos 4(ugv)(ugv) = [—4v(ugv)]ug = ku?, temos também que p(v?) = p(ke) = kf =
ke + kug + ku2, e por outro lado,

o(v)? = (v—2u)(v — 2uw)

= % —20(ugv) — 2v(ugv) + 4(uev) (uev)
= v® — 4v(upv) + 4(uov) (ugv)

= ke + kug + kuj

= ¢(v?)

para todo vy, v; € V. de maneira andloga ao que fizemos para mostrar (a) obtemos que
w(v1v2) = @(v1)@(v2), isso mostra (b).

Agora seja u € pu. e v € V,. Usando (4.5) temos que 2ug(uv) = —2u(ugv), por (3.19),
(4.4), (4.5) e (4.6) temos que 4(uou)(upv) = —4(u(ugv))u = 4(ug(uv))uy = —2ud(uv) =
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2(udu)v, segue que

pu)p(v) = (u+ 2uou)(v — 2up)
= ww — 2u(ugv) + 2v(ugu) — 4(ugu)(uv)
= uv + 2up(uv) — 2(udu)v
o(uv) — 2(ugu)v (4.9)

Note que

up(ugu) = 0 (4.10)
para todo u € Uy, por (3.4) e (4.5). Segue de (3.19), (4.4) e (4.7) que

p((ugu)v) = (ugu)v + 2uo((ugu)v)
(ugu)v — 2up(ug(uv))
= (ugu)v,
mas (uiu)v € (U2u.)ve C peve pelo Lema 4.1. Deste modo (uiu)v € ¢(u.v.). Por outro
lado, @(udu)p(v) = (udu)v — 2(udu)(uev), por (4.10). Usando (3.19), (4.4), (4.5) e (4.10)
temos que (uZu)(ugv) = 0, entao (uiu)v = p(udu)p(v). Como Lema 4.1 implica que (ugu)v €
o(pe)p(ve). Entao (udu)v € p(pere) N o(pe)p(ve), usando esta tltima identidade e (4.9)
temos que (k) p(ve) = (Hele)- u
O Teorema 4.1 a seguir (e sua prova) ¢ similar ao Teorema 3.1

Teorema 4.1. Todo polinémio p em uma dlgebra A satisfazendo x® = \(x)x?, com \(A?) #
0, tem dimensao invariante.

Demonstracao.

Seja A= Ked U, @V, = Kf ® Uy © Vy duas decomposicoes de Peirce relativas aos
idempotentes e e f = e+ug+ug, com ug € U, e seja ¢ : A — A a transformagao de Peirce
relativa a e e ug. Mostraremos que

o (p(Ue, Ve)) = p(Uy, Vi) (4.11)

para todo polinomio p. Primeiro provaremos no caso p = m, onde m é um monoémio. Usaremos
inducdo no grau k de m. se k = 1, entdao m, = U, ou m, = V,, temos que p(U,) = o(U,) =
Upeop(Ve)=7(Ve) = V.

Suponhamos que o resultado seja valido para todo monomio de grau < k, seja m um
monomio de grau k + 1, entao m = m’m” onde m’ e m” sdo mondmios de grau < k. Segue
da Proposicao 4.9 e da hipétese de inducao que

o(m'(Ue, Vo)m"(U., Vo)) = o(m'(Ue, Vo)) p(m" (U, V2))
= m'(Us, Vy)m" Uy, Vy).
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n
Portanto ¢(m(Ue, V.)) = m(Uy, Vy). Agora seja p = Zmi um polindémio, onde m;(i =
i=1
1,2,...,n) sAo monomios entao,

op(UeVe)) = D o(mi(Ue,V2))

=1

= Zmi(UﬁVf)
=1

= p(Us, V).

Finalmente, apresentamos alguns resultados para a invariancia de polinomios. Primeiro,
observamos que em qualquer algebra satisfazendo 23 = A(x)z? com A(A?) # 0 tal que
V2 = Ke nao podemos conseguir um resultado semelhante ao Coroldrio 3.5. Por exemplo,
X + Y é invariante, desde que U, & V., = N, mas nao é um ideal. Para polinomios da
forma p = g + h onde g. C U, e h, C V.. Mostraremos que p é invariante se, e somente se,
U.pe C pe. Para isto precisamos de um lema andlogo ao Lema 3.5; este lema é verdadeiro
para qualquer algebra satisfazendo 2% = \(x)z?, com A\(A?) # 0.

Lema 4.2. Seja A = Ke ® U, ® V, uma dlgebra satisfazendo a identidade x3 = \(x)a?,
com AN(A%) # 0. X é um subespago de U,, e W é um subespago de V,. Entdo as sequintes
condigoes sao equivalentes:

() UXCW e UW C X;

1
(it) Para todo w € Ue, v € X ew € W eziste 2’ € X ew’GWtalqueux:§(w’—w) e

]‘ /
=—(r—2).
uw Q(x )
Demonstracao.

Para mostrar que (i) = (i7) é suficiente tomar 2/ = z — 2uw e w’ = 2uz + w. Esta claro
que (i7) = (7). [

Teorema 4.2. Seja A = Ke®U,®V, uma dlgebra satisfazendo x® = \(x)x?, com \(A?) # 0
tal que V2 = Ke. FEntao um polinémio da forma p = g+ h onde g C U, e he C V,
mvariante se, e somente se, Usp. C pe.

é

Demonstracao.

Seja A = Ke®d U, @V, = Ky @ Uy © Vy duas decomposigoes de Peirce quaisquer de
A, relativas aos idempotentes de peso um e e f respectivamente. Seja u € U, tal que
f = e+ u+ u? Segue como na prova do
Teorema 2.1 que py = ¢(p.). Como a invariancia de p é equivalente a p. = ¢(p.) = py para

76



toda transformacao de Peirce relativa a e e u € U,. Entao

pr = {plx+w); z€ge, weh}
= {(z —2uw) + (w+2uz); € g, w € h.}. (4.12)

1
Entao, para cadau € U,, x € g, e w € h,, existe 2’ € g. e w' € h, tal que ux = §(w’—w)

1
e uw = §(x —2'). Como U.g. C h. e U.h, C g, segue que U.p. C p.. Reciprocamente se

Uepe C pe, podemos reescrever (4.12) da seguinte forma
pr={(z+w)+2u(z —w)); z€ g, w€E h}

portanto py C p. + Ucp., agora usando hipétese temos que py C p.. Como esta inclusao vale
para qualquer par de idempotentes, segue-se que p. = py. Assim p é invariante. [ ]

Proposigao 4.10. Seja A uma dlgebra satisfazendo a identidade 2° = \(x)x?, com \(A?) #
0. Se U, # {0}, entao V* # {0} se, e somente se, existe v € V, tal que L, : U, — U,
definida por L,(u) = vu é um automorfismo de espago vetorial. Entao UV, = U,

Demonstracao.

Se V2 # 0 entao existe v € V, tal que v* = e # 0, onde 3 € K. Como a dimensao
de U, é finita é suficiente provar que o operador linear L, é injetor, se L,(u) = 0, entao

2 2

1
vu = 0, usando (3.19) temos que (vu)v = —5v, entao U = ——feu = ——u = 0,

como (3 # 0 entao u = 0. Reciprocamente se L, é um automorfismo para todo u # 0 temos

1
que L,(u) # 0, entao L,(uv) # 0 ou (vu)v = —§v2u # 0, portanto v.%2 # 0 ]

Lema 4.3. Se A= Ke ® U, ®V, é uma dlgebra satisfazendo x* = X\(x)x?, com A(A?) # 0
tal que V2 = Ke. Entio V.g. = g. para todo polinomio g tal que g. C UL,.

Demonstracao.

E suficiente mostrar o lema para um monomio m tal que m, C U, e, para isto, usaremos
a indugao sobre o dm. Se Om = 1, entao m = X. Deste modo V.U, = U, pela Proposicao 4.1.
Suponha que dm > 2. Entao m = pv onde p e v sdo monomios tal que u, C U, e v, C V,
com Ou, Ov < Om. Sev =Y, e Om = 2 entao m = XY onde m, = U.V,, portanto o lema
é verdadeiro, suponhamos que a afirmacao seja vélida para todo m tal que Om < k, seja m
tal que Om = k+ 1, entdo V. (peve) = Vepte = me. Pela hipdtese de inducdo. Suponha agora
que v = p'p” onde p' e " sdo monodmios, ul, p? C U,. Temos que V,(pe(p,u”))é gerado por
elementos da forma v(u(ujuz)), onde v € Vi, u € e, uy € ., e ug € p. Agora segue de
(3.19) e (4.6) que v(u(uyuz)) = —(uyuz)(uv). Deste modo V. (ueve) = ve(Vepte) = me por
hipétese de indugao novamente. |

Se p é um polinémio, denotamos por o (p) o grau do monémio de menor grau na expressao

p= Zmi
i=1
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Lema 4.4. Seja A = Ke®U,®V, uma dlgebra satisfazendo x® = \(x)x?, com A(A?) # 0 tal
que V2 = Ke, e p um polinémio da forma p =g+ h onde g. CU, e h, C V.. Se U.p. C p.
e o(h) > 2, entao p. € um ideal.

Demonstracao.

Temos que ep. = ge C pe, € Uepe C pe por hipétese. Agora o (h) > 2 implica que
h. C U2, entao V.h, C U?V, = 0. Deste modo V.p. = V.g. = ge C pe. ]

Corolario 4.1. Seja A = Ke®U,®V, uma dlgebra satisfazendo x® = \(x)z?, com M\(A?%) # 0

tal que V2 = Ke, e p um polinémio da formap = g+h, onde g. C U, e h, C V.. Seo(h) > 2,
entdo as sequintes condig¢oes sao equivalentes:

(a) p € invariante;
(0) Uepe € pe;
(¢) pe € um ideal de A.

Demonstracao.

Que (a) < (b) foi mostrado no Teorema 4.2. Que (b) = (c¢) foi mostrado no Lema 4.4,
por outro lado se p, é um ideal, entdao U.p. C pe, portanto (c) = (b). [ |
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Consideracoes Finais

Estudamos a invariancia de polindmios nas algebras baricas comutativas é nao neces-
sariamente associativas que satisfazem as identidades

= (14+7)w@)2® —yw(z)s (4.13)
P = w(@?)a® (4.14)

Vimos que nas dlgebras que satisfazem (4.13) todos os polinomios tem dimensao invari-
ante e que um polinomio p é invariante se, e somente se, U.p. C p.. O mesmo resultado
nao é verdadeiro para todas as algebras que satisfazem (4.14), mas existe uma subclasse
que satisfaz a condigdo U?V = 0 e (uv)v = 0, onde se verifica o mesmo resultado.

Estudamos também as algebras que satisfazem a identidade
3 = \z)2?, (4.15)

onde \ é apenas um funcional linear, tal estudo foi dividido em dois casos: A(A%) = 0 e
A(A?%) # 0, no primeiro caso nao existe um idempotente nao nulo, mas existe pelo menos
um nilpotente z de indice 2 tal que A(z) = 1, e a decomposigao de Peirce é feita em
relacao a este nilpotente, no segundo caso existe pelo menos um idempotente e nao nulo
tal que A\(e) = 1, e a decomposigao de Peirce é feita em relacao a este idempotente, mas
tanto no primeiro caso quanto no segundo temos que todos os polinomios sao invariantes e
conseguimos uma condi¢ao necesséria e suficiente para a invariancia de polinomios anédloga
a condicao encontrada nas algebras baricas citadas acima.
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