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Resumo

Neste trabalho vamos mostrar a existéncia e regularidade de solugoes, o decaimento
exponencial e a solucao numérica do seguinte sistema termoelastico hiperbdlico
definido em um dominio nao cilindrico (()) com convenientes hip6teses sobre k e ~:

Utt_uzmc‘i‘ﬁeac:o em Qa
O — kxOpy — NOps + puge =0 em Q

Com as condigoes de fronteira
w(0,t) = u(y(t),t) =0; k*x6(0,t) =k=*0(~(t),t) =0 (0<t<T).
e as condigoes iniciais

Ult=0 = Ug, Ut|lt=0 = w1, Olt=0 = bp em ]0,~(0)[.

A existéncia sera desenvolvida usando o Método de Galerkin no problema aproxi-
mado definido em um dominio cilindrico (Q). A unicidade é desenvolvida usando o
Método da Energia. O decaimento exponencial do sistema tem uma série de difi-
culdades, uma delas é que nao podemos trabalhar diretamente com o sistema, dai a
necessidade de se obter um sistema aproximado, vamos mostrar que a energia asso-
ciada a este sistema é limitada. A solugao numeérica do problema se faz aplicando o
Método dos Elementos Finitos em combinagao com o método das diferencas finitas.



Abstract

In this paper we study the hyperbolic thermoelastic system in a domain with mov-
ing boundary, which obtained when instead of the Fourier’s Law for the heat flux
relation, we follow the linearized model proposed by Coleman and Gurtin [21] about
the memory theory of heat conduction. We show existence and uniqueness and ex-
ponential decay rate of global regular solutions. The numeric analysis of solution
was also considered.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos a existéncia e regularidade de solugoes globais do sis-
tema termoelastico hiperbdlico em um dominio nao-cilindrico. Na Teoria classica
Linear de termoelasticidade, a Lei de Fourier é usada para descrever a condugao
de calor num corpo. Esta Teoria tem duas deficiéncias principais. Primeira, nao é
possivel descrever tal conduta para efeitos de memoéria que podem prevalecer em al-
guns materiais, particularmente a baixas temperaturas. Segunda, a parte parabdlica
correspondente ao sistema prediz um resultado irreal; que uma perturbagao térmica
em um ponto é instantaneamento sentida em todo o corpo. Estas observagoes levam
a acreditar que para materiais com memoria, a Lei de Fourier nao é um bom modelo
e temos que olhar outra Lei constitutiva mais geral. Sendo assim, seguiremos neste
trabalho o modelo linearizado introduzido por Coleman e Gurtin [21].
Nosso objetivo é estudar a existéncia, unicidade de solugao, comportamento assintético
e a analise numérica da solugao do seguinte sistema

Ut — Uge + B0, =0 em Q

~

O — k*x0pp —Nlpe + pgr =0 em Q

onde ) é um dominio nao-cilindrico.

Faremos uma breve descrigao de alguns resultados importantes. Quando k£ =0 e
n = 1, temos o pioneiro trabalho de Dafermos [1]. Ele mostrou que a solugao do
sistema termoelastico linear se estabiliza sem taxa de decaimento. Posteriormente
significativos progressos sobre o aspecto linear e nao linear do sistema termoelastico
foram obtidos; Veja [2,3,4,5,6,7,8,9,11,13,14,15,16], onde os autores obtem a ex-
isténcia, unicidade e estabilidade exponencial de solucao. Relacionado ao objetivo

deste trabalho, no caso n = 0, temos o trabalho de Fatori e Rivera [10] que mostra a



estabilidade exponencial do sistema termoelastico linear com memoéria em dominio
fixo. Em um dominio com fronteira mével o problema (2.1)-(2.2) e(2.4)-(2.5) nao
foi considerado na literatura. Sendo assim estudaremos tal problema.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: No primeiro capitulo fizemos uma
introducao preliminar de alguns resultados importantes para o desenvolvimento do
trabalho. No segundo, temos a existéncia e unicidade de solucao global. No terceiro,
o estudo do comportamento assintético e no quarto temos a andlise numérica da

solucao do sistema.

Wanzeler, Deiziane Mendes PPGME/UFPA



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados que serao utilizados nos capitulos

posteriores.

1.1 Espacos De Bannach

Um espago normado E é dito um Espaco de Bannach, se o mesmo é completo, isto

é, se toda seqiiéncia de Cauchy converge em E.

1.1.1 O Espago Dual

Definicao 1.1.1. Denotamos por E' o conjunto das funcoes f : E — R lineares e continuas,
isto € :

E' ={f:E —R; fé linear e continua}. O conjunto E' é chamado o dual de E.

Proposicao 1.1.1. Uma aplicagao linear f € continua se, e somente se, ela € limitada.
Demonstracao :

Pela continuidade de f teremos que para todo € > o existe § > 0 tal que:

Hl’H <= |f(x) <e

Isso significa que para cada y € F,

7 ()

Reciprocamente, suponhamos que f seja limitada, vamos mostrar que f deve ser continua. Da

—y satisfaz a condigdo: H Hy <4, logo,

<e=|f(y) < §||yH, assim concluimos que f € limitada.

limitagao de f existe C > 0 tal que |f(z)| < C||z||. Portanto, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal
que se :
lx—yl| <6 =|f(z)— f(y)| < e. Entao, tomemos § = % e sabendo que f € limitada,entdo seque

a sua continuidade.
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1.2 Os Espacos LT(Q)
Vejamos alguns resultados importantes para o que se segue.

Definicao 1.2.1. Sejap € R, 0 < p < o0, definimos:
LP(Q) ={f:Q —R; fé mensurdvel e | f |¥ € L*(Q)}.
Considerando agora P = oo, tem-se:

L*(Q) ={f:Q — R; f é mensurdvel e 3c > Otal que | f(x) |< ¢ quase sempre em 2}.

Definimos também as normas : || . |p : LT (Q) — RY, para P = oo, dadas respectiva-

mente por:

| f( HP:/|f VP dp)E e

| f lloc = inf{c: ) < ¢ quase sempre em Q}.

Lema 1.2.1. (A Desigualdade De Young) Se 1 < p < oo e a,b sGo nimeros reais nao negativos

entao:
1 1
ab < —aP + - b4
p q

a igualdade so ocorre quando a? = b9.

Demonstracio: Se o(t) = (1= X)) + M —t = @' (t) = M1 —t""1) ese A —1 < 0 temos que:
1) ¢'(t) <0 parat <1

2) ¢'(t) >0 parat>1

Logo, para t # 1, temos p(t) > ¢(1) =0, onde (1 — ) + A\t > t*.

P
Se b # 0 a deigualdade seque substituindo t por Z—q. Por outro lado, se b =0, o Lema € imediato.

Lema 1.2.2. (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(2) e g € LY(Q2), com 1 < p < co. Entdo
frg€ LY Q) e
[ 1#ldz < 1519l

Demonstracao:

Os casos p=1 e p = o0 sequem de modo imedito. Com 1 < p < co seque que

Wanzeler, Deiziane Mendes PPGME/UFPA



1.2 Os Espacos L7 (Q) 6

[f (@)[lg(2)] < ;If(:v)lp + ;g(w)l",

por Young.

Assim, temos

1 1
gldz < =I5, + =1/l
/Qlfg\ prHLP quHLq
temos que f.g € L*(Q).
Substituindo f por Af, A > 0 seque que

/ |f.gldx < Apil”] 17, + *1 gl
. X
o g = Ly A 9l La

Por outro lado, minimizando o lado direito da desigualdade acima, para A € (0,00) temos que o

minimo ocorre para X = || ||, ||g||%/qp e o resultado segue.

Teorema 1.2.1. (Da Convergéncia Dominada De Lebesgue) Seja (fn)n uma seqiéncia de
funcdes integrdveis definidas em X. Suponha que:

1) (fn)n converge quase sempre para uma fungdo real, mensurdvel, f.

2) Eziste uma funcgao integrdvel g, tal que | fn |< g,Yn. Entdo, [ fdp = lim [ f,du.

Demonstragao : ver [17]

Definicao 1.2.2. Seja H um FEspaco de Hilbert. Chama-se base hilbertiana de H uma seqiiéncia

de elementos (wy) de H tais que:

1) (wn) =1Vn, (wmwm) =0, vn,m #n;

2) O espago gerado pela (wy,) € denso em H.

A sequinte proposicao estabelece que a convergéncia em LP(S)) da origem a uma convergéncia

pontual.

Proposicao 1.2.1. Sejam Q C R™ um aberto, 1 < p < oo, u € LP(Q) e (uk)ren uma seqiiéncia

Wanzeler, Deiziane Mendes PPGME/UFPA



1.3 Outros Resultados 7

em LP(Q) convergindo para u em LP(Q2). Entao existe uma subseqiiéncia de (uy), ainda denotada
por (ug), tal que:

1) ug(x) — u(x), quase sempre em §2;

2) | ug(z) |< h(x), quase sempre em Q, Vk € N, com h € LP(9Q).

Demonstragao: ver [17]

1.3 Outros Resultados

Definigao 1.3.1. (Convergéncia Fraca) Sejam E um espaco de Bannach e (uy)yen uma seqiiéncia

de E. Entdao o u, — u se, e somente se, < p,u, >—< p,u >,Vu € E'.

Proposicao 1.3.1. Seja E um FEspaco de Bannach e x, uma sucessdo em E. Se verifica:
1) [xn, — zemo(E,E")|[< f,Xn >—< f,x >,Vf € E'].

2) Se x, — x fortemente, entio x,, — x fracamente para o(E,E").

3) Se x, — x fracamente para o(E, E') e se f, — [ fortemente em E’, entao

< [, X >—< fox >

Demonstragdo: ver [17]

1.4 Teoria das Distribuicoes Escalares

1.4.1 Espacos das fungoes Testes

Sejam 2 C R* um aberto limitado e ¢ :  — R uma fungao continua. Denotamos
suporte de pao fecho em () do conjunto dos pontos x pertencentes a () onde ¢ nao

se anula. Denotamos o suporte de ¢ por supp(y). Simbolicamente, temos que:

supp(p) = {z € Q; () # 0} em Q.

Usando a definicao acima concluimos que o supp(y¢) é o menor fechado fora do

qual (¢) se anula e valem as seguintes relagoes:

1) supp(p + ) C supp(p) U supp(e)),
2) supp(py) C supp(p) N supp(1),
3) supp(Ap) = Asupp(p), A € R — {0}

Wanzeler, Deiziane Mendes PPGME/UFPA



1.4.2 Convergéncia em C{°(Q) 8

Daremos um destaque especial as fungoes ¢ : 2 — R com suporte compacto contido
em () que sejam infinitamente diferenciaveis. Com esse objetivo definimos o espaco
C5°(€2) como sendo o espaco vetorial das fungoes indefinidamente diferencidveis com
suporte compacto contido em 2. Os elementos de C7°(2) sao denominados funcoes

testes em ().

Observagao 1.4.1. Por um multi-indice, entendemos, uma n-upla o = (o, . .., ap) de nimeros
inteiros nao negativos. Denotamos por | a |= ay + -+ + oy, a ordem do multi-indice e por D o

operador derivagao parcial de ordem | a |,
DY=

a1 a

(6 oz

Para o = (0,...,0), temos por definicao D%y = ¢.
1.4.2 Convergéncia em C{°((2)

Dizemos que uma sucessao (p,)ncr de fungoes em C§°(2) converge para pemC§°(12)
quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:

(i) Existe um conjunto compacto K C (2 tal que

supp(y) C K e supp(¢n) C K,¥, €R

(i) D¢, — D“p uniformemente em K para todo multi-indice a.

O espago vetorial C3°(Q2) juntamente com a nocao de convergénia definida acima é
um espago vetorial topolégico que denotamos por D({)) e é denominado espago de
funcgoes testes.

Denota-se por LP(Q2), 1 < p < oo, 0 espago das fungoes reais u : 0 — R mensuraveis
tais que | u [P sao Lebesgue integraveis em (). O espago L”({2) é um Espacgo de Ban-

nach com a norma

)= [ TP do
Q

Wanzeler, Deiziane Mendes PPGME/UFPA




1.4.2 Convergéncia em C{°(Q) 9

Quando p = oo, L®(2) denota o Espaco de Bannach de todas as funcgoes reais

essencialmente limitadas com a norma

| ullo=supess | u(z) |
e

Quando p =2, L?(2) é um Espaco de Hilbert com produto interno

e norma induzida

= /Q | u(z) 2 da.

Observagao 1.4.2. Sendo Q limitado, obtemos D(2) — LP(Q2), para todo p, tal que 1 < p < 0o

com imersao ontinua e densa. De fato, dado p € D(Q) temos que

/ | (@) P de < sup | p(z) P () < 0.
Q xeQ

Isto prova a inclusao algébrica. Para a continuidade, suponhamos que ¢, — ¢ em D(Q).

Mostraremos que
[ on@) = ¢t@) 17 da 0.
Q

Notemos que

/Q | onle) — o) P de = /K | on() — () [P d.

Wanzeler, Deiziane Mendes PPGME/UFPA



1.4.3 Distribuigoes Escalares 10

Logo, pelo Teorema da Convergénia Dominada de Lebesgue, temos que

lim [ | on(x) — () [P de= Tim [ [on(z) - () |7 do =/ lim | on(z) — @(z) |7 dz =0
Q K

n—oo n—oo K n—oo

Para a demonstragdao de que a imersao anterior é densa veja [18].

1.4.3 Distribuicoes Escalares

Denominamos distribuicao escalar sobre {2 a toda forma linear e continua sobre
D(Q), isto é, uma funcao T : D(Q2) — R que satisfaz as seguintes condigoes:
(i) T(ap + ) = aT(p) + BT (¥), Ve, ¢ € D(Q), Vo, f € R.

(ii) T é continua, isto é, se (¢,),cr converge para p, em D({2), entao

T(pv) — T(p) em R.

O valor da distribuicao T na fungao teste ¢ sera denotado por < T,y >. Considere
no espacgo vetorial das distribuigoes escalares a seguinte nogao de convergéncia:

A sucessao (Ty),en converge para T quando a sucessao (< Ty, p >),en converge para
<T,p > em R, para toda ¢ € D(Q).

O espacgo das distribuicoes que aparecem com mais freqiiéncia sao aquelas definidas

a partir de fungoes localmente integraveis.

Definigcao 1.4.1. Temos que uma funcdo u : 2 — R € localmente integravel em ) quando u €
integrdvel a Lebesgue em todo compacto K C . O espaco das fungées localmente integrdveis é

denotado por L}, .(Q). Em simbolo temos

we L) = [ Jul) | do <o,
K

para todo compacto K C Q.

A distribuicao T, assim definida é dita ”gerada pela fungao localmente integravel

Wanzeler, Deiziane Mendes PPGME/UFPA



1.4.3 Distribuigoes Escalares 11

u” e usando o Lema Du Bois Raymond temos que T, é univocamente determinada

por u no seguinte sentido: 7T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em ().

1
loc

Neste sentido identificamos u com a distribuic¢ao 7, e o espaco L; () das funcgoes

localmente integraveis pode ser visto como parte do espago das distribuigées D’().

1

Denotamos por L;,,

(R) o espacgo vetorial das fungoes u : R — R tais que a restricao

de u a qualquer compacto k£ de R é integravel a Lebesgue em k. Seja u € L}OC(R) e

¢ € C§°(R). Denomina-se convolugao de u com ¢ a funcao u * ¢ definida em R por:

(ux o)) = /R u( — y) ply) dy = / u(y) o(z — ) dy.

R

Segue-se que u x ¢ € C°(R) e se u possui suporte compacto, entao u * ¢ € C§°(R).

Lema 1.4.1. (Du Bois Raymond). Seja u € L} (). Entdo T, = 0 se, e somente se. u = 0

loc

quase sempre em 2.

Demonstracao: Considerando o intervalo aberto finito |a, b] fixo. Sabe-se que C§°(a, b)
é denso em L'(a,b). Conseqiientemente, se u = Llloc(a, b), entao, para cada ¢ > 0 existe

v € C§°(a,b) tal que:

b
/ lu—wv|de<e.
a

Da hipétese do Lema e desta ultima desigualdade, resulta:

b b
| / vpdzr |=| / (vp —up)dr |< e max | ¢, (1.1)
a a
para toda ¢ € (a,b).
Considere-se os conjuntos:

ki ={z €]la,b]; v(z) > €} ; ke ={x €]a,b]; v(z) < —€},

p1=1 em ky, p1=0 em ko, 0<p; <1

Wanzeler, Deiziane Mendes PPGME/UFPA
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po=1 em ky, pa2=0 em kg, 0<pa<1

Considereando-se ¥V = p; — 9, obtem-se:

V=1 em k;, ¥Y=-1 em ky 0S¥ <+1

Resulta, portanto,

b
/U\Ild:c:/ U‘lldx+/ vWdzr,
a la,b[—k K

onde K U K; U K. Observando-se que | v |< € em ]a,b[—K, a (1.1) implica:

b
]/v‘lfdzz:|§|/v‘lid:1:|—i—| vWdr < e+ (b—a)e.
K a Jab|—K

Da definicao de V¥ e desta iltima desigualdade, obtém-se:

/ \U|d:c:/ vWdr < e+ (b—a)e.
K K

Portanto,

b b

/!udaz</ \u—v\dw+/|v\daz+/ |v|dx < 2e+2(b—a)e.
a a K la,b[—K

Fazendo-se ¢ tender para zero conclui-se que u = 0 quase sempre em |a,b[. Sendo

la, b] arbitrario, resulta a demonstracao do Lema.

1.4.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Seja T' uma distribuicao sobre ) e @ um multi-indice. A derivada no sentido das

distribuicoes de ordem o de T é definida como sendo o funcional linear

DT :D(Q) — R

Wanzeler, Deiziane Mendes PPGME/UFPA



1.5 Espacgos de Sobolev 13

tal que

< D°T,p >= (-1)l*l < T, D% >, Ve D(Q).

Segue da definigao acima que cada distribuigao 7' sobre () possui derivadas de

1

1oc(§2) possuem derivadas de todas as ordens

todas as ordens. Assim as fungoes de L

no sentido das distribuigoes. Observe que a aplicagao

D : D'(Q) — D'(Q)

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(Q). Isto significa que

lim 7T, =T em D'(Q) entdao lim D*T,=D*T em D'(Q).

1.5 Espacos de Sobolev

Nesta secao mostraremos uma classe de espagos fundamentais para o estudo das

Equacgoes Diferenciais Parciais. Tal classe é conhecida como Espagos de Sobolev.

1.5.1 O espago H™(f)

Seja (2 um aberto do R" com fronteira I' regular. Foi observado na segcao anterior
que se u € LP(Q)), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuigoes.
Observamos que D“u, em geral, nao é uma distribuicao definida por uma funcao de
LP(Q2). Estamos interessados em espagos de distribuigoes u € LP(Q)) cujas derivadas
permanecam em LP()). Tais espagos sao denominados Espacos de Sobolev.

Dados um inteiro m > 0 e 1 < p < oo, 0 espago de Sobolev de ordem m sobre 2 é
o espago vetorial denotado por W™P(Q) constituido das fungoes u € LP()) para os

quais D% € LP(Q)), para todo mult-indice o com | @ |[< m. Em simbolos temos

WmP(Q) = {u € LP(Q) : D% € LP(),Va, com |a|< m}.
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O espaco W"P(Q)) serda munido da norma
1/p

lulwmn@= | 3 1D g | 1< <o

|laj<m

esep=o0

| w lwmr)= Z | D%u || Lo (@) -

|laj<m

Em ambos os casos W™P(Q2) é um Espago de Bannach. O espago W"P({2) é um espago
reflexivo se 1 < p < oo e separavel se 1 < p < 0.
No caso particular em que p = 2 o espago W™?2(2) é um espago de Hilbert, sendo

denotado por H™(f2), isto é,

H™(Q) = {u € L*(Q) : D%u € L*(Q),Vq4, com | a |< m}.

O Trago em H!(Q)
D(Q) é o conjunto {¢|g; ¢ € D(R™)} que se pode definir a restri¢ao a fronteira I' de
Q). Dada ¢ € H(Q2), consideremos uma seqiiéncia (¢, ),en em D(f) com
Yo — @ em H'(Q).
Definimos o operador g : H'(Q) — L?(T") por

Yo(p) = lim @i,
k—oo

sendo este limite considerado na norma de L?(T).
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O operador vy denominado o operador trago é continuo, linear e seu nicleo é H& (Q).
De forma mais simples escrevemos ¢|r em vez de yyp. Assim, podemos caracterizar,
o espago H}(Q) por H}(Q) = {¢ € H'(Q); ¢|r =0}.A generalizacao do operador de

traco para os espacos H™({2) ocorre de forma natural e no caso m = 2, temos

0
H§(Q) = {so € H*(); ¢lr = Oja—f!r = 0}.

O dual topolégico do espago W;"’(Q) representamos por W™ "?(Q) se 1<p< o
1 1

com -+ - =1.8Se pec W ™P(Q), entdo p|pq) € D'(Q).
P g

Quando p =2, W(;n’Z(Q) serd denotado por H['(?) cujo dual é H™™(Q).

O teorema seguinte caracteriza o espago W~""P(Q).

Teorema 1.5.1. Seja T € W—"P(Q) se, somente se, existem g, € L1(Q) tais que

T= > D%

|a|<m

Demonstragdo : Ver [19]

Lema 1.5.1. (Desigualdade de Poincaré) Seja Q@ C R™ um aberto limitado em alguma direcao.

Se w € HY(R), entdo existe uma constante C > € tal que
2 2
ul72(q) < ClVulls (g
Dmonstragao: Ver [18]

Lema 1.5.2. (Lema de Gronwall) Sejam ¢, : [a,b] — R fungées continuas e nao-negativas,

a > 0. Se
t
o) <a+ [ pls)uls)s
entao,

o(t) < aveap [/atw(s)ds] V€ ab]

Em particular, o(t) € limitada e se a« =0 , entdo ¢ = 0.

Demonstragao:

Wanzeler, Deiziane Mendes PPGME/UFPA



1.5.1 O espago H™(Q) 16

t
Fazendo Z(t) =« —i—/ ©(s)Y(s)ds, da hipStese segue que p(t) < Z(t) e pelo teorema
fundamental do calulo, temos que Z'(t) = ¢(t)y(t). Logo, Z'(t) < Z(t)y(t), de onde

segue:

< (1)

Integrando a ultima desigualdade de a até t, segue:

L[Z@@glw@@

Dai,

L[immw@glﬁ@@

Portanto,

t

Z(t) ! :
@ §/a ¥ (s)ds, ou seja,

In 222/
nZa

Z@)gawmp<AZM@d%,te[mH

De tal desigualdade e de ¢(t) < Z(t), temos o Lema.
Definigao 1.5.1. Dizemos que uma fungdo b € L0, 00[ € positiva definida quando
T t
/ w(t)/ b(t — T)w(T)drdt > 0, (1.2)
0 0

para todo w € C([0,00[) e T > 0. Dizemos que b é fortemente positiva definida se existir € > 0

tal que a fungao t — b(t) — et € positiva definida.
Observagao 1.5.1. Toda funcdo fortemente positiva definida € positiva definida.

Lema 1.5.3. Se b € L'(0,00). Entio b é fortemente positiva definida se e somente se existir

uma constante positiva € tal que
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onde b é a transformada de Laplace de b.

Demonstragao: ver[12]

Lema 1.5.4. Suponhamos que k € L'(Ry) é uma funcdo fortemente positiva definida satis-

! 1 5
+);
fazendo k' € L*(R,.), entdo
¢ ¢
[ ksurPar < ok [ key(utriar

para todo y € L} (Ry) onde K = ||k‘]|%1(R+) + 4H1€,H%1(R+) e Bo > 0 € tal que a fungao

loc

k(t) — Boe™t € uma funcao positiva definida.

Demonstracao: ver[12]
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucao Global

O objetivo principal deste capitulo é estudar a Existéncia e Unicidade de solugao

global do seguinte sistema termoelastico com meméria:

Uy — U + 002 =0 em Q (2.1)

O — kxOpp — MOz + pugr =0 em Q (2.2)

onde () é um dominio nao-cilidrico de R? definido por

Q={(z,t) eR? 0<z<y(t), 0<t<T}= |J 10,7(®)[x{t}, (2.3)
0<t<T

v(-) é uma funcao positiva e n é uma constante suficientimente pequena. A fronteira

lateral z de Q é dada por

S = U (0 x () U (O} x (1),

0<t<T

Além disso, a solucgao satisfaz a condicao de fronteira
w(0,t) = u(y(t),t) =0; kx0(0,t) =k*x0(~(t),t) =0 (0<t<T) (2.4)

e as condigoes iniciais

Uli=0 = Uo, Utlt=0 = w1, Oli=0 = 6o em ]0,~(0)[. (2.5)

Note que as condigbes de fronteira (2.4) implicam na condicao de fronteira de

Dirichlet para 6 € H!(I;), onde I; =]0,~(t)[. Assumiremos que

O(z,t) =0 Vt<O0 .
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Finalmente, denotaremos por k uma funcao C'(0, ) satisfazendo as seguites pro-

priedades:

e k é uma funcgao fortemente positiva definida;

e k e k' decaem exponencialmente para zero; isto é, existem constantes C; e
p; (1 =1,2) tal que
k()| < Cre P |/ (t)] < Cpe P2E,

De (2.1)-(2.2), temos:

iE(t) =—= [ (kx0y)0,dx — né

0:1) 2d1"7 26
- . L ] 1o (2.6)

onde

1 5
B(0) = 5 [ (Gl + sl + S0P,
t

é a energia do sistema. Note que do fato de k£ ser uma funcao fortemente positiva

definida nao implica que (2.6) seja negativa, veja observagao abaixo.

Observagao 2.0.2. Considerando a fungdo k(t) = e 'cost e w(t) = e, Temos que k satisfaz
as hipdteses do Lema (1.5.3), entdo k é fortemente positiva definida; isto €, satisfaz (1.2). Além

disso temos

t
kxw= / e Scoss e 2t=5)gs
0

—t —2t

€ o € —2t
t t

5 (cost +sint) 5| ¢

R(t) = (k*w)(t).w(t) = [

e—4t

[¢" (cost +sint) — 1] .

Logo, escolhendo t = 7 + 2nm, segue que R(t) > 0, e escolhendo ¢t = 5" + 2nm, temos
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R(t) < 0. Portanto, R(t) é nao positiva. Mas fOT R(t)dt > 0, para todo T > 0. Portanto,
o sistema (2.1)- (2.2) e (2.4)-(2.5) é do tipo nao dissipativo.

Mostraremos a existéncia e unicidade de solugao do nosso problema em um
dominio cilindrico Q =]0,1[x]0,T[ (T > 0), que é relacionado com Q (ver(2.3)) pelo
difeormofismo 7 : Q — () definido por

~

7(z,t) = (y,t) = (xy"1(t),t) para (z,t) € Q. (2.7)

Definimos:

by.t) = wor Ny, 1) = u(y(t)y, 1
o) = 0oy, 1) = B((D)y. ) (2:8)

Denotaremos por Dw a derivada parcial da fungao w em relacao a y.

Temos

u(:c, t) = 1/1(% t)a

vy oo
wwt) = 5 5t o on
= 7 Yy (y,t),
u:rx(l‘at) = _2¢yy7
_ WOy opot
w@y) = 50t e

= wy (_y7> + ¢t>
Y

d 0
U = <71 815(@/775))

vy A 10

y ,
o227 20y yOyot

d Yoy oY v\ o AW ALY
W“”dJWawa (2 5+ (0) (5) + 5

YN Ry 0% Ay By 0%
=\v2 ) 52 2% s Ut oo
v /) Oy ¥ até?y oy Ot

Das consideragoes acima, obtemos o problema transformado,
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Yy — D(a1 D) + agDipy + asDY + By "D =0 em Q,

—~
N
Ne)

ot — v 2k« D*0 —ny D% + %Dg@ + py 1Dy 4 boDip + by D*p =0 em Q(2.10

¥(0,t) = YP(1,t) = kxp(0,t) =kxp(1,t) =0 em ,Vt >0, (2.11
Yli=0 = Yo; Vtlt=0 = Y15 @li=0 = o em 0, 1], (2.12
onde
1-(v'y)?
ar(y,t) = )
(y,1) "
!
7
az(y,t) = —2—vy,
v
!
e
a3(y,t) = ——5v,
2
,.y/
bi(y,t) = —pu—5y,
2
!
i
ba(t) = —pu—.
(t) 2
Considere
1
a(t,v,w) = / ai(t,y)DvDwdy (2.13)
0
e suponhamos que
v € W3®(0,00),ess inf ~(t) > v >0, (2.14)
0<t<oo
7 € Wh2(0,00),ess inf ~'(t) >~y > 0. (2.15)
0<t<oo

Exemplo 2.0.1. Como exemplo de uma fungao satisfazendo (2.14) e (2.15), temos:

1
~y(t) = e + P onde «ap >0
0

De (2.15), temos que Q cresce no sentido que ¢ > ts, entdo a projecio de [0, v(t1)]
sobre o espago t = 0 contém a projecao [0,7(t2)] sobre o mesmo espago.
Assumindo que

sup [7'(1)] < /1= Alll7e, (O <A<IIYIZZ): (2.16)

0<t<o0o
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Segue que

ai (yvt) > A> 07 v(ya t) € Q7 (217)

onde )\ é uma constante positiva independente de y e t.

Teorema 2.0.2. Sejam T > 0, o € HE(0,1) N H?(0,1),91 € H}(0,1) e g9 € HE(0,1) N
H?(0,1). Se (2.5)-(2.8) sio vdlidas, entdo existe uma tinica solucdo regular para o sistema (2.9)-
(2.12) tal que
W € L%(0, 005 Hy (
Yy € LOO(O, 00} L?

@ € L>(0, 00; L*(
@ € L>(0, 00; L2

)N H2(0,1)), b € L(0, 003 HY(0, 1))

1),
1) mL2(O,OO;H&(071) ﬁHQ(O, 1))’ (2.18)
1 (0,1)).

)
, 1)) N L2(0,00; HE(0,1)

_~ o

_~ o

Demonstragao: Seja A o operador denotado por
Aw = —wyw, D(A) = H}(0,1) N H?(0,1).

Sendo A um operador auto-adjunto positivo no espaco de Hilbert L?(0,1), con-
sidere {w,} um conjunto ortonormal completo de H{ (0, 1), formado por auto-funcées

do operador A com correspondentes auto-valores \; < Ay < --- < )\, — 0co. Denotare-

mos por
m
¢(()m) = Z(w()?wi)wi)
i=1
m
W™ =3 (W, wiuw,
i=1
m
oy = (o, wi)wi.
i=1
Para cada m € N, seja V,, o subespago gerado por wi,ws,...,w,. Do Teorema de

Picard segue que existe uma unica solugao local (w(m), gp(m)) sob a forma:

B =S gin(t,
t=1
QO(m) (t) = Z hin (t)wi

do problema aproximado
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(@5 wi) + at, ) w;) + (aaDP™  wi) + (a3 D™, w;) (2.19)

+8y 1 (D™ w;) = 0

m — m — m 1 n
(%E )7wi>_7 2(k * D*p(™ ;) — ny=2(D?¢ )7wi)+§(a290( ) w;)

+uy ™ (D, wi) + (b2 DY™ w;) + (b1 D™ ;) = 0 (2.20)
Y (2,0) = Y™ =y em  D(A) (2.21)
M (@,0) =™ =1 em H(0,1)

#™(2,0) = o™ = o em  D(A)

A extensao destas solugGes para o intervalo [0,7],0 < T < oo, é conseqiiéncia da

estimativa abaixo:

2.1 Estimativa a Priori I

Multiplicando a equacao (2.19) e (2.20) por g, (t) e 5 him(t) respectivamente, temos:
1
Wi ™) + alt ™ ™) + (a2 Dy™ ™) + (as Dy, ™)
+8y (D™, ™) =0

m m — m m — m m 1 m m
ﬁ(sé ) ol ))—ﬁv 2(k x D™ ))—im 2(D2pm), ) 4+ 2L (g, piptm) om)

w2
o HDy™, ol >>+;<62Dw< ), >>+;<b1D2w< )™y =0

Observando que

1
a(tﬂ/}?wt) :/0 al(y7t)D¢Dwtdy7

temos
1 1d 1 1 1
| atwopesiay =35 [ aw.opepdy - [ aopepedy
0 0 0
1d 1,
=357 a(t,y,1) — 2/0 ay(y,t) DY Dy dy.
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temos
1d 1d 18d
g3l + 5 Falt, 9,0 + 55 Sl + o)y
1
= ;/0 a (t,y) DY Dpdy — (aa Dy, ) — (azDip, ) — By (Dep, )
1 1
—i'fz/o (k* Dp(y))Dp(y)dy — Qi(azD% ©) — im‘l(lwt, ©) — i(szm ¢) — i(bm% ©).
De
By (D, ¢r) — By (DY, ) = By (D, ¥r) + By (Dyr, ) = 0,
e
1 1 1
/ (D, @) = iy — / b Dpd = — / G Dpdz = —(iy, D).
0 0 0
Obtemos:
2dt(ll¢tHLz +a(t, v, ) + Htplle y)|Pdy

2

1 —29'9"y?4? — 277 + 2(7)3y?
/0 ( = o Dy|2dy

/ 7

- [—ﬂy(Dwt,wa] - [—7

1
”y(Dw,wa} — 0 (D) + 2072 [k Dot Dty
K 0

ol [—?y(D% @)] — By (DY, ) —5 [—HVQ?J(D%@)] —5 [—Tgy(l?%w)] :

12 g
Ou
1

2dt(\|¢tHLz +a(t, ¥, ) + *Htplliz) + i/o (k* Dp(y))D y)|*dy
1 —29'"y2y% — 29y + 2(7')%y 29/
= 2/0 < vz ) | Dy [*dy + TQ(D%ﬂﬁt) e (D¢ V)

By ﬁv By
2D D — 2Dy, D

u'yy( ©, ) + —5y(Di, ) o y(DvY, D).

Da condigao (2.14), temos:

2dy

2 (14 ate w0 + gt ) 4 2

6 / (k+ D™ () D™ (y)dy < (17l + 1711 ) BY™ (@),
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onde

p
B0 = i Igs + 1091 + e ™I
Integrando a expressao acima em [0, t[, usando o fato de que k é fortemente positiva
definida, o Lema (1.5.4) e o Lema de Gronwall concluimos que:

t14d m m m B m 3 t ol . .
[ 53 (e w0+ D Y s 2 [0 s g ) 0 )

5 m m
ki // D™ rdydt</cuw+wu )()dt.

,u

Dai

t 1
EM (1) +co/ / (Ik * D™ 2 + | D™ () 2)dydt < M, ¥meNe Vte[0,T]. (2.22)
0 JO

2.2 Estimativa a Priori 11

Derivando as equagdes (2.19) e (2.20) em ¢, multiplicando-as por ¢ (t) e éh;m(t),
i

respectivamente e somando seus produtos, teremos:

1 N/ m 1 1— 2 2! m
sl =2 [ () 0w pufay - [ (CZ2220) (0o, Do)y

g 7
sggat oo -4 | 1a1(y,t>D¢tm>Dw§m)dy—21(%’"), )
+2 (i)Z(Dwﬁm), ) + as (D ) - L <D¢ )+ %( Dy, )
ray(Duf™ >—W2<D¢<m>,w£;”>+ﬂ§jt||@tm>||iz—ﬁ2v—3 [ e Dt DAy

ﬁ — m m ﬁ — m m B — ! m m
5 2D%p™) (0)k (1) o) )+pv 2k(0) D% (£) o} L;y 2 /0 ko D™ o™ dy

- 35/ (D%\™, ))+;77’y 2(D%\™, ))—;57(1? ) plm)y

"\ 2 m m 1 - (m i mn

+i <1> (D%g )7905 ))+i2(a2D‘Pt )7 1(5 ) — B 2(D1/)t Pt ))_ﬁ%(D@Z)(m),gpg ))
2 ! m m m

5 (D | >>+i<bpwt o™y - ﬂfy (D2l >+ﬂ (D, ")

B m m
0D, g™ =0
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Usando procedimento similar ao da primeira estimativa, obtemos:

d m m m m
(R e + att ™ ™) + —usot 3e) + ™ 2dy
m m "(t
O (™ (1) + B )“))”233(@)) /0 k*w Dl >dy (2:23)
1
—772(1) /O kx Dpy™ D™ dy — 72 / D™ (0) Dipy™ dy t 'De{™ dy,

onde 3
EM (1) = ™2, + |Dy™)2, + et

m m m ﬂ m
ES () = [0 |12, + | Dw ’uiﬁ;u@% |12,

Usando o fato de k ser fortemente positiva definida e a desigualdade de Young,

obtemos;
B L[ (™) D) 20m) (m)
)+ 2 [ e DAPDAN a4 3 [ DA™ Py < O s (B0 + 57 0)
+( 7(2)” / kx D™ 2dy 4 —o / |D<p(m)(0)|2dy+ ( / D™ 2y, (2.24)
() Jo m*(t) Jo ual (t) 0
Fazendo ¢ — 0" nas equagdes (2.19) e (2.20) multiplicando o resultado por g/ (0)
e b}, (0), respectivamente, e somando em i =1,...,m obtemos:
[0 Ol + o™ ()72 < My, ¥m € N;Ve € [0,T). (2.25)

Integrando a inequagao (2.24) em ¢, considerando a primeira estimativa , o Lema

de Gronwall e (2.25) , obtemos:

t 1 t 1
ES™ @)+ /0 /0 lex D™ D™ dyds + /0 /0 D™ [2dyds < My, Ym € N3Vt € [0,T]. (2.26)

Das limitagoes acima , segue que:
Y™ ) fraco estrela em L>(0,T; H}(0,1)),
o™ — ¢ fraco estrela em L>(0,T;L*(0,1)),
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¢§m) — ¢y fraco estrela em L>(0,7;L?(0,1) N H(0,1)),
wgm) — ¢; fraco estrela em L>(0,T; L*(0,1)),
¢§tm) — ¢y fraco estrela em L>(0,T;L?(0,1)),
oM — o fraco em L?(0,T; H}(0,1)),

k x o™ — x fraco em L?(0,T;L?(0,1)),

D™ —~ Dy fraco estrela em L>(0,T;L?(0,1)).
Como

k x Do(™ é limitada em L?(0,T;L?(0,1)),

k% Dp{™ & limitada L%(0,T;L%(0,1)),

o™ —~ ¢ fraco em L?(0,T; H{(0,1)),

(p§m) — ¢ fraco em L%(0,T; H}(0,1)),

o™ —~ o forte em L?(0,T;L%(0,1)).

Das hipéteses de k segue-se que
ks o™ — k « ¢ forte em L%(0,7;L%(0,1)).
Usando distribuicoes concluimos que

xX=Fkx* ¢

Das convergéncias acima podemos passar o limite com m — oo em (2.19) e (2.20).
O limite de (¢, ) satisfaz
Y € L°°(0,00; H}(0,1) N H%(0,1)), % € L>(0,00; H}(0,1)),
e € L>(0,00; L2(0, 1)),
¢ € L>®(0,00; L%(0,1)) N L%(0, 00; H}(0,1) N H%(0,1)), (2.27)

k¢ € L?(0,00; L?(0,1)),
@1 € L°°(0,00; L2(0,1)) N L%(0, 00; HE(0, 1))

e obter (2.9)-(2.10).

Usando regularidade eliptica, concluimos que ¢ € L*>(0,7; H}(0,1) N H?(0,1)) , os
dados iniciais seguem imediatamente a partir das convergéncias obtidas e a unici-

dade é obtida usando o Método da Energia, conforme Lions[19].
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Teorema 2.2.1. Seja T > 0,1;,0 < t < T, e Iy os intervalos 10,~v(t)[ e ]0,v(0)], respectiva-
mente. Se ug,0p € Hg(lop) N H?(Iy),u1 € H}(Io) e as hipteses do Teorema (2.0.2) sio vdlidas,

entdo existe uma unica solugao reqular (u,0) do sistema (2.1)-(2.2) na classe (2.28).

Demonstragao: Seja (1, ) a solugao obtida pelo teorema (2.0.2) e (u, ) definidos por

u=1or,0=¢por (ver (2.8) para 7), entdao por (2.27) u e § pertencem a classe

u € LOO(O,OO;H&(It) NH?*(L)), wu € LOO(O,OO;H&(It)),
uy € L>(0,00; L2(1})),

0 € L°°(0, 00; L?(I;)) N L2(0, 00; HY (1) N H2(I)),

0; € L>(0,00; L?(I;)) N L*(0, 00; HE (1))

(2.28)

e das equacgoes (2.9)-(2.10) temos que (u, ) satisfaz o sistema de equacgoes (2.1)-(2.2)
em L?(0,00; L(I})). Seja (u1,61), (ug,02) as solugées para (2.1)-(2.2), e (¥1, 1), (12, ¢2)
as fungoes obtidas através do difeomorfismo 7 dado por (2.8). Entao (¢1,¢1),(12, v2)

sao as solugGes para o sistema (2.9)-(2.10). A unicidade resulta do Teorema (2.0.2).

Temos (11, 1) = (2, p2),u1 = uz e 6y = ba.
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Capitulo 3

Decaimento Exponencial

Neste capitulo temos o estudo do decaimento exponencial da solugao do problema
(2.1)-(2.2) e (2.4)-(2.5) quando t — oo.
Para estudarmos o comportamento assintético da solugao com ¢ — oo, consider-

amos a seguinte transformacao.
v(z,t) = u(z, t)e™, o(x,t) = 0(x,t)e*.
com as condicoes abaixo:

vi(w,t) = wy(z,t)e™ + au(z, t)e™,

v (0, ) = uge (2, 1)e™ + qug(x, 1)e® 4 aug(z, t)e™ + o?u(x, t)e™

z,t)e™ + 20my(z, t)e™ + oPu(z, t)e

e 4 20my(x, t)e™ + aPu(z, t)e® + ou(x, t)e™ — a’u(x,t)e
= wy(z,t)e™ + 2auy(z, t)e™ + 20%u(z, t)e™ — ou(x, t)e

iz, 1)e™ + 20 (ur(z, t)e™ + au(z, t)e™) — o*u(z, t)e™

I
e

(z,1)
(z, 1)
(z,1)
(z, 1)
(2, 1)
vt (2, 1) = uge(z,1)e™ + 200 (7, ) — agv(w,t),

or(w,t) = Op(x, 1)e® + af(z,t)e™,
pu(@,t) = Oy (a, t)e™,
ve(z,t) = ug(z, t)e™,

Vg (T, 1) = Ugg (2, t)eo‘t.

Definindo
k() = e k(t) = k% Qo = € (k * Oz).
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Para mostrar o decaimento exponencial, usaremos o fato de que o Kernel (nicleo)
de k decai exponencialmente, ou seja, |k(t)| < ce . Para « suficientemente pequeno,
0 < a < € (ver (3.21) para ¢), dessa forma, segue |%(t)| < ceft, onde ¢ = b—a > 0, assim,
fazendo as devidas mundancgas de variaveis, usando o par (v, ¢) sobre o sistema (2.1)

e (2.2). De (2.1) temos:
Vit — 200 + &P = Vg + Bipr = 0,
Vit — Vg + Bpe = 200 — aPv.
e de (2.2) temos:

@r — afe™ — (k% O43)e™ — N0rre™ + pg — pow, =0,
o1 — e — K * Pug — NPus + HUst — pOvg =0

P — 0 — k * Pap — paa + HUpt — (1005 = 0

Pt _/];*Som — NPzz + Wzt = ap + povg =0

Segue que o par (v, ) satisfaz:

Vgt — VUgg + ﬁ‘Pﬂc =R, (3'1)

o — ¥ « Ore — NPzz + Pzt = S. (3.2)

onde R e S sao dados por:

R = 2av; — o,

S = av + pavy.
onde v e ¢ satisfazendo as condicoes de fronteira e de valor inicial do sistema (2.1)-

(2.2) e (2.4)-(2.5).

Definimos a energia associada a (3.1)-(3.2);

1 g
o) =5 [ Qul + losf? + Elol?)do.
t
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Mostrar o decaimento exponencial do acoplamento (u,f) é o mesmo que mostrar

que £(t) é limitada. Agora definindo que a fungao v satisfaz as seguintes condigoes:

max [Y(H)] < max [7'(1)] < e, (3.3)

0<t<oco 0<t<oco

onde ¢ é um ntiimero positivo determinado convenientimente no decorrer do tra-

balho (ver (3.21)).

Teorema 3.0.2. Sejam T >0, I;, 0 < t < T, e Iy os intervalos |0,~v(t)[ e ]0,7(0)[, respec-
tivamente. Se ug, 00 € HE(Io) N H?(Iy), u1 € H(Iy), as hipdteses do Teorema 2.1 e (3.3) sio

vdlidas, entao temos que

E(t) < Ce™*,
onde C' e ¢ sao constantes positivas.

Demonstra¢do: Consideremos o produto interno em L?(I;) de (3.1)-(3.2) por (vi+7'(t)vz)
e p, respectivamente.

Primeiramente, vejamos o produto de (3.1) por (v; + v/(t)v,):
VUtV — Utt'yl(t)vx — VUggUt — Uxxryl(t)va: + /g@xvt + ﬁ%ﬂ/(t)vx = Rvy + Rry/(t)vl"
Integrando a igualdade acima no intervalo [;, sejam as integrais uma a uma:

L fr sl = 5 Jr, ol = Sloe(y ()P + 5lu(0) .

2. vy vy
/ Y (orvnde = Lo/ (1) / vrvpdz — ' (E)or(3()va(v(8) — 7 (2) / vropda
I dt I, I
@) = L)
2 2
3. Vppy

d 1d 1 1
- rzd:_i T d = x2d — — |V t 2 *3702.
/Itv vide = —— [t(v ve)da + 5 It\v! z = 5o (V)" + 5[02(0)]
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/
4. —VpY Vg

5. ﬁflt vipedr.

6. (B~ flt OpUzd.
Vejamos o produto de (3.2) por ¢ e s :
1

B ~ B B
P f(k * Pz )P — P Bugrp = ;asﬁ + Bapvy.

Intrando a igualdade acima em z no intervalo [;, teremos:

7. Souo =8 [ pupde = & [, L olde = 214 [ |ol2de — S 4e(y(t)]2 + L11p(0)[2.

8. 5(79\ * Oz )P

B (k * Qpg )odr = ﬁ / ¥ Dz Pzd.
wJr, wJr,

9. %W%ﬂp = %ﬁﬂ f[t SO:EJJ(de = %77 f[t “Pm‘2d$~

10. ﬁvtaz@
ﬁ/wwmzmwmm—/W%mraﬁ/m%m.
I I;

Somando-se as identidades, temos:

1d 9 1 s d /
S da — <o (y(t —/(t vd
2 dt I ‘Ut’ £ 2 ’vt(ﬁ}/( ))‘ + dtﬁy ( ) I (%A% X

—M@mwmwww»www/wwm

Iy

SR = v OWO0) + 55 [ s
PO + SO + Loa ()P + L e 0)

1d
+5 vtwmdm%—ﬂ’y’(t)/ Vpvpdr + pLd ] |dx
; 112 dz
5
I

Rudx + s Spdz + ' (t) / Ru,dz.
It lu’ It It

¥ « Yrpzdr + 77/ |z 2d:1: — [3/ VP dr
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1d 2 2, B 2 5/A B 2 / 2
-z ve|” + |vz|® + —|p|7)dx + — k*goxgoxdx—i-n/ 0o |2dx 4+~ () |vz (0
i ], (0l el + Dl + 0 o1 | Loeda 4/ Ofe(0)

() [ wvnda £ 57(0) [ oveda s T [ veda = O PG @)00)

Iy
/ 2 / 2 __ é T / vnd
—vg (V) (v () — v foe (V)7 + A v (v (D)) —/[t thd:z:+u : Sed +7(t)/ItR 2.

1d
Ld iy ﬁ/kwxsozdm n/ e+ L <>|vz<o>2—w”<t>/vtvxdx+
2dt 1% I, I

By (t) / @evzdr — ' (t)o (7 (1) [ve(V(£)) + 7' (B)ve (V)] = 7' (B)ve (v (1)) [0:((2) + 7' (£)ve (7(1))]

Iy

:/ Ruidx + b Sedx +7’(t)/ Ru,dz. (3.4)
It lu’ It It

onde

Li(t) =e(t)+ 2’// vpvzd.
Iy

Vejamos que:
7
\’y”/ vpgdr] < ’72’ ( v | 2da + vz\zd:c>,
Iy Iy Iy

/12
57 [ evedal < 22 [ oo Pan+ LETL [ oy fra,
I, 2p Jr, 2n Jy,

/ Ruydz| < = /|vt\2d:c+ g /\vx| dz,
ng «ChB
/Scpdac|< /|Sﬂz 2da —|— /|v$| dx,

o [ Resds| < | [ |vt\2dx+<cp+1>|w'| [ sl
I I I

Usando a condigao (3.3), segue que

h//// V| < % (/ v dx—i—/ |vg] dx)
Iy

Be
8y /1 prveds] < 1 / (oo P+ 1 / v 2d,
t

]/ Rudx| < 5/ v dac—i—eC’p/ v, |2 dez,
I 2Jn 2

vV [ Ruedx| <e [ |vPda+ (Cp+1)e [ |ve|®da.
I I I
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Em virtude da seguinte relagao

vz (Y(£)7(8) + ve((t)) = 0 (3.5)
Usando a condigao de Dirichlet, conforme (1.4), em (3.4), segue que

B
££1( )+ wJr

—l—’y’]vg{;(O)\Q < / |vg | dx+/ |vx] dx
2 2 /,,

2 | lulda +“5 /I| d + 2 /|ut d:p+20/ v, |*de
%ec 2
775/’ o|*dx + « B/ ]vm\Qdaz—l—e/ \vtIQdac—i-ce/ [vg |2 dx.

k:*gpxcpxdx—i-/ || ?da

Dai

d

£1<t>+ﬁ/ k*sozsoxdx+/ (a2 + [0, (0)
dt wJr,

ph3 2056 2
<de [ |vo?dr +e| S+ 55 + Py 2 |vg|“dx. (3.6)
Lo (2 29 2 o )"

Agora, definimos a fungao positiva w € C*(]0, 1]) tal que

W< 0 em ]0,1], 0?;%{1 J(y)=-k<0 (3.7)

Definimos
§: 1y =[y(t),0] — [0,1], wGItHy—% (3.8)
q(z) = (wo&)(x) = wlzy™ (1) = w(y). (3.9)

Entao ¢ € C!(I;) e com base na segunda condicao de (2.14), obtemos:
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11.

12.

gx) = wl@y ' ®) e ldlleray = lwlzy ' @®)l
o<eh(t) ey = 0<r(t) olerr™ () < ol + essoggi ' (®)]
= |wllery@ +75 ") =M < oo.
Logo,
lallerry < (14 Dllwllero,g) =M < . (3.10)

Alem disso, de (3.7) segue que

() ! w’ . k
Ge = <72(t))w - ~(t) <0, gél[rtl(_ch) = W >

Consideremos o Produto interno em L?(I;) da equagao (3.1) por —qu,, vem que

S|

=l 00)- (3:11)

—qUzVy + QUL Vzx — ﬂqvx(px = —quz RR.

Integrando a igualdade acima em z, vejamos o calculo das integrais uma a uma:

qtvggvtdm‘—i—/ qvxtvtdx—i-/ q’U$1}ttdCC

d
—qu vidr =
/It e I I

- / qUzvdx =
Iy

qvxvtder/ qtvxvtdx+/ QU vrdT
Iy dt I I

1 d
/ ’Umvtdm—/ qx|Ut2dx+/ —q|vt\2dx
I 2 I; dx

L avevedz + (v (1)) ve (v(8)) v (7(2))-

Q.‘&

d
/qvxvxda@ :/ qx|vx|2dac+/ 2qUp Vo dT.
I; dx I; I
d 2
-2 | qupvgdr =— | —quugdxr + | qu|vz|“dz.
I 1, dz I
-1 1 d
d = 2de+ = | —qlv.*d
[ avvesde =5 [ o5 [ Laluefas

- _71 /It Gu|vo|*d + %Q<7(t))”l)m('7(t))‘2 —~ %q(O)\vm(O)P_
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Multiplicando os componentes acima por 2, vem que:
2 d 2 d
2 | quyudr — | gquloe“de + — [ qlo*de —2— | qupvidx + 2q(y(t))vg (7(8) )ve (v (1))
I; I d$ I, dt I

—/I Gz|vsl*dz + q(y(t)) vz (4(8))]* — a(0)]vs(0)[* — 23 | Qvapndr = —2/] quzRdz.

L Lot) + av(1) |:Ux('7(t))|2 +202(Y () ve(v(2)) + Ivt(v(t))lg] ~q(0)|vz(0)?

dt
- / G| ve|*da — / Golvo*dz = 283 | queppdz —2 / quivada — 2 / Rqupdz,  (3.12)
It It It It It
onde
Lo(t) = —2/ qugved.
I
Desde que

|02 (Y($))? + 270 (4(8)) e (4(2)) + e (4(2))]?

= (1 =) us (v(£)12 + [or(v(t)) + ' (E)va(v(2))]

Sabendo que v (y(t))+7'(t)vy(y(t) = 0, pois se trata do ponto de fronteira e (ver (3.9)),

segue

q(0) = (w0 ¢)(0) = wo >0,

q((t)) = w(1) = 0.

d
G020+ (D1 =1)0sGON = walosOF = [ arfulde+ [ aoloofids
t t
=208 | qugvzdr — 2/ qivivgdr — 2/ Rqugdx. (3.13)
I I Iy
Com base em (3.10), temos:

k 2732 M?
|2/8 qw:rvxdﬂ < o |U€B|2dx + /87
I, 2T

o |2da. (3.14)
It k It

Wanzeler, Deiziane Mendes PPGME/UFPA



37

Além disso,

De (3.10) e (3.3), segue:
| — 2/ quvgdr] < eM(/ |U$|2d$+/ |vt|2daz>, (3.15)
I; Iy Iy

]—2/quzdx] < 2aM

vil2de + a(2M + C, M) / (v 2dz. (3.16)
It It

Substituindo (3.14), (3.15), (3.16) na equagao (3.13), sabendo que 0 < o < € e

considerando (3.11), obtemos:

d k
20+ ()1 =P O)Nen O = ol + (£ —3e0r) [ e+
t
2712
+<k —eM — 2eM + 2eCpM> / v |2dz < 27‘ﬁk]\4/ |z |2due. (3.17)
T Iy I

De (3.10) e (3.3), temos a seguinte inequagao:

/ 0 2 2 M 2
2 0y —q |vpudx| < = [ |vg|“dx + 2( € + — |vg|“de,
It 2 It 5 It

fixando ¢y € }0, %[ e escolhendo

Mv?2
5> 8(eg) = ——=Y2 3.18
Temos que, para todo € € |0, €],
OL1(t) + Lao(t) = (5(6 + 27’/ Utvmdm> — 2/ quzvide,
It It
0Ly (t) + Lo(t) = de+ 52’// vpUpdT — 2/ quavide,
I I
OL1(t) + La(t) = de+ 2/ (09" — q)vpveda,
Iy
0 2 0B 2 2 2 2
OL1(t) + Lo(t) > = | |wfde+ —— [ |elPda+ (1 —2€)6 — 2M?8) [ |va|°dz,
2 I; 2/’[/ I Iy
SLi() + Lolt) > c(/ (Joel? + Joal? + [0[?)dz). (3.19)
Iy
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onde C' é uma constante positiva dependente de u, 3,7, M e ¢,

Agora, multiplicando (3.6) por § e somando com (3.17), temos:

d 1)
—0L(t) + 6/ k*(pxcpxdx—i— / [ dw—l—él\vx( 0)|?
dt wJr,
2C,
—4€d |vt| dx + 56( MB + —p + 7176) |vx| dz
I 2n 2 pn ")
d
g L2 +w)d - V) vz (7(1))]* = wolv2(0)[?
k k 2732 M?
+< — 36M> vg|?dax + ( —e(3M + 20,,M> lvg |2dx — 5 M- lz|?dz <0,
T I; 2’7’ I k I
fazendo as derivadas simplificagoes , obtemos;
d nB  27B%2M? 9
—{0 t — k cPzd - z|"d
G000+ 00} + 27 [ Frong ot (e - 2% [ oo

/

+w(1)(1 =2t |Jve (v (1) + (5 — wo) vz (0)]? + (k — (40 + 3M)) v da +

e

i up 20,8 [ b
— — — 4+ — M +2C,M z <0. 2
+<2T <(5<2—|—277+ 5 L+ e +3M +2C, It\v\d:r_O (3.20)

Escolhendo,

2
5 = max (5(60)’ ATBpM” 2“’“)

nk ”Yl

. k k
E:mm<€0’7‘(45—1—3]\/1) (5< +uﬂ+30p Jr26‘;7ﬁ> +3M+QCPM>>’ 20
e usando o Lema (1.5.4) em (3.20), vem que:
G0 +C ([ (P + ol +lesa) <o (5.2
onde
L(t) =0L1(t) + La(t). (3.23)

De (3.21), obtemos:
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Integrando de 0 a T a relagao acima, obtemos

T
/O %E(t) <0
£(T) = £(0)

IN
o

L(T)

IA
5
=

Repetindo a integracao acima de 0 a nT com n € N, concluimos que

nT
/0 %E(t) <o,
£(nT) < £(0). (3.24)

De (3.19), segue que existem constantes positivas, entao definimos, Cy e C; satis-

fazendo
Coe®ME(t) < e(t) < L(t) < £(0). (3.25)

Para todo ¢ > 0, podemos escrever t = nT +r, onde r < T, e E(t) é uma funcao
decrescente, entao de (3.25) e (3.24), segue que existe uma constante positiva C tal
que:
1
E(t) < E(nT) < 66_20‘t£(nT) < Ce 2T R(0).
0
Quando ¢ < 2nT, temos

E(t) < Ce ™ E(0).

Segue portanto o resultado requerido.
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Capitulo 4

Analise Numérica Da Solucao

Neste capitulo obteremos a solugao numeérica do problema (2.1)-(2.2) aplicando o

método dos elementos finitos em combinagao com o método das diferencgas finitas.

4.1 Aproximagao Por Elementos Finitos

’

E mais simples aplicar o método dos elementos finitos no problema equivalente
(2.9),(2.10), (2.11), (2.12), ou seja, no dominio cilindrico, do que no problema em
dominio nao-cilindrico (2.1) e (2.2). Vamos considerar a seguinte forma variacional

do problema apresentado em (2.19), (2.20) e (2.21)

@5, w) + a(t, ™, w) + (a2 DY{™  w) + (a3 D™ w) + By (D™, w) =0 (4.1)

m — m — m ]' m
(i w) =7 (kx D*(™, w) — iy (D™ w) + (s Dp™, w)

1y (DY w) — (b2 D™, w) = 0, Y € Vi (4.2)
4.1.1 Aproximacao Via Galerkin

Conderando as funcées (™), o™ € V,, definido por:

P =3 g (thun(y) (43)
i=1

go(m) = Z Rim, (t)w;(y) (4.4)
i=1

Substituindo (4.3) e (4.4) nas equacoes (4.1) e (4.2), escolhendo w = ¢;(y), teremos:
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1 1 / 1
Girn (1) /0 ¢j(y)¢i(y)1dy+712g¢m(t) /0 thﬁj(y)D@(y)ldy—21yg§m(t) /0 Do (y)di(y) dy
2 / 1
- <3y> génz(t)/o ¢;(y)Doi(y) dy — <1y> g’im/o Doi(y)p;(y) dy
+ 8y him /O Dé;(y)éi(y) dy = 0
1 1 1
B [ 05@)6w) dy+7 2k hin(t) [ D3 w)D6:) dy-+ 17 ham(e) [ D3 () D) dy
/ N 1 0 1 0
- (13/) Rim /0 1¢j(y)D¢i(y) dy + v g (2) /0 oi(y)Doi(y) dy
+ </§§y> gim/o D¢;i(y)Do;i(y)dy =0

Dai,
Agu + (Bi + Bo+ E)g+ Cgy + By 'Fh =0 (4.5)
1
Ahy + Gk x~v72h) + vy 2Gh + SCh+ py tFg — Jg=0
onde
1 ’Y// 1
A= / 601y E=-1 / yddidy
0 7 Jo
1 ! ! ! ’)/ ! /
Bi=— P50y C=-2— Yyo;didy
7 Jo 7 Jo
N2 1 1
By= ) / Poidldy  F= / & udy
Y 0 0
’}/ 1 1
J=p / v, dldy G- / &ty
77 Jo 0

Discretizando o dominio Q = [0,1] em sub-dominios Q; = (y;,¥i+1) chamados ele-
mentos finitos da forma (Q =", Q;), e escolhendo o tipo de funcao para representar
os (Q;), a partir disso, as matrizes do sistema (4.5) sao obtidas, as fungoes conve-

nientemente usadas sao
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Y—Yi—1
—— Yy € [yi1,¥i
. = Yi+1 — Y
¢i(y) ZT Yy € [Yi, Yiv1]
0 Yy ¢ [Yi-1,Yit1]
onde consideramos a malha uniforme, A = A; =y;11 —y;(i=1,2,...,M) com 0 =y <

Para cada matriz tridiagonal A, By, By, C, E, FeJ sao calculados os seguintes elemen-

tos:

_ € __ Yi+17Y
Tomando ¢4 =1— 7 = =5—

e ¢p

Sabendo que:
1
0

h ) h
€
aBB:/O (1_E> de == 3 Logo,

2h

|

. 2A A
@i = QAA + ABB = T, ASSUM Qi = =5, Qi+l = Gyl = G-

1
De Bl—vlg/ ¢;¢;dy. Dali,
0
1 /71\?2 1
_ 1 = -
blAA—,y2/0 <h> d6_72h7
1 [ 1 1
biam=— | (-2 )de=_——_
B 72/0 h( h) ‘ v2h’

1 [t/ 1\? 1
bipg = — — ) de=——. Dai
1BB 72/0 < h> € = ai,

2 , 2
biii = biaa +bipp = a7, assim bui = —3x

R N
blz,z—i—l = blz—i—l,z RN
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1
De By=-2; / 2 ¢dy. Dai,
0

h /2
1 1
ol 2 (= - _ ! = 2 2
boan = 72/0 (e+ya) <h> de 23h(h + 3yah +3y2a),

1o 2 (1 ? ’Y'Q 2 2
bgBB:—/ €+ YA <> de = — h® + 3yah + 3y%),

72 O( ) 723h( A)
boap = b —Vﬂ/h( +ya)? y —fi(h2+3 h+3y2). Assim
245 =bpa =5 | (e ya =73, yah +3y3). ;
bgii:—%%(A2+3yAA+3yA)

boiiv1 = boiy1; = %%(A2 + 3yaA + 3y7).

De C = —2L / ygquﬁldy Dai,

Dessa forma,

/

Cii = —%, Ciit1 = —35 (A +3yi),  ciirr = =35 (284 3y;).

1
DegbA—ylhy, ¢B:&hi71 e E:—/ ygbgbldy Dai,
0

v [V 1\ (vi—y o
Eaa=-2L - dy = —(3y; — 2h),
AA 7/yi_1y< h)( - ) v =5, )
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4.2 Método Das Diferencas Finitas

44

YO (1N (v =y
Epp = —/ y ( —
Y Sy \D h

Ou seja,
LA
1T T 3
lie — 72A
_7/2 2 9 )
b i = 5 A 3A i 3y:
/
Cy— — 1A
3y
o _,YIIA
(1 6’7/
fii =10
_2
9i = K
7'A
Jii = “Heyr

1
Gi+1,i = Giji+1 = _Z

/

) v A
Gitl = — A+ 3y;
Jisit1 MG,YQ( + 3yi)

,Y//
dy = 1= (=3y; + h),
Jau =13+

A

Gijifl = 0iy11 = &

-1

bliit1 = briy1: = A

12
¥ 1
boiit1 = boiy1: = 223A

!

Cit1i = —=— (A + 3y;)
’Y”

eH_Li —a(A + 3!%)

"

€iiti = %(QA + 3y;)

1
fivii = fiji+1 = 3

/

. QAN
itii = P (2A + 3y;
Jiti, MGVQ( + 3yi)

4.2 Método Das Diferencas Finitas

Para obter as aproximacgoes das solugoes do sistema de equagoes em (4.5), usando

uma variante do método da aproximacgao por diferenca centrada (ver [23]). Seja

t, =ndét,n=0,1,...,N , isto é, a discretizagdo em t no intervalo [0,T], considerando

gn = g(tn) € h, = h(t,) as aproximacoes de solugao ¢(t) e h(t), respectivamente, em

t,. As derivadas que estao na equagao diferencial sao aproximadas por equagoes de
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4.2 Método Das Diferencas Finitas 45

diferencas entre valores da solugao em pontos discretos do dominio. A ferramenta
mais utilizada para obter essas aproximagoes é a série de Taylor, dai temos as
seguintes discretizagoes das derivadas de primeira e segunda ordens que aparecem

na equacao diferencial:

In+1 — gn-1
o RS IRTS 4.6
gt 25t (4.6)
— 2gn _
S In+1 592 + gn—1 (4.7)
t
hn+1 - hn—l
hy & ———— 4.8
! 26t (48)
e as aproximacoes para g, e h,, em (4.5), sdo assim consideradas:
Q «
G = 59ns1 + (1= Q)gn + S 0n1 (4.9)
a e}
h; = §hn+1 + (1 — a)hn + §hn,1 (410)

com « > 0 resulta a aproximacao. A convolugao tem sua aproximacao conforme

(ver[24]),

i
k*’7_2h:ZKifj+1gj/'72(tj) ’izl,...,N. (411)
j=1

Substituindo (4.6),(4.7),(4.8), (4.9), (4.10) e (4.11) em (4.5), temos:

A A Ag,,— a o
S S T A B guen + Bi(L = a)gu + Bi 5 gunt + Baga + Bgu + C 4
_ _ (0% _ _ 8]
—C gg&l + By R Fhast + 67 LE(1— a)hn + By 1F5 -
1 - In+1 1 - 9n-1
~Ch, Lp — F —Jg, =0.
*3 Ty a5t M o5t 7Y
entao

Angn-‘rl + Bnhn—f—l = C_’ngn + Engn—l + Fnhn + énhn—l (4'12)

i
AngnJrl + Bnthrl = Cngn + Engnfl + Fnhn + Gnhnfl - Z Ki*j+1gj/’72(tj)
=1
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onde
- A o 1 _ o
A, = ~B B, =By 1=F
sz T Bt 55 g
_ 24 _ —-A « C
C, =" —1)B; — By — E, = = ,
5z T (@ DBi1= B, 52 901t g
7 1 ~ e
F=-py"(1-a)F, Gn =08y §F,
—1
Y = A 1
n — 5 Bn: 95+ 7G’
251 o5t T
-1
= =y
Cn: Ja n — 5
26t
= 1 = A Q
F, =1y 2(a—-1)G - = == 226,
ny Ha—1)G 20’ G 551~ 2G

Para obter a solugao do par {g,,h,} serd primeiramente considerado n = 0 em

(4.12), assim:

Aog1 + Boh1 = Cogo + Eog—1 + Foho + Goh—1 (4.13)

Aog1 4+ Bohy = Cogo + Eog—1 + Foho + Goh_1

Onde os valores de {go,ho} de (4.14) sao determinados a partir das solugées de
{Y(y,t),¢(y,t)} quando t = 0, isto é, go = ¥(y,0),ho = ¢(y,0). Para o célculo das
aproximacoes de {g_1,h_1}, expandiremos ¥ (y,t) e ¢(y,t) em polindmio de Taylor de
primeiro e segundo graus, respectivamente, em ¢ = (.

2

ot
g—1=49go — 5tgt(0) + 79&(0) h—l = ho — 5tht(0) (414)

nos quais os valores de ¢:(0), g.:(0) e h(0) sao dados por

2
0 =0, g0 = SR w0, hO)= 20 (@5)

oY

9:(0) = ot

e sao calculadas a partir do problema (2.9),(2.10), (2.11), (2.12) definido no dominio
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cilindrico. Dos valores {g;,h;} e usando as equagoes do sistema acoplado (4.12), as

aproximacgoes {g,+1,hn+1} paran=1,2,..., N sao obtidas.

4.3 Sistema Desacoplado

Para obter a solugao numérica do sistema desacoplado, utiliza-se a extrapolagao

regressiva da primeira derivada ,

1
9t(tn) = 5 (390 — 49n—1 + gn—2) (4.16)

26t
Substituindo (4.6)-(4.10) e (4.16) no sistema de equacgoes (4.5), segue:

A 29 | Agn— a -
Gni1 In In—1 +B1§gn+1+Bl(1—a)gn+B1*gn—1+B29n+EQn 09;;

Bt + (1 — @)y + %hn_l) =0,

at? at? at?

1 Gn—1 -1
o+ R (3
Ahn+1 Ahnfl

_ -2 2 (2 _ i
it = S Gl ) a4y 26 (5 B+ (1= @)l + 5

_ 39n  4gn—1 | gn—2
1 n n
Joll e — Jgn=0.
it (25t 251 20t In

hn_l) + % Ch,

Resultando no sistema:

Angn+1 = Bnthrl + Cngn + Engnfl + Fnhn + Gnhnfl

i
Anhn—‘rl = Bngn + Ongn—l + Engn—2 + Fnhn + Gnhn—l - Z Ki—j-‘rlgj/’)/Q(tj) (4'17)

j=1
onde
_ A 1 _ «
n B B,=-py 'S F
= Tt on @ gk
_ 24 _ —-A « C
Cp == Bi—By—E = =
5z T )B1 = Bs 5tz 2 71T o5t
* 1 A e
F,=—-py (1 -a)F, Gn = —pBy §F’
= A « = —3uy!
Ay = —+my 22 G Byp=—Fl _piyJ
o5t T Ty oot L T
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= 2uy ! =~

Cn 5t " 20t

= 1 = A o
-2 e L _ a4 2

Fp=ma-1)G -5, Gn=1g5 M " 50G

Note que o sistema desacoplado (4.17) é computacionalmente simples de ser re-
solvido, ja o sistema acoplado (4.12) nao, pois, no primeiro a cada intervalo t,, os

valores de h,;; sao calculados independentemente dos valores de g,,1.

4.4 Discretizacao Da Energia Do Sistema
A energia do sistema é dada por:
_ 2 2 B 2
E(t) = ¢ellz2 + DYz + EHQOHLQ (4.18)

A discretizagao de (4.11) se faz pelo método das diferencas finitas, obtendo:

hi(w(i,rm-l) — (i, n) (i + 1,n+ 1) — (i + 1,n)

E,=—
"9 5t ot
=1

+1/1(2'+1,n+1)—zb(z',n%—l)zb(i%—l,n)—d}(i,n) B
W

; ; + Zp(i,n)?) (4.19)

4.5 Resultados Numéricos

Nesta se¢ao, temos os resultados numéricos do sistema termoelastico hiperbdlico
com memoria. Usando os seguintes valores para as constantes : y = 0.161, 3 =
0.164, n = 0.177. Satisfazendo as hipéteses sobre a fungao (¢) que define o tempo
dependendo das condigoes de fronteira para o dominio nao-cilindrico, assim v(t) =
1—et1,

Sejam as condicoes de fronteira:

Ylimo = Yo = 0.3(y* — y), Yilimo =1 =0, @li—o = o = 0.1(y — y?).

onde z = v(t)y é usado em todos os resultados desta segao , N =400 e M = 100 sao

usados em todas as simulagoes. Nas figuras 1 e 2 temos as solugoes aproximadas de
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0(x,t) e u(z,t), respectivamente, sem o termo de memoria (k * 6,,) com T = 5.

Nas figuras 3 e 4 temos a solucao numérica do problema com termo de memdria
tendo 7' = 2. Note que devido ao efeito de memoéria, o parametro 0(x,t) decai rapida-
mente. E usando 7' = 5 obtemos as aproximacoes de solugao apresentadas nas figuras
5 e 6. Na figura 7, temos a simulac¢ao do termo u(x,t) considerando 7' = 10, note que
u(x,t) decai lentamente. Na figura 8, temos que a fronteira da energia associada ao

sistema, considerando 7' = 20 decai exponencialmente.

o(x,t)

x(m) t(s)

Figura 4.1 0(z,t) sem termo de memdria.

u(x,b

Figura 4.2 u(x,t) sem termo de memdria.
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0.03 |

0.02 |

0.01 |

ox,t)

001 |

-0.02
1

1.5

0 0.5 1
x(m) t(s)

Figura 4.3 0(z,t) com termo de memdria e T=2.

u(x,b)

0 t(s)

Figura 4.4 u(x,t) com termo de memdria e T=2.

0.03 "]

ox,t)

x(m) t(s)

Figura 4.5 0(x,t) com termo de memdria e T=5.
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0.1

0.05

u(x,b

Figura 4.6 u(x,t) com termo de memdria e T=5.

0.08
0.06

ux,b)

4
t(s)

Figura 4.7 u(x,t) com termo de memdria e T=10.

0.035 T T T

0.03 1

0.025 | 1

E(t)

0.02- 1

0.015- 1

0.01 . : -
0
1(s)

Figura 4.8 A energia do sistema, T=20.
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