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O homem tem ciéncia das coisas da terra, mas a sabedoria € dom de Deus.

12:Mas onde se achara a sabedoria?
13:0 homem nao lhe conhece o valor; nao se acha na terra dos viventes.

20:Donde pois vem a sabedoria e onde esta o lugar da inteligéncia?
28:Mas disse ao homem: Eis que o temor do Senhor é a sabedoria e apartar-se

do mal é a inteligencia.

Jo, Capitulo 28, Biblia Sagrada.



Resumo

Neste trabalho, abordaremos questoes de existéncia de solugoes para o problema

{ —Apu = Mf(z,u), xe Q,

u=0 em €,

em que  C RY (N > 3) é um dominio limitado e regular, p(x) > 1 é uma fungao continua
em Qe Ay, é o p(x)—Laplaciano, ou seja,

Appyu = div (]Vu|p(z)*2Vu) :

Trabalharemos nos espacos generalizados de Lebesgue e Lebesgue-Sobolev LP(®)(Q) e
WO1 P (x)(Q) e usaremos métodos variacionais e topoldgicos.



Abstract

In this work we will approach subjects of existence of solutions for the problem
—Appu = flz,u), z€ Q,
ue W@,

where Q@ C RV (N > 3) is a bounded domain and smooth, p(z) > 1 it is a continuous
function in € and A, it is p(z)-Laplacian, which is defined by

Apyu = div (|Vu|p(”3)_2Vu)

We will work in the generalized spaces of Lebesgue e Lebesgue-Sobolev LP®)(Q) and

VVO1 P (I)(Q) and we used of methods variational and topological, we obtain some results of
existence of solution for the problems in question.
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Introducao

O principal objetivo dessa dissertacao é estudar os Espagos de Lebesgue e Sobolev
generalizados, bem como a existéncia de solucao fraca para problemas elipticos do tipo

—Apu = flz,u), x€ Q,
u e Wy (Q),

onde Q C RY (N > 3) ¢ um dominio limitado e suave, p(z) > 1 é uma funcao continua e
Ap(z) designa o operador p(x)—Laplaciano, o qual é definido por

Apzyu = div (|Vu|p($)_2Vu) .

O operador p(x)—Laplaciano ocorre em problemas fisicos como, por exemplo, na teoria
da elasticidade e mecanica dos fluidos eletroreoldgicos (ver [8] e [17]), em particular neste
ultimo a equagao do movimento dos fluidos é dada por

ou

FTd divS(u) + (uV)u+Vr = f

onde u : R¥*! — R3 ¢ a velocidade do fluido em um ponto do espaco-tempo, V =
(01,09, 03) é 0 operador gradiente, m : R¥*1 — R! é a pressao, f : R3™ — R? representa

1,1 .
forgas externas e o tensor "stress” S : W,; — R*™ é da forma

S(u)(x) = p(x) (1 + |Du(@)P) 7 Du(x),

onde Du = 1(Vu+ Vu') é a parte simétrica do gradiente de u.

Este trabalho ¢é constituido de quatro capitulos e trés apéndices. Observemos que ao
longo deste trabalho 2 serda sempre um dominio limitado e suave.

No capitulo 1, estudaremos o Espaco de Lebesgue Generalizado, definido por

LP(IU)(Q) = {u Q) — R’ u é mensuréUBL / |u(x)|p(w)dx < ‘I—OO} ’
Q

p € C(Q), com p(x) > 1 e mencionaremos vérias propriedades desse espago, tais como,
completeza, reflexividade, separabilidade e densidade. Apresentamos também um estudo
do Espaco de Sobolev generalizado W'?(®)(Q), o qual é definido por

Wl,p(a:)(Q) —{ue Lp(x); |Vu| € Lp(x)(Q)}
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onde

vu:<8u ou . 8u>'

85E178I2, 781‘]\[

Mostraremos varios resultados importantes para essa dissertacgao.
O Capitulo 1 ¢ baseado em Guimaraes [5] e Fan [9].

No Capitulo 2 apresentamos um principio do maximo forte para equagoes envolvendo
o operador p(z)—Laplaciano, isto é,

—div(|[VulP@2Vu) + d(z)|u|™2u = 0 q.t.pem 9, (1)

onde 2 é um conjunto aberto de RV N >2 pec CYQ), p(x) > 1paraz € Q, q(x) €
CO@), p < a(a) < p*(a), onde
Np(z)
pi(z) = N —p(z)’
+00, se p(z) > N.

se p(z) < N,

d(z) € L*®(Q) e d(z) >0 em .
O Capitulo 2 é baseado no artigo de Fan e Zhang [9].

No Capitulo 3, estudaremos a existéncia de solucio fraca em W'P(®)(Q) para o pro-
blema de Dirichlet

—Npyu = Aul?® 2y em Q,
(P)
u=0 em 0N
onde p > 1, p € C(Q).
O Capitulo 3 ¢ baseado no artigo de Radulescu [13].

No Capitulo 4, estudamos a existéncia de solucao fraca para a seguinte classe de
problemas elipticos quase-lineares:

( h(z) e
—Ap@yu = @) + k(x)u*™ em Q,
u >0 em ),
. u=70 em OS2,
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onde Q C RY (N > 3) é um dominio limitado e p, h, k,a , v € C(Q).
Para o Capitulo 4, temos como referéncia o artigo de Corréa,Costa e Figueiredo [6].

No Apéndice A demonstramos que, para quaisquer =,y € RY, valem as seguintes
desigualdades classicas:

23-p
|'T - y|p7 s€e p 2 27
<‘x’p72x - |y|p723/755 - 3/> > p |z — y|2
(p— 1)(|$|p Ty sel<p<2.

As desigualdades, acima, foram muito importantes no desenvolvimento dos Capitulos 3
e 4.

No Apéndice B, enuciamos varios resultados utilizados na dissertacao.

No Apéndice C, demonstramos alguns resultados sobre minimizacao de funcionais,
entre os quais o famoso Principio Variacional de Ekeland.



Capitulo 1

Os Espacos LP\)(Q) e WLr()(Q)

Neste capitulo, estudaremos o Espaco de Lebesgue Generalizado LP@®)(Q) e apre-
sentaremos um estudo do Espaco de Sobolev Generalizado WP (Q). Demonstracdes
podem ser encontradas em Fan [9] e Guimaraes [5], respectivamente.

Define-se

LP@(Q) = {u Q—R:ué mensuréuvel,/ | u(z) P@ da < oo} :
Q

onde 2 C RY é um conjunto mensuravel.

1.1 Resultados Basicos e Definicoes
Seja © C RY, um conjunto mensurdvel. Considere o conjunto
C(Q)={uecC@); ulx)>1Vrec Q}.

Para cada p € C(Q) e u € LP®)(Q), definimos

() = / ()P e,

p” =minp e p" = maxp.
Q Q
A funcao p é chamada de modular.
Proposigao 1.1. Para cada u, v € LP®) (), tem-se
(a) p(u) =0 se, e somente se, u = 0;

(b) p(=u) = p(u);

(c) pltu+ (1 —t)v) < tp(u) + (1 —t)p(v), para todo t € [0,1], isto € p é uma fun¢ao
convexa;

(d) plu+v) <27 [p(u) + p(v)];



CAPITULO 1. OS ESPACOS LPX)(Q) E WLP()(Q) 5

(e) Se A>1, entao
plu) < Aplu) < N7 p(u) < p(Au) < N p(u),
ese 0 < \<1, temos

Wp(u) < p(hu) < N p(u) < Ap(u) < p(u).

(f) Para cada w € LP@(Q)\{0}, p(Au) é uma funcdio crescente, continua e convera em
A€ [0,00).

Pelos itens anteriores, podemos concluir:

Proposicao 1.2. LP@(Q) ¢ um espaco vetorial.

Vamos, agora, definir uma norma no espago LP(*)(2), que serd denotada por || - || €
apresentar algumas propriedades.

Proposigao 1.3. |lul|,) = inf {)\ >0:p (%) < 1} ¢ uma norma em LP@(Q).

Proposicao 1.4. Se a funcao p(x) = p € constante, entdo

- Moy = 1 o,

onde || - ||, € a norma usual do espago LP(§2), 1 < p < 0.

Proposicao 1.5. Seja u € LP@(Q)\{0}. Entdo,

|u|lp@) = a se, e somente se, p <E> =1
a

Proposigao 1.6. Seja u € LP®)(Q). Entdo,

(1) [Jullp@) < 1(=1;>1) se, e somente se, p(u) < 1(=1;>1);
. - +

(2) Se lullye > 1, entdo ull?y, < p(u) < JullZ;

~ + N
(3) Se llullpw) < 1, entdo [[ully,y < p(u) < [ully,.

Proposigao 1.7. Seja (u,) C L™ (Q). Se u € LP®)(Q), entdo as sequintes afirmagées
sao equivalentes:
(1) Tim = ) = O

(2) lim p(u, —u)=0.

n—oo
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1.2 Propriedades do Espaco L“)(())

Nesta secao, apresentaremos as principais propriedades de Lp(”“")(Q).

O resultado abaixo é um corolario da demonstracao da Proposicao 1.7.

Teorema 1.1. Seja (u,) C LP@(Q) tal que u, — u. Entdo existe uma subsegiiéncia
(un,) tal que

(a) up, (r) — u(z), q.5. em Q;

(b) |un, ()] < h(z), para k> 1, q.s.em Q, h € Lp(x)(Q).

Teorema 1.2. Se p~ > 1, entdo LP®(Q) é um espaco reflezivo.

A seguir, apresentamos uma versao do Teorema da Representacao de Riesz para
o espaco LP)(Q).

Teorema 1.3. Seja p~ > 1 e seja g € LY tal que
1 1
—— + —— =1, para todo x € ().
p(z)  q(z)

Entdo, dado f € (LP™(Q))* existe um inico v € LI®(Q) tal que

flu) = /Qu(x)v(x)dx, para todo u € LP®(Q).

Agora, abordaremos a questdo da densidade em LP(®)(()

Teorema 1.4. Seja @ C RY um conjunto aberto. Entdo, o espaco Co() é denso em
170 ().

Teorema 1.5. Seja Q C RN um conjunto aberto. Entdo, o espago C3°(Q) € denso em
LP@)(()).

Teorema 1.6. Seja Q C RY wm conjunto aberto. Entdo, o espaco LP®)(Q) € separdvel.
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1.3 Propriedades do Espaco W'»(*)(Q))

Nesta secéo, estudaremos o espaco de Sobolev generalizado W1»(*) (Q2), ou seja, o seguinte
espaco

ou

Lj

Whee)(Q) = {u € LM(Q); o— e L'I(Q),j=1,..., N} :

onde Q C RY (N > 3) é um dominio. Tal espaco é muito importante em nosso trabalho,
pois é sobre ele que estudaremos a existéncia de solugao para os problemas considerados
nos capitulos seguintes.

ou
Observamos que, para u € Wl’p(m)(Q) entao — denota a j — ésima derivada fraca

Ox;
de u, ou seja,
0
/ 8:13] = /Q—%goda: para todo ¢ € C5°(£2).
Em W'?(®)(Q), temos a seguinte norma
ou
. = z 1.1
full = Wl + 3 [ 5 (1)
7=1

Se u € W@ (Q), definimos o gradiente de u, por

u = (2o o
N 8I178{E2"“78$N

Note que podemos escrever o espaco Wl’p(z)(Q) COmo
Wwhr@(Q) = {ue LP@(Q); |Vu| € LP@(Q)}).
Neste caso, é mais conveniente usarmos a norma equivalente

[ull = lullp@) + [Vulpw)-
Teorema 1.7. W'P@)(Q) € um espago de Banach.

Teorema 1.8. O espaco WP (Q) ¢ separdvel e reflexivo, se p~ > 1.

Definicao 1.1. Definimos o espaco Wol’p(x)(Q) como sendo o fecho de C3°(2) em W'P(@)(Q).

Segue, imediatamente da definicao de W, (I)(Q) e das propriedades de W@ (Q), o
seguinte resultado:

Teorema 1.9. Wol’p(x)(Q) ¢ um espaco de Banach, separdvel e reflexivo, se p~ > 1.
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1.4 Imersoes

Temos alguns resultados de imersao que serao bastante titeis nos capitulos subseqiiéntes.
Dentre esses resultados, destacamos um teorema que generaliza os teoremas de Sobolev e
Rellich-Kondrachov, bem como uma desigualdade do tipo Poincaré.

Teorema 1.10. Sejam p,q € C(Q) tais que q(x) < p(x), q.s. em Q. Entdo
whr@(Q) — whi@(Q),
e tal imersao € continua.

No que segue, temos

Np(x)

p*(x): N——p(x)’ p(l‘)<N7

p(z) = N.
Teorema 1.11. Sejam p,q € C(Q) tais que p~,q~ > 1. Se
q(z) < p*(x), para todo v € Q,

entao
WhrE)(Q) — LI@)(Q),

e tal imersao é continua e compacta.

Observacao 1.1. E possivel mostrar que, se p e ¢ € C(Q) sdo tais que

1 < p(x) < qlz) < p'(x), para todo = € 0,
entao
W@ (Q) — LI@(Q),

com imersao continua.

Teorema 1.12. (Desigualdade de Poincaré) Seja p € C(Q) tal que p~ > 1. Entdo,
existe C' > 0 tal que

lullpwy < ClVullyw), para todo u € Wy ().

Observagao 1.2. Como conseqiéncia da Desigualdade de Poincaré, temos
IVullpe) < llull = [[ullp@ + 1Vullpe) < (C+D[[Vullpe),

para todo u € Wol’p(z)(Q), ou seja, as normas ||ul| e ||Vul|lpw) sdo equivalentes em

Wy " (Q).



Capitulo 2

Um Principio do Maximo Forte

2.1 Introducao

Consideremos a seguinte equagao envolvendo o p(z)—Laplaciano

—div(|VuP@2Vu) + d(z)|u/?™ 2 = 0 q.t.pem Q, (2.1)
onde 2 ¢ um conjunto aberto de RN N >2 p(z) € CHQ), p(z) > 1 paraz € Q, q(z) €
CO(Q), p(z) < q(z) < p*(x), onde

Np(z)
p(z)={ N—px)
+o0, se p(z) > N.

se p(x) < N,

d(z) € L*®(Q) e d(z) >0 em .

No caso em que p(z) ndo é idéntico a uma constante, até agora, nao existia nen-
hum principio do méximo, para a p(z)-Laplaciano, porque os métodos tratavam com
p—Laplaciano. Nesta secao, estudaremos o artigo ”A strong maximum principe for
p(z)—laplace equations”de Fan X.L.; Zhao, D.; Zhang, Q. H.[11], que usando o ideal
de Montenegro [14] e algumas técnicas especiais, estabelecemos um principio do maximo
forte para equagao (2.1).

2.2 Preliminares

Definindo a aplicacao
AW Q) — (W) (@)
como

(ug) = [ (VP 2VuVe + d(w)lul"™ up)d
Q

Yu € WPE(Q), Vo € WhrE)(Q),
Verifica-se que A é uma aplicacao continua e limitada.
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Lema 2.1. (ver [9]). Seja h € W'YP@(Q), X = h + Wol’p(x)(Q). Entao, A : X —
(Wol’p(w)(Q))* é estritamente mondtono e coercivo com respeito a h e é um homeomorfismo.
Seja g € (W™ ())*. Se
(g.0) > 0,¥pe Wy"(Q), 9 >0 qtpem

entdo denotemos por g > 0 em (W™ (Q))*. Correspondentemente, se —g > 0 em
(W™ (Q))*, entdo denotemos g < 0 em (Wy "™ (€))*.

Definigao 2.1. Dizemos que u € W@ (Q) ¢ uma solugio fraca de (2.1) se Au = 0
e u € chamada uma super-solugdo (sub-solu¢do fraca) de (2.1) se Au >0 (Au < 0) em
(We™ ()"

Lema 2.2. (Principio de Comparacio). Sejam u,v € WP (Q) satisfazendo Au— Av >
0 em (Wol’p(m)(Q))* e o(x) = min{u(x) — v(x),0}. Se p € Wol’p(m)(Q)(isto é, u> v sobre
08), entio u > v q.t.p. em €.

Demonstragao. Seja 0 = {z € Q:u(x) <v(x)}. Entao,
0 < (Au— Av, )
= - /Q [(|Vulf @2V — [V P@=2T0) (Vu — Vo)
+d(flfl)(|U|‘Z(m)_2u — |0]"®=20) (u — v)]dz <0,

assim, Vo = 0 q.t.p. em e portanto ¢ = 0 q.t.p. em €2 desde que ¢ € Wol’p(x)(Q).
Conseqlientemente, u > v q.t.p. em (). [ |

Lema 2.3. (ver [10]) Seu € W'*@)(Q) é uma solugdo fraca de (2.1), entiou € CL%(Q),
onde ao € (0,1) é uma constante.

Observacao 2.1. Para alguma constante positiva p > 1, T, a e ky, seja

a kT

U(t) = le—<€p71 - 1)7Vt S [OaT]7 (22)
er—1 —1
Derivando, obtemos
k1
a2
V() = et (2.3)
er-1 — 1

e € facilmente seque que para t € [0,T], temos v'(t) > 0, v"(t) > 0. Portanto, v(t) e v'(t)
sao estritamente crescentes em [0, T]. Além disso, v(t) satisfaz

(p—10"(t) = ki'(t),Vte (0,T). (2.4)
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Por (2.3), temos

[ —~— a kT
0) = ——4 > —er- 2.5
v ( ) T@I;l% _ 1 Te ( )
e
%kfll kT a kT
V(T) = —F——er 1 < —ert (2.6)
er-1 —1 T
Sejam = < 1,b> 0
ejam —
J T ; €
2(N —1
k= —bln% Il - ) (2.7)
Entao por (2.5) e (2.6) seque que
V(0) > e () (28)
T
e
J(T) < ei’zﬂf”(%)lﬂf’%. (2.9)

2.3 Resultado Principal

Apresentaremos agora, os enuciados dos resultados principais de capitulo, que serao
demonstrados logo em seguida em duas etapas, para melhor entendimento:

Teorema 2.1. Seja u uma super-solucao fraca de (2.1), u >0 q.t.p. em ), e seja u ndao
wdéntica a zero em ). Entao, para algum subconjunto compacto nao-vazio K C ), existe
uma constante positiva ¢ tal que u > ¢ q.t.p em K.

Teorema 2.2. Sejam u como no Teorema 2.1, x1 € 90, u € C*(QU {x1}) e u(z;) = 0.

Se Q satisfaz a condicao de bola interior, entao %ﬁl) > 0, onde v é o vetor unitdrio

normal dentro de 02 sobre xy.

Demonstragao. Seja u > 0 um super-solucao de (2.1) e em que nao idéntica a zero em
Q. Provaremos o teorema (2.1) em dois passos:
Passol: Prova do Teorema 2.1, no caso em que u € C1(Q).
Afirmamos que u > 0 em 2. Suponha o contrario, entao podemos encontrar x;,xs € §2
e uma bola aberta B(x,2T) CC Q tal que 7 € 90B(x2,2T), u(x;) = 0 e u > 0 em
B(z2,2T). O raio 2T = |z; — 2| pode ser escolhido suficientemente pequeno (fixe xy,
varie xs).

Seja

a = inf{u(x): |z; — x| =T,
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Entao a > 0. Note que Vu(z;) = 0 desde que u;(z) = 0. Quando T" — 0, temos a — 0 e
fracamente T" — 0.
Denote
Y = {ze Q:T < |x—x| <2T}, p=p(x1),
d = sup{d(z):z €Y}, L=sup{|Vp(z)|l:2z€ Y}

a 2(N -1
Sejam T < 1 e % suficientemente pequeno tais que
plz) —1 1
> -V Y, 2.11
p—1 - 2 rEh (2.11)
e
ne > d (2.12)
—In— . .
T =
Sejam p, T, a, k; escolhidos como acima, e v(t) a fungao definida por (2.2). Entao
3
(%) < V() <1, ¥te [0,T]. (2.13)
Sem perda de generalidade, considere zo = 0. Sejam r = |z — xo| = |z| e t = 2T — 1.

Parat € [0,T] e r € [T,2T], definido
w(r) = v2T —r) =0v(t),

entdao w'(r) = —v'(t) e w”(r) = v"(t).
Seja w(x) = w(r) para x € Y com |z| = r, entao w € C*(Y).

A seguir, provaremos que w(z) é uma sub-solucao fraca de (2.1) em Y. Temos que

div(|Vw ()" 2 Vw(@)) = (p(x) = 1) (0)" 2" (1)
al op(z)z; N -1

—(v’(t))p(x)_llnv’(t)z o s Ty (V' (t))P@) =1, (2.14)
Segue de (2.4) e (2.11) que B
(ple) = DEOPO ) > Sk P (2.15)
Por (2.10) e (2.13),
SR (PO — 0 (0P _Z )2 Ny gy
> /() Gk + Lino/ (1) — 2)
> @y (k4 L - X - B

(2.16)
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Note que

que juntamente com (2.12), mostra que

(' (#))P@ 1 (—In %) — d(v(t))1@ (= m% —d) > 0. (2.17)

Segue de (2.14)-(2.17) que
di?}(‘vw(m)‘P(l‘)*va<x>> > d(l‘)|w($)‘q(l‘)fl,

isto é, w(x) é uma sub-solugao de (2.1) em Y.

Note que w < u sobre 0Y. Pelo Lema2.2, obtemos w < u em Y. Assim,

u(zy + s(zy — x1)) — u(xq)

lim

s—0t S

> Jim wlz + sles — @) Zwl@) _ gy 5 g
s—0 S

contradizendo o fato que Vu(z1) = 0, o que finaliza a etapa 1.

Etapa 2. Prova do Teorema 2.1 para uma super-solucdo fraca geral u € WP (Q).
Seja Qo = {z € Q: IB(z,¢e) C N}, tal que u = 0 q.t.p em B(x,€), seja Oy = Q\ Q.

Lema 2.4. Para xo € ., existe B(x,e) C Q) e uma constante positiva ¢ tal que u > ¢,
g.t.p. em Q.
Prova. Seja xy € €, entdo existe B(xg,2¢) CC 2 tal que u é ndo identicamente nula
sobre 0B(xg, 2¢).

Considere o problema

Aw = 0 em B(xg,2€), w = u sobre 0B(x, 2¢). (2.18)
Entao pelo Lema 2.1 (2.18) tem uma tnica solugao w. Conseqiientemente

w € CL(B(w, 2¢)).
Pelo Lema 2.3, w é nao identicamente nula em B(x, 2¢) pois w é ndo identicamente nula
sobre 0B(zg,2¢). Aplicando o principio da comparagao para w e v = 0, concluimos que
w >0 em B(xg,2¢). Pela etapa 1, w > 0 em B(xy,2¢). Assim existe ¢ > 0 tal que w > ¢
em B(xg,2¢). Conseqiientemente, u > ¢ q.t.p. em B(xg, 2¢) pela aplicacdo do principio
da comparagao para w e u em B(xg, 2¢).

Lema 2.5. Qy = ¢, isto é, {1 =,
Prova. Obviamente, 2y C Q é aberto e €y #  pois u é nao identicamente nula em ).
Se wy # ¢, entdo existe xy € 0y NI e uma bola B = B(zg,€) C 2 tal que u > 0 q.t.p.
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em B pelo Lema 2.4, especificamente, u > 0 q.t.p. em B N )y; que contradiz a definicao
de Qo.
Agora, podemos terminar a etapa 2, pelo Lema 2.1 e Lema 2.2. De fato, para qualquer

compacto nao-vazio K C ), existem finitas bolas abertas B;, © = 1,2,...,m, tais que
K cUM B, CQeu>c¢ qt.p. em B;, onde ¢; sdo constantes positivas. Seja ¢ = min{c; :
i=1,2,...,m}, entdo u > ¢ q.t.p. em K. Logo, o Teorema 2.1. estd provado.

Prova do Teorema 2.2. Escolha 7" > 0 suficientemente pequeno. Seja xo = x1 + 27,
entdo B(x2,2T) C Q, 21 € 0B(22,2T). Denote Y = {x € Q: T < |v — 5| < 2T}, nés
escolhemos 0 < a < inf{u(z) : |x — 23] = T|} e considere a tao pequeno quanto se queira,
da mesma maneira que a etapa 1 da prova de Teorema 2.1, existe uma sub-solucao w € CV

ow(xy)
vy

de (2.1) em Y e w satisfaz: w < wuem Y, w(x;) =0, > (. Conseqiiéntemente

ou(zy) - ow(xy)

B N >0



Capitulo 3

Um Problema Quase-Linear de
Autovalor

3.1 Introducao

Um dos problemas de grande importancia em Equacoes Diferenciais Parciais é o estudo
do Espectro do Laplaciano no Espago de Sobolev H} (). Mais precisamente, dado
um dominio €2 de R", devemos estudar o problema de autovalor

{—Au:/\uemQ

u=0 em 9N (3.1)

ou seja, encontrar valores de A e fungoes u # 0,u € Hj (), que satisfagam (3.1).

Segue-se da Teoria Espectral de Operadores Compactos e Auto- Adjuntos
que existe uma sequéncia de autovalores 0 < A\ < Ay < A3 < ..., \; — oo e tal sequéncia
é exatamente o espectro de —A. Além disso, segue-se do Principio do Maximo que
se designarmos por 1, 9, @3, . . . as autofuncoes correspondentes, temos que ¢, é a tnica
que possui sinal definido e A\; é simples, isto é , seu autoespaco possui dimensao igual a
um. Tem-se, também, que (;);en constitui uma base ortonormal hilbertiana em Hg (<),
ou seja,

/ VeiVp;=0,sei#j
Q

/ Veil> =1,sei=j
Q

Este é o caso isotropico. O caso anisotrépico:

{ —Au = Xa(z)u em Q (3.2)

u=0 em O}
também tem sido estudado por Manes-Micheletti [12] e Hess-Kato [15].

15
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, . C A - 1,
Neste capitulo, estaremos interessados na existéncia da solugao fraca em W,™” (m)(Q)
para o seguinte problema de autovalor nao-linear, dado por:

—Dpyt = Aul?® =2y em Q,
(3.3)
u=0 em 00

em que 2 C R" (n > 3) é um dominio limitado e suave, A > 0 é um parametro real e p,q

€ C(9), onde A, denota o operador p(x)—Laplaciano, o qual é definido por
Apyu = div(|Vu|W=2Vq)

Estudaremos o problema (3.3) considerando a hipdtese

1 <ming(z) < minp(zr) < maxq(x) (3.4)
zc ) € €

O principal resultado deste capitulo estabelece a existéncia de uma familia continua
de autovalores do problema (3.3). Mais precisamente, mostraremos que existe \* > 0, tal
que todo A € (0, A*) é um autovalor para o problema (3.3).

3.2 Propriedades do Operador p(x)-Laplaciano

Daqui por diante, denotaremos E = W, (x)(Q).
Teorema 3.1. O funcional I : E — R definido por
1 (@)
I(u) = — | Vul[P'"dx
o p(x)
¢ de classe C'(E,R).
Demonstragao. Para demonstrar que o funcional I é de classe C'(FE,R), basta mostrar

que a derivada de Gateuax de [ existe e é continua.

Existéncia da derivada de Gateaux: Sejam u,v € E. Dados z € Qe 0 < |t| < 1,
considere g : [0, 1] — R continua e derivavel em (0, 1), definida por

g(s) = |Vu+ stVo[P®,
Pelo teorema do valor médio de Lagrange, existe A(z,t) = A € (0, 1) tal que

g(1) —¢(0)

g = =7

Notemos que

4, tVu(Vu + stVv)
|Vu + stV
= p(2)t|Vu + stVuPD2(Vu + stVo)Vo.

J(s) = p(x)|Vu+ stVoP®
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Portanto,

g(li _—‘5’(0) = ¢'(\) = p(@)t|Vu + MV ~2(Vy + AtVv) Vo, (3:5)

o que implica que

MV PE) — | Ty|p@)

o = |Vu 4 MVo[P@=2[(Vu 4+ AtVo) V. (3.6)
Observe que
h = |Vu+ MVo[P@~2(Vu 4+ MVv)Vo — |Vul|P'®2VuVo, quase sempre em (3.7
quando t — 0
Notemos que
h| < [Vu+ XVoP@ Vo] < (|Vu| + Vo] P97 V. (3.8)
Como
\Vul,|Vo| € LP®(Q).
temos que

([Vu] + Vo] P61 € Lt (9).

Aplicando a desigualdade do tipo Holder, obtemos
J0vul+ [9ep@ 1 Vude = CY(Val + 90D o Vol < .
Q p(@)—

Portanto,
(IVu| + |[Vo|)P@ -1 Vo] € LY(Q). (3.9)

Logo, utilizando (3.5) a (3.9) e o Teorema da Convergéncia Dominada, teremos

I'wp = lim [ (|Vu+ \MVoPD72(Vu + MVe) Vo) do

=0 Jo
gy [ BT
Q p(a)t
= /[Vu]p(z)_2VuVUda:.
Q

dx

t—0



CAPITULO 3. UM PROBLEMA QUASE-LINEAR DE AUTOVALOR 18

Continuidade da derivada de Gateaux: Consideremos {u,} C F, tal que u, — u em
E, desse modo,

Vu, — Vu em (LP@(Q)N (3.10)

De acordo com o teorema 1.1, existe uma subseqiiéncia, ainda denotada por {u,}, e uma
funcio g € LP®)(Q), tais que

Vu,(z) — Vu(z) quase sempre em €2, (3.11)

|\Vu,| < g, quase sempre em (2 (3.12)
Por (3.11), ocorre que:
|\Vu,(z)] — |Vu(z)|, q.t.p. em Q (3.13)

Para todo v € F, temos

11 (un) — I'(u), 0| =

/ |V, [P =2V, Vo do — / VP @2V uVv dx
Q Q

I'uy,, v = /(]Vun\p(x)_QVun — |VuP®=2v) V| dz
Q
< /||Vun|p(m)_2Vun — |Vu[P 2Ty || V| da. (3.14)
Q
Consideremos
fo = ||[Vun |/ 2Vu, — |Vu|/'“2Vu||Vu|, n € N. (3.15)
Portanto,
o < NIV PO 72w | + ([ Va7 (= V)

IA A

|V, PO~ 4 |[VuP®1 vn e N, (3.16)
Observando que:

Wun|p(x)—1 + |Vu|p(x)—1 e LQ(@(Q)’

onde ¢(z) = . De (3.16), concluimos que

p(r) —1
{fu} € L1(Q)
Pela desigualdade de Holder em (3.14), temos

7' (un) = I'(u), 0|

/|Vun|p(z)_2Vuandx—/|Vu|p($)_2VuVde
Q Q

< /fn|Vv]dx

Q
< Cllfallo@ IVUllpe)
<

Cll fallgia 01

I'(up)v
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de onde segue que
1 (un) = (W)l < Cllfallg@): (3.17)
Usando agora (3.11) e (3.13) em (3.15), temos
fo VU PO 72V, — |[VuPD 72V — ||VuPP 2V — [VuP® 2 V| = 0,

ou seja,

fn(z) — 0 quase sempre em ¢ (3.18)
Por (3.12) e (3.16), obtemos

fa(x) < g(2)P@71 4 |Vau(z) P quase sempre em €.

Dai,

T)— r— (z)
(g(az)p( =1 ]Vu(x)\p( 1))‘1
210 (g(a)" "+ V() P)

fn(l")Q(x)

IA N

Portanto,
fo(@)?® < 207, (g(z)P =1 4+ | Vu(z)P@=) € L), quase sempre em €(3.19)

De (3.18), (3.19) e usando o Teorema da Convergéncia Dominada, ocorre que

/fn(m)(m) — 0, quando n — oo.
v

Assim, pela proposicao 1.7, tem-se
| fallgey — 0, quando n — oo.
Desse fato e de (3.17), temos
I’ (u,) — I'(w)]|| — 0, quando n — oo,
ou seja, a derivada de Gateaux I é continua.

Teorema 3.2. O funcional G : E — R, definido por

Glu) = / (L|u|q<f>dx

qu)

¢ de classe C'(E,R).
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Demonstragao. Para mostrar que o funcional G é de classe C'(E,R) podemos proceder

de modo andlogo, com no Teorema (3.1).

Existéncia da derivada de Gateaux: Sejam u,v € E, x € Q e 0 < [t| < 1. Considere
a fungdo f : [0,1] — R continua e derivavel em (0, 1), definida por f(s) = |u + stv|1®).

Pelo Teorema do Valor Médio, existe A(x,t) = A € (0,1), tal que

roy = IS0

Observe que

_to(u + stv)

/ — t‘I(I)
F5) = a@)lu+ stolt =

f'(s) = q@)tlu+ sto|?@2(u + stv)(v).

Logo,

1) — f(0

TOZTO _ aytfuc+ Mo+ Moo,
ou seja,
tola@ — |q|a@)
|U7L S ?J| |U| _ |u+ )\tv|q(a¢)—2(u+ )\tv)(v).
q(z)t
Note que
ho= |u+4 Mo|"@72(u 4+ o) (v) — |u|*™2uw, quando t — 0.

Observe que
Al < Ju Ao < (Ju] + [o]) 7ol
Desde que |ul, [v] € LP®)(Q), temos
(jul + o)™t € L3 (@)

Pela desigualdade de Holder, segue que

/Q(|U|+|v|)"(””’_llv|dx < Cllul + oD 7| e [[vllp) < oo

q(z)—1

Assim,

(Jul + [])* @ o] € LY(Q).

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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De (3.21) - (3.23) e usando o Teorema da Convergéncia Dominada, temos

G'(u) = lim

q(x) _ |,,19(x)
lim Qq(x)t(|u+tv| |u|1*) dx

— Pr%/ |u + Atv| 7@ =2 (y 4 Mv)v da
—0Jq

= / || 7@y da.
Q

Continuidade da derivada de Gateaux: Consideremos {u,} C E, tal que u,, — u
em FE, de acordo com o teorema (ver), existem uma subseqiiéncia, ainda denotada por
{u,}, e uma fungdo g € LP®)(Q) tais que

un(r) — w quase sempre em §, (3.24)
¢
lun| < h(s), quase sempre em (). (3.25)
Logo, por (3.24), temos
lun(z)] — |ul, quase sempre em (. (3.26)

Para todo v € F, tem-se

| < G'(up)v — G'(u),v>| =

/]un]qwQunvdx—/\u|Q(x)2uvdx
Q

0
= ’/(|un\q(m)_2un — |u|"™@2u)v dx
Q

< /Q||un|q(’“")2un — |u] @2y |v| da. (3.27)
Definindo
In = ||un]™™@ 20, — |u"@2y|jv], neN, (3.28)
tem-se
Gn < Jun"@7 — @t v e N (3.29)
Note que

a7 [l € L)
e de (3.29) segue que

(g} C Litoi(Q).
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Utilizando a desigualdade de Hélder em (3.27), obtemos

|G (un) = G'(u), 0] < AII%W”M-\UI"“)QUIIUIIdx,

/gn|v|dx
Q

< Cllgall e NVllpe)-
2@ -1

IN

Portanto, concluimos que
1G"(wn) =G @) < Cllgall_pe
Usando (3.24),(3.26) e (3.28), obtemos
Gn = a7 20, — |u|?® 2| — 0.
Portanto,
gn(r) — 0 quase sempre em (2.
Por (3.26) e (3.29), temos

gu(z) < h(x)T®7 4 u(z) 9@ quase sempre em Q.

Dai,
) _p(z)
[gn(gg)]qﬁm < [gn(z)Q(I)—l_i_’u(x)’q(x)—l}q(z),l
(@)
< 2T (ga (@) + fu(x) ).
Logo,

p(z)

[gn(z)]5@1 € L'(Q), quase sempre em {2

Utilizando de (3.30)-(3.31) e o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

p(z)
/ [gn(2)]*®=T dz — 0 quando n — oo.
0

Desse modo, pela Proposicao 1.7, ocorre

|gnll »@x — 0 quando n — oo.
q(z)—1

Desse fato e (3.30), obtemos

|G (u,) — G'(u)|| — 0, quando n — oo

22

(3.30)

(3.31)

(3.32)
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e isto conclue a continuidade da derivada de Gateaux G’.

Se definirmos L :=I' : E — E*, entao
(L(u),v) = /]Vu|p(x)_2Vqu dx, para todo u,v € E.
Q

Vamos estudar agora, algumas propriedades interessantes e tuteis desse operador com
intuito de obtermos solugao fraca para o problema (3.3).

Teorema 3.3. O operador L : E — E* ¢€:

(a) continuo;

(b) limitado;

(c) estritamente mondtono, isto é, (L(u) — L(v),u —v) > 0, Vu,v € E, com u # v;
(d) do tipo S, isto €, se

u, = u e lim (L(u)— L(v),u—v) <0,

n—oo

entao

U, —u em F;

(e) um homeomorfismo.

Demonstragao.

(a) Como (L(v),v) = (I'(u),v), para todos u,v € E, temos que L é continua devido a
continuidade da derivada de Gateaux de I.

(b) Considere B C E um conjunto limitado. Portanto, existe K > 0 tal que

|lu|| < K, paratodou € B. (3.33)

Seu € Bewv€E FE,entao,
(L(u),v) — / VU D2V Vo dz = |(L(w), v)] < / VPOV da (3.34)
Q Q

Pela desigualdade de Holder em (3.34), temos:
(L@l < O Tu P | g [Velye
= C p(x v x)-
loll o 190l

Portanto,
IL@) < Cllgl s . Vue B (3.35)
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onde g = |Vu[P@)~1
Desde que

Vullpey < |lul| <K, para todo u € B,

entdo existe k > 0 tal que

/}ﬂxy@%m ::L/UVWP@*UJX%dxzi/\VuP@)<k
Q Q Q

Portanto, por (3.35), concluimos que L é limitado.
(¢) Para quaisquer x,y € RY, valem as desigualdades (ver apéndice B):

237

<|5U|p_2x - |y|p_2?J,$ - y> > p |x . y‘z
PR rE R

[z =yl sep>2,

Considere u,v € FE, tais que u # v. Entao, Vu # Vu. Considere os conjuntos
Qp = {zeplx)>2te Q. ={re Q1<plx) <2}

A monotonicidade estrita de L segue fazendo x = Vu e y = Vv nas desigualdades acima
e integrando sobre ), ou Q_, conforme seja p(z) > 2 ou 1 < p(x) < 2, respectivamente.
(d) Se u, — u e lim (L(u,) — L(u),u, —u) <0, entao

lim (L(u,) — L(uw),u, —u) = 0.

n—oo

Se p(x) > 2, entdo

/ \Vau, — VulP@ dez < (L(uy) — L(u),u, —u) — 0, quando n — oco.
Q4

Se 1 < p(z) < 2, entao utilizando a desigualdade tipo Holder, ocorre

— pa: 2—p(x
(2/|V%—VWW¢E:<$/ (‘V% Vul (V| + | V) 2 da

- ‘Vun| + ’v |>P(Z)(2 p(x))
< Cllgall 2 ol = (3.36)
onde
o |Vu, — Vu[P®)
T (V| + [V
(§]

p(z)(2-p())
hn = (Vug| +[Vul) 2



CAPITULO 3. UM PROBLEMA QUASE-LINEAR DE AUTOVALOR 25

Desde que u, — u em E, entdo (u,) é limitada. Portanto, existe uma constante C3 > 0
tal que

/ ]Vun\p(x)dx < (.

Assim,

p o, (hy) = / | |7 d = / (IVtp| + [Vu|)P@ da (3.37)

2
2—p(x) Q_

IN

Q_

Temos também

p(x) _

p, (hy) = / \gn]%dx < Cs- (L(up) — L(u), up, —u) — 0, quando n — oco.  (3.39)

Usando (3.37) e (3.39) em (3.36), obtemos

/ |V, — Vu|''® dz — 0, quando n — oo

Portanto,

/ |V, — VulP™ dz = / |V, — VulP'® de + / |V, — VulP® dz — 0.
Q Oy

Logo, pela Proposicao 1.7, temos
IV (un = w)lp@ — 0.
o que implica
|wn, —u|| — 0.

(e) Como L estritamente monétona, entao L é injetivo.
Suponhamos que ||Vu||,) > 1. Pela Proposicao 1.5, temos

/ VupO ds > Va7, (3.40)
Q
Pela desigualdade de Poincaré, existe uma constante C' > 0, tal que

IVullp@y = Cllull (3.41)

Por (3.40) e (3.41), segue que

p(z)=2 .
(L(u), ) - /Q|Vu| Vu - Voudz

lull [l




CAPITULO 3. UM PROBLEMA QUASE-LINEAR DE AUTOVALOR 26

Portanto,

Ew.w) - _ (3.42)

lim 0,

lul—oo  [Jul]

ou seja, L é coercivo. Usando essa tltima propriedade, a continuidade e a monotonicidade
de L, concluimos que L é sobrejetivo.
Dessa forma, existe o operador inverso

L' E*—E. (3.43)

Vamos demonstrar que L~! é continuo. Seja {g,} C E*, tal que g, — g em E*.
Considere

Desde que L é uma bijecao, ocorre
L(u,) =gne L(u)=g (3.44)
Notemos que

p(x)—2
(L), ) [ 1, F o

lunll [

/ IV [P
Jo

]

Pela limitacao {g,} e por (3.42), concluimos que {u,} é limitada em E. Sendo E um
Espaco de Banach reflexivo, entao a menos de subseqiiéncia podemos supor

Up, — Ug.
Notemos que

(L(un) = L(uo), un — o) = (gn, tn = u0) — (L(uo), un — to)
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Por outro lado, temos
(gnaun - uO) = (gn — g, Un — uO) + (g7un - UO)
Mas, g, — ¢ e u, — ug, de onde segue que

lim (L(u,) — L(ug), up, —ug) = 0

n—oo

Como L é do tipo (S4), temos

Sendo L continua, temos

Por (3.44), obtemos
L(u) = L(up)
Desde que L é injetivo, temos u = ug. Portanto, de (3.45) temos
u, — uem F,
mostrando que L~! é continuo, assim concluimos que L é um homeomorfismo.

Observacgao 3.1. Pelos Teoremas 3.1 e 3.2, o funcional energia Jy : E — R, definido
por

1 1
I (u :/—Vup(x)cu—)\/—uq(x)dm
= fom wa@)"

¢ de classe C'(E,R), com
Ji(u)v = / |VulP @2 VuVude — )\/ |1 2yvdz, Yu,v € E
0 Q

Dessa forma, as solugoes fracas de (3.3) sao os pontos criticos de Jy.

Lema 3.1. Eziste \* > 0 tal que para todo X € (0, \*) existem p, a > 0 tais que J\(u) > a
para todo u € E com ||u]| = p.

Demonstragao Desde que g(x) < p*(z) para todo x € €, temos que E estd imerso
continuamente em L‘J(z)(Q). Assim, existe uma constante positiva C7, tal que

ul o) < Calll], Yu € E. (3.46)

1
Fixemos p € (0,1), tal que p < o Esta condicao implica que
1

ueE, [lul[=p
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entao
|ulg@) < Crllull = Crp <1
Além disso, pela relagao (1.6), temos
(1) = [ [ul®de < i) Vo B Jull = p
De (3.46) e (3.48), obtemos
[ el s < oz, < O3 llull Y € B Jlull = o
0

De (1.6) e (3.49), teremos que, para cada u € E, ||u]| = p,

1 1
J,\(u):/—|Vu|p(m)dx—/\/—|u|q(”3)dx
o p(z) o q(x)

1
2/—\Vu|p da:—)\/ — |1 dy
>—/yvu|p d:c——/\u|q

> _/ V@ d — 2 08 jul| -
q
Agora, observamos que ||u|| = |Vu|y) < 1 e da relagao (1.6) tem-se

lull = [Vl <1 e ppo)(IVul) 2 [Vuljg) = [ull"*

Portanto,
1 ot A g .
JA(u)ZFHUII _q__Cl [l |
1 4 A -
:Fpp _Fclq pd
1 L A _
= pi~ (_pp —am _ 2y >
pt g !
Definamos
P
2pt 9

28

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

Observando que, em virtude da condigao (3.4), temos p™ > ¢~. Entdo, para A < A\*,

teremos
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Assim,
pt—a=  \O9
P — = —=>0
p q
p?"
Portanto, tomando a = ot 0, teremos para A € (0, \*), ||[u]| = p.
P
AN R N
() = p? <p—+Pp - qTClq )
=pT Lplﬁ—q‘ _ pr L4 Ci
pt 2ptof a4
1 P
) L au— 4 9 - = > O

O que conclui a demonstragao do Lema 2.1.

Lema 3.2. Existe ¢ € E tal que ¢ >0 e ¢ Z0 e Jy(tp) < 0 para t > 0 suficientemente
pequeno.

Demonstracao. A hipdtese (3.4) nos afirma que

1 < ming(z) < minp(x) < maxq(z)
e} €N €

o que implica que ¢~ < p~. Considere g > 0 tal que ¢~ + 9 < p~.

Por outro lado, desde que ¢ € C(Q), segue-se que existe um conjunto aberto Qy € €,
tal que Qo € Qe | q(x) — ¢~ |< g0, Vo € Q.
Assim,

—gp < q(x) —q~ < e&p,Vx € Qo
¢ —eo<q(r) <q +eo Ve

desse modo:
q(z) < q +eo<p ,Vx e

Seja ¢ € C>(Q), tal que supp(¢) D Qy, ¢ =1,V € Qy e 0 < ¢(z) < 1, em Q.
Para t € (0,1), temos

1 1
I(u) = /—\ Vu |p<l‘>dx—A/—q | u " dx
Q Q

p(x) ()
p(@) (@) ta(@) @)
= / |Vu|pxd:)3—)\/ | u |9 dx
o p(z) o q(z)
P 14 teo
< —_/ | Vu [P dx — A - | u | dx
p Q Qo
Para Jy(u) < 0, devemos ter
i 19 teo
—_/|Vu POz — A | u " dz < 0
P Ja Qo
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ta teo
/|Vu|p de < \- / | u | dg
at Ja

A
t < Q

—
b | Vu [P da
Q
v [
i .
| Vu [P“dx
Q
Desde que p~ — q~ — €9 > 0, ocorre
1
A ’u 1@\ "
t <
/ | Vu |p(l‘
Definindo
)‘p | u |q dx

temos que, Jy(u) < 0 para t < j»~ -9~ —<0.

Observemos que / | Vu |P @4z > 0. De fato, é claro que
Q

| u \q(z)dx < / | u \q(x)da: < / |u|? do
Q% Q Q

30

1, - : - : .
Por outro lado, W,"” (x)(Q) estd imerso continuamente em L7 () e, assim, existe uma

constante Cy > 0 tal que

9l- = Callgl-

Esta desigualdade nos diz que [|¢|| > 0.
(a) Se ||¢]| > 1, pela relagao (1.6), temos

1< VoI, < ppw(Vo) = [ [V Wda.
(x) 0

(b) Se ||¢]| < 1, pela Proposigao 1.6, ocorre:

VOPT < ppn (V) = /Q VP d.
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Logo,

/ VoP@de > 0
Q

concluindo, assim, a demonstracao do lema. [ |
Definicao 3.1. Dizemos que X € R € um autovalor do problema (3.3) se existir u €

WP Q) \ {0} tal que

/ |VulP @2 VuVudr — )\/ || 7@ 2ypdx = 0, (3.51)
0 Q

para todo v € Wol’p(z)(Q). Observemos que se X for um autovalor do problema (3.3), entdo
a fungao correspondente u € Wol’p(m)(ﬂ) \ {0} € uma solugdo fraca de (3.3).

Temos o seguinte resultado central desse capitulo:

Teorema 3.4. Suponhamos que condi¢ao (3.4) seja satisfeita,

max p(z) < N e q(z) < p*(x), Vo € Q
€

Entao existe \* > 0 tal que todo X € (0, \*) é um autovalor do problema (3.3).

Esse Teorema implica que

/ VP dx
inf CAVEEE—.

0
ue Wy P\ (o) / |7y
Q

de onde segue-se que dado qualquer C' > 0, existe ug € I/VO1 P (z)(Q) tal que

C’/|u0|q("”)dx2/\Vuo|p(‘”)dm
Q Q

Demonstracao. Seja A* definido em (3.50). Pelo Lema 3.1, existe uma bola centrada na
origem, B,(0) tal que

inf J, > 0.
9B,(0)

Por outro lado, pelo Lema 3.2, existe ¢ € E tal que Jy(t¢) < 0 para ¢t > 0 suficientemente
pequeno. Ja sabemos que u € B,(0), teremos

1

>
=

A

Ia(u) lul?” = =C [lu]*”.

Como p* > ¢, segue-se que

—o00 < C= inf J, <0.
B, (0)
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Tomemos ¢ > 0 satisfazendo

e < inf Jy — inf J, (3.52)
B,(0) B,(0)

Aplicando o Principio Variacional de Ekeland (ver Apéndice C) ao funcional

J)\ : BP(O) — R,

encontramos u. € B,(0) tal que

J)\(UE) < inf Jy +e¢
B,(0)

In(ue) < J(u) + €|luc — ul|, v u..
Desde que
Ia(ue) < inf Jy+e < inf Jy < Jy(u), Yu € 0B,(0),

B, (0) B,(0)

concluimos que u, € B,(0).
Agora definimos

I, : B,(0)—R
I(u) = Jx(u) + €|lu — u|.

Como

Ia(ue) < J(u) + €||lu — uc|

Ia(te) + ||ue — ue|| < J(u) + €||u — u|

L(ue) < J(u) + €||u — uel|, v # ue,
tem-se que u. ¢ ponto minimo de 7.
Assim,

I(ue + tv) — I (u,)
t
A relagao acima implica que
Ia(ue + tv) — €||ue + tv — ue|| — In(ue) — €]|ue — uel|
t

> 0, se t > 0for pequeno, para todo v € B;(0).

207

In(ue + tv) — Jy(ue)
t
Fazendo t — 0, segue-se que

+ €|lv]| > 0.

(@), v) +ello] =0,
(@), —v) + el vl >0,

— (A v) +ellol] = 0
(), v) < ol
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Assim,

<J;\(ue), U>

o]

Portanto,

(Jy(ue),v)

I\ (ud)llge = sup ==t <.
’ o]

Dessa forma, tomando € C % encontramos uma seqiiéncia (w,) € B,(0), tal que
I(w,) — C e Jy(w,) — 0. (3.53)
Desde que w, € B,(0), temos que (w,) ¢ limitada em E. Assim, existe w € E, tal que
w, — wem F.

Desde que g(z) < p*(z), Vo € Q, E estd imerso compactamente em L) (Q) e, assim, a
menos de subseqiiéncia,

w, — wem L1®(Q).

Observemos que

/ \wn|Q(5‘)_2wn(wn —w)dz
Q

Pela desiguladade de Holder, temos

/ |wn|q(x)’2wn(wn —w)dx
Q

onde

Desde que

“w|q(m)—1

g(x)-1 |7 (@)
Y@ = inf{)\>0;/‘% d:pgl},
Q

¢ limitada por uma constante e |w, — w|qE) — 0,

z)—1
temos que |[w|?*) ()

concluimos que

/|wn|Q($)_2wn(wn—w)da: — 0.
Q
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A relagao (3.53) implica que

<J//\(wn), Wy, — w> = /Q |V, |[P® 2V w, V (w, — w) dr — )\/Q 1w, |99 20, (w,, — w) da.

de onde concluimos que

lim [ |Vw,"®*Vw,V(w, —w)dz = 0 (3.54)

n—oo Q
Sabemos que para quaisquer z,y € RY, vale a desigualdade seguinte (ver apéndice A):
(|22 = [y Py, 2 —y) > Clo—yl’, sep>2.
Pondo z = Vw,, e y = Vw na desigualdade acima, temos

(|Vw, [PV, — [Vw|P*Vw, Vw, — Vw)
(|Vw, [P Vw,, V(w, —w)) — {|Vw,[P*Vw, V(w, — w))

CIV (wy, — w)["
IV (w, — w) [P

Integrando ambos os membros, obtemos:
/Q(|an|p_2VwHV(wn —w) — |VwlP?Vuw, V(w, —w))de >
C /Q IV (w,, — w) [P dz (3.55)
Desde que w,, — w em E, temos
[ v veviw, —w) — o
logo
/Q IV (w, —w)[P@ dz — 0.
Portanto,
(Vo =w) — [ (9, =) e —0,

Pela Proposigao 1.7, ocorre que
IV(wn = w)llp@ — 0
donde
[wn = wllp@ — 0.
Logo, w, — w em E. Pela relagao (3.53), segue que
JL(w) = C e Jy(w)=0. (3.56)

Assim, concluimos que w é solugao fraca nao-trivial do problema (3.1), mostrando que
Assim, todo A € (0, \*) é autovalor de (3.1).



Capitulo 4

Um Problema Singular via Método
Topologico

4.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de solugao fraca em T/VO1 2(®) (Q) para o seguinte
problema singular eliptico proposto por Corréa, Costa e Figueiredo [6]:

—Ap@yu = hz) + k(z)u®® em Q,
u >0 em (), (4
u=>0 em 0f),

onde Q C RN (N > 3) é um dominio limitado, p,h,k,a ey € C(Q) e Apy) designa o
operador p(x)—laplaciano, o qual é definido por

Apwyu = div(|VuP® V).
Aqui, usaremos o seguinte resultado devido a Rabinowitz: [16]

Proposicao 4.1. Considere um espaco de Banach X e T : RT x X — X uma aplicacdo
continua e compacta tal que

T(0,u) = 0, para todo u € X.
Entao a equacao
u = T(\u),

possui um conjunto conexo, fechado e nao limitado C' C R x X de solucoes com
(0,0) e C

Os resultados aqui apresentados sao generalizacoes daqueles para o problema de Dirich-
let envolvendo o operador p—Ilaplaciano.
No que segue, denotemos

C.(Q) = {h:heC@) hx)>1,vhe COY,
ht = maxh(z) e h~ =minh(z), Yh € C(Q).

€ €

35
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4.2 Hipdteses sobre as fungoes p(z), v(z), a(z), h(zx)ek(z)

Ao longo desse capitulo assumiremos as seguintes hipdteses preliminares:
(Hy) h,k €C(Q), h,k>0em Q, h,k #0 em Q
(Hy) a,v€ C(Q),0<ax),y(z)<1,VreQ

(H3) r € C+(2) é uma fungao satisfazendo
1 1

@) @)

onde p*(x) é o expoente critico de Sobolev.

< 1,

(Hy) 1 <r(z) <p*(z)em .

(H5) ot <p~ — 1.

A condigao (Hj) é natural, pois quando a e p sao constantes a condi¢ao usada é
O<a<p—1

(Hg) a(z) +1 < p*(x), Yz € Q.

As hipdteses (Hs) e (Hy), ndo sdo imcompativeis, por exemplo, suponha que

%4_1)*1@ < ler(r)>2em .
Realmente, se r(z) < p*(x), temos
1 1
r@ © )
Assim,
1 1 1 1 2

+

r@)  p@) @) @ @)

o que mostra que (Hy) implica em (Hs).

4.3 Existéncia de Solucao

Nesta secao, discutiremos a existéncia de solugao fraca para o problema (4.1).

Definicao 4.1. Dizemos que u € E é uma solugao fraca do problema

—Apyu = f(r,u), €,
{ u =0, x € 0. (4.2)

Se
/|Vu|p(z)_2Vqudx = /f(x,u)vdx, Vve E.
Q Q
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Proposigao 4.2. Se f(z,u) = f(z), f € L"™(Q), onde r(z) € C,(Q) € tal que

< 1, para qualquer x € ,

entdo, o problema (4.2), tem uma unica solugao fraca.

Demonstracgao. Considere o funcional g : F — R definido por

o) = [ 1@yvs

E claro que g é linear. Mostraremos agora que g é continuo.

Considere § € C(Q), tal que

@ + M = 1,Vze
Assim
1 r(z)—1
Blw) — ()

por hipdtese, temos

—— > ——, parax € ().

1
B(x) p*()

Portanto,

Pelo Teorema 1.11, a imersao

E — LP@(Q) é continua,
entao existe C7 > 0 tal que

[olls@ < Cilloll, Vo e E.

Pela desigualdade de Holder,

< C f vl

9(0)| = \ [ s

sendo

37

(4.3)

(4.4)
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Por (4.3) e (4.4), temos
lg(w)] < Co-flvll, Vv e E,

o que demonstra que g é continua.

Como g € E* e L é um homeomorfismo, entao existe um tnico v € F tal que
/ |VulP®)2VuVvder = / f(z)-vdex, Vve X,
Q Q

isto é, o problema (4.1) possui uma tnica solucao fraca.

As trés préximas proposicoes estabelecem alguns resultados relativos ao Principio para
a equagao envolvendo o p(x)—Laplaciano, que se encontram no capitulo anterior.

Proposicao 4.3. (Principio da Comparagao.) Sejam u,v € E satisfazendo
/ Vu|PD2VuVpdr > / |Vo[P@ =2 VuVp d,

Q Q

para qualquer ¢ € E, ¢ >0 em €.
Seja ¥(z) = min{u(z) —v(z),0}. Se ¥ € E entao u > v em Q.

Proposicao 4.4. Considere u € E uma fungao que satisfaca

/ VulfD2VuVeds > 0, Yo € W™ (Q),

Q

p>0emQ, u>0emQ eu#0. Entdo, para qualquer subconjunto compacto K C €,

existe uma constante positiva C' = C(K) tal que v > C em K.

Proposigao 4.5. Sejam u como na Proposicio 4.4, x1 € 9Q, u € CY QU {x1}) e
u(zy) = 0. Se Q satisfaz a condi¢do de bola interior em xq, entdo g—z > 0, onde n € um
vetor unitdrio normal interior em x.

Proposicao 4.6. Seja S uma aplicacao, definida por
S:RY x L'@(Q) — WP (Q)
(Nu) — v=5\u),
onde v € a unica solugao do problema

h(z alz
—Ap@)v = A W + k(z)u]*@ | em Q,

v =0 em 0f).

Entdo S € uma aplicacdo continua.
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Demonstragio. Seja (A, u,) C RT x L"®)(Q), tal que
Ae — Aem R e w, — uwem L"@(Q).
Fixando v, = S(\,, uy), teremos
vy, — vem L'®(Q).

Pela definicao de S, obtemos

Byytn = A + k@] em
(4.5)
v, =0 em 0.
e
“Br = |l @[]0 em 0,
(4.6)

v =0 em Of).

Usando v,, — v como fungao-teste em (4.5) e (4.6), obtemos pela defini¢ao de solugao fraca:

o) [ h(z) ala
/g;|vvn|p( ) 2VUnV(Un - U) dr = An/Q W + k(l’)|un| ( ):| (Un — U)d.r

) [ h(z) e
/Q]VUV’() Vo, V(v, —v)dr = )\/Q W—l—k(xﬂu! ()} (v, —v) dx

Subtraindo as equagoes anteriores, temos
/ [V, [P 2V, V (v, — v) — |Vl 2V, V (v, — v)] do
Q

= /\n/Q {% - k(x)|un|a($)} (v, — v)dz

—/\/Q {(L + k(m)|u|a<w>] (0n — v) d

[u + €)@

isto é,
/ (|V0, [P 2V, — VoD 2V, Vo, — Vo) de =
Q

)\n/ﬂ {% + k(:)s)|un|°‘(”)] (v, — v)dx —
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na desigualdade do Apéndice A,
Fazendo x = Vv, e y = Vv, ocorre que

h(z) h(x)
[un] + €7@ (Ju] + €)1

—l—C’/ MN|wnl® = |u|*) (v, — v) d.

Usando a desigualdade de Holder e o teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
obtemos
Se v, — v em E, entdo v, — v em L") (Q) o que conclui a prova.

C, ||V, — Vol [P@ < C’/{ ) (v, — v)dx

Teorema 4.1. Considere as hipdteses (Hy) — (Hg). O problema (4.1) possui uma solugdao
fraca.

Demonstragao. Comecaremos a prova, considerando o seguinte problema auxiliar:

h(z a(x
—Apa)v (\u|+(6)w(z) + k() [u*™) em Q,
(4.7)
u =0 em 011,
onde 0 < € < 1 é um numero fixo.
Afim de aplicar aplicarmos a Proposicao (4.1). Consideremos o seguinte problema
_Ap(x)v =A [ |u\+e)w(z) + k?( )|U|a(‘r)] em (2,
(4.8)
v =0 em 011,

Para cada u € L"®@(Q), onde A > 0 é um parametro real.
Observe

r(z)
v € L"™(Q)entéo|u|*® € Law (Q)

V= (|u| + €)r@ S am € 170 ()

Devido a hipétese (Hj), o problema (4.7) possui uma tnica solucio v € W™ @(Q).
Usando a Proposigao 4.1, consegue-se uma componente C' de solugdes (A, u) € Rt x
L"@(Q) de u = S(\,u), (observe que S(0,u) = 0), isto é,

—Apyu '—Ahﬁym+H)WWﬂemQ7

u =0 em 0f2.

Pela Proposicao 4.4, temos u > 0 em €2 e

Dy = A + k(@)[u]@)] em 0,

(u-l,—e ()

u =0 em 0f).
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Agora, iremos mostrar que a componente C' é nao-limitada com respeito a A > 0. Suponha
que isso nao acontega, ou seja, existe A* > 0 tal que se (A, u) € C entao 0, < A < \*.
Assim, usando u como fungao-teste na equagao (4.9), temos

/QIVuld:r = /QA[%JFMJ;)MW)H} .

Notemos que
h
/ﬂdx /HhHOOLd:I:
(u+ €)7 Q (@)

< Hh”oo/—dx
C’/udm
Q

< C’|Vu|p(;,;)-

IN

IN

Usando a imersao continua Wy < L1(Q), também temos
[ R < bl [ 0t d = lpogor s ),
Q Q

e, pela hipétese (Hg), temos W™ < Lo@)+1(Q) o que nos que U] a1 < C|Vulpe).
Consideraremos dois casos:
(i) Se |u|a(z)+1 > 1 pela Proposicao 1.6, temos

at
Pa(z)+1 <u) = |u|o¢(:)c+41r1

(i) Se |u|a@)4+1 < 1, ocorre pelo mesmo fato que

Payr1(w) = lulsiiy

Conseqlientemente,

h(x)
— P(x)d :)\/ N\ k a(z)+1 d
(V) /Q Vul dz = [ [ o k@ .
Cllullp@) + C|Vu]§al)+1
< Cllully@) + CIVulb)-

IN

Portanto, p(Vu) < C(||lu| + ||ul|’™), onde 1 < B+ 1 < 2.
Utilizando novamente a Proposicao 1.6, obtemos
(a) Se |Vulp) > 1 entdo ppa)(Vu) > |Vu]1’;(_m)

(b) Se |Vulpe) < 1 entdo ppa)(Vu) > |Vu|£(+m). Conseqiliéntemente,

Valy ., < C(|Vu|p(m)+|vu|§$)
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ou
+ 1
’vu’z(z) < C([Vulpe) + \Vu\g(;)),

onde o = maxp(z) < p~ — 1 =minp(z) — 1, o que demonstra que |Vul, é limitada.
€S z€Q
Desde que W, @ L"@)(Q), conclui que |ul,() ¢ limitada.
Destas consideracoes, temos que C' é nao-limitada com resyeito a0 parametro \ e assim

C intersecta {1} x L"@(Q) produz uma solucdo u, € Wy satisfazendo

h(x a(x
_Ap(x)ue - (u5+(e))v(w> + k(x)ue( ) em (2,
Ue > 0 em Q,
u. =0 em OS2.

no sentido fraco, tomando € = &, u, /n = Uy, Obtemos:
n

~Apytte = ——1— + k(z)ut™ em Q,

h(l‘) a(x)
Ue (0t %)v(x) + k(x)us'™ em Q,
| >Clam ], ema
ocorre que
1 1
>
(up + 1)@ = (y, +1)7"

(c) Se up(z) = 1 = [un(2)]*® > [un ()]

at

(d) Se 0 < up(x) < 1= [un(2)]*® > [u,(z)]
Portanto, existe uma constante mg > 0 tal que

1
g @] 2 mo>0

Seja w € W, * (*) 4 tinica solucdo positiva do problema

Apyw  =mg >0 em ()
w =0 em 0N

Pelo principio do méximo forte (ver Capitulo 2)

u,(r) > w(x)>0,VreQ,
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Logo, encontraremos uma sucessao limitada aproximando u,. Argumentando como antes,

obtemos
h(x)
p(x) o a(z)+1
/Q |Vu,|""de = /Q —(Un %)7(1) dr + /Q k(x)uy dz.

Por argumentos ja utilizados, temos

/ k(z)ut@Hdy < C’|Vun|§(”;, com0<f+1<2.
Q

onde 3 = at.

Ocorre também que

/h(x—)lun < C/de:C/u};V(I)dx
a (un + E)ﬂ/(m) q (un)7® Q

Se u,(r) > 1 temos [u,(z)]' 7@ < [u,(z)]'™7" e se u(x) < 1, ocorre [u,(z)]'7@) <
[ ()] 7).

Assim,

IN

Jn@ @ < [ @) do s [ @),

Q
< C’u;_77 ’ 17‘(z)_ + Clu;_7+ ’ 1'r(zz~> .
- -

Com respeito a |u)™"" | »@ , consideremos dois casos:
1—y—

(i) Se |ul™" | vy > 1 entdo
1——

1—y— 1—~7

N < pa () = [
Q

o que implica que

(ii) Se |ut™" | r@ < 1, obtemos
1—v—

11—y~

_ rt
lul = |1T<z> < ( / u;(x)d:c)
— Q

Suponhamos que exista n € N suficientemente grande tal que

(a) lup ™" | 2@ > 1 e |up|rm) > 1. Neste caso,
1—~v—

1=y

1—y— 1

- T + [ % 1=~
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(b) ]u}l_f’% e [tn|r@z) < 1.

b | < (/ uff“dw) . < |un|T = <1
1—vy— [9)

(C) |U%L_77|17‘(7.1‘) <le |un|r($) > 1.
—

1—vy—

_ r+ 19 s
Wl = ([ufe) T <l <l
-

(d) |ul="| oo < L e |tup|r(z) < 1. podem ser executados os casos relacionados a u de um
-
modo analogo

mostraremos isso agora:
(1) [Vtalp@) < 1= ppay (|Vual) = [Vualy,,

p(z)

e
(2) [Vitlpiay < 1= ppiey (IVn]) = [Va[2,.
Uma situagao possivel a ser considerada é:

_ 1 1—~— 1—~t
Vual,, < c[|vun\§j(; -l fual' +c/}

e pela da imersdo continua W, 7™(Q) — L™@)(Q) obtemos

p(z

Vunlly < C IVl + lunlhcd ™+ luall,

41

e porque p~ > [+ 1,1 —~7,1—~" temos que (u,) é limitada em W} Lp(@) (Q) Os outros
casos sao cumpridos do mesmo modo para obter a limitacao de (u,) em W, (z)(Q), talvez
para subseqiiéncias. Desde que VVO1 P (x)(Q) ¢ um espaco de Banach reflexivo u,, — u em
W, P (x)(Q). Considerando ¢ € W, (x)(Q) como fungao-teste temos

[ 190 pe 20, pds = [ MO ek [ kg
Q ol (z) Q

Uy + 1)

Do Teorema 1.11 de Sobolev, temos uma subseqiiéncia u,, — u em LY@ (Q) , 1 < t(z) <
p*(z).

Usando u, — u COl’IlO funcao-teste e discutindo como na prova da afirmacao 1, temos
Up, — U em VV0 (@) (). Assim, devido ao Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, concluimos

/|Vun]p(z)2Vuan0da: — /|Vu\p($)2Vquodx,
0 0

it =

/k( Jul@dr — / u@d

Portanto, u é solugao fraca de (4.2) e a prova do teorema esté concluida. |




Apeéendice A
Desigualdades de Simon

Neste Apéndice, demonstraremos duas desigualdades que foram utilizadas nos capitulos
3ed.

Lema A.l. Sejam z,y € RY. Entdo:

23
[z =yl sep=>2,
<|95|pf29’j — |y[" "y, x — y> 2 b |z — y|?
(r—1) , sel<p<2,
([P + ly[r)>=P
Demonstragao. Consideremos z,y € RY. Suponhamos ||z| = 1 e |ly|| < 1, pois caso
contrario, supondo ||z|| > ||y||, bastava considerar
~ z ~ Yy
I = —ey=-—0
|l Iyl

Suponha também
r = (1,0,0,...,0) ey = (y1,¥2,0,...,0)

De acordo, da escolha de uma base conveniente.
(1) Se 1 < p < 2, a desigualdade é equivalente a

Clz —y|?
|lz[P + [y[P)2-»

(lePz — [y Py, —y) > (

2 2 2—
Y1 yi +y; | (14 [y[P)*?
9(y1,y2) = {1—y1— — + = } >C
>yl (A=) + s

9y, y2) = { (1 - ) (1—y)+ Yo } (L+ [yl

ou

Q

|y|*P wl>? ) (1 —y1)?+y5 —
Caso 0 < y; <1, temos:

1 n 1 1
1 21————:u—m<uu——)+m————
|ly|2—P |y, |27 |y, |27 |y1[2P

> (I-y)p+y—1=@—-11—-wn)
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Caso y; < 0, ocorre que:
_m
|ly|>P

L=y >(p-1)01-u)

Dessa forma, obtemos:

v | (+[y)*”
fi

2P ) (1 =)+ 3

> {1-y)*p-1)+(p—1)3} m

Gy > {(1 -1+

)%+ 5
= (p—-1)
(77) Se p > 2. Substituindo t = |y| e s = <:T’ T/> na expressao
Yy
(|z[P~2z — |y[" 2y, z — y)
|z —ylP
Obtemos
hts) = S [l = G y) P 4l —y)
’ {(z —y)2}r/2
Wt s) 1—st—sttP24+t?  1—(t+trY)s+tP
S = fy
’ (1 — 2st + t2)r/2 (1 — 2st + t2)P/2

Mostraremos que a fungao acima é limitada inferiormente

Fixando ¢, temos

oh —t—tP N (1—(t+tPY)s+ tP)pt
s (1 —2st+12)p/2 (1 —2st +12)P/2((1 — 2st + t2))
oh
Se — =0, ocorre:
0s
(1—2st +t2)(—t —t*) + (1 — (t+ " 1)s +t*)pt = 0,
ou seja,
1
(1—(t+tP s +17) = —(1+tP2)(1 —2st +t2).
p
Portanto, se s é um ponto critico de h, substituindo (A.2) em (A.1), obtemos
1402
h(t, 80) = )
p(1 — 2spt +12) 2
p—2
S 141
— p(I At
p—2
> I 1+t

p 0<i<1 (14t)r—2

46
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(A.2)
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Ocorrendo o minimo, quando

d [ 142
dt [p(1+t)r—2

ou seja,

(p=2)r? 1+t (p—2)
(L + 62t 1)(1+ 12

Resolvendo, obtemos t = 1, logo

1 2 23-P
h(t,so) > 5w: »

0
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Apeéendice B

Resultados Basicos Usados na
Dissertacao

No que segue, denotaremos
e (X, X, 1) um espago de medida,

e M™ = conjunto das fun¢oes mensurdveis nao-negativas definidas em X e assumindo
valores em R,

o L =L(X,X, n)— espago das fungdes reais integraveis.

Teorema B.1. (Teorema da Convergéncia Mondtona) Se uma seqiiéncia nao-decrescente
{fn} € M converge em quase todo ponto para uma funcao f, entdao

/fdu = lim f,du.

Demonstracao. Veja [3], Teorema 4.6 e Corolario 4.12.

Teorema B.2. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja uma seqiéncia {f,} C
L que converge em quase todo ponto para uma funcao real mensurdvel f. Se existe uma
fungdo integrdvel g tal que |f,| < g, ¥n, entao f € L e

/fdu = lim f,du.

Demonstracao. Veja [3], Teorema 5.6.

Lema B.1. (Du Bois-Reymond) Seja Q C RY aberto. Se f € L} (Q) € tal que

loc

/fdu — 0, Vue CR(Q),

entao f =0, q.s. em €.

Demonstracao. Veja [3], Lema IV.2 e [18], Proposic¢ao 1.31.
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Teorema B.3. (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) Seja 1 < p < N, entao

1

WP(RYN) C LP*(RN),ondel*: 7

1
p p

e existe uma constante C' = C(p, N) tal que

b < OVl Vue WRY)

[[ul
Demonstracao. Veja [4], Teorema IX.9.
Corolario B.1. Seja Q C RY um aberto limitado de classe C'. Se 1 < p < N, entdo
Wir(Q) c LY(Q),¥q € [p.p'],
com imersao continua.
Demonstragao. Veja [4], Corolédrio IX.14.

Teorema B.4. (Rellich-Kondrachov) seja Q C RY um aberto limitado de classe C*.
Se p < N, entdo

1 1 1
Wh(Q) c LYQ),Vqe[l,p"),onde— =~ — —,
@ © L), Ve L) onde =~
com 1mersao compacta.
Demonstracao. Veja [4], Teorema IX. 16.

Teorema B.5. Sejam X um espago de Banach reflexivo e uma seqiéncia (x, C X)
limitada. Entdo, existem uma subseqiéncia (x,,) e x € X tais que x,, — .

Demonstracao. Veja [4], Teorema I11.27.

Teorema B.6. Sejam X,Y espacos vetoriais normados e T : X — Y um operador
linear compacto. Se x, — x em X, entao Tx, — Tx em Y.

Demonstracao. Veja [18], Teorema 8.1-7.

Teorema B.7. Sejam X um espago vetorial normado e uma seqiiéncia (x,) C X. Tem-se
(i) z, — x se, e somente se, (f,x,,) — (f,x) ,Vf € X*;

(i) se x, — =z, entao x, — x;

(iii) se x, — x entao ||z|| € limitada e ||| < liminf ||z,]|;

(iv) sex, =z e f, — f em X* entao (f,x,) — (f,x).

Demonstragao. Veja [4], Proposicao I11.5.

Observagao B.1. (Desigualdade de Young) Se 1 < p < 400 e a,b sdo nimeros reais
nao-negativos, entao

1 1
ab < —aP + b
p q



Apéndice C
Minimizacao de Funcionais

Neste Apéndice estudaremos alguns resultados basicos de minimizagao de funcionais, os
quais foram importantes nessa dissertacao.

Definigao C.1. Seja X um Espago Topoldgico, um funcional ® : X — (—o0, 00| € dito
ser semicontinuo inferior (s.c.i), se o conjunto

[® <)\ = {z€ X;P(x) <A}
for fechado para todo \ € R. Note que esse conjunto ser fechado € equivalente a
{r e X; D> N}
ser aberto.

Teorema C.1. Sejam X um FEspago Topologico Compacto e ® : X — R um funcional
semicontinuo inferiormente. Entao

(i) @ € limitado inferiormente,
(ii) O infimo de ® € atingido, isto é, existe xog € X tal que

O(zg) = i&f@zn@}n@.

Demonstragao. (i) Sendo ® um funcional s.c.i, temos que os conjuntos
A, = {reX,; d(x)> —n},
sao abertos para cada n € N, ou seja, v € A, e assim X C U2 A, o que mostra que

A, € cobertura de X

no

Como X ¢ compacto, existe ng € N, tal que X = U2, A;. Assim, ®(x) > —ny, para todo

x € X, de modo que ® é limitado inferiormente.

(17) Seja I = inf @, I > —oo. Suponhamos por absurdo, que tal infimo nao seja atingido.
X

Assim, se z € X, entao J(z) > [ = ®(z) — [ > 0. Dessa forma, existe n € N tal que

1 1
) —1 — ) [+ —.
(x) > n:> (x) > +n
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1
Entao, X = U2 {z € X; ®(x) >+ —}, pela compacidade de X, existe n; € N tal que
n

1
X = Ut {reX,; d(z)>1+—}.
ny
Mas, isto implica que
1
P(x) > l+—>1Vre X.
n

O que contraria a definicao de infimo. Portanto, existe xo € X, tal que

O(xg) = inf ®(x)

ze X

Teorema C.2. Principio Variacional de Ekeland
Seja (M, d) um espago métrico completo e ® : M — (—o0, +00] um funcional s.c.i e
limitado inferiormente e tal que ® #Z +oo. Entao, dados € >0 e uc € M, tais que

O(u.) < infd+e
M

Eziste v e M, com
(c1) ®(v) < P(u) ed(u,v) < 1. Além disso, para cada w € M, w # v, tem-se:
(c2) o(w) > P(v) — ed(w,v)

Demonstracgao. Considere ¢ > 0, definimos a seguinte relagao de ordem parcial sobre
M, por

w=<v & Ow)+edlw,v) < P(v).

Verificaremos que < é uma ordem parcial em M
(1) < é reflexiva.

O(w) < P(w) —ed(w,v) = P(w) <P(u) & w<u
(17) < é anti-simétrica

w=<v & O(w)
v<w < d(v)

O (v) — ed(w,v) (C.1)

<
< O(w) — ed(u, w) (C.2)

Substituindo (C.2) em (C.1), obtemos:
o que implica

dlw,v) < 0=dw,v) =0 w="1.

(i4i) < ¢é transitiva.
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Substituindo (C.4) em (C.3), obtemos
O(w) < P(u) —e(d(w,v) +d(v,u))
Portanto,
P(w) < P(u) —ed(w,u) < w < u, para todo u,vew € M.

Defininamos agora uma seqiiéncia (s, ) de subseqiiéncias de X como se segue:
1
So = {we M, w<u};u € S tal que (uy) < iélfq) +3 (C.5)
1
e indutivamente definimos o conjunto

Sn = {we M;w<u,}

Agora escolhermos u, 1 € S,, tal que

D (uy, < infd
(tns1) < léln +n—i—1

Observe que, para cada n € N.

(@) S1D8S2D83D...08,D...Defato, up41 € Spp1 = Upg1 €Sy, paran =1,2,...
(b) S,, é fechado.

De fato, seja (w;) uma seqiiéncia de 5,, tal que

w; — we M.
Provemos que w € S, como w; € S, segue-se que w; < u,, temos
D(wy) < P(up) — e(wy, un)
Como ® é um funcional s.c.i e d é continua, os conjuntos

A = {uy € S 0(wy) < 20(u,)}

B = {w; e Sy; ®(w;) < —2ed(w;, uy,)}-
Sao fechados, portanto o conjunto
AUB = {w; € S,; ®(w;) < O(uy,) — ed(wj, uy)},

¢ fechado.
Tomando o limite em ambos os membros da desigualdade quando j — oo e usando a
smicontinuidade de ®, obtemos

O(w) < liminf ®(w;) < liminf [®(u,) — ed(w u,)]
O(w) < liminf ®(w;) — lim —ed(w uy,)

j—Foo

iy
E
IA

O (u,) —ed(wu,) & w < u, =weS,.
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Seja w € S, 11. Entao w < u, 1 < u,, e dai

®(w)

ed(w, Upt1)

D (Uupr1) — €d(w, Upy1)
P (upt1) — P(w)

IA A

1
n-+1

IN

inf +
Sn N+

1
e(n+1)

ed(w, Upy1) . iélf(l) =

d(wa unJrl)

Portanto, considerando w,v € S,,;1, entao

d<w7 U) = d(w7 un+1) + d(U, un+1)
PR R
T e(n+1) e(n+1) en+1)

Logo,

2
diamS,, 11 = supd(w,v) <
i pd(w,v) < e(n+1)
e, portanto, diamS,+; — 0, quando n — oo, isto é, diam.S,, — 0, quando n — oo
(C5).
Desde que (S,) C M é uma seqiiéncia decrescente de conjuntos fechados, verificando
(C5) e M e compacto temos

NS = {oh

neN

para algum v € M. Em particular v € Sy, logo,

v<uyy=u & D) <P(u)—edv,u) < P(u)

dv,u) = € (®(u) — ®(v))ver
dv,u) = €' (i&f@ +e— iﬁf@) =1

Com isto, obtendo (C1).
Para obter (C2), suponha que w < v. Entdo, para todo n € N, temos w < u,,, logo,

weﬂ e assim w = v.
neN

Dessa forma, concluimos que w # v

O(w) > P(v) — ed(w,v).
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Observagao C.1. Se usarmos a métrica \d, com A > 0, as conclusées (C1) e (C2) podem
ser substituitdas, respectivamente, por

d(u,v) < %
d(w) > P(v) — eAd(w,v).

Teorema C.3. Seja X um espago de Banach, ® : X — R um funcional s.c.i e limitado
inferiormente. Se for Fréchet-diferencidvel em todo x € X. Entao para cada € > 0, existe
ue. € X tal que

P(u) < infd+e
X

19 (ue)llx- < e

Demonstragao. Usando a apresentagao (C.1), com A\ = €'/2 pelo teorema anterior,
temos

O(u.) < infd+e
X

D(u) < DP(u) + eAd(ue), com u # u,
Portanto, ®(u.) < ®(u, + eth) + et||h|

O (ue) — P(ue + €th)
t

Tomando o limite em ambos os membros da desigualdade, quanto ¢ — oo, obtem-se:

< €||h].

— (@ (ue),h) < elln]].
Assim,

(' (uc), h)
7]

Entao,

P’ h
= sup—< (1) >§6.

Definigao C.2. Seja X um espago de Banach, ® € C'(X,R) e ¢ € R. Diz-se que o
funcional ® satisfaz a condigdo de Palais-Smale no nivel C, (PS)¢, se toda seqiiéncia
(un) em X, tal que

d(x,) — Ced(x,) —0

possui uma subseqiiéncia convergente.
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Teorema C.4. Seja X um espago de Banach, ® € C'(X,R) um funcional satisfazendo a
condi¢ao (PS)c € limitado inferiormente. Entdo, o infimo de ® € atingido em um ponto
xo € X o0 qual € um ponto critico de ®, isto é,

(I),(U()) =0

Demonstracao. Pelo teorema C.3, para cada inteiro positivo n, existe u, € X tal
que

1 1
D(u,) < infd+ = eld(u,)| < ~.
() < WD+ e B (u,)] < -
Pela condicao (PS)¢, temos uma subseqiiéncia u,; em X e ug € X, tal que u,;, — uo.

Da continuidade de ® e ®’, obtemos

n—0o00 n—o00 n

D (up) < igfq) = D(uy) = i&fCI).

P(up) = lim ®(u,;) < lim (igl(f@—l— l)

Além disso,

1
lim (| (up,)|]| < lim —,

n— oo n—oo 1,
o que implica
127 ()| < 0= [[@'(uo)l] = 0 = @' (ug) = 0.
[ |
Este resultado é verdadeiro sem a continuidade de ®’, basta que ® seja Fréchet-

diferenciavel em cada ponto de X.
De fato, mostramos que ®(ug) = i)n(f(I), implica em ®’(ug) = 0.

Consideremos v € X, ||v] =1et > 0.
Assim,

D(ug) < D(ug+tv) = D(ug) + t (D' (ug),v) + O(1).
O que implica

£ (D (), v) + O(t) > 0,

Entao,
— (D' (ug),v) < @, para todo v € X,
@)y < A0
Assim,
()l = sup (#(uo).0) < Z2

Fazendo t — 0, temos

1" (uo)[| < 0= [|®(uo)l] = 0= ®(ug) =0
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