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Resumo

A proposta deste trabalho é estudar a existéncia de solugoes nao-triviais dos seguintes
problemas:

(Fo)
u=0 em 0,
— [M (|[ul")]"" Apu = f(z,u) em Q
(P)
u=0 em OS2,
e
— [M (Ju| ") Apu = fla,u) + Aful?u em Q
(P)

u=0 em 01,

onde © é um dominio limitado e regular do R¥ e cujas hipoteses sobre as funcoes f e M
serao introduzidas oportunamente.



Abstract

The purpose of this work is to investigate the existence of solutions of the following
problems:

—[M (Ju|*)] Au = f(z,u) in Q

(Fo)
u=0 in 09,
— [M (|[ulP)P" Apu = f(z,u) in Q
(P)
u=0 in 0,
and
— M (JJu")P Apu = fz,u) + A |ul 2w in Q
(Pr)

u=0 in 01,

where 2 is a smooth bounded domain of R and whose hypotheses about the functions
f and M they will be introduced opportunely.
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Introducao

Nessa dissertagao estudaremos resultados de existéncia de solucao para as seguintes classes
de problemas:

— [M (||u||2)} Au = f(z,u) em £

(Fo)
u=0 em 0f),
— [M ([ul")]"" Apu = f(z,u) em Q
(P)
u=0 em 0f),
e
— [M (Ju| ") Apu = f(a,u) + A ful"*u em O
(F)

u=0 em 0f,

onde Q é um dominio limitado e regular do RY e cujas hipéteses sobre as funcoes f e M
serao introduzidas oportunamente.

O problema eliptico tipico é o chamado problema de Dirichlet cuja formulagao é dada
por

—Au(z) = f(z,u(r)) em z €
(D)
u(z) =0 em x € 0N

em que  C RY é um dominio limitado e regular, f : Q@ x R — R é uma dada funcéo,
u: 2 — R é a funcao incognita cuja regularidade depende da regularidade de f.

O problema descrito na equagao em (D) é chamado local pois em todos os termos
envolvidos os valores sao calculados pontualmente, o que nao ocorre com os problemas

(Fo),(P) e (Py).

Solugoes da equagao em (FP,) representam solugoes estaciondrias da equagao de

Kirchhoff
82u 2
o5~ M([ul®)Au(z) = f(z,u(x)



que é uma generalizacao daquela introduzida por Kirchhoff(ver [16]) em 1883

0*u P, E [t 2 0*u

K — — + =
(5) Porr ~ \'n T aL

Esta equacgao é uma extensao da Equacao Clédssica da Corda Vibrante, proposta por
D’Alembert, considerando os efeitos das mudancas no comprimento da corda durante a
vibragao.

@
ox

Os parametros na equagao (K) tém os seguintes significados: L é o comprimento da
corda, h é a area da secao transversal da corda, £ é o médulo de Young do material do
qual a corda é feita, p é a densidade de massa e Fy é a tensao inicial. Deve-se ressaltar
que a equacao (K) comegou a receber maior atenc¢ao apés a publicagao do trabalho [17],
no qual foi proposta uma abordagem de Analise Funcional para tal problema. O leitor
poderé consultar os trabalhos [2], [8] e [19] nos quais encontrard resultados interessantes
e outras referéncias.

Outros exemplos importantes de problemas nao-locais, e que suscitam relevantes
abordagens de Andlise Funcional Nao-Linear sao estudados em [9], [10], [11] e suas
referéncias.

Este trabalho é constituido de 3 capitulos, os quais comentaremos a seguir.

No Capitulo 1, o qual denominaremos de Problema subcritico nao-local do tipo
Kirchhoff, estudaremos o problema (F,), mostrando um resultado de existéncia de
solugdo de Alves, Corréa e Ma [1], onde os autores usaram o Teorema do Passo da
Montanha associado a estimativas do tipo Gidas-Spruck, com a nao-linearidade f tendo
crescimento subcritico e superlinear. Ressalte-se que neste artigo, ao que parece, foi usada
pela primeira vez a abordagem variacional numa classe de problemas nao-locais do tipo
Kirchhoff.

Nos Capitulos 2 e 3, o qual denominaremos Problema subcritico nao-local
do tipo p-Kirchhoff e Problema supercritico nao-local do tipo p-Kirchhoff,
respectivamente, estudaremos o artigo de Corréa e Figueiredo [7]. Os autores mostraram,
na primeira parte do artigo, existéncia de solugao para o problema (P) e na segunda parte,
existéncia de solugao para o problema (Py), o que completou o trabalho de Alves, Corréa
e Ma [1] nos seguintes aspectos:

1) O p-Laplaciano é um operador nao linear definido em um espago de Banach e
os problemas que envolvem este tipo de operador apresentam varias dificuldades
tais como unicidade, regularidade, etc..., o que o difere, entre outras coisas, do
Laplaciano.

2) Ao que parece, as estimativas de Gidas-Spruck nao sao vilidas para problemas
envolvendo o operador p-Laplaciano. Esta dificuldade foi contornada usando-se



comparacao entre os niveis de energia de certos funcionais. Aqui a nao-linearidade
f também tinha crescimento superlinear e subcritico.

No problema (P,) a nao-linearidade f tinha crescimento critico ou supercritico,
caso nao estudado em [1]. Aqui, uma dificuldade adicional surgiu: problemas
com crescimento supercritico nao podem ser abordados diretamente do ponto de
vista variacional, devido a falta das imersdes continuas de WP(Q) em L*(Q) com

pN
S>N

, N > 3. Isto foi contornado usando-se método de Iteragao de Moser [20]

e argumentos usados em [13]( ver também [14], [18]).

Para finalizar essa dissertacao, mostraremos no Apéndice A que os funcionais
usados neste trabalho sao de classe C'. No Apéndice B enunciaremos todos os
resultados elementares usados neste trabalho, indicando onde o leitor podera encontrar as

demosntragoes. No Apéndice C, enunciaremos e demonstraremos o Teorema do Passo da
Montanha.

No corpo da dissertagao usaremos as seguintes notacoes:
m: fim de uma demonstragao,

—

. convergéncia forte,

— convergeéncia fraca,
|A| : medida de Lebesgue de um conjunto A,

Jullx
|u’s :

A(h)

y @ norma no dual de X,
norma em L*(Q2), 0 < s < oo,

= o(h) desde que |$| — 0 quando h — 0,

10



Capitulo 1

Problema subcritico nao-local do
tipo Kirchhoff

1.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos a classe de problemas nao-locais de valor de fronteira do tipo
Kirchhoff

—[M (||u||2)} Au = f(z,u) em £

(Fo)
u=0 em 01,

em que Q CRY ¢éum dominio limitado e regular, M : RT — Rt e f: Q x R — R sdo
fungoes continuas satisfazendo respectivamente:

M(t) > mo >0 paratodo t >0 (M)

|f(x, )| < C(1+t|"), paratodozr e QeteR, (1.1)

onde C'>0,1<p< % =2*—1, N > 3. Além disso, A é o operador Laplaciano, isto é

e ||.]] ¢ a norma usual em H}(Q) dada por
2 2
Jull = [ 1vul*
Q

Nosso objetivo é encontrar solugoes nao-triviais para o problema (/). Faremos isto
usando Métodos Variacionais.

11



Mostraremos a existéncia de solucao fraca para o problema (P,) determinando pontos
criticos do funcional

I Hy(Q) — R

definido por
1~
h(w) = 53 (ul) - [ Flou)
Q

/M \ds, F(z,1) /f“

Segue do Apéndice A que o funcional I; é de classe C'(H}(Q),R) e

onde

Il(u).h = M(HuH2)/QVthdx - /Qf(a:,u)h, Vh e H(Q).

A fim de usarmos a Teoria dos Pontos Criticos, mostraremos um resultado sobre
seqiiéncias de Palais-Smale para o funcional ;.

Sejam £ um espaco de Banach e I : £ — R um funcional de classe C'. Diz-se que
uma seqiiéncia (u,) em E é uma seqiiéncia de Palais-Smale, ou simplesmente (PS), para
o funcional I se

(I(uy)) for limitada e [[I"(u)| gy — 0.

Se toda seqiiéncia de Palais-Smale de [ possuir uma subseqiiéncia fortemente
convergente em F, diz-se que [ satisfaz a condicao de Palais-Smale, ou simplesmente

(PS).
Os resultados apresentados a seguir, nesta secao, sao devidos a Alves-Corréa-Ma e

estao contidos em [1]

Lema 1.1. Suponhamos que as condigoes (M) e (1.1) sejam satisfeitas. Entao qualquer

seqiiéncia de Palais-Smale limitada do funcional I; possui uma subseqiiéncia convergente
1

em Hy(Q).

Demonstragao. Seja (u,) uma seqiiéncia (PS) limitada de I;. Desde que H} () é um

espaco de Banach reflexivo, passando, se necessario, para uma subseqiiéncia, encontramos

u€e H(Q) ety €R, ty >0 tais que

u, — u em Hg(Q),

tunl]> = o em R.

12



Da continuidade da M e usando (M), temos que
M (||lun|?) — M(to) > mg > 0. (1.2)

Desde que [](u,) é um funcional linear continuo, segue da convergéncia Ij(u,) — 0 em
(H}(2))" e da limitagao da seqiiéncia (u,) que existe k > 0 tal que |ju,|| <k Vn€eNe

0 < | (up)us| < HI{(UH)H(H(%(Q))/ [[n |
< M3 (ua)ll g3y B — 0

Logo,
I(uy)u, -0 em R.
De modo analogo, temos
I(up)u — 0 em R.
Portanto,
I (up)(uy —u) -0 em R. (1.3)
Da imersao compacta de H}(Q) em L"(Q) para 1 < r < 2* obtemos, a menos de

subseqiiéncia,
u, — u em LPT(Q),

logo, a menos de subseqiiéncia

Up(z) = u(z) qt.p.em € (1.4)
e existe v em LPTL() tal que

lun(z)| <v(z) qt.p.em Q. (1.5)
De (1.4) e da continuidade de f(z,.), temos

flx,up(x))uy(z) — f(x,u(z))u(x) q.t.p. em Q

flz up(2)u(z) — f(z,u(z))u(r) q.t.p. em Q.
Além disso, de (1.1) e (1.5), obtemos

|f (@, un(2))ua(@)] < C(L+ |un(@)[") [un(z)]
< O+ [v(@)])v(z),
q.t.p. em Qe
|f (@, un(@))u(z)] < C(1+ un(2)[") [u(z)]
< O+ [o(@)]) [u(z)],

13



q.t.p. em Q onde 1 < p < ¥£2 e C' > 0. Desde que v? € L%(Q) e u € LPTH(Q), segue da

desigualdade de Holder que
Cl+vPwelLl' () e CO+vP)ue LY ().

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/Qf(a:,un)unﬁ/gf(x,u)u em R

/Qf(:v,un)u—>/9f(:r,u)u em R

Portanto,
/Qf(x,un)(un —u)—0 em R (1.6)
Logo, de (1.3) e (1.6), obtemos
M(||un||2)/QVunV(un —u)—0 em R (1.7)

Desde que a seqiiéncia (m) ¢ limitada em R por (1.2), segue de (1.7) que,

/QVunV(un Cu) = (M(HunHQ)/QVunV(un _ u))m S 0em R

ou seja,
<||un||2 - <Un,u>) —0 em R.
Da convregéncia fraca, obtemos

2 2
[un” = [luf”  em R.

Portanto,
lun = wll® = (Jnll” = 2(un, u) + Jul*) = 0 em R,
isto é,
u, —u em H}(Q),
o que conclui a prova do lema. [ |

14



1.2 Existéncia de solucao com M nao podendo ser
crescente

Nesta secao usaremos a seguinte hipétese sobre a funcao M:

M(t) > M(t)t, para todot > 0. (1.8)

Note que esta hipdtese implica que M nao pode ser crescente. De fato, suponhamos que
M seja crescente, entao teriamos

M) - /OtM(s)ds

o que contradiz (1.8).
Teorema 1.1. Suponhamos que f € C(Q x R) seja uma funcao localmente Lipschitziana
satisfazendo (1.1) e (1.8). Além disso, que a fungao M satisfaz (M) e
f(z,t) = o(t), quando t— 0, (1.9)
e, para algum p > 2e R > 0,
0 < pF(z,t) < f(x,t)t, para todo |t| > R. (1.10)
Entao o problema (Fp) possui uma solu¢do nao-trivial.

Demonstragao. Temos que toda solu¢ao nao-trivial de (Fy) é ponto critico ndo-nulo do
funcional [;. Entao, poderemos usar o Teorema do Passo da Montanha( ver Apéndice C)
se mostrarmos que:

(i) 1,(0) =0,

(ii) Existem p,r > 0, tais que I;(u) > p se |jul| =,

(iii) Existe e € HJ(Q) tal que |le|| > r e I1(e) <0,

(iv) I, satisfaz (PS).

A condigao (i) segue imediatamente da prépria defini¢ao do funcional I.
Verificagao da condigao (ii)

De (1.9), dado € > 0, existe d,. > 0 tal que

f(z,t) <e€|t|] para [t| < 0.

15



Logo,

F(z,u) = /Ouf(:c,t)dt

< / elt|dt
0

= Sl (1.11)

para todo u € H}(Q) com |u| < .. De (1.1), temos

F(x,u) = /fa:t

C
= Clul+—= IUIPH,
_l’_

para todo u € H}(Q) onde 1 < p < £#2 e C' > 0. Assim, para |u| > J,, temos

1 C
F(J?,U,) S C1| |p+1 ‘ ’p +m| |P+1
< Sl
¢ p+1

1 1 P+l
= . 1.12
¢(5+4) (112)

De (1.11) e (1.12), obtemos

F(z,u) < 3 |u\ + C. Julf (1.13)

para todo u € H}(Q), onde C, = C (5% + zﬁ) > (0. Portanto, de (M), (1.8) e (1.13)
resulta para todo u € H}(Q)

Lw) = LFE(ul?) - / Fz, u)dz

2
1 2 €, 2 p+1
> —mg|lull" =[] zul"de+ [ Cclul’" dx]
2 02 0
1 2 €, 2 +1
= Lol — $ ul} — Gl

Usando a imersao continua H}(Q) — L"(2), 1 < r < 2*, obtemos constantes Cy,Cy > 0
tais que

1 €
Ii(u) > 3o Jlul* — ;4 ull> = CCa [Jul”* .
Escolhendo € > 0 tal que 5C < %mo, resulta

L) 2 Cs flul® = Oy Jul™™, Vu e Hy(%),

16



1

onde C3 = (%mo — %Cl) >0e(Cy=C.Cy >0. Considerando 0 < r < (g—j) p_l, obtemos

Li(u) > (Csr? — CyrP™) >0, Vu € Hy(Q) com |jul| =,

dai,
Ii(u) > p>0, Yu€ Hy(Q) com |lu|| =r,

onde p = Cyr? — CyrP™ > 0, mostrando que o funcional I satisfaz a condigao (ii).
Verificagao da condigao (iii)
Afirmacao 1.1. Existem constantes positivas K; e K5 tais que

F(x,t) > K, |t|" — Ky, Vt € R,Vx € Q.

Demonstragao. Considerando F(x,t) # 0 e t # 0, vamos analisar os seguintes casos:

1°Caso: t > R+ 1. Entao, por (1.10)

o que implica

de onde segue,
plnt — pln(R+1) <IlnF(x,t) —In F(z, R+ 1).

Logo,

t A\ F(z,t) —
n(—— | <ln——-"-""— t> 1 Q.
D(R—f—l) < nF(m,R—l—l)’ parat > R+1lex €

Como In é uma funcao crescente, temos

t N\ F(x,t _
( ) SF((L)’ parat > R+ 1ex €,

R+1 r,R+1)
ou seja,
Flz,R+1 _
F(x,t) > %t“, parat > R+ 1ex € €.
Considerando min F'(z, R + 1) = m > 0, observamos que m estd bem definido, visto que

zeQ
F(.,R+1) é continua e Q é compacto. Além disso,

F(z,t) > ﬁt“, parat > R+1ex €.
Assim, fixando C = ﬁ >0,
F(z,t) > Cyt*, (1.14)

17



paratodotZR—i—lexEﬁ.

2°Caso: t < —(R + 1). Entao, novamente de (1.10)

o que implica

—(R+1)
ds < / Hds,
t S

de onde segue,
InF(z,—(R+1)) —InF(z,t) <pln|—(R+ 1) — pln ¢,

logo,

(BT Flr,—(R+1))
t - F(z,t)

Como In é uma funcao crescente, obtemos

—(R+ D" Flr,—(R+1))

, parat < —(R+1) ez € Q.

In

, parat < —(R+1)ex € Q,

t - F(x,t)
ou seja,
F(z,—(R+1 _
F(z,t) > (:B(’Ril)—: ) [t|", parat < —(R+1)ex e
Considerando min F'(x, —(R + 1)) = 7, observamos que 7 estd bem definido, visto que

€N
F(.,—(R+1)) é continua e Q é compacto. Além disso, tem-se

F(z,t) > m t|" parat < —(R+1)ex € Q.

(R+1)

Assim, considerando Cy = ﬁ > 0,

Fz,t) > Cy |t", (1.15)

para todo t < —(R+1) e x € Q. Considerando K; = min {Cy, Cs}, segue-se de (1.14) e
(1.15) que, B
F(z,t) > K |t|", paratodo [t| > R+1ex € Q.

Dessa forma,
F(z,t) > K, |t|" — Ky, paratodo [t|> R+1ex € Q,

onde Ky > 0 ¢ uma constante positiva arbitraria. Considerando 7 = min F'(x,t) com
r€Q e te[-(R+1),R+1], note que m estd bem definido, pois F é continua e
QOx[—(R+1),R+1] C RN xR é um compacto, logo

F(z,t)>m, Vo€ Qete[-(R+1),R+1].

18



Considere Ky > 0, de modo que

Ky, > Ki(R+ 1)* —m,

logo,
Ky > K |t|" —m, Vte [-(R+1),R+1],
ou seja,
m> K |t|" — Ky, Vte[-(R+1),R+1].
Assim,
F(x,t) > K |t|" — Ky, Vt€[-(R+1),R+1],2€Q
e

F(z,t) > K| |t|" — Ky, Y|t|>R+1,2 € Q.
De (1.16) e (1.17) segue que
F(z,t) > K| |t|' — Ky, VtER,x € Q,
donde concluimos que a Afirmacao é verdadeira.

Considerando ¢ > 0 em H{(f2), de (1.18) obtemos, para todo t > 0,

1

h(te) = T(Itel”) = [ Flo.te)

1/\
< Sl - Ky [ fol + a0l
Q

1/\
= §M(Ht¢\|2) — 'Ky fopl), + K2 [

[%dsZ/j%iids

De (1.8), obtemos

ou seja,
1 —_~
Int >In——M(t)
M(1)
consequentemente - -
M(t) < M(1)t para todo t > 1.
Dali,

1/\
Li(ty) < §M(1) ol £ — K, ol " + K2 19,

para todo ¢t suficientemente grande. Desde que p > 2, existe
I (tp) < 0, mostrando que o funcional I; satisfaz a condigao (iii).

19
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Verificagao da condigao (iv)
Pelo Lema 1.1 é suficiente mostrarmos que toda seqiiéncia (PS) para o funcional I; é
limitada. Seja (u,) uma seqiiéncia (PS) para I; e note que

1 1
——I'(u)u, < =\ (uy)uy,
Ml( ) u|1< Jun|

1
< ; ||I{<Un)||(H3(Q))/ [l -

Desde que Ij(u,) — 0 em (H}(Q)), existe & > 0 tal que
—%I{(un)un < kllunl|, VneN.
Sendo (I;(u,)) limitada em H{ (), existe C' > 0 tal que I1(u,) < C Vn, logo
I (uy) — %I{(un)un < C+klu|, VneN. (1.19)
De (M), (1.8) e (1.19), obtemos
€+ bl = ) = T ()

1

= 5 unl®) = L3l + [ (510 = P

11 2 [l |12 L e — Flew)) —
> (5= ) MUl + /| (260t~ Flaun) ) -

1 1 1
>[(=—=1m un2+/ <— x,unun—Fx,un>—C’
(5= )mollwl [ (Gt = P ) =

Por (1.10), temos

1 1
(5 — —) mol|un||* < C + Cy + klju,||
1

ou seja,
Csllunl* < Co + K |lun] (1.20)

para todo n € N, em que C3= (% - /%) mg e Cy = (C' + C) s@o constantes positivas.

Suponhamos por absurdo que a seqiiéncia (u,) naéo seja limitada. Entao existe uma
subseqliéncia, ainda denotada por (u,), tal que

[[tn| = 400,
logo, multiplicando (1.20) por Hul_nll para n suficientemente grande, resulta

HunH < 047
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onde Cy = CLS > 0, o que contradiz ||u,| — +oo. Portanto a seqiiéncia (u,) é limitada
em HJ(Q2) e, pelo Lema 1.1, I; satisfaz a condigao (PS), mostrando a condigao (iv).
Logo, do Teorema do Passo da Montanha, existe w € H}(Q2) tal que I (u)=c>0
e I{(u) =0, ou seja, u ¢ ponto critico ndo-nulo do funcional I;, e portanto solucao
fraca do problema (). [

1.3 Existéncia de solucao com M podendo ser
crescente

Observacao 1.1. Nas aplicagoes originais a funcao M é crescente. Tem-se entao
]\//T(u) < / M (u)ds = M(u)u, para todo u > 0,
0

de modo que a condigao (1.8) nao pode ser satisfeita.

No que se segue consideraremos a existéncia de solu¢do do problema (F,) em que
M pode ser crescente. Para tal fim, comecaremos supondo que M seja limitada e que
exista my; > mg e tg > 0 tal que

M (t) = m,, para todo t > t. (1.21)

Teorema 1.2. Suponhamos que f € C(Q x R) seja uma funcdo localmente
Lipschitziana satisfazendo as condigdes (1.1), (1.9) e(1.10). Suponhamos, além disso,
que a fungao M satisfaz (M) e (1.21), e

(? _ %) = 0. (1.22)

Entao o problema (FP,) possui uma solugdo nao-trivial.

Demonstracao. Argumentaremos como na demonstracao do Teorema 1.1 para mostrar
que o funcional I; possui um ponto critico ndo-nulo. De (Mj) e (1.21) temos que

M(t) > mgt, ¥t >0 (1.23)

M) = /0 tM(s)ds

to
= / M(s)ds+ | mads
0 to

S m1t+m2, Vit Z to, (124)

onde my = ’foto M(s)ds — mlto’. De (1.13) e (1.23), obtemos
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1
hw = 33l - [ Flouda
1
> -m0||u||2—[/f|u\2dx+ . ul™ da]
2 Q2 Q
1 €
= Lol = Sl - 2

Logo, podemos repetir o mesmo argumento usado no Teorema 1.1 e obter
Li(u)>p>0, Yue Hy() com |jul| =r,
mostrando que o funcional [; satisfaz a condigao (ii) do Teorema 1.2.

Se ¢ > 0 for uma fungao em H} (), conseguimos, de (1.18) e (1.24)

1~
he) = Ml - [ Foto)ds
< ORI~ Kt [ (ol do + Ka 0+ 2,
Q

logo,
m
L(te) < 225 |l° — Ky o), + K,

para todo ¢ suficientemente grande, onde K3 = (K |Q| + %2) > 0. Portanto, desde que
p > 2, temos que I;(t¢) — —oo quando t — +oo, logo existe e € H}(Q) com || >r
tal que I;(e) < 0, mostrando que o funcional [; satisfaz a condi¢ao (iii) do Teorema 1.2.

Por conseguinte, o funcional I; satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha
e, em virtude do Teorema do Passo da Montanha, I; possuirda um ponto critico nao-trivial,
desde que ele satisfaca a condigao (PS).

Mostremos que tal condigao é satisfeita. Seja (u,) uma seqiiéncia (PS) de I; e
suponhamos, por contradigdo, que ||u,|| — +oo. Entao, procedendo como no Teorema
1.2, temos

mo my

1
k n > 1 n__I/ n n> > n2_ .
C + kllull = 1 (uy) M1<u>u_(2 M)uuu ¢

ou seja,
Cslun|* < Co + Kl|ual,

para todo n € N suficientemente grande onde Cp = (C'+C1) >0 e C3 = (52 —21) >0
por (1.22), o que contradiz ||u,|| — oo. Logo, (u,) é limitada e em virtude do

Lema 1.1 tal seqiiéncia satisfaz a condicao (PS).
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Portanto, usando o Teorema do Passo da Montanha, temos que existe u € H3(Q)
ponto critico ndo-nulo do funcional I; e assim u é solucao fraca de (F). |

Nosso objetivo é estender o Teorema 1.2 para uma classe maior de fungoes M que
incluam as funcoes lineares crescentes pois foi este tipo de funcao que, historicamente,
surgiu na equacgao em (Fp). Isto serd feito usando um argumento de truncamento e
estimativas a priori tal como é feito em Gidas-Spruck [15]. Nesse trabalho, considera-se a
hipétese

m LD oy (1.25)

1
[t|—oo P

uniformemente em , onde kA > 0 é uma funcdo continua em Q. Assim, qualquer solucao
u de
—Au = f(x,u) em Q,u =0 em 0,

satisfaz u(z) < C, q.t.p em Q, onde C, depende somente de p, h e €2, e ndo da particular
solugao u deste ultimo problema. A fim de estabelecer as hipoteses exigidas no préximo
teorema, mostraremos um lema que exibird uma relagao entre as normas em Hj(f2) das
solugoes do problema (Py) com M (|ul]?).

Lema 1.2. Seja f € C(Q x R) tal que
|f(z,s)| < Cols|? + Cy|s|P, Vo € Q, Vs € R, (1.26)

onde Cp >0, C; >0, 0<qg<pl<p<(N+2)/(N—-2). Entdo, se f satisfizer
(1.25) e M satisfizer (My), existe 6 >0, que nado depende de M, tal que

ul* < max { M([Jul|®) BP0/ =0 M ([lu]?)>/ =D} 6, (1.27)
para qualquer solugao u do problema (F).

Demonstragao. Seja u uma solugdo nao-trivial do problema (Fp). Entao

u
M{([|ul[)/ =1

w =

¢ uma solucao nao-trivial de

{ —Aw =g(z,w) em Q,

w=1>0 em 02,
onde
S (&, M([[ul?)/*Vs)
g(x,s) = o T
M([Ju[)p/ =1
Agora, considerando [ = M (||u/|?)"/®~Ys, temos
ogleys) (@ M)V Ds) L f ()
1 - 1 = g
oo s s (MU0 D) e I (@)
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nao depende de M, em virtude das estimativas de Gidas-Spruck [15], existe
C, > 0, nao-dependente de M, tal que

[wlloo < C,
ou seja,
T
[ (a0l
Portanto,

lulloo < [M([lull?)]¥~DC.
Usando (1.26), temos

lue]®

M(JJul|?) ! / F(,uuds

M) / (Colul? + Csulyudz
Q
< M(ul®) " (Collul|i* + Cuflul2i)|9|

IN

ou seja,
lull® < M(JJul?)ZP 0 E=DCOIHQ] + M ((Ju]*)? PV O CPH Q)
< max { M (|[u]|?)* P EY M ([Ju|?)ED Y (GO + e,
Tomando 0 = (CoCI™t + C,CPT)|Q| concluimos a demonstragao do Lema. |

Demonstraremos, a seguir, o principal resultado desta secao.

Teorema 1.3. Suponhamos que f € C(Q x R) seja uma funcao localmente Lipschitziana
satisfazendo as condigoes (1.9), (1.10) e (1.25). Além disso, suponhamos que M seja uma
fungao continua satisfazendo (My) e que exista k > 0 tal que

Ko

M(k) < 5

(1.28)

max {M(k;)(Q—erq)/(p—l)’ M(k)Q/(p_l)} <

S e

, (1.29)

onde p, g e 6 foram introduzidos no Lema 1.2. Entao o problema (Fy) possui uma solugao
nao-trivial.

Demonstragao. Observemos, inicialmente, que as hip6teses (1.9) e (1.25) implicam na
validez de (1.26). De fato, de (1.9), para e = 1, existe § > 0 tal que

\f(z, )| < |t| VzeQ, V[t <o (1.30)
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Por outro lado, de (1.25), para ¢ = 1, existe A > ¢ > 0 tal que
[f(z,t)] < L+ [p(2) DI Vo e Q, V|t > A.
Sendo h continua e 2 compacto, obtemos C' > 0 tal que
1f(z, )| < L+ O)tP Vz e, V|t| > A4,
o que implica
|f(z, )] < Cilt| + (L + O)tP Vz e, V|t| > A, (1.31)
onde C; > 0 é uma constante arbitréria.
Agora, sendo f continua e Q x ([—A, =] U [§, A]) compacto, existe Cy > 0 tal que

T

]@| <Cy VreQ, Vte[-A -5 Uls Al
ou seja,

1f(z,t)] < Colt] Vo €Q, Vte[-A —0]Uld, Al (1.32)
Assim, de (1.30), (1.31) e (1.32) segue que

1f(z,t)| < Cslt] + (1 + Ot Vz €, Vt €R,

onde C5 = max{l,C,Cs} >0, mostrando que (1.26) ocorre para ¢=1 e assim 0
estd bem definido. Definamos a fungao truncada

M(t), se t<k,
M (t) = { M(k), se t>k.

M(k) < 0
2
isto é,
(G-= >0

mostrando que (1.22) ocorre com m; = M (k). Além disso, note que (1.25) implica em
(1.1). De fato, de (1.25), existem constantes A, C' > 0 tais que

If(z,t)| < (1+O)tP Vz e, V|t| > A,
o que implica

|f(z,t)| < CL(1+[t]F) Va e, V|t| > A, (1.33)
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onde Oy = (1+ C) > 0. Agora, desde que f é continua e Q x [—~A, A] compacto, existe
Csy > 0 tal que

|f(z, )] <Cy Vo e, Vte|[-A, Al
conseqiientemente,
|f(z,8)] < Co(1+[tP) VzeQ, Vte[-A, A (1.34)
Portanto, de (1.33) e (1.34), obtemos
If(z,1)] < Cs(1+[tP) Vo eQ, VteR,

onde C3 =max{Cy,C5} >0, mostrando que (1.1) ocorre. Assim, podemos aplicar o
Teorema 1.2 para concluir que uy, é solucao nao-trivial do problema truncado

—Mi([ul?)Au = f(z,u) em Q
u=0 em Of).

Aplicando o Lema 1.2, obtemos
| < max { Mg )70/ =D, M ([fug|2)2 0D} 6.

Isto implica que se ||ug||? > k, entdo

k
9 < max {M(k)(2—p+q)/(p—1)7 M(k,)Q/(p—l)} ’

o que contradiz (1.29). Portanto, ||ux||* <k, o que mostra que ug &, de fato, uma
solucdo nao-trivial do problema (7). [

Exemplo 1.1. Vejamos um exemplo em que tal resultado se aplica. Seja f uma fungao
dada satisfazendo (1.25) e (1.26), com p = g em (1.27). Uma vez computado p e 6, fixemos
mo > 0 e k > 0, tais que

k (r—1)/2 L (p—1)/2 m
mgy > (5) € <§) < §m0,

e defina M como sendo a fungao linear afim M(s) = ms + mg com

(kO 1
m = 5 — My E

Dai segue-se que M satisfaz as condigdes (1.28) e (1.29) do Teorema 1.3.
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Capitulo 2

Problema subcritico nao local do
tipo p-Kirchhoff

2.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos a classe de problemas nao-locais de valor de fronteira do tipo
p-Kirchhoff

M () A = fla,u) em ©
(P)
u=0 em OS2,

onde Q C RY é um dominio limitado e regular, N > 3, M : Rt —— Rt é uma funcao
continua satisfazendo a condigdo (M) e f : Q@ x Rt — R é uma fungao continua
satisfazendo:

|f(z, )| < Ct]"", paratodoz e QeteR, (2.1)
onde C >0,p<qg<p'= ﬁ—]fp. Além disso, A, é o operador p-Laplaciano, isto é,

N9 ou
Apu=3 - (Val T 55), 1<p <N,

i=1

e daqui por diante, ||.|| representara a norma usual em W,7(Q) dada por
Jull” = [ 1var.
0

Como foi dito na introdugao, aqui vamos seguir parte dos argumentos usados no
Capitulo 1 para a equacao do tipo p-Kirchhoff, pois as estimativas do tipo Gidas-Spruk
[15], ao que parece , nao sdo validas para problemas envolvendo o operador p-Laplaciano.
Para contornar tal dificuldade, faremos comparacoes entre os niveis de energia de certos
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funcionais. Nosso objetivo é encontrar solu¢oes nao-negativas para o problema (P).

Neste capitulo, estudaremos o problema (P) usando Métodos Variacionais. Dizemos
que u € Wy () é uma solucio fraca do problema (P) se

M (J|ul”)] / \Vul["~> VuVh — /f z,u)h =0
para todo h € W, ().

Encontraremos solucdes para (P) achando pontos criticos do funcional I, : W, ?(Q) —

R, dado por
1/\
B(w) = S3(Jul?) | Flaut)do
p Q

onde M (¢ = [d[M(s)]P~"ds, F(x,t) = [, f(z,s)ds e u™ = max{u,0}.

Segue do Apéndice C que o funcional I, é classe C*(W,7(Q),R) e
Ly(u).h = [M([Jul")] / IVul" > VuVh — /f z,ut

para todo h € Wy ().

A fim de usarmos a Teoria dos Pontos Criticos, mostraremos um resultado sobre
seqiiéncias de Palais-Smale (PS).

Lema 2.1. Suponhamos que as condigbes (My) e (2.1) sejam satisfeitas. Entao
qualquer seqiiéncia de Palais-Smale limitada (u,,) do funcional I, possui uma subseqiiéncia
convergente em W, ().

Demonstracdo. Seja (u,) C W, () uma seqiiéncia (PS) limitada para o funcional I.
Assim, passando se necessario para uma subsequéncia, obtemos u € VVO1 P(Q) e to > 0 tais
que

lunlP =ty em R (2.2)

U, — u em Wy (Q).

Da imersao compacta de VVO1 P(Q) em L1(Q), 1 < ¢ < p*, obtemos a menos de subseqiiéncia
up, — uem L1(Q),
un(z) — u(z) q.t.p. em
|un(z)| < h(z) q.t.p. em €,
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para alguma h € L1(Q), p < ¢ < p*. Além disso, da continuidade de f(z,.), temos
f@,u) (@)u(r) — f(z,u(2))u(z) g.t.p. em Q
£t (@) n() — £, (@))ul) q.t.p. em Q.

De (2.1), resulta,

C Ju (@)|"" fu(z)|
Cla()" fu()]

IA A

q.t.p. em Q, com p < q < p*. Desde que hi~! e Lﬁ(Q) e u € L), segue da
desigualdade de Holder que
hilu e LY(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/Qf(x,u;:)u—>/gf(x,u+)u e /Qf(x’u’t)u"_)/ﬂf(x’w)u'

Agora, consideremos a seqiiéncia
P, = I} (u,)u, + / [z, uhu, — I(uy)u — / [z, ub)u.
Q Q

Sendo [5(u,) um funcional linear continuo, segue da convergéncia I'(u,) — 0 em
(WyP(€)) e da limitacio da seqiiéncia (u,) que existe k > 0 tal que |ju,|| < kVn € Ne

0 < 15 (un)un| I ()l yy ln]

<

Logo,
I (up)u, — 0 em R.

De modo analogo, temos
I(uy)u — 0 em R.

Com isso, temos que P, — 0 e

Py = [M([Jun ")~ [l — [1\4(Ilunllp)]”‘1/gIVunlp2 VunVu.
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Note que para cada u € W,7(Q) fixada, o funcional H : W,?(Q) — R definido por
H(v) = [, |Vu|""® VuVv é um funcional linear e continuo. De fato, dados v,w € W, *(Q)
e a € R, temos

H(av+w) = /Q (Vul""? VuV (o + w)
= aH(v)+ H(w)

[H(v)| =

/ V|’ VuVu
QO

< / VPt V.
Q

Desde que |[Vul"' € Lp%l(Q) e [Vu| € LP(Q2), usando a desigualdade de Hélder, obtemos
[H (o) < [lul” o]l
Portanto, H é um funcional linear e continuo. Segue da convergéncia fraca que,
H(up) — H(u),
ou seja,

/ IVul’ > VuVu, — ||ull?.
Q
Além disso, de (2.2), temos M (||u,|[") — M(to). Logo,
M) [ 1Vl T+ M )Pl = 0,1,
Conseqiientemente,

0n(1) + B = [M(Jlun|I")P~ lutnl|” — [M (Jlun 7))~ /Q [Ve["™ Vi Vu

—[M(JJun ")}~ /Q V"™ VuN g, + [M([Jun||")] [[ul]”
Por conseguinte,
on(1) + Po = [M([lunP) " / (V"2 Vit — Va2 Vi, Vi, — Vi),
Q

Usando a seguinte desigualdade em RY (ver Apéndice C),

<|x|p72l‘ - |y|P*2 Yy, T — y> Z Cp |ZE - ?J|p se p Z 2
ou,
- - Cp |z —y[*
p=2 . |.|P—2 _ P
(2" —[y[" "y 2 —y) > (el + )27 sel <p<2,

onde {,) é o produto interno Euclidiano em RY e de (M), obtemos
on(1)+ P, > mg_le/ |V, — Vul|’.
9)
Assim, concluimos que u,, — u em W, 7(Q). [
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2.2 Existéncia de solucao com M nao podendo ser
crescente

Agora, mostraremos um resultado de existéncia basico como uma motivacao para nosso
teorema principal. Aqui, usamos a versao devido a M. Willem [22] do Teorema do Passo
da Montanha(Teorema C.4) cuja demonstracao encontra-se no Apéndice C.

Nesta secao usaremos a seguinte hipotese sobre a funcao M:
]\/4\(15) > [M(t)]P~'t, para todo t > 0. (2.3)

Note que esta hipotese implica que M nao pode ser crescente. De fato, suponhamos que
M seja crescente, entao teriamos

M) = /0 (M ()P ds

< /0 [M(4)P~ds
= [M()pP't

o que contradiz (2.3).

Teorema 2.1. Suponhamos que as condigoes (2.1), (2.3) e (M) sejam satisfeitas. Além
disso, suponhamos que

0 < puF(x,t) < f(x,t)t paratodo ¢ >0, (2.4)

para algum g € R com p < p < g. Entao, o problema (P) possui uma solu¢do nao-
negativa.

Demonstragao. Temos que todo ponto critico nao-nulo de I, é solugdo nao-nula de (P).
Entao, poderemos usar o Teorema do Passo da Montanha (ver Apéndice C) se mostrarmos
que:

(1) L(0) =0,
(ii) Existem p,r > 0, tais que Iy(u) > p se |jul| =,
(iii) Existe e € HJ(Q) tal que |le|| > 7 e Ir(e) < 0.

Note que I5(0) = 0 pela prépria definigao do funcional I, e a condigao (i) é satisfeita.

Usando a condigao (2.3), obtemos,

B(w = o F(lulf) - / Fa,u*)

L PP |ul|P — x,u’
E[M(HUH )Pl /QF( ,u’),

v
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por (M) e (2.1), obtemos,

I(u) >

Tl = 5 [
Q

1
B > o / u]?

1
= —myul” = = \UI
p q

’BIP—‘

o que implica

v

da imersio continua W, (Q) < L%(Q), existe C; > 0 tal que

C’C’1

Ip(w) > =mp " [lull” — == |u]",

@Ib—‘

ou seja,
Ir(u) > Co[|u]l” = Cs [|ul”,
1

onde Cy = ]%mo >0, (5= CCl >0 e p<gq. Assim, considerando 0 < r < ( 3>H,

temos
L(u) > a >0, para todo u € W,7(Q) com |ju|| =,

onde a = (Car? — C3r?) > 0, mostrando que [, satisfaz (ii).

Considerando ¢ > 0 em W, (), de (1.18) obtemos, para todo t > 0,

Litp) = %mwup)— / F(z,tp)

1~
< CM(ltel?) - 'Ky / o + 12 |9

1/\
= ];M(Iltwllp) — 1Ky [l + K2 (9.

Definindo a fungao h : (0, +00) — R por h(t) = Tf_(t) Temos que h estd bem definida, é

derivével e por (2.3)

o~

M(t) — [M ()P~ "t

B (t) = — >0
[M(2))?
Logo h é nao-decrescente. Assim, para todo t > 1
h(t) = h(1)
ou seja - -
M(t) < M(1)t para todo t > 1.
Dali,

1/\
L(ty) < ];M(l) [pl|P 7 — Ky |l t* + K |,
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para todo t suficientemente grande. Desde que pu > p, existe t>0 suficientemente
grande tal que I»(tp) < 0. Logo existe e =tp € WyP(Q) tal que ||| > p e L(e) <0,
mostrando que o funcional I satisfaz a condigao (iii). Portanto, Pelo Teorema do Passo
da Montanha, existe uma seqiiéncia Palais-Smale (u,) C W, *(Q) para o funcional I,.

Mostraremos que a seqiiéncia (u,,) é limitada em W, ?(Q). De fato, note que I}(u,,) — 0
em (W, 7(Q)) implica que,

1 1

1
m 15 () | w22y Nlml

IN

e assim,

1
——L(up)u, < kl|uy|, paratodon €N,
w

onde k > 0. Desde que I(u,) — ¢, existe C' > 0 tal que Ir(u,) < C, logo
1
I (un) — ;Ié(un)un < C A4k ual

para todo n € N. Usando (M), (2.3) e (2.4), temos

1
C+k HunH > ]2(un> - ﬁlé(un)un

_lAuP_l w [IP)P~ 1 ||, |17 lquru—qur
= pM(H nll”) ”[M(H w17 | +/Q[qu(’n>n F(z, u,)]

1 1 _
(— - —) mg " fuall” > 1 Jun]”
b p

v

Portanto,

Cr un|l” < C+ kluall, (2.5)

para todo n € N, onde C) = (}D — %) mg_l > (. Suponhamos por contradicao que

|un|| — +o0, entdo multiplicando (2.5) por Hu_lnl\ para n suficientemente grande, obtemos

Cl Huan_l S k:

o que contradiz ||u,| — +0o. Portanto a seqiiéncia (uy,) ¢ limitada em Wy () e do
Lema 2.1, existe u € Wy*(Q) tal que u,, — u. Da continuidade de I, temos

IQ(U%) — IQ(U),
o que implica,

]2(u) =Cy > 07
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onde,

car = inf max Ir(y(t))

T'={ve€C(0,1],W;"(Q)) : 7(0) = 0 e Ir(y(1)) < 0} .

Além disso,
L(un) — I(u) em (WyP()),

conseqiientemente,

I(u) = 0.

Logo, u é ponto critico nao-nulo de I5 e portanto solugao fraca de (P). Usando u~ como
funcao teste, por (2.1) temos

Bl ) = ()P [ [VuP29u(-u) =0,
Q
conseqiientemente,

lu ][ =0,

ou seja,
u > 0.

2.3 Existéncia de solucao com M podendo ser
crescente

No que segue, provaremos a existéncia de solugao nao-negativa de (P) com M podendo
ser crescente. Para isto, suponhamos primeiro que M seja limitada. Mais precisamente,
assumiremos que existem m; > mg e tg > 0 tais que

M(t) =my; paratodo t > t. (2.6)

Teorema 2.2. Suponhamos que [ satisfaz (2.1) e (2.4). Assumiremos, além disso, que
M é uma fungao satisfazendo (M) e (2.6) com

p—1 p—1
(mo _ 0 ) > 0. (2.7)

p 1t

Entao, o problema (P) possui uma solu¢ao nao-negativa.
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Demonstracao. Discutiremos como no Teorema 2.1 para mostrar que o funcional I
possui um ponto critico ndo-nulo. De (M) e (2.6), temos que,

M(t) = /O[M(s)}p_lds

¢
> / mb~'ds
0
mo_lt,

= (2.8)
para todo t > 0, e
¢
W) = [ Drers
Oto t
_ / (M (s)]P2ds + / (M ()P ds
0 to
to t
= / [M(s)]plds+/mﬁ°1ds,
0 to
logo,
M(t) = / (M (s)]P~tds +ml 't —mP 't
0
< m]f*lt-l-mz, (2.9)

O[M ()P tds — m’f_lto‘ . Usando (2.8), temos,

para todo ¢ > ty, onde my = | |,

1~
h(w = Ml - [ Pt
p Q
1
> ol P - [ o).
p Q
De (2.1), obtemos
1 C
Ly(u) > —mfy™ full” = = Jul].
p q
Da imersio continua W, ?(Q) < L9(Q), existe C; > 0 tal que
1 ccy
I(u) = Emé’ el = == lu]l?,

ou seja,

I(u) 2 Cy|lul]” = Cs [[ull”,
para todo u € Wol’p(Q), onde Cy = émg_l >0, C3 = 051 >0 e p < q. Assim, escolhendo
1

0<r< (%) 7 resulta
IQ(U) > P> 07
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para todo u € WyP(Q) com |lu|| = r, onde p = (Cyr? — Cyr?) > 0, mostrando que I
satisfaz a condicao (ii) do Teorema 2.1.

Seja u > 0 em W, 7(Q). De (1.18), temos

1/\
L(tu) = =M(|[tul]”) — / F(x,tu)dx
p Q
1/\
< 5M(Htqu) — Kqlulit" + Ks|Q|. (2.10)
Assim, de (2.9) e (2.10), resulta
1
L(tu) < 1—977171)_1 [Jwl]” 7 — Ky |ulft 4 K| Qf + my,

para todo t suficientemente grande. Portanto, como p > p, temos que Is(tu) — —oo
quando t — 00, logo existe e € WyP(Q) tal que |le|| > r e I,(e) < 0, mostrando que
I, satisfaz a condicao (iii) do Teorema 2.1. Assim, do Teorema do Passo da Montanha,
existe uma seqiiéncia Palais-Smale (PS). (u,) C Wy™(Q) para I,.

Mostraremos que (u,) é limitada em VVO1 P(€)). De fato, suponhamos por contradi¢ao que
|lun|| — +o00. Assim M(||u,||) = my para n suficientemente grande, e de (2.3), (2.6) e
(2.8), temos
1
Ctllunll = Ia(un) — ;[é(un)un

M n_1 Un [P (| lquru— x,ul
= ];M(HUnH) M[M(H [P [lun | +/Q[Mf( Uy YUy — F(2,uy)]

~1 -1
p 2

Usando (2.7), concluimos que (u,) é limitada em W, (), o que contradiz ||u,| — +oo.
Portanto, existe u € T/VO1 () ponto critico ndo-nulo do funcional I, e portanto solucao
fraca de (P). Usando u~ como fungao teste, de (2.1) obtemos

[l =0,
ou seja,
u > 0.
|

Nosso objetivo ¢ estender o Teorema 2.2 a uma classe maior de fungoes M, inclusive
as funcgoes lineares crescentes. Isto sera feito usando um argumento de truncamento e
estimativas a priori obtidas por comparacao entre os niveis de minimax c,; e ¢y, relacionado
ao funcional I associado ao problema

{ —Ayu = #f(x,u) em

u = em  Of),
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isto é,

1 1
Io(u) :—/ |Vu|’ — pl/F(:B,u).
P Ja my Q

A fim de estabelecer as hipdteses exigidas no préximo teorema, mostraremos um lema
que exibird uma relacéo entre as normas em W,* () das solucoes do problema (P) com
M([lull”).

Lema 2.2. Seja v uma solucdo de (P) obtida pelo Teorema 2.2. Entdo, existem C>0c¢
0 > 0 que nao dependem de M, tais que

lull < C e Jfull® < [M(||ul)]' 0.

Demonstragao. Se ||u||” < to, escolha C = ti/”. Se ||u||’ > to, temos M (||u|[") = m; e

ey = I(u) — =IL(u)u

1

My — w7 ||w]|P 1 z,u)u — F(x,u
IJ—DM(HUH) M (ful") ||+/Q[uf(’) F(x, u)]

(m’é_l _ mi_l) ||u||”+/ﬂ[%f(:r,m - F(z,u),

p

por (2.4), temos

mp—l mp—l
ey > ( 0 _ ;) 7. (2.11)
p H
Além disso, de (2.9), temos
1= P
L(u) = —M([[ul[") = | F(z,u)
p Q
1
< ol ulf = [ P+ me
p Q
TS IR |
= my [’ = —= | Flz,u)dz] +ms
p my Q

= mP Io(u) + my.
Assim, concluimos que
exr < mPeg + ma. (2.12)

De (2.11) e (2.12), obtemos

- b
folf < et me) (e 2 %)—m.

p—1 p—
Mo =1y
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Note que, I5(u)u = 0, logo
(M ([full )P~ [full” = /Qf(%u)udﬂ?-
Segue de (2.1) e da imersao Wy (Q) < LI(Q) que
M (PP P < € [ ol de < Clul < CC,

com p < g < p*. Conseqiientemente,
[l < [M([Jul")]' "8,
onde § = CC". |

Teorema 2.3. Suponha que f satisfaz (2.1) e (2.4). Assumiremos, além disso, que M
satisfaz (My) e existe k > 0 tal que

(M) M) <
e . )
(Ms) (M (E)] 7P < 7

onde 6 foi determinado no Lema 2.2. Entao, o problema (P) possui uma solu¢ao nao-
negativa.

Demonstracgao. Definimos a funcao truncada

M(t) se t<k
Mk(t):{M(k;) se t> k.

Entao, a hipdtese (M) implica que M}, satisfaz (2.7) com my = M (k). De fato, de (Ms)

(P <
ou seja, :
(! By
p t '

Assim, podemos aplicar o Teorema 2.2 para obter uma solucao u; > 0 do problema
truncado

{ —[M(Jul")]P~ Apu = f(z,u) em  Q
u=20 em Of).

Do Lema 2.2, sabemos que
lue]|” < [Mi ([P 70.

Isso implica que se |lug||” > k, temos

| 7=

[M (k)]

<
que contradiz (M3). Portanto, ||ug||” < k, mostrando que wuy é, de fato, uma solugio
nao-negativa do problema (P). |
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Capitulo 3

Problema critico ou supercritico nao
local do tipo p-Kirchhoff

3.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos a classe de problemas nao-locais de valor de fronteira do tipo
p-Kirchhoff

- — M ()P Apu = Fla,u) + Aul P em ©
Py
u=0 em 0f),

em que Q2 CRY é um dominio limitado e regular, 1 < p < N, s > p* = ]\’;—]_Vp, N >3
e M : Rt — Rt f: QxR — R sdo funcdes continuas satisfazendo as hipéteses do
problema (P). Além disso, A, é o operador p-Laplaciano, isto é

N
0 _o Ou
Apu = Z or; (|vu|p ’ 8_%) )
i=1

e ||.|| é a norma usual em W,(Q) dada por
Jull = [ 19ul
0

Em primeiro lugar, desde que f(z,t) + A \t|872t tem um crescimento supercritico, nao
podemos usar as técnicas variacionais diretamente, em virtude da falta de continuidade das
imersoes de Sobolev. Assim, construiremos um truncamento da funcao f(x,t) + X [¢* ¢
para usar métodos variacionais ou, mais precisamente, o Teorema do Passo da Montanha.
Este truncamento foi usado por Rabinowitz, ver [20](ver também [14, 13]).
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3.2 O problema truncado

Seja. K > 0 um numero real, que serd especificado depois, e considere a funcao
gr : {0 x R — R dada por

0 se t<O0
gr(x,t) = flx,t) + st se 0<t<K
flx,t) + AKs7%71 se  t > K.

Estudaremos o problema truncado associado a gg

{ —[M([ul”)P Apu = g (z,u) em  Q

(T)x u=>0 em Of).

Tal funcao satisfaz as condigoes seguintes:

(9x.1) 9 ()] < (CHAT)[¢]*~

(pN)

para todo x € 2, para todot € R, onde C' >0ep < g <p* = N=p)

€

(9k.2) 0 < puGg(z,t) < gz, ),

para todo x € ), para todo t > 0, onde Gk (z,t) = fot gk (x,&)dE.
Verificagao da condigao (gx 1)

Vejamos tres casos:

1° Caso: t < 0. Entao (gx 1) segue imediatamente da definicao de gk-.

2° Caso: 0 <t < K. Entao,

gx (2, t)] = [f(z,t) + A"
< |f@@ )+ A
< Ol AR

ou seja,

lgre (@ )] < CRIT+ AR
= (C+ M9t !
< (CH+AKS et

paratodoxEQeOStSK,0ndeC’>Oep<q<p*:(5612).

3° Caso: t > K. Entao,

g (2, t)] = [fa,t) + AK*T10

[, )] + Ao
Ot + AEK*9|t]a
(C + AK=9)[t]a~1

IA A
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(pN)
(N-p)’

paratodoxr € Q et > K,onde C >0ep < qg<p' = e portanto a funcao gx

satisfaz a condigao (gx1).
Verificacao da condigao (gx )
Vejamos dois casos:

1° Caso: 0 <t < K. Entao, suponhamos por contradicao que

i (z, )t < uG(x,t).

Logo,
t
flz, )t + M7 < u/ g (T, €)de
0
t
= u/ (f(x,€) + Ae*")de
0 .
= u/ [z, €)de + pA—,
0 s
ou seja,

f(z, t)t—l—( . ))\t8<,uF(9c t).

Desde que (*2*) > 0, obtemos
Pt < pF (1),

para todo z € 2 e 0 < t < K, o que contradiz (2.4). Portanto, a condi¢do (gx2) ¢
verdadeira para todo x € Qe 0 <t < K.

2° Caso: t > K. Entao, suponhamos por contradi¢ao que

gK(x>t>t < :U’GK<'7;7t)

Logo,
Fl, )t + M1 < / gx(
0
K t
Zudqwxe%f/wwﬂw
0 K
! 1
= U f T, €) d€+ ) AK? + = AK° 19,
5q q
ou seja,

pF(z,t) > fla,t)t+ (L ; Py 4 (%);MKS.

41



qa—K s—q
Desde que (©£) > 0 e (% 1) > 0, obtemos
wF(z,t) > f(x,t)t,

para todo x € Q e t > K, o que contradiz (2.4). Portanto, a condi¢do (g 2) é verdadeira
para todo x € Q et > 0.

Assumindo (M), (Ms) e (Mj3), do Teorema 2.3, obtemos uma solu¢ao nao-negativa
uy para (T')y, tal que I)(uy) = ¢y, onde ¢y é o nivel do Teorema do Passo da Montanha

associado ao funcional )
Bw) = 30 (JulP) = [ Gl
b ¢)

que é relacionado ao problema (7"),, onde M (t) = fg M (s)ds. Além disso,

1 mb~t M(k)P!
D) — L) > ( b ﬂj )Hmu”

+ /Q[igK(x,u,\)u,\ — Gg(x,uy)l. (3.1)

Para provar o resultado principal desta secao, precisamos da seguinte estimativa.

Lema 3.1. Se u) é uma solugio (nao-negativa) do problema (T, entdo [u,[| < C para
todo A > 0, onde C > 0 é uma constante que nao depende de .

Demonstragao. Desde que Gk (z,t) > F(x,t) para todo x € Q e para todo t > 0, temos
cx < cpr, onde ¢y € o nivel no Teorema do Passo da Montanha relacionado ao funcional
I5. De fato, note que

I(tu) > I\(tu) para todo tu >0,

o que implica

sup Io(tu) > sup I\(tu) para todo wu > 0,
>0 >0

conseqiientemente,

inf sup I, (tu) < sup Iy(tu) para todo u > 0,
u>0¢>0 t>0

por conseguinte(ver Apéndice C),

inf sup I (tu) = ¢y < sup Is(tu) para todo u >0,

ue€Wy P (Q)\{0} >0 >0
logo,
cx < sup Ih(tu) para todo u € W,P(Q)\{0},
>0
portanto,

ey < inf sup Io(tu),
ueWEP(Q\{0} >0
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isto é,

Além disso,

e de (3.1),

mb~t M(k)P! 1
CAZ( 0 _ MK )nuxnu | Bty = Gt
p H QM

De (gk2), obtemos

p—1 Up
lun|| < < S ) — O
pmg — pM (k)P

para todo A > 0. [ |

3.3 O teorema principal

Agora, usaremos o método de Iteracao de Moser, veja [18](veja também [14, 13]).

Teorema 3.1. Suponha que a funcdo M satisfaz (M), (M) e (M3), e que f satisfaz (2.1)
e (2.4). Entao existe A9 > 0 tal que o problema (P)) possui uma solugdo nao-negativa
para cada A € [0, Ao

Demonstracao. Seja uy uma solugao do problema (7). Mostraremos que existe K tal
que para todo K > K| existe um correspondente )\ para qual

Este é o caso em que gx (z,uy) = f(z,uy)+A |uA|s_1 e assim u) ¢ uma solucao do problema
(Py), para todo A € [0, \g]. Por simplicidade, usaremos a seguinte notagao:

Uy - —Uu

Para L > 0, definimos as seguintes funcoes:

- u se u<lL
=YL se u>L,

1 -1
zL:ui(ﬁ e wp=uwud

onde 3 > 1 serd fixado depois. Usando z; como uma funcao teste, temos

(P [ e Vaz = [ o
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o que implica,

M (") / D [Tul? = —p(5 — DM ([P / B [V Vu Vg

+/gK(x,u)uu’£(ﬁ_1).
Q

Da definigao de up, resulta

p(6 — DM (Jul") / B [V YV, =
Q

— p(8 — DM ([l /{ O 20

e usando (g 1) e (Mp), obtemos

_ 1 _
/ WOV VP < (C+ K1) — / w7,
Q Q

my

isto é,
/Q“Iz(ﬁ_l) \Vu|p < CA,K/QUqUI,;(ﬂ_D,

onde O)\,K = (O + )\Ks_q)l/mg_l.
Por outro lado, da imersao continua de Sobolev Wy”(Q) < LP"(Q), segue que

p

lwi ). SC’l/ |VwL|p:C’1/ ‘V(uug_l)
Q Q

Conseqiientemente,

lwp, 5* < C’l/‘u§1Vu+u(ﬁ—1)u€2VuL
Q

‘ p

IA

C’1/ (‘ug_IVU‘ + ‘u(ﬁ - 1)u§_2VuL‘>p

Q

< G2 / (2 IVul? + (5 = 1 [Vug )
Q

Por conseguinte,

lwr

<0 [Vl -1 [ e V.
Q Q
Note que, sendo uy, = L, entdo |Vur| =0e

unlyy <G [ 7 wup < i [ 0 vl
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Por outro lado, se uy, = u, resulta
wnly < (€ CUB-1) [ vl
< 20 [ .
Q

Assim, em ambos os casos, temos

L < CyffP / VAL (3.3)
Q

onde Cy = 2C". De (3.2) e (3.3), obtemos

. < CzﬁpCAK/ 12('6_1),
Q

e conseqiiéntemente,

. < C’QﬁpC')\K/uq_p(uug_l)p = C’gﬁpC’,\ﬁK/uq_pw’L’.
Q Q
Usando a desigualdade de Hélder, com os expoentes conjugados p*/[¢—p| e p*/[p*—(¢—p)],
obtemos
N\ )/ . [p*—(a—p)l/p*
. < OYPChk </ uP ) (/ wip */lp*—(q p)}) : (3.4)
Q Q
onde p < (pp*)/(p* — (¢ — p)) < p*. Considerando a imersdo continua de Sobolev

)/
Wy (Q) — LY(Q), p—1 < ¢ < p*, obtemos

- S CBPCr Jul| ™ Jwr o

onde o = pp*/(p* — (¢ — p)). Usando o Lema 3.1, temos

. < C3BP0), xC*F

Desde que wy, = uu’g_l < u? e supondo que v® € L (), temos de (3.5) que

«\ P/P” p/a
p-1|P Ba*
‘UUL < C4ﬁpc,\,}( U < 400,
Q Q

Aplicando o Lema de Fatou com respeito & variavel L, obtemos
p*} p/p

p*\ 1P/P"
{/ <1iminf‘uu€_1 )} < {liminf/ ’uug_l
Q Q
. p/a*
< CyBPChk (/ u® )
Q
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Conseqiientemente,

*

A\ P/P . p/a*
(/ |U|ﬁp ) < CyfPCr\ Kk (/ u’® ) ;
Q Q

uly. < CaC\k B [ul?y.

o que implica

e assim,
|u|ﬁp* < (C’4C,\,K)1/ﬂpﬁ1/ﬁ |u|5a*. (3.6)

Além disso, considerando x = p*/a*, temos p* = xya* e fxa* = Op*, para todo > 1 de
forma que u” € L2 (Q).

Consideremos dois casos:

1° Caso: Considere primeiro § = p*/a* e note que

/(uﬁ)a* :/up* < 400,
Q Q

u’ € L (Q).

Conseqiientemente, da imersdo de Sobolev W, () < LP"(R2), do Lema 3.1 e da relacio
(3.6), obtemos

logo,

|u’(P*)2/a* < <C4C>\,K)1/pﬂ51/ﬁc5 [[ul
< (C4C>\,K)1/pﬁﬁl/ﬁ605a (3.7)

e assim,

[l y20- < Co(CaCi i) *PxMX. (3.8)

2° Caso: Considere agora 3 = (p*/a*)?. Segue da desigualdade em (3.7), que

/(uﬁ)a* _ / W < oo
Q Q

u’ € LY(Q).

conseqiientemente,

Da desigualdade em (3.6) obtemos,

(p*)3/(a*)2 < (C4CA,K)1/Bpﬁ1/ﬂ |U’(p*)2/a* y

[u

o que implica
2 2
U] s < (040,\,K)1/X (X)X Ul 2 -
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De (3.8), resulta

[l e < (CaCi )Y P ()Y C(CuCiy ) XX

ou,

Ul a0r < CG(C4C)\7K)1/X2p+1/XP(X>2/X2+1/X.

Um processo iterativo conduz a

m 1

moxt o
|u|X(m+1)a* §C6(C4C>\7K)Zi:1 oy imt X

Usando o teste da razao, temos

m —7 m

. X . . g
lim < oo e lim iy ' < oo.
1= 1=

Assim, passando ao limite quando m — oo(ver [4]), obtemos
Ul o) < C6(CaCir k)7 X7,

onde o1 =Y oo (X ")/pe og =) o ix " Para escolher \ consideramos a desigualdade

1
Co(C1Cr )7 X7 = C[Cu(C' + AKS_q)F]UIXJQ <K,
0

da qual,
- Km{P~1o
CH NN < —0
(C+ )< Cy X2 Cg
Escolhendo A\g > 0 para satisfazer a desigualdade
1/0’1 p—1
Ao < [K—mol/g - C]%,
C4X‘72/0106 ! Kema
e fixando K tal que
Kl/a’1 p—1
—m()1 — C] >0,
O4XU2/0—106/0—1
resulta,
e o teorema esta provado. |
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Apeéendice A
Funcionais Diferenciaveis

Neste apéndice mostraremos a diferenciabilidade dos funcionais energia definidos ao longo
deste trabalho.

Definicao A.1. Seja ¢ : U — R onde U é um aberto de um espago de Banach X. O
fucional ¢ é Gateaux-diferencidvel em u € U se existe f € X', tal que para todo h € X,

lim %[(p(u +th) — p(u) — (f,th)] = 0.

t—0

Se o limite acima existir, ele é Unico e a derivada de Gateaux em wu sera denotada por
¢'(u), e dada por

(/). ) = lim = (s + th) = p(u)].

O funcional ¢ tem derivada a Fréchet f € X' em u se

1 -
lim WMU +h) —pu) = (f,M] =0

O funcional ¢ pertence a C'(U,R) se o possui derivada a Fréchet e esta é continua em U.

Proposigao A.1. Se ¢ tem derivada Gateaux continua em U, entao ¢ € C'(U,R).

Demonstragao. Dados ug € U, h € X e ¢’ a derivada de Gateaux. Defina F': X — R
pondo

F(u) = ¢(u) = (¢'(uo), u — uo).

Pelo Teorema do Valor Médio,

|F(u) = Fuo)] = [o(u) = (¢'(u0), u = uo) — p(uo)] (A1)
< sup 1" (o + 0(w — o)) — ¢ (uo) | f|u — uoll -

Como ¢ tem derivada Gateaux continua em U, entao dado € > 0, encontramos d > 0 tal
que, para qualquer ||h|| < § temos

l¢" (w0 + ) — &' (uo)|| < e.
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Por (A.1),
o + 1) = p(uo) = {¢'(uo). M| < sup | (uo +6(h)) — & (uo) [ [|1]

< e[l

donde segue que ¢ ¢é diferencidvel a Fréchet e esta é continua. [

Proposigao A.2. O funcional I; : H}(Q2) — R definido por

() = 58 () = [ Fla.u)

onde M(t) = [y M(s)ds e F(x,t) = [} f(x,s)ds é de classe C'(H (), R).

Demonstracao. Primeiro mostraremos que o funcional I; esta bem definido. De fato,
notemos que:

(a) Sendo M : Rt — R* continua, temos que,
t
:/ M(s)ds < +oo Vt € R,
0

logo,
1/\
“M(|Jul®) < +00 Vu € HY(Q).

2
i [/Ou f(x,s)ds] dx
i /Ou f(z,s)ds| dx

(b) Por outro lado, temos

/QF(x,u)d:U

Vejamos dois casos:

1°caso: u > 0. Por (1.1), temos

u

(x,s)ds

< / | Fla9)) ds

< c/ (14 |s[”)ds
0

= C/ (14 sP)ds,
0

0

assim,

u

(x,s)ds

1
< CO(u| + —— [u[f™),
0 < O(ul+ 5 o™
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coml<p<iEelC>0.

2°caso: u < 0. Por (1.1), temos,

/Ou f(z,s)ds

logo,
u 0
/ f(z,s)ds| < C/ (14 (—s)P)ds
0 u
0
= C/ (14 (—1)PsP)ds
1 1
= u| + ulP*
Clul + — 1™,
com 1 <p< N *2 e C' > 0. Portanto, em ambos os casos, resulta

1
< O(lu| + —— |ulP™!
< O(|ul p+1|| ),

/Ou f(x,s)ds

para todo u € H}(2), com 1 < p < 22 e C' > 0. Da imersdo continua Hg(Q) — L"(2)
para 2 < r < 2*, segue que para todo u E H} (),

/QF(x,u)d:c

mostrando que I; estd bem definido.

1
/(]u\ + — | |u\p+1)dx < 400.

Definindo os funcionais J; : H}(Q2) — R e Ly : H}(2) — R dados por

hu) = 50 (l?) ¢ Lata) = | Flavu)

podemos afirmar o seguinte:

Afirmagao A.1. O funcional J; é de classe C'(H}(Q2),R).

Demonstragao. Sejam u,h € Hj(Q2) e 0 < |t| < 1. Pelo teorema do Valor Médio, existe
A € (0,1) tal que

LM (Jlu + th||*) = FM(|Jull®) _
t

M(||u + Athl|| )(/ VuVh + 2Xt ||h]|?),
Q
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logo,

M th||?) — M(||ul)?
Jimy MU+ A7) = M) _ PI%M(HUHW)(/ VuVh + 2Xt || h|?)
- Q

t—0 t

= M(JlulP) / Vuvh,
Q

mostrando que J; é Gateaux-diferenciavel e,

Ji(w).h =2 M(||u])?) / VuVh, Vhe HLQ).
Q

A aplicacdo u — Jj(u) é continua no dual de H{ ().
De fato, seja u,, — u em H3(Q) e ||h]| < 1. Da continuidade de M, obtemos
M (JJwal*) — M(J|ul®) em R.

Note que u,, — u em H} () implica u,, — u em H}(Q), logo

/Vuth — / VuVh em R,
Q Q
e portanto,
M(||un||2)/Vuth — M(||u||2)/Vth em R,
Q Q
ou seja, dado € > 0 existe ng € N tal que
'M(|]un|]2)/Vuth— M(||u“2)/Vth’ <e Vn>mno,
Q Q
consequentemente,
15 (un) = J1 (W) | gz yy <€ Vn =m0

mostrando que a aplicagao u — Jj(u) é continua e J; é de classe C'(H;(Q),R).

Afirmagao A.2. O funcional L; é de classe C'(H}(Q),R).

Demonstragao. Sejam u,h € H}(2) e 0 < |t| < 1. Pelo Teorema do Valor Médio, existe
A€ (0,1) tal que
F(z,u+th)— F(z,u)
t

= f(x,u+ Ath)h
< C(1+|u+h")h.
Da imersdo continua de Hj () em L"(2), para 2 < r < 2*, resulta

heIPQ) e |u+hf’ el (Q),
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usando a desigualdade de Holder, temos,
[(1+ |u+ h")h] € LY(Q).

Observe que,
F —F
lim (x,u+th) (x,u) _ f(z.u)h.

t—0 t

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

. [F(z,u+th) — F(z,u)] .
lim —/Qf( ,u)h

t—0 Q t

mostrando que o funcional L; é Gateaux-diferenciavel e,

:/f(x,u)h, Vh € Hy(Q).
Q

A aplicacao u — L) (u) é continua.

De fato, consideremos uma seqiiéncia (u,) tal que u, — u em H}(Q) e h € H}(Q)
com ||h]| < 1. Temos que

(L (un) = Ly (u)h] = L3 (un)h — Ly (u

o ]

Novamente da imersao continua de H&(Q) — L"(Q) para 2 < r < 2% obtemos

u, — u em LPT(Q),
logo, existe uma funcgao v € LPT(Q), tal que, a menos de subsequéncia,

lun(z)] < ov(z) q.t.p. em £

un(z) — u(z) q.t.p. em Q.
Da continuidade de f(z,.), temos que
f@, un(z)h(z) — f(z,u(z))h(z) q.t.p. em Q.
De (1.1), obtemos

[f (2, un(2)) ()] < C(1+ [un(2)[") [2(z)]
< O+ o)) |h(x)],

N+2

q.t.p. em Qonde 1 <p < Usando a desigualdade de Holder, resulta

(1+v")h € LM(Q).

52



Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/Qf(x,un)hﬁ/gf(x,u)h

Assim, dado € > 0, existe ng € N tal que

/f@wdhi/ﬂ%wﬂéa‘Wan
Q Q

12 () = L) gy < € V= o,

conseqiientemente,

mostrando que a aplicagao u — L) (u) é continua e o funcional L; é de classe C'(Hj (), R),
o que conclui a prova da proposicao. [ |

Proposicao A.3. O funcional I : I/VO1 P+ R definido por

1~

L= 3(Jull) - [ Fa.u),

p Q
onde M(t = [JIM(s)]P"'ds e F(x,t) = [ f(z,s)ds é de classe C' (W, ”(Q),R).
Demonstragao. Primeiro mostraremos que o funcional I, estd bem definido. De fato,
observe que:
(a) Sendo M : Rt — R* continua, temos que

M(t) = /0 t[M(s)]p‘lds < +oo VteRY

conseqiientemente,

1~
];M(||u||p) <400 Yue W,P(Q).

i [/0+ e, s)ds] da
< /Q /f F(@, 5)ds| da

(b) Por outro lado, observe que

/Q Fla,u®)dz

Por (2.1), temos

ut

Awf@@% < [ irwsas
< czwmwl

= C/ s17t
0



assim,

C C
< Tyt = Z |yt1?
< Clury =

/0u+ f(z,s)ds

para todo u € Wy*(Q) com p < ¢ < p*. Pela imersio continua W, (Q) — L"(Q) para

p < r < p*, segue-se
C
‘/F(w,u*)dzx < —/ |u+}q < +00,
Q q Jo

mostrando que o funcional Iy estd bem definido.

Considere os funcionais Jy, Ly : Wy™(€2) — R definidos por

JQ(U)Z%M(HUHP) e Lo (1) :/QF(;I;,uﬂdx

Afirmacao A.3. O funcional .J, é de classe C* (W, 7(Q),R).

Demonstracao.
Jo é Gateaux-diferencidvel.

De fato, considere o funcional G : W, *(Q) — R), definido por G(u) = |ju|”. Sejam
u,h € WyP(Q) e 0 < |t| < 1. Pelo Teorema do Valor Médio, existe A € (0,1) tal que

P p
Vut tVIE = IVUl G MR (Va4 MVR)VR,

t
assim,
y_{% |Vu+ tVi;|p — |Vul|? — Wu‘p,Q Vuh.
Note que,

IVu + tVAP — |Vul
t

< p|Vu+ Vh|'"|Vh|.

Observando que,
P
(Vu+ Vh)P™t € LP=1(Q) e Vh € LP(Q),

usando a desigualdade de Hélder, obtemos
p(Vu+ Vh)P~'Vh € L}(Q).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

lim Jo INu+ VR — [ |Vul’

t—0 t

=p / \Vul" > VuVh,
Q
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ou seja,
. Gu+th) -G
lim

t—0 t

(W _, / V"2 VuVh,
Q

mostrando que G é Gateaux-diferenciavel, e
G'(u).h =p / |Vul"~* VuVh.
Q

Dai, usando a Regra da Cadeia, resulta

J(wh = [%(A?(G(u)))'a'w)m

= ()P [ Valt vuvh,
Q
mostrando que Jy é Gateaux-diferenciavel.
A aplicacdo u — Jj(u) é continua no dual de W, 7(Q).

De fato, consideremos uma seqiiéncia (u,) tal que u, — u em WyP(Q) e h € W, 7(Q)
com ||h|| < 1. Note que,
Vu, — Vu em LP(Q),

logo, a menos de subseqiiéncia

Vu,(z) — Vu(z) q.t.p. em 2

|V, (z)] < s(z) g.t.p. em Q
onde s € LP(Q2). Dal,

V()P Vu, (2)Vh(z) — |Vu(z)[P~* Vu(z)Vh(z) q.t.p. em Q

V(@) Vun(2)Vh(2)| = [Vua (@)~ [VA()|
< [s@)P [Vh(z)]

q.t.p. em €. Desde que, )
Pl e L1(Q) eVh € LP(Q),

usando a desigualdade de Holder, obtemos
sPIVh € LY(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos
/ Vi, |P > Vu,Vh — / |Vul|P > VuVh,
Q Q
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logo, dado € > 0, existe ng € N tal que

/ V[P~ Vu, Vh — / |Vaul"~? Vth‘ <e Vn > ny,
Q Q
o que implica,

sup <€ Vn > ny,

[[Rll<1

/ V[P~ Vu, Vh — / |Vul"~? VuVh
Q Q

ou seja,
||G/(un) - G/<U>H(W01,P(Q))/ <e Vn Z Ny,

mostrando que a aplicacio u — G'(u) é continua no dual de W, (Q) e o funcional G é de
classe C1(W,P(Q2),R), conseqiiéntemente,

G(un) - G(u)v

isto é,
Jun]l” = Jlull”

Da continuidade de M, segue que
[M ([ ")~ — (M)~

Assim, resulta que
M) [ 190,07 Va9 = D1l [ [Vl 9T
Logo, dado € > 0, existe ng € N tal que
'M4mu4VWF1XJVuupﬂshmvh—wwuwmwv—{érvmpﬂvthw<evnz7m,

e por conseguinte,
||J£(un) - Jé(“)”(w&#’(g)), <€ Vn Z No,

mostrando que a aplicacdo u — J4(u) é continua no dual de W, #(Q) e o funcional .J, é

de classe C'(W,7(Q),R).

Afirmacao A.4. O funcional Ly é de classe (W, 7(Q),R).

Demonstragao.
Lo é Gateaux-diferencidvel.

De fato, sejam u,h € Wy*() e 0 < |t| < 1. Pelo Teorema do Valor Médio, existe
A€ (0,1) tal que

F(x,u"(x)+th*(z)) — F(z,u"(z))

— fla,u(2) + M (2))h(2)
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assim,

i UL Z D) ot ) )

t—0

De (2.1), temos,

|f(x,u(x) + XehT (x))h(z)] < C ‘qu(x) + Ath*(x)‘q_l |h(z)|
< Clut(z) + h+(x)‘q71 |h(z)| com p < ¢ < p*.
Pela imersiao continua W,y (Q) < L"(Q) para p < r < p*, temos
(ut +h*) e Lei(Q) e h € LUQ).
Usando a desigualdade de Holder, resulta
(ut +hM)th € LYQ).
Do Teorema da Convergencia Dominada de Lebesgue, obtemos

lim Jo o +117) = Jo Fla ) _ /Qf(w, ut)h

t—0 t

mostrando que o funcional Ly é Gateaux-diferenciavel e,

L’Q(u).h:/ﬂf(a:,u*)h.

A aplicacio u — Lj(u) é continua no dual de W, (Q).

De fato, consideremos uma seqiiéncia (u,) tal que u, — u em Wy*(Q) e h € W, (Q)
com ||h|| < 1. Da imersio continua de Wy () em L"(Q), p < r < p*, obtemos

u, — u em LI(Q),
logo, existe uma fungao v € L9(), tal que, a menos de subsequéncia,

lun ()| < v(x) q.t.p. em Q

up(z) — u(z) q.t.p. em Q,

o que implica
uf ()| < v(z) q.t.p. em Q
uwlf(z) — ut(z) q.t.p. em €,

n

Da continuidade de f(z,.), temos que,

flx,uf (x))h(x) — f(z,u"(z))h(x) q.t.p. em Q.

»n
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De (2.1), obtemos,

|flx uf (2)h(z)| < C|uf (@) k()]
< Clo(a))! h(@)],

q.t.p. em Q, com p < ¢ < p*. Desde que vi! € Lq%l(Q) e h € Li(Q)(pela imersao
continua W, ?(Q) — L9(Q)), segue da desigualdade de Hélder que

v th e LY(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/Q f(@,ui)h — / fo,ut)h

Assim, dado € > 0, existe nyg € N tal que,

/fa:u ‘<e Vn > nyg,

logo,
1L (1) — Lh(w) |ty < & ¥ > mo,

mostrando que a aplicacio u — Lj(u) é continua no dual de Wy(Q) e o funcional Ly é
de classe C' 1(VVO1 P(Q),R), o que conclui a prova da proposigao. [ |
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Apeéendice B
Resultados Gerais

Neste apéndice, enunciaremos os principais teoremas utilizados nas demonstracoes deste
trabalho.

Teorema B.1. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)(Ver [5]) Seja u, uma
sequiencia de fungoes integraves que convergem em quase toda parte para uma fungao
mensuravel u. Se existe uma fungao integravel v tal que

lun| < v, ¥n €N,

/udw = lim/undx.

Teorema B.2. (Lema de Fatou)(Ver [5]) Seja u, uma seqiiéncia de fungoes integréves
nao-negativas, entao

entao u € integravel e

/ (liminf u,)dz < liminf / Uy, dx

Teorema B.3. (Desigualdade de Hélder)(Ver [5]) Seja u € LP(Q2) e v € LI(2) com
1§p<+ooe§+§:1. Entao,

uv € LI(Q) € ||7~W||L1(Q) < ||u||LP(Q) ||U||Lq(9)~

Teorema B.4. (Ver [6]) Seja X um espago de Banach reflexivo. Se (u,) é uma seqiiéncia
limitada em X, entdo existem uma subseqiiéncia (u,,) C (u,) e u € X tais que

Up; — uem X.
Teorema B.5. (Ver [6]) Sejam u,, uma seqiiéncia em LP(§2) e u € LP(2), tais que
Uy, — uem LP(Q).

Entao, existe uma subseqiiéncia (u,;) C (un) tal que
(1) up, (z) — u(r) em q.t.p. z € Q;
(2) [tn, (z)| < v(z) em q.t.p. z € Q, V4, onde v € LP(Q).
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Apéndice C
Resultados Importantes

Neste apéndice enunciaremos e demonstraremos alguns resultados importantes, utilizados
durante o desenvolvimento deste trabalho.

Lema C.1. Sejam z,y € R e seja (.,.) o produto interno usual no RY. Entao

(lefP 2o =y 2y, o —y) > Cplo —y|” sep>2

_ _ C e —qy)?
<|x|p2x—|y|p2y,a¢—y)2( bl =yl sel<p<?2.

|z + [y])>~P

Demonstracao. Por homogeneidade podemos assumir que |z| = 1 e |y| < 1. Além disso,
escolhendo uma base conveniente no RY podemos assumir

r=(1,0,0,....0) , y=(y1,%2,0,...,0) er/yi+y3 <1

(i) Caso 1 < p < 2. Esté claro que a desigualdade ¢ equivalente a

{(1_( ; )<1—y1>+ Vs }(um)mz

Y + y3) )2 (Y7 +y3)2—P/2 (1—11)?+y3

Mas

- s B TS (1 —y) se0<y <1,
(Vyd +3)>r leftly
ou,
Y1
1— >1-—y1>2(p—-1)1—-y) sey <0,
(VY +y3)>?
entao,

yl _|_ y2)(27p)/2
—)?+ e

(p—l){(l—y1)2+y§}(1a >p—1.

(ii) Caso p > 2. A desigualdade é equivalente a

1=y (i +98) 720 — ) + (i +93) 72
(1 —yy)2 + y2)r/? =
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Denotando t = |y| / |z| e s = (x,y)/(]z||y|) entdo, temos que mostrar que a fungao

1— (Pt +t)s+ 7

I8) = =455 - zyer

é limitada inferiormente. Um célculo direto mostra que fixando t, % =0 se

—2

L— (PP t)s+ 1P = r +1(1 — 2ts + %),

p
temos,
241 1 2+ 1 1
= >_"min ——— > —
Js) = A o e = B8 G = o

o que conclui a prova do lema. [ |

Definicao C.1. Seja X um espago de Banach, um campo pseudo-gradiente para ¢ €
C'(X, R) é uma aplicacao localmente Lipschitziana V : Y — X, que verifica

V(W) < allé (u)] (C.1)

’

(6 (w), V(w) = B¢ (w)]*, (C.2)

Definicao C.2. Seja X um espaco de Banach, S C X e a > 0. Designamos por S, a
vizinhanga fechada de S definida por

S0 = {u€ X:d(u,5) < o},
onde d(u, S) = inf{||lu — v|;v € S}.

Teorema C.1. Seja X um espago de Banach e ¢ € C'(X,R). Suponha que S C X,
ceR, 40 > aee,d > 0 sao tais que

16 (u)ll > % Vue (- 26(% ~1),c+ 26(% — 1) N Sas. (C.3)

Entdo, existe n € C([0,1] x X) tal que para todo u € X e t € [0.1], tem-se:
(i) n(0,u) = u;

(it) n(t,u) =useu ¢ ¢~ ([c— 262 — 1), c+ 26(2 — 1)]) N Sas;

(ifi) 7(1,p=r<(Z=D N S) C ¢ N S;
(

iv) n(1,.) : X — X é um homeomorfismo.
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Demonstracgao. Sejam

43 43

A=¢ e~ 26(; —1),c+ 26(5 — 1)]) N Sag,
B=o"(le—d(Z -1t L 1S,

Y ={ue X;¢/(u) #0}.
Assim, note que B C A C Y. Considere V : Y — X um campo pseudo-gradiente para
¢ e uma funcao localmente Lipschitziana p : X — R definida por
d(u, X\ A
o) = e XN
d(u, X\ A) + d(u, B)

(Ver [12])

de onde segue que 0 < p <1, p(u) =1seu € B e p(u) =0se u € X\A. Considere ainda
a seguinte aplicacao localmente Lipschitziana f : X — X definida por

—p(u)%, se ue A
fu) =
0, se u¢ A (Ver [12])

Sendo || f(u)|| < 1, para todo u € X, segue que o problema de Cauchy

tem para cada u € X a solugao definida para todo ¢t € R. Sejan : [0,1] x X — X
definida por
n(t,u) = w(st,u).

Entao,
(1) 7(0,u) = w(0,u) = u;
(ii) n(t,u) =useu ¢ ¢ (fc—26(L2 —1),c+ 2¢(2 —1)]) N Sos.

De fato, considerando wy (t) = u, para todo t € R, tem-se
w(t) = 0= f(wi(t)) = f(u), se ug A,
logo
wy = f(wi(t)), se ug¢ A

wy(0) = u.
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Assim, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solugoes, se u ¢ A
w(t) = wq(t) = u, para todo R,

portanto
n(t,u) = w(dt,u) = u, para todo t € [0, 1];

(i4) n(1, ¢eTCE=D N S) C ¢°=< N S

De fato, note que para todot > 0eu € S

w(t,u) —w(0,u) = /0 f(w(r,w))dr,
o que implica t t
futt) =ull < [ o) < [ ar =

De modo que, sendo S5 = {v € X;d(v,S) < d}, onde d(v,S) = inf{||lv — ul||;u € S},
obtemos para todo t € [0, ]
lw(t, u) —ul <t <9,

de onde segue
d(w(t,u),S) <6, para todo u € S,

o que implica
w(t,u) € Ss, para todo u € S,

ou seja,
w(t,S) C Ss, para todo t € [0,0].

Logo,
n(t,S) C Ss, paratodo te€0,1]. (C.4)
Note também que, para cada u € X fixado, a fun¢ao ¢(w(t,u)) é ndo-crescente, pois
d / .

e do problema de Cauchy,

d '
Zo(w(t, ) = o (w(t,w)) f(w(t, u)).

Da defini¢do de f, tem-se L¢(w(t,u)) =0 se w(t,u) ¢ A e caso contrério,
i = o oty L)
ottt ) = =t ) (wlt, )

Assim, de (C.2),
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ou seja,

d
Egﬁ(w(t, u)) <0, para todo t € R,

donde concluimos que ¢(w(t,u)) é ndo-crescente.
Se u € ¢eTCE€=DNS note que:

a) Se ¢p(w(bt,u)) < ¢ — ¢, para algum ¢ € [0,4), entio

¢(n(L,w) = d(w(é,u)) < $(w(t,u)) <c—e.

Portanto, de (C.4),
n(l,u) € ¢ N S;.

b) Observe que para todo ¢ € [0, ], temos

p(w(t,u) < (w(0,u)) = d(u) < e+ (22— 1),

(0%

Dessa forma, supondo que

w(t,u) € B= ¢ ([c— e(% —1),c+ 6(% —1)]) N Ss, para todo t € [0, 4],

usando (C.1), (C.5) e o fato que p =1 em B, obtemos

ow(d.0) = ou) + [ Fotw(t.w)it,

de onde segue 5
ow(E0) < 6w = 2 [ it u)

logo
s
!

mostrando que

Portanto, em qualquer um dos casos (a) ou (b)
n(l,u) =w(d,u) € ¢ °NSs, se u€ ¢C+€(%*1) ns;

(tw)n(1,.) : X — X é um homeomorfismo. De fato, devemos mostrar que 7 é continua
e que possui inversa continua.

Assim, considere as seguintes fungoes
g: X — X
u — g(u) = w(dt,u)
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h: X — X
u +— h(u) =w(=dt,u).
Dessa forma, tem-se
(g 0 h)(u) = w(dt, h(u)),

de onde segue

Usando propriedades de fluxo, obtemos
(9.0 h)(u) = w(6t — 6t,u) = w(0,u) = 1
ou seja,
(g0 h)(u) = u.

De modo analogo, temos
(ho g)(u) = u.

Logo, temos que n(t,u) = w(dt, u) possui inversa dada por n~ ' (t,u) = w(—4dt,u). Note
ainda que 7(t, .) é continua pela dependéncia continua com rela¢ao aos dados iniciais para
w(dt, u). Da mesma forma, temos que n7*(., u) também é continua, donde concluimos que
n(1,.) : X — X é um homeomorfismo. |

Teorema C.2. (Teorema de Deformagao) Seja X um espago de Banach e ¢ € C' (X, R).
Suponha que ¢ satifaz a condigao (PS). Se ¢ € R nao é um valor critico de ¢. Entao, para
todo € > 0 suficientemente pequeno, existe n € C([0, 1], x X, X) tal que, para todo u € X
et e [0,1], tem-se:
(i) 7(0,u) = u;
(i) n(t,u) = u se u ¢ 67 (e — 26, + 2€]);
(iil) n(1, ¢°t) C ¢
(iv) n(1,.) : X — X é um homeomorfismo.

Demonstragao. Devem existir constantes 6,y > 0, tais que, se u € ¢! ([c — 26, ¢ + 26]),
temos ||¢ (u)|| > =, pois , caso contrério, existe uma sequéncia (u,) com

d(un) — ¢ e ¢ (up) — 0, quando n — +oo. (C.6)

Por hipétese, temos que ¢ satisfaz a condigao (PS), logo existe uma subsequéncia
(tn,) C (uy,) tal que u,, — uem X. Sendo ¢ € C'(X, R), segue-se

¢(un,) — ¢(u) (C.7)
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!/

¢ (tn,) — ¢ (u). (C.8)
De (C.6), (C.7) e (C.8), tem-se

p(u)=c e ¢ (u) =0,

donde concluimos que ¢ é um valor critico de ¢, contrariando a hipdtese, logo mostramos

que existem constantes 6, > 0, tais que, se u € ¢~ ([c — 26, ¢ + 26]), temos ||¢ (u)|| > 7.

Assim, considerando S = X, € € (0, 0] fixado e § = 476, ou seja, Y = %6, pelo Teorema

C.1, segue o resultado. [ |

Teorema C.3. (Passo da Montanha) Seja X um espaco de Banach e I um funcional de
classe C'(X,R) satisfazendo a condi¢ao Palais-Smale(PS). Além disso, suponha que as
seguintes condig¢oes sejam satisfeitas :

(@) 1(0) =0,
(ii) Existem p,r > 0, tais que I |sp,.> p,
(iii) Existe e € X \ B, tal que I(e) < 0.
Entao, I possui um valor critico ¢ > p, com

c¢=inf max I(u),
g€l ueg([0,1])

onde I'={g € C([0,1], X)\ g(0) =0 e g(1) =e}.

Demonstracao. Seja ¢ = inf max I(u), ou seja, ¢ = inf max I(g(t)). Afirmamos que
g€l ueg([0,1]) g€l t(0,1]

c estd bem definido. De fato, pois sendo I € C*(X,R) e g € C([0,1], X), segue que [og ¢é
uma fungao continua e sendo [0,1] um conjunto compacto, temos que I o g possui maximo
em [0,1].

Afirmagao C.1. m[ax} I(g(t)) > p, VgeT.
tefo,1

Demontracao. De fato, seja g € I' e defina

h:[0,1] — R
t — h(t) =gl

Observe que h é uma composicao de funcgoes continuas, logo h é continua. Além disso,
sendo e € X \ B,, temos que

h(0) = llg(0)]| = [0} =< r
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h(1) = gl = llell > 7,

ou seja, h(0) < r < h(1). Assim, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢y, € (0,1)
tal que h(to) = ||g(to)|| = r, de onde segue pela condigao (ii) que I(g(to)) > p, logo

max [(g(t)) > p, VgeT, (C.9)
t€[0,1]

mostrando assim a Afirmagao C.1.

Definindo H = {m[ax] I(g(t)); g € F}, segue da Afirmagao C.1, que H ¢ limitado
tef0,1

inferiormente em R. Assim pelo Postulado de Dedekind, existe o infimo de H em R,

isto é, inf max I(g(t)) estd bem definido.
gel'¢t€[0,1]

De (C.1) temos que p é uma cota inferior para H, conseqiientemente pela defini¢ao de
¢, segue que ¢ > p. Suponha por contradicao que ¢ nao é um valor critico. Entao, pelo
Teorema C.2, temos que dado 0 < e < 52, existe n € C([0, 1] x X, X) tal que

(a) n(t,u) =useu g I[Y([c—2¢c+2¢)etel0l]
(b) n(1,1¢t¢) C I~
Além disso, pela defingao de ¢, existe g € I' tal que

max [(g(t)) < c+e. (C.10)
te[0,1]
Considere h(t) = n(1,g(t)). Sendo n € C([0,1] x X,X) e g € C([0,1], X), segue que
h e C([0,1], X). Uma vez que, I(e) < p < ¢ — 2¢, tem-se I(e) ¢ [c — 2¢, ¢ + 2¢], 0 que
implica e ¢ I71([c — 2¢, ¢ + 2¢]). Da mesma forma, sendo 1(0) = 0 < p < ¢ — 2¢, tem-se
1(0) ¢ [c — 2¢, ¢+ 2¢€], ou seja, 0 & [~ ([c — 2¢, ¢+ 2¢]). Assim, de (a),

h(0) =n(1,9(0)) =n(1,0) =0

n(1) = (1, g(1)) =n(l,e) =e,

donde conclufmos, que h € T'. Por (C.2), obtemos

I(g(t)) < max I(g(t)) < c+e,

o que implica g(t) € It Vvt € [0, 1]. De (b),

h(t) = n(1,9(t)) € I°° vt € [0, 1],

ou seja, I(h(t)) < c—eVte|0,1], logo

TN <
%6&,}1{} I(h(t)) <c—c¢
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d = inf I(g(t)), t
e sendo, ¢ ;Ielrtem[guﬁ (g(t)), temos que

visto que her. Assim,
c<c—eg,

o que é um absurdo. Portanto, concluimos que ¢ é um valor critico para I, finalizando
assim a demonstracao do Teorema . [

Agora, demonstraremos o Teorema do Passo da Montanha em uma versao devido a
Willem [22], esse resultado foi usado para encontrar a solu¢ao do problema (P) no capitulo
2 desta dissertacao. Antes demonstraremos o seguinte lema de Deformacao.

Lema C.2. (Lema de Deformagao) Seja X um expaco de Banach, I € C'(X,R),c €
R,e > 0, com

(Vu € I ((e = 26,c+24)) - |T'(w)]| = 2.
Entao existe n € C(X, X) tal que
(i) n(u) =u,Vu & I"*([c — 2¢, ¢+ 2¢]),
(ii) n(Iere) c I,

onde,
I := 1] — oo, d|).

Demonstracao. Definamos

A = o Yc—2¢c+ 2€),
B = ¢ (c—ec+d),
Y = dist(u, X\A)(dist(u, X\ A) + dist(u, B)) !,

de forma que v é continua e localmente Lipschitziana, » = 1 em B e ¢y = 0 em X\A.
Definamos também a fun¢ao continua e localmente Lipschitziana campo vetorial

flu) = =@)|Ve@)| v e(u), ueA,
= 0, u e X\A.

Note que || f(u)]] < (2¢)7! em X. Além disso, para cada u € X, o problema de Cauchy

_O(tvu) = f(a(t,u)),

o(0,u) = wu,
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possui uma tnica solugao definida em R. Além disso, o ¢ continua em R x X (veja [21]).
A fungao 7 definida em X por n(u) := o(2¢,u) satisfaz (i). Desde que

Celoltu) = (Ve

= —(o(t,u)) (C.11)

(o (t,u)) é ndo-crescente. Seja u € p°T¢. Se existe t € [0, 2¢] tal que p(o(t,u)) < ¢ — e,
entdo ¢(o(2¢,u)) < ¢ — € e (ii) é satisfeita. Se

o(t,u) € p ' ([c—e c+e), Vte|0,2e,

obtemos de (C.11),
Plo2ew) = o)+ [ oot

= o) / (ot u))dt

< c+e—2e=c—cg,

e (ii) também é satisfeita. |

Teorema C.4. (Passo da Montanha) Seja X um espaco de Banach e I : X — R um
funcional de classe C', e € X e p > 0 tais que |le|]| > p e

b= inf I(u)>I(0) > I(e). (C.12)

llull=p
Entao, para cada € > 0, existe u € X tal que
(a) c—2e < I(u) <c+2e
(b) [ (w)]] < 2,
onde,

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(1))

I'={y e (0,1}, X) : 7(0) = 0,7(1) = e}

Demonstracao. A hipétese (C.12) implica que

b < I(~(t
< max (v(t)),

e também

b < ¢ < max I(te).
te(0,1]
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Suponha que, para algum € > 0, a conclusao do teorema nao é satisfeita. Entao
c—2e>1(0) > I(e). (C.13)
Pela definicao de ¢, existe v € I' tal que

< . .
tem[éa’)ﬁ I(y(t) <c+e (C.14)

Considere 3 :=n o+, onde n é dado pelo Lema C.2. Usando (i) e (C.13), obtemos
(0) = n(~(0)) = n(0) = 0,
e similarmente (1) = e, de forma que § € I'. Segue-se de (ii) e (C.14) que

< <c—e.
C_tggﬁf(ﬁ(t))_c €

Isso é uma contradicao. [

Teorema C.5. Se ¢js é o nivel do Passo da Montanha do funcional Iy(ver capitulo 2),
entao

cy = inf sup I(tu).
uE€WLP(Q\{0} £0

Demonstracao. Considere

Cy = inf sup I(tu).
wEWLP(Q\{0} 0

e defina ¢(u) = t,, quando o mesmo existe e ¢p(u) = 0o caso contrario. Observe que

Cy = Jgﬂglg(v),

onde M = {v = t,u:u e WyP(Q)\{0}}. De fato, v € M implica v # 0 e

ol = (M (ol / f(. v,
Assim,

— > ot
I(v) rgaoxlg(tu) >y

Logo,

1)1%’1]\5[2(1)) > -

Por outro lado, seja u € Wol’p(Q) tal que t, < co. Conseqiientemente,

Ulélj\fd I(v) < I(t,u) = max Ir(tu)
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de onde concluimos

viélj\fjfz(v) < -

Provaremos primeiramente que
e < Cyy

Seja u # 0 tal que ¢, < co. Desde que Iy(t) — —oo quando t — oo, seja t > 0 verificando
I)(tu) < 0. Considere

3(t) = (f)t
Temos 7(0) =0 e Io(7(1)) < 0 e assim 7 € I'. Além disso,

sup I>((t)) < sup I»(tu)

te[0,1] t>0
e portanto,
e < Cyy
Finalmente, provaremos que
Cyp > Cyy

Dado v € T, temos que v(0) =0 e I5(y(1)) < 0. Assim, existe ¢, € [0,1] tal que

L(y(t,) = mmax L(y(t)).

Desde que 7(t,) € W, ?(Q), segue-se que y(t,) € M e

cy = inf I(v) < L(y(ty) = sup L(y(t)).
veM te[0,1]

Portanto,
CMm 2 C}k\/[?

e o teorema esta provado. [ |
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