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Deus de fato joga dados.
E o problema € que muitas vezes ele os lanca em
lugares que nao enxergamos.

Stephen W. Hawking,

Astrofisico e Matematico Inglés



Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar existéncia, unicidade, estabilizagao nao exponencial e o
decaimento polinomial do seguinte sistema acoplado de equacoes de onda

4

Uy — Au+u, +av =0 em Q x (0,00),
vy — Av+oau =0 em  x (0,00),
u=v=0 sobre I' x (0, 00),
u(0) = ug, v(0) = vy em (),

ut(0) = up,v:(0) =v;  em €.

\

Usaremos as técnicas de Semigrupos, Teorema de Gearhart e o método da energia.

Palavras Chaves: Semigrupos, estabilizacao nao exponencial, decaimento polinomial.



Abstract

In this work we study the existence, uniqueness, non exponential stabilization and the poly-
nomial decay of the following coupled system

([ uy — Au+u+av=0 in Q x (0,00),
vy — Av+oau =0 in Q x (0,00),
u=v=0 on I'" x (0, 00),
u(0) = ug, v(0) = vy in Q,

ut(0) = up,v:(0) =v;  in

\

We use semigroup tecnical, Gearhart Theorem and energy method.

Keywords: Semigroup, non exponential stabilization, polynomial decay.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar existéncia, unicidade, estabilizacao nao exponencial e
o decaimento polinomial do seguinte sistema acoplado de equagoes de onda

uy — Au+us+av=0 em € x (0,00),
vy —Av+oau=0 em Qx(0,00),
u=v=0 sobre I x (0,00),

u(0) = up,v(0) =vg em €,

u(0) = ug,v(0) =v; em

N TN N N /N
—_ = =
T = W DN =
N’ e e N N

onde ) C R™ é um conjunto aberto, limitado com fronteira I' regular e & é um nimero real
positivo bastante pequeno.

O modelo acima representa a evolucao de um sistema, consistindo de duas membranas
eldsticas sujeita a uma forga eldstica, que une uma a outra através do coeficiente a (veja [9]).

E bem conhecido (veja [3]) que a cldssica equacio de onda

[ uy — Au=0 em  x (0,00),
u=0 sobre I' x (0, 00),

u(z,0) = ug(x), ue(x,0) = uy(z) em €,

\

descreve um sistema conservativo. Por outro lado, é também conhecido (veja [3], [11], [14]) que
a equacao de onda com termo de amortecimento

(wy — Au+u =0 em ) x (0,00),
u=20 sobre T" x (0, 00),

u(z,0) = ug(x), us(x,0) = uy(z) em €,

\
é exponencialmente estavel.

Neste trabalho demonstraremos que o sistema de equagoes de onda (1.1) - (1.5) é bem posto
e polinomialmente estavel.

Vérios autores estudaram o sistema (1.1) - (1.5), dentre eles destacamos [7], [8] e suas re-
feréncias, que mostraram que o sistema (1.1) - (1.5) é bem posto e polinomialmente estavel.
A principal diferenca aqui é para dar uma nova demonstracao da estabilidade polinomial, uti-
lizando o teorema de Gearhart e argumentos de técnicas multiplicativas. Este é um fato novo na
literatura.



Os capitulos seguintes sao organizados como segue: no capitulo 2 serao apresentados os
resultados basicos da teoria de semigrupos, fundamentais no desenvolvimento deste trabalho. No
capitulo 3 demonstraremos existéncia, unidade e decaimento nao exponencial para o problema
(1.1) - (1.5). No capitulo 4 demonstraremos que o problema (1.1) - (1.5) ndo é exponencialmente
estavel, porém é polinomialmente estavel e apresentaremos alguns exemplos de aplicacao do
principal resultado.
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Capitulo 2

Semigrupos

Apresentaremos neste capitulo os principais aspectos da teoria de semigrupos, que utilizaremos
nos capitulos seguintes.

2.1 Definicoes e Teoremas Importantes

Sejam X um espaco de Banach real ou complexo e por £ = {T: X — X : T é linear continuo},
estaremos denotando o espaco dos operadores lineares continuos de X em X com a norma usual

T
|T|| = sup {M cx 0} = sup {||Tz| : v € X}.
zex (2|l l|=|=1

Definigao 2.1.1. Um semigrupo de operadores lineares em X ¢é uma familia {T'(¢) : t > 0} C
£(X) tal que

(1)T(0) = I (Identidade em £(X));

(i7) T(t+s)=T(t)T(s), ¥ t,s > 0.

Definigao 2.1.2. Dizemos que o semigrupo {7°(t) : ¢ > 0} é uniformemente continuo, se

lim | T(t) = I|| = 0.

i [7(1) ~ 1]
Definigao 2.1.3. Dizemos que o semigrupo {T'(t) : t > 0} é fortemente continuo (ou Cy —
semigrupo) se

lim T(t)r =z, V zelX. (2.1)

t—0+

A equagao (2.1), é equivalente a seguinte equagao
lim [|[T(t)x —z|| =0, VoelX.
t—0t+

Definicao 2.1.4. Se {T'(t) : t > 0} é um semigrupo fortemente continuo em X, seu gerador
infinitesimal é o operador A : D(A) C X — X definido por

T _
Az = lim M

)
t—0Tt t

onde

D(A) = {x € X : lim M existe}.

t—0t

12



Observe que
. TWx—x df
Az = tli%i % = ET(t)ﬂt:o,

para x € D(A).

Definicao 2.1.5. Seja X um espaco de Banach real ou complexo e X* seu dual. Indicare-
mos o valor de z* € X* em z € X por (z*,x) ou (x,z*). Para cada x € X, definimos o conjunto
dualidade F'(z) € X* por

F(x) = {2" € X" Re(z", z) = [[«||* = [l=**}.
Observagao. O Teorema de Hahn-Banach assegura que F(z) # ¢.

Definicao 2.1.6. Um operador A ¢ dissipativo se para todo « € D(A) existe um z* € F(x) tal
que Re(Azx,z*) <0.

Teorema 2.1.1. Se {T'(t) : t > 0} é um Cj - semigrupo, entdo existem contantes w e M > 0 tal
que

IT@®)] < Me*, vt € [0,00].

Demonstracao: Vamos inicialmente mostrar que existe n > 0 tal que ||7(¢)] ¢ limitada, para
0 <t < n. De fato, caso contrario, existiria uma sequéncia (t,,), com t,, > 0 tal que

lim £, =0 e ||T(tn)]l > M.

Do Teorema da Limitacdo Uniforme, segue que, para algum = € X, a sequéncia {||7(t,,)z||} é
ilimitada, o que contraria (2.1). Logo, existem M > 0 e n > 0 tais que

|T(t)]] <M, para 0<t<n.
Como [|[T(0)]| =1e M > 1, sejaw = n~logM. Assim M = ¢™. Dado t > 0, existem n € N e
t
0 <6 < n, tais que t = nn + J, ou seja, n = — — — e portanto, por propriedade de semigrupo,
/]

temos

IT@N =T+ )l = T )T =T+ 0+ ... + ) T = IT)T (). T(m) TO)]

t_3 t
= ([T = IO =TT O < M"M = M»—2M < M»M
S eth — MBWt,

para todo 0 <t < 0. O

Corolario 2.1.2. Se {T'(t) : t > 0} é um Cy — semigrupo, entdo para cada z € X, a fungao
t — T(t)z é continua de RT em X.

Demonstracao. Veja [5].

Definicao 2.1.7. Seja {T'(t) : t > 0} um Cj - semigrupo. Segue-se do teorema 2.1.1, que
existem constantes w > 0 e M > 1 tais que | T(t)| < Me“t, parat > 0. Se w =0, ||T(t)] < M,
o semigrupo é chamado uniformemente limitado. No caso, em que w =0 e M = 1, o semigrupo
¢é chamado de contragoes.

13



Definicao 2.1.8. Se A é um operador linear em X, nao necessariamente limitado, o conjunto
resolvente (p(A)) de A é o conjunto de todos os ntiimeros complexos A para os quais A\ — A é
inversivel e (A — A)~! é um operador limitado em X. A familia R(\, A) = (A\[—A)™!, X € p(A)

é chamada de resolvente de A.

Teorema 2.1.3. Sejam {7'(t) : t > 0} um Cy — semigrupo e A seu gerador infinitesimal.
Entao:

1
a) Vo € X, }ILIL%E

/t T (s)eds = T(t)e:
b) Vo € X, /0 "T(s)ads € D(A) e A ( /O tT(s)uls) ~ Tt —

c)VeeD(A) e t>0, T(t)r € D(A) e %T(t)x = AT (t)x = T(t)Ax, para t > 0;

t t
d)Vee D(A) e t,s>0, Tt)xr—T(s)x = / T(1)Axdr = / AT (T)zdr.
Demonstracao. Veja [5)].

Corolario 2.1.4. Se A é o gerador infinitesimal de um Cj - semigrupo {7T'(¢) : t > 0}, entao
D(A) é denso em X e A é um operador linear fechado.
Demonstracao. Veja [5].

Teorema 2.1.5.. Sejam A o gerador infinitesimal de um Cy - semigrupo {7T'(¢) : t > 0} e
D(A™) o dominio de A". Entao [ —, D(A") é denso em X.

Demonstracao. Veja [5].

Teorema 2.1.6.(Hille-Yosida) Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um Cj -
semigrupo de contragoes se e somente se

(1) A é fechado e D(A) = X;

(it) O conjunto resolvente p(A) de A contém R* e para todo A > 0

1
< —.
IROA)]| < 5

Demonstracao. Como A é o gerador infinitesimal de um Cj - semigrupo de contragoes {T'(t) :

t > 0}, entao pelo corolario 2.1.4, A é fechado e D(A) = X. Para cada A > 0 e z € X, seja
R()\) : X — X definido por

RNz = /000 e MT(t)xdt. (2.2)

Como a fungao t — T'(t)x é continua e uniformemente limitada em [0, c0), a integral (2.3) existe
como uma integral imprépria, segundo Riemann, e define um operador R(\) linear limitado
satisfazendo

o 1
IRVl < [ ez ait < Lol A >0,
0

14



T(h) —1
h

, obtemos, para h > 0

(100 = (1) i

- Téh) / e MT(t)x dt—% /O N e MT(t)xdt

/ N T ()2t — / Nt pdt
0 h 0
/ e MT(t + h)adt — l/ e MT(t)adt.
0 h’ 0

Além disso, multiplicando (2.3) por

=]

SRS bl*—‘

Fazendo a mudanca ¢t + h = s na primeira integral, obtemos

(%) RNz = %/hoo e AT (5)ads — %/OOO e MT(t)adt

et [ 1 [
=5 e M (t)zdt — E/ e MT(t)zdt
h 0
6)\h 00 h 00
=5 e MT(H)xdt — fraclh (/ e MT(t)xdt +/ e’\tT(t)xdt)
h 0 h
A 0 o0 1 [0
= ( ) [/ e)‘tT(t)mdtvL/ e’\tT(t)xdt] + —/ e MT(t)xdt
h h 0 h Jn
A1 o0 A [h
= ( ) / e NT(adt — — [ e MT(t)adt. (2.3)
h 0 hJo

Como o lado direito de (2.4) converge para AR(A\)x — z, temos R(A\)x € D(A) e
ARN)x = AR(\)z — x. (2.4)

Ou seja
r=AR(N)z — AR(N)x = (M — A)R(\)zx.

Assim (Al — A)R(\) = I, para todo A > 0. Para cada xz € D(A), temos
ROV Az = / e NT(1) Azdt — / M AT ()2t
0 0

=A ooe’*tT(t)a:dt = AR(\)x. (2.5)
(f o)

De (2.5) e (2.6), obtemos R(A)(A] — A)z = z, para todo € D(A). Assim, para A > 0, R(A) é o
inverso de A\l — A, e satisfaz a estimativa (2.2). O

Os lemas seguintes sao fundamentais na demonstragao de (7) e (i1).

Lema 2.1.7. Suponha que A satisfaz as condigoes (i) e (i7) do teorema 2.1.6 e seja R(\, A)
= (M — A)~!. Entao
lim AR(A\, A)z =2, V 2z € X.

A—00

Demonstracao. Suponhamos primeiramente que x € D(A), logo de (2.5) e (2.6), obtemos

AR\, A)z — z|| = ||AR(N\, A)x + = — z|| = ||R(\, A) Az|].
15



Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

[R(A, A) Az < [[R(A, A)[[| Az

Pelo item (i) do teorema 2.1.6, temos
1
IR(A, Al Azl < Sl Az]] — 0,

quando A — oo em D(A). Como D(A) é denso em X e [[AR(A, A)|| < 1, entdo AR(\, A)z — =,

quando A — oo, para todo x € X.

Para todo A > 0, consideremos a aproximacao de Yosida Ay de A dada por
Ay = AR A) = AR A) — 1) = NX*R(\, A) — M. (2.6)

E imediato que, para cada A > 0, A, é um operador linear continuo em X e é consequéncia
imediata do lema 2.1.7 e de (2.6), que se z € D(A), entao

/\lim Ayx = Ax.

O

Lema 2.1.8. Seja A satisfazendo as condigoes (i) e (i) do teorema 2.1.6. Se A, é a apro-ximagao
de Yosida de A, entao Ay, é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo
de contracdes e*. Além disso, para cada z € X, \, u > 0, temos

ez — etra|| < t|Aye — Auzl|, ¥ t>0.

Demonstracao. Decorre de (2.7), que A, é um operador linear limitado, entdao Ay é o ger-
ador infinitesimal de um semigrupo e*** uniformemente continuo de operadores lineares em X.
Também de (2.7), temos

Ay — et()\QR()\,A)f)\I) _ et)\QR()\,A)ft)\I _ t)\QR(A,A)eft)\I

(&

Dai vem que

tA)\H _ t)\QR(A,A)eft)\IH _ eft)\Het)\?R()\,A)H

le le
< e—txet,\2||R(,\,A)|| < e—tA€A2t§ — et
Portanto, {e/4* : t+ > 0} é um semigrupo de contracoes. Para quaisquer \, u > 0 se verifica que
A\A, = A, Ay. Mostraremos que

Ld
etAA.T . etA“.%' _ el (etSA)\et(lfs)Aum) ds'
o ds

De fato,

/1% (etSA)\et(l—s)Aul,) ds — (etsAAet(l—s)Aux) |(1)
0

— et Vg — eV et A

0

ey = Mg — etAug,

16



Entao

1
|| etAA.T . etA“xH _ / i (etsA/\et(lfs)Aux) ds
o ds

1
leq/o HtA)\etSA)‘,@t(l*s)A“aj _ tAH.et(lfs)A#‘etsAAdes

1 1
= / t]|es A eI (Ayx — Ayx) ||ds = / t]|els A e = || Ay — A,z||ds
0 0

1 1
- / et | [le AL Ave — Az ds = / tllet [[°. e I ||| 7 Axa — Ayzllds.
0 0

Como
le I < 1 fle <1 e e 7 <1,
entao
1
| e g — etz < / t||Axe — Auzl], ¥V t>0. (2.7)
0
De (2.8) segue o resultado. O

Voltemos agora a demonstracao do teorema 2.1.6 (Hille-Yosida). Seja = € D(A). Logo

e = et < Ay — Ay =t Axe = Av 4 Az = Ayl
< t[|Ayr — Az|| + t]|[Az — Ayz]|.

De (2.8) e do lema 2.1.8, segue-se que, para v € D(A), ez converge, quando A — oo, e a
convergéncia é uniforme para t em intervalos limitados. Como D(A) é denso em X e ||| < 1,
segue que para cada x € X e t > 0, existe

lim et
A—00

e por defini¢ao

Alim e =T (). (2.8)
Segue de (2.9) que T(0) = I e ||T'(t)|| < 1, para todo t > 0. Também, para cada z € X, a
aplicacdo t — T'(t)x é continua para t > 0, como limite uniforme de fungdes continuas. Assim,
T(t) é um Cy-semigrupo de contragoes em X. Para concluirmos a demonstra¢ao, mostraremos
que A é o gerador infinitesimal de T'(t).

De fato, seja = € D(A), entao do teorema 2.1.3, obtemos

T(t)r —z = lim (e"M2) — 2

A—00

= lim ("2 — )

A—00
t
d
= fim [ g
t t t
= lim [ Ayze’™ :/ (lim eSAAA,\x> ds :/ T(s)Azds. (2.9)
A—oo Jo 0 \A—00 0

Esta tltima igualdade segue da convergéncia uniforme de e*4* Ayz a T'(t) Az para t em intervalos
limitados.

17



Seja B o gerador infinitesimal de {T'(¢) : ¢ > 0} e seja x € D(A). Dividindo (2.10) por ¢t > 0
e fazendo t — 0, concluimos que z € D(B) e que Bx = Az. Assim, A C B (B é uma extensao
de A). Como B é gerador infinitesimal de T'(t), segue das condigbes necessérias que 1 € p(B),
além disso, como A C B, temos que

(I — A)D(A) = X = (I — B)D(A)

(I — B)D(A) = X = (I — B)D(B).

Logo obtemos
D(B)= (I -B)'X = D(A)

e, portanto A = B, o que conclui a demonstracao. O

Coroléario 2.1.9. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy - semigrupo de contragoes {T'(¢) : t >
0}. Se A, é a aproximacao de Yosida de A, entéo

T(t)x = lim ez, Voe X, (2.10)

A—00

Demonstracao: Do teorema (2.1.6), segue que o lado direito de (2.11) define um Cy - semi-
grupo de contragoes S(t) cujo gerador infinitesimal é A e pela unicidade do gerador infinitesimal,
concluimos que T'(t) = S(t). O

Corolario 2.1.10. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy - semigrupo de contragoes {7'(t) :
t > 0}. O conjunto resolvente de A contém o semi-plano {\ : ReA > 0} e para tais A

1
MA)| < —.
IR A < -

Demonstracao: O operador R(\)z = / e~ MT(t)xdt estd bem definido para A, satisfazendo
0
ReX > 0.

Na prova da primeira parte do teorema 2.1.6, foi demonstrado que R(X) [7 e T (t)xdt =

(M — A)~! portanto p(A) D {\: ReX > 0} e a estimativa ¢ imediata. O

Teorema 2.1.11. Um operador A é dissipativo se e somente se
[(A = A)z|| > M[z||, V € D(A), A>0.

Demonstracao: Suponhamos que A é dissipativo e sejam A > 0 e x € D(A). Se z* € F(x) e
Re(Ax,z*) <0, entao

(A = A)z||.[Jx]| = [|Az — A].{J2"] (2.11)
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

| Az — Az||.|z"|| > |(Ax — Az, 2")| > Re(\x — Az, z*) = Re ((A\z,z") — (Az,z"))
= Re(Az,z") — Re(Ax,z") = ARe(x,z") — Re(Ax,x™).

Como Re(Az,z*) <0, entao
ARe(x,2*) — Re{Ax, 2*) > ARe(x,z*) = \||z||*.

18



Portanto,
IAL = A)z |||z} = Afj]|*. (2.12)

Como ||z|| # 0, entao de (2.13), segue o resultado.

Reciprocamente, seja x € D(A) e suponhamos que

Azl < [ = A)zll, ¥ A > 0.

Y3

Sejam y} € F(Ax — Azx) e 2 =

,entao ||z =1e

Azl < f[Ae = Az]| = |z — Az[. [ 3] = (Ar — Az, 23) = (A, 23) — (Az, 23)
= ARe(z, 2}) — Re(Ax, z3)
< ARe|(z, 23)| — Re(Ax, 23).

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
ARel(z, 24)] — Re(Az, 25) < Alle. |25 — Re(Aw, 25) = A.lall — Re(Aw, 25).
Logo, A||z|| < A||z5]] — Re(Ax, z3), ¥V A > 0. Portanto
Re(Ax, z3) <0. (2.13)
Dividindo a desiguadade (2.14) por A > 0, obtemos
1
HxH < R6<Ax72>)k\> - XR6<AZ.7 Z;k\>a
o que resulta em
: 1 * 1 *
Re(r,25) 2 ol + T Re{Az, 23) = |[z|| — L Re|(Az, 23) .
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
1 . 1 "
z]] = S Rel(Az, 25)| = ||lz|| — T[] Az].||23]].
A A
Assim,
* 1 *
Re(z, 23) 2 ||z = [l Az]. ][zl (2.14)
Como a bola unitdria em X* é compacta na topologia fraca, {z} : A > 0}, possui um ponto de

acumulacao z* € X*, com [|z*]] < 1. De (2.14) e (2.15) segue que Re(Az,z2*) < 0 e Re(x,z*) >
|z|]. Porém Re(x,z*) < |(z,z*)| < ||, portanto

Re(z, 2%) = |||
Fazendo z* = ||z||z*, temos que z* € F(x). De fato, temos
Re(z",z) = Re(|lz|z", z) = |[z|| Re(z", z) = |||l = [|=[|*.
Dai vem que ||z*|| = ||||z]|z*|| = ||z|[|z*|| = ||z]|. Portanto x* € F(x).

Mostraremos, agora, que Re(Ax,z*) < 0. De fato, sabemos que Re(Az,z*) < 0, logo
* 1
Re <Ax,ﬁ> < 0. Ou ainda, — Re(Az,z*) < 0. Portanto Re{Az,z*) < 0, e assim A é
x

]
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dissipativo. O

Teorema 2.1.12. (Lumer-Phillipis). Seja A um operador linear em X com dominio D(A)
denso em X.

(1) Se A é dissipativo e existe um Ay > 0 tal que a imagem, R(A\g/ —A) = X, entdo A é o gerador
infinitesimal de um C - semigrupo de contragoes em X.

(17) Se A é o gerador infinitesimal de um Cj - semigrupo de contragoes sobre X, entdao R(A—A) =
X, para todo A > 0 e A é dissipativo. Além disso, para todo = € D(A) e todo x* € F(x), temos
que Re(Azx,z*) <0.

Demonstragao:

(1) Seja A > 0. Sendo A dissipativo temos

|A — A)x|| > M|z]|, V x€ DA). (2.15)

Visto que R(A\oI — A) = X, de (2.16) com A = )¢, segue-se que (Mgl — A)~! é um operador linear
limitado e, portanto fechado. Entao Ao/ — A é fechado e assim A é fechado.

Se R(M — A) = X, para todo A > 0, entao de (2.16) segue que p(A) D]0,00[ e

IRA A <

> =

Do teorema de Hille-Yosida segue que A é o gerador infinitesimal de um Cy - semigrupo de
contracoes em X.

Para completar a prova de (i) resta mostrar que R(Al — A) = X, para todo A > 0. Consideremos
o conjunto A = {\;0 < A <ooe RN —A)=X}. Se A € A, entdo por (2.16), A € p(A). Como
p(A) é aberto, existe uma vizinhanga V' de A tal que V' esta contida em p(A). A intersecao desta
vizinhanca com a reta real estd contida em A e, portanto A é aberto. Por outro lado, seja A\, € A,
An — A, com A > 0. Para cada y € X, existe x,, € D(A) tal que

ATp — Az, = . (2.16)
De (2.16) segue que ||z, || < ﬁ”y” < C, para alguma constante C' > 0. Assim
Amllzn = Tml| < [ Am(zn — 2m) — Ay — 20) || < [An = Anll|2a]l < ClAn = Anil.

Portanto {x,} é uma sequéncia de Cauchy em D(A). Logo, existe x € X tal que x,, — z. Entao
de (2.17), Az,, — Az —y. Como A é fechado, v € D(A) e \x —y = Ax. Portanto, R(A\I—A) = X.

Assim, A também é fechado em (0, 00) e como Ay € A por hipdtese, segue que A = (0, c0).

(17) Se A é gerador infinitesimal de um Cy - semigrupo de contragoes T'(t) em X, entdo pelo
teorema de Hille-Yosida, p(A) D]0, oo[ e portanto R(A — A) = X, para todo A > 0. Além disso,
se x € D(A) e x* € F(x), entao

(T ()2, 2")] < T2 < [l

Como
Re(T(t)x — z,2*) = Re(T(t)x,2*) — Re(z,z"),
e
Re(T(t)z, ") < (T(t)x,2") < ||z, (z,27) = ||=||*,
entao

Re(T(t)z,x*) — Re(z,x*) < 0. (2.17)
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Dividindo (2.18) por ¢t > 0 e fazendo t — oo, obtemos Re(Ax,z*) < 0. O

Corolario 2.1.13. Seja A um operador com dominio D(A) denso em um espago de Hilbert
H. Se A é dissipativo e 0 € p(A), entao A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de con-
tragao de classe Cy sobre H.

Demonstracao. Veja [7].

O teorema seguinte é fundamental na demonstracao do principal resultado deste trabalho

Teorema 2.1.14(Gearhart). Seja S(t) = e um semigrupo de contragoes de classe Cy so-
bre um espago de Hilbert H. Entao S(t) é exponencialmente estével se e somente se

p(A) D {if: p e R} =iR

\ﬁllim GBI — A) g < oo

Demonstracao. Veja [10].
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Capitulo 3

Sistema Acoplado de Equacoes de Onda

3.1 Existéncia e Unicidade de Solucao Global

Neste capitulo, estudaremos existéncia, unicidade de solugao forte global e a estabilizacao nao
exponencial do sistema acoplado de equagoes de onda (1.1) - (1.5). No que segue, utilizaremos as
seguintes notagoes: (+,-), | |, ((-,+)), || - ||, para designar o produto interno e a norma em L?(Q)
e H}(Q), respectivamente. Isto ¢é:

(u,v) —/uvdm, ]u|2—/u2d:v, Vu € L*(Q)
Q 0

((u,m):/vu.wx, Hu||2:/ Ve, Yu € HAQ).
Q Q

Consideremos o espago de Hilbert H = H}(Q) x H}(Q2) x L*(Q) x L*(Q) munido com o seguinte
produto interno

(U, Vg = /[Vm - Vi + Vug - Vg + a(ugvg + ugvy)|de + /[ugvg + uyvyldz, (3.1)
Q Q

onde U = (uy, us, us, uq)’ e V= (v1,ve,v3,v4)". Consideremos o operador A : D(A) C H — H
com

D(A) = [Hy () N H*(Q)]* x [Hy ()
definido por

0 0 I 0

0 0 0 I

A= A —al -1 0
—al A 0 0

Fazendo ¢ = u; e ¥ = v, nas equagoes (1.1) e (1.2), respectivamente, obtemos o seguinte
problema de valor inicial:

aUu
A
dt v

U(0) = Uy,

onde U = (u,v,p,9)" e Uy = (ug, vg, ur,v1)7".
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Usando o produto interno (3.1), obtemos

<AU,U>:/V30-Vud$—l—/V@D-Vvdx+a/govda:

Q Q Q

—l—a/wuda:—l-/(Au—av—gp)gpdx—i—/(Av—au)z/Jda:
0 0 0

:/VQOVudx—I—/V@/)Vvdx—i-oz/(pvdx
Q Q Q

+0z/wud:ﬂ—/Vqupd:U—a/vgodaz—/ 2 da
Q Q Q Q

—/Vvvwdx—oz/u¢dx:—/ l|*dx < 0.
) Q Q

Desta maneira, A é um operador dissipativo. Usando este resultado podemos estabelecer o
seguinte teorema.

Teorema 3.1.1. O operador A é o gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) de contragao de
classe Cy sobre H.

Demonstragao: Visto que D(A) é denso em H e A é um operador dissipativo, entdo para
demonstrar o teorema (3.1.1), é suficiente provar que 0 € p(A)(cf.Cor.2.1.13). Consideremos
F = (f1, fa, f3, f1)T € H. Entao existe uma tinica U € H (veja [2], [6]) tal que AU = F isto é,

Y= ;17
wz )

Au — Oé’U2— Y= f3’ (32)
Av — au = fy.

Segue de (3.2) e da regularidade eliptica (veja [1]) que (3.2) possui uma unica solugao (u,v) €
(HL(Q) N H?(Q))?. Portanto, 0 € p(A) e (u,v,p,19) € D(A). Segue do coroldrio 2.1.13 que A ¢é
o gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) de contragao de classe Cy sobre H. a

Corolario 3.1.1.1 Para U, € H o sistema (1.1)-(1.5) tem uma tnica solucao U € C(0, +o00; H).
Além disso, se Uy € D(AF) para todo & € N*, entdo a solucio U é mais regular e satisfaz
U € C*(0, +00; D(A?)) para todo j =0, ..., k.

Demonstracao: Sendo A o gerador infinitesial de um semigrupo S(t) de contragdes de classe
Co sobre o espago de Hilbert H, entao dado Uy € D(A) temos que

U(t) = S(t)U,

é solugao do problema (1.1)-(1.5). De fato

Dy — i CEED U0 SGE T = S0y
dt h—0 ]’L h—0 h,
.y
= S(t) lim %Uo — S(1) AU, = AS(t)Uy = AU(1).

Além disso, U(0) = S(0)Uy = Up.
Por outro lado, dado Uy € H temos
U@ +h) =U@®)|[g = IS+ h)Us = U)Uolla < [[S@|allS(h) — I||ul|Usllm — 0
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quando h — 0, visto que S(t) im semigrupo de classe Cy. Portanto, U € C°(0,+o00; H). Além
disso, se Uy € D(A¥) para todo k € N*, entdo usando o mesmo argumento concluimos que a
solucdo U ¢é mais regular e satisfaz U € C*~9(0, +-00; D(A7)) para todo j =0, ..., k. 0

3.2 Estabilizacao nao Exponencial

Aqui usaremos o teorema de Gearhart para demonstrar que o problema (1.1) - (1.5) nao é
exponencialmente estavel. Para isto considere o problema espectral.

(3.3)

—Aw=A\w, em £
w, =0 sobre T,

onde (\,),en € crescente e
lim A\, = +o0.
v—-+0o0
Teorema 3.2.1. Seja S(t) um Cj - semigrupo de contragoes gerado por A. Entao S(t) nao é
exponencialmente estavel.

Demonstragao. Consideremos F = (f1, f2, f3, f1)7 e denotaremos U = (u,v, p, 1)’ a solugao
do sistema

i\U — AU = F,
isto é,
Aiu — ¥ = fla
)‘iv_w:f% (34)

Nip — Au+ av + ¢ = fs,
Ay — Av + au = fy.

Consideremos u = aw,,v = bw,, ¢ = cw,, Y = dw,, com a,b,c,d € C. Entao fazendo f; = fo =0
e fs = f1 =w, em (3.4) e usando o problema espectral (3.3) obtemos

© = \iu,
P = \iv,
—Naw, + alw, + abw, + cw, = w,, (3.5)
—Nbw, + b\ w, + caw, = w,.
Somando as duas dltimas equagoes de (3.5), obtemos
—N(a+b)w, + (a+ b)A\w, + ala + bw, + cw, = 2w,.
Escolhendo A = v/, + a e usando a equagao anterior, obtemos ¢ = 2. Logo,
—2i b 21 n 1 p —2a + iV, +
a = —, = —— -, et .
VA, + o N+ @ «
Portanto
2
u = @wy, 1
V= L + = )wy,
(m x) (3.6)
= 2w,,

w — —2a+i\/)\y+aw

« v
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Vamos mostrar que

WU|lg — 400, quando v — +oo.
De fato, de (3.6), temos que

—21 21 1
Ul :/ = _Vw, || d / <— —)V }
H ||H Q (\//\V+Oé W) T [¢) \//\V+Oé+05 w

+2/( —2 )( 2 +1) d+/|2 2d
o —(A)V _— —_ (,()V.I WV X
[} \/AV+Oé \/)\V+(){ « Q
/(—204—1—2\/)\,,—1-04 )2
+ Wy

Q

o
quando ¥ — +o00. Lembrando que

2 2

dx

dxr — o0,

iNU — AU = F = U = (il — A)'F,

segue de (3.7) e pelo teorema (2.1.14) que S(t) nao é exponencialmente estavel.
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Capitulo 4

Decaimento Polinomial

Nesse capitulo mostraremos que a energia associada ao problema (1.1)-(1.5) decai polinomial-
mente. Para isto usaremos o método de energia, combinado com algumas desigualdades basicas.

Teorema 4.1. Seja Uy € D(A*), onde k € N*. Entao existe uma constante positiva d tal
que

onde
1
Ei(t) := Ei(t;u,v) = 3 /(|Vu|2 + |V|? + |ug]* + |ve]® + 20uv)dz, (4.1)
Q
Eg(t) = El(t, Ut,'Ut), Eg(t) = El(t,utt,Utt). (42)

Demonstragao. Multiplicando as equagoes (1.1) e (1.2) por u; e vy, respectivamente, integrando
em () e aplicando a identidade de Green, obtemos

/ uttutdl’ + / Vu - V'U/tdl’ + Oé/ 'LLt’de +/ |Ut|2dflf =0 (43)
Q Q Q Q
e
/vtt.vtd:c + / Vo.Vudx + a/ w.vedr = 0. (4.4)
Q Q Q
Somando (4.4) e (4.5), obtemos
1d, o, 1d o 1d, 9 9
il ——(2 =
sar el g Vel + o gl +2dt’v vl +2dt w) /‘ut’ dv =0.
Logo,
iE (t) = —/ | |2da (4.5)
dt 1 —_— Q t . .
Analogamente
iE (t) = — [ |uy*dz (4.6)
dt 2 - 0 tt .
e
d
%Eg(t) = —/ |uttt| de‘ (4 7)
Q



Derivando a equagao (1.1) em relagao a ¢, multiplicando por v; e integrando em €2, obtemos

/uttt.vtdaj—/Aut.vtdw+/utt.vtdx:—a/ v | 2d.
Q Q Q Q

Usando a identidade de Green e notando que

d
Utt?}dm /Utttvdﬂf‘i‘/Utﬂ}tdm,

e
d Vut Vodzx) Vutt Vv + Vut Vudx
dt
obtemos p
E(pl(t) = / Vutt.Vde + / Uttt.UdiC — / uttt.vtdm — O(/ Utzdﬂf,
Q Q Q Q
onde
e1(t) = / ugvdr + / Vu,.Vudz. (4.8)
Q Q
Usando a desigualdade de Young, obtemos
d 1 9 o 9
Egol( ) < Vutt Vudz + g Ugg-vdT + % . U de — 2/ vidz. (4.9)

Multiplicando a equagao (1.1) por u, integrando em €2 e usando a identidade de Green, obtemos

/uttud:c—i—/ ]Vu|2dx+a/uvdx+/utudx:0.
Q Q Q Q

d utudx—/utt ud:z:+/ || *der,
dt Q

Notando que

obtemos
d 2 2
—pa(t) =— [ |Vulde —a | wvdr + | ujdx. (4.10)
dt Q Q Q
onde
1 2
©a(t) == a(t;,u,v) = | wudr+ = | ude. (4.11)
Q 2 Ja
De modo analogo, considerando
@3(t) = @a(t; , us, vu) + Oé/ ugvde, (4.12)
Q
obtemos
d
dtcpg( /|Vutt| dx—a/uttvttdm+/utttdx—l—a/utttvtdm (4.13)
Q Q Q

Multiplicando a equagao (1.2) por v, integrando em € e usando a identidade de Green, obtemos

/vtt.vdm+/ |Vv|2dx+a/u.vd$:().
0 Q Q
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Visto que

d
— v.vtdmz/vfd:v—i-/v.vttdm
dt Jg Q Q

obtemos

%g04(t) = —/ |Vv|2dx—a/u.vdx+/vt2dx. (4.14)
Q Q Q

onde
Yy = / ve.vde. (4.15)
Q
Considere o seguinte funcional

£(t) = N (E1(t) + Ex(t) + Es(t)) + o1(t) + @a(t) + Nows(t) + ep4(t), (4.16)
onde Ny > Ny >0 e e > 0. Entao de (4.6),(4.7),(4.8),(4.10),(4.11),(4.14) e (4.15), obtemos

d «Q 1
—£(t) S _Nl/ |Ut|2d1} — Nl/ |utt|2dl' — Nl/ |Uttt|2d$ — —/ |’Ut|2dm ‘I— —/ |Uttt|2d$
—i—/utttvd:l:—l-/Vutthda:—/ ]Vu|2dx—a/uvd:v+/ |ut]2dx—N2/ |V |*dx

Q Q Q Q Q Q

+N2a/UtttUtdx+N2/ |um|2d:ﬁ—5/ |VU|2dx—a6/uvdx+6/ v |?dx.
Q Q Q Q Q

Usando as desigualdades de Young e Poincaré, obtemos

d 1
%og(t) S (—Nl + 1)/ |Ut’2d$ — Nl/ ’Utt‘Qd.T—l- (2— — N1 +N2> / ‘Uttt‘Zdﬂf
Q Q « Q
2 c(Q 2

—%/\vt\zdx+—/\uttt\2dx+ (4)61/]Vv]2dx+—/]Vutt\zdx—l—z—l/wv\?dx

Q €1 .Jo 0 €1 Jq Q
—/ |Vu|2dx—a/uvdx—N2/ |Vutt|2dx+2aN22/ |uttt|2dx+g/ || 2d

Q Q Q Q 4 Jo

—as/uvdm+z—:/ |vt|2d$—€/ |Vo|*d,
Q 0 0

onde £, é uma constante positiva. Logo, escolhendo Ny, Ny suficientemente grandes, com N; >
Ny > 0, e €, 1 bastante pequenos, com £ > g1, segue-se que existe k£ > 0 tal que

%gf(t) < —kEy(t), ¥V t>0. (4.17)
De (4.17) segue-se que
3 3
Ci1Y Ej(t) < £(t) < Co Y Ey(t), (4.18)
j=1 j=1

onde (4, Cy sdo constantes positivas. De (4.18) e (4.19), obtemos

EA(t) < 7 - £() (4.19)
£(0) < Cy > E;0). (4.20)



Integrando (4.20) sobre [0, ], temos

de onde segue que

De (4.21) e (4.22), encontramos

Yoo 3
/0 Bi(r)dr < 1£(0) < 2 D" (0)

Observando que

d d
¢ d
—F <

segue-se que

Integrando (4.24) sobre [0, ], temos

LE(t) < /0 By(r)dr < /0 " B

De (4.23) e (4.25), obtemos

Fazendo d = %, obtemos

o que conclui a prova do resultado. O
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Aplicagoes para outros Modelos

Aqui discutiremos alguns exemplos especificos de sistemas acoplados de equagoes diferenciais
parciais, que podemos estudar no contexto dos teoremas (3.2.1) e (4.1).

Aplicagao 1

Consideremos o sistema acoplado de equagoes de onda

Uy — Autu +a(u—v) =0 em Qx]0,00],
vy — Av—a(u—v) =0 em Qx]0,00],
u=v=0 sobre I'x]0,o0],

(u(0,2),v(0,2)) = (uo(), vo(x)) em £,
(u(0, ), v4(0,2)) = (ur(x),v1(z)) em Q.

Usando os teoremas (3.2.1) e (4.1), concluimos que este sistema nao é exponencialmente estavel,
porém ¢ polinomialmente estavel, onde

1
Ei(t) := Ei(t;u,v) = 5/(]1%\2 + |Vul? + [vg)* + |Vo]? + 2a|u — v|?)dx.
Q
Aplicagao 2

Consideremos o sistema acoplado do tipo Onda - Petrowsky

((uy — Au+u;+av=0 em Qx]0,00],

v+ A +au=0 em Ox]0,00],
u=v=Av=0 sobre I'x]0,o0],
(u(0,2), v(0,)) = (uy(z),wo(z)) em .
L (w1 (0,2),v4(0, 7)) = (u1(z),v1(x)) em €.

O mesmo nao possui estabilizacao exponencial, mas é polinomialmente estavel, conforme os
teoremas (3.2.1) e (4.1), onde

1
Ei(t) == Ei(t;u,v) = 5/ (Juwe]? + [Vul® + o> + |Avf* + 20w) da.
Q
Aplicacao 3

Consideremos o sistema Petrowsky - Onda

(

g + A%u+u; +av=0 em Qx]0,00],

vy —Av+au=0 em Qx]0,00],

u=Au=v=0 sobre I'x]0,o0],

(w(0,2),v(0, %)) = (uo(2), vo(x)) em
[ (w(0,2),v,(0,2)) = (w1(2),v1(z)) em €.

Usando os teoremas (3.2.1) e (4.1), concluimos que nao existe estabilidade exponencial, mas ¢é
polinomialmente estavel, com

1
Ei(t) := Ey(t;u,v) = 5/9 (uf + [Aul* + 07 + |Vo]* + 2auv) dz.
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Aplicagao 4
Consideremos o seguinte sistema de equagoes de onda com damping localmente distribuido

uy — Au+ a(z)uy + alu—v) =0 em ]0,7[x]0, 00,
vy — Av—a(u—v) =0 em ]0,7[x]0,o0],

uw(0) =v(0) =u(r) =v(r) =0 V¥V t>0,
(u(0,2),v(0,2)) = (up(x),vo(x)) em ]0,n,
(ut(O,x),vt(O,x)) = (ul(aj)vvl(x)) em ]0>7T[7

onde a(z) ¢ uma funcdo tal que a € W a(z) > 0 em [0,7] ¢ a9 = [, a(z)dz > 0. Us-

ando os teoremas (3.2.1) e (4.1), concluimos que nao existe estabilidade exponencial, mas decai
polinomialmente, onde

1 s
E\(t) := B (t;u,v) = 5/ (uf + [Vul> + o7 + [V + 2alu — v]?) da.
0
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