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Resumo

Neste trabalho, estudaremos questoes de existéncia, unicidade e multiplicidade de
solugoes para o seguinte problema

~M(Jul)Au = f(z),x em Q

(1)
u=0 em 0Of

em que  C RY é um dominio limitado e regular.

Usaremos o Método de Galerkin e a técnica de Sub e Supersolucao por meio de um
método iterativo.



Abstract

In this work, we will study questions of existence, uniqueness and multiplicity of
solutions for o problem

—M(||[ul?)Au = f(z),z em Q

(2)
u=0 em 9f

in that is a limited and regular domain.

We will use the Galerkin Method and the Sub and Supersolution technique by means
of an iteration scheme.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos alguns problemas elipticos nao-locais e algumas técnicas
de Anélise Funcional Nao-Linear. Um problema eliptico tipico, chamado Problema de
Dirichelet é dada por

—Au(z) = f(z, u(z), Vu(z)) em Q

(3)
u(z) =0 em 09

em que Q C RY é um dominio limitado e regular, f: Q x R — R é uma dada funcéo,
u: Q — R é a funcdo incégnita cuja regularidade depende de f e Vu(z) é o gradiente de
u em x. Tal problema se reveste da maior importancia na Matematica por dois aspectos
bésicos na pesquisa matematica, a saber:

1- Ele provém de fenomenos fisicos relevantes na analise do mundo fisico, tais como:
Mecanica do Continuo, Teoria do Potencial, Mecanica dos Fluidos, Crescimento Popu-
lacional, Teoria do Controle Estocastico, Potencial Elétrico em Corpos Metalicos, entre
outros, assim como em Geometria Diferencial, no estudo de Superficies Minimas, Su-
perficies de Curvatura Constante, Teoria de Fungoes Automorfas, entre outras coisas.

2- A busca de suas solucoes propiciou, e ainda propicia, a criacao e o desenvolvimento
de areas centrais na Matematica como, por exemplo, o Célculo das Variacoes, as Séries de
Fourier, a Teoria do Grau de Leray-Schauder, as técnicas de Sub e Supersolucao, baseadas
no Principio do Méaximo, diversos ramos da Topologia Algebrica, Teoria de Pontos Fixos,
etc. Mais recentemente, devemos citar a elaboragao de teorias como o Principio de Con-
centracao de Compacidade de Pierre-Louis Lions, os Espacgos Generalizados de Lebesgue,
designados por LP(®)(Q), os Espacos Generalizados de Lebesgue-Sobolev, designados por
WmP@)(Q), e o operador p(x)-Laplaciano.

Com relagao a tal problema e algumas de suas variagoes o(a) leitor(a) poderd consultar
De Figueiredo[17], Gilbarg-Trudinger [18], P.L.Lions [21].

O problema descrito na equagao (3) é chamado local pois em todos os termos en-
volvidos os valores sao calculados pontualmente. No entanto, nem sempre isto acontece.
Exemplificaremos, a seguir, algumas situacoes nas quais as equagoes sao descritas com
termos nao-locais.
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Exemplo 0.1. Consideremos o problema

—M([[ul*)Au(z) = f(z,u(z)) em Q
(£1)
u(z) =0
em que 2 C RY ¢ um dominio limitado e regular, M : RT — R é uma funcao continua,

|ul|>= [ |Vu|* é a norma usual em H}(Q) e f:Q x R — R é uma dada funcio .
Q

Observemos que em (P;) o termo M(||u||?) é nao-local, ou seja, ele nao é calculado
pontualmente em cada x € €, haja visto que ele envolve ||u||* que é calculado globalmente,
considerando todo o dominio €.

Solugdes do problema (P;) representam solugoes estacionarias da Equagao de Kirchhoff

0%u 2 _
O M(JulP)Au(a) = f(a,u(a) @

que é uma generalizagdo daquela introduzida por Kirchhoff [19], em 1883,

0%*u P, FE 2 0%*u

— = | =+ = dr | — =0 d
p ( ) 5 (5)

+
ot? h 2L Jq
Esta equagao é uma extensao da Equacao Classica da Corda Vibrante, proposta por
D’Alembert, considerando os efeitos das mudangas no comprimento da corda durante a
vibragao.

@
ox

Os parametros na equacao (5) possuem os seguintes significados: L é o comprimento
da corda, h ¢ a area da secao transversal da corda, F ¢ o médulo de Young do material do
qual a corda é feita, p é a densidade da massa e F é a tensao inicial. Deve-se ressaltar que
a equagao em (4) comegou a receber maior atengao apds a publicac¢ao do trabalho de Lions
[20] no qual foi proposta uma abordagem de Andlise Funcional para tal problema. O(a)
leitor(a) poderd consultar os trabalhos de Arosio-Panizzi [3], Cousin-Frota-Larkin [14] e
Ono [23], nos quais encontrard resultados interessantes e outras referéncias relacionadas
com o problema (4).

Vejamos, a guiza de motivagao, outros problemas nao-locais relevantes por seus inte-
resses matematicos intrinsecos, assim como por suas aplicagoes.
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Exemplo 0.2. Consideremos um modelo que tem sido estudado por varios autores, entre
os quais citamos Chipot-Lovat [6], Chipot-Rodrigues [7], Corréa-Ferreira-Menezes [10] e
Corréa [9].

Sejam ) um dominio limitado e regular do RY, N > 1, (ao longo deste trabalho, a
menos que se diga algo em contrario, €) serd deste tipo) e a : R — R uma dada funcao.

O problema

U)o

aparece em varias situacoes. Por exemplo, u pode descrever a densidade de uma popu-

lagao (de bactérias por exemplo) sujeita a disseminagao. O coeficiente de difusdo a é su-
posto depender da populagao total no dominio {2 em vez de depender da densidade local,
isto é, o movimento das bactérias é determinado considerando o estado global do meio.

Aqui, o termo nao-local é a </ u)
Q
Uma interessante variacdo do problema (6), que em certo sentido o generaliza, é
—a(Hqu)Au = f(z,u) em Q
u=20 em 0f)

onde || ||, ¢ a norma usual em L?(2). Veja Corréa [8].

a(ull?) = a ( / |u|q) |

Exemplo 0.3. Outro problema relevante, de natureza nao-local, é o seguinte problema
eliptico

Em (7), o termo nao local é

o¢ em ()
6u
/g (8)

u =0 em 02

—Au =

em que 0 é um parametro positivo e o termo nao-local é / ev.
Q
Tal tipo de problema surge na investigacao analitica de fenomenos em que ocorrem rup-
turas de placas metélicas deformadas por acao de alta tensao, na investigacao de fluxos
altamente turbulentos e em problemas de equilibrio na teoria gravitacional de estrelas
politrépicas.
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Exemplo 0.4. Uma generalizagdo do problema (8) é dado por
A= _(g(z,u)* em O
flz,u)

Q

</ )ﬁ (9)

uw=0 em 0N

B
com termo nao-local < f(x, u)) , que surge em problemas relacionados com sistemas de

Q
particulas, perdas térmicas em problemas de geracao ohmica de calor, etc. Com relacao ao

problema (9), pode-se consultar Stanczy [25], Carrillo [5], Tzanetis-Vlamos [26], Corréa-
de Morais Filho [11] e suas referéncias.

Exemplo 0.5. Em Deng-Li-Xie [15], os autores consideram o seguinte problema parabdlico
nao-local dado por

( ut:f(u)(Au—i—a(/S)u)) em © x (0, +00)

u(z,t) =0 em 00 x (0,+00) (10)

u(z,0) = ug(x) em

\

onde a > 0 e f é uma fungao positiva e regular. O problema (10) naturalmente nos conduz

ao problema estacionario.
—Au=a ( / u) em (2
¢ (11)

u=0 em O}

cuja generalizacao
—Au = a(x,u)|ul? em Q

u=0 em Of2

foi estudada por Corréa-Menezes [12].

Um sistema associado ao problema (12) foi estudado, por exemplo, por Deng-Li-Xie
[16], no qual os autores investigam a existéncia global de solugoes nao-negativas do sistema
parabdlico nao-local e degenerado

(uy = Au™ 4 alv|} em Qx (0,T)

vy = Av™ +blulf em Q x (0,T)
(13)
u(z,t) =v(x,t) =0 em 0 x (0,T)

u(z,0) = up(x),v(x,0) = vo(x) em Q

\
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com m,n > 1;p,q > 1ea,fB ,a,b>0 e uy vy sao fungoes limitadas nao-negativas. Um
ponto central em Deng-Li-Xie [16] é a questao da ocorréncia de blow-up na solugao.

A versao estaciondria de (13) é
—Au™ = alvly em Q
—Av™ = blull em Q (14)
u=v=0 em 0f

a qual foi estudada por Corréa-Marques [13].

Problemas como (12)-(13)-(14) surgem em relevantes fenomenos fisicos e da engen-
haria. Eles estao relacionados com alguns modelos de ignicao para gases reativos com-
pressiveis; eles descrevem fenomenos fisicos nos quais a reagao ¢ conduzida pela temper-
atura em uma unica regiao do corpo e surgem no estudo de fluxos de fluidos através de
meios porosos isotropicos, rigidos e homogénos; também surgem no estudo da dinamica
de populacoes.

Com estes exemplos e mais outros que poderao ser encontrados na literatura disponivel,
esperamos ter motivado o(a) leitor(a) sobre a relevancia dos problemas elipticos nao-locais.



Capitulo 1

Nocoes e Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados bésicos os quais serao
utilizados nos capitulos posteriores. As demonstragoes sao omitidas por se tratarem de
resultados conhecidos, mas citamos referéncias onde tais resultados, junto com suas de-
monstragoes, podem se encontrados.

Em todo este trabalho, o simbolo €2 representara um subconjunto aberto e limitado
do R¥,

1.1 Notacoes

1. K indica o corpo R.

2.

o) =y +as+ ...+ ay paraa = (ag, -, ay) € NV, N e N.

olely

—_— a
aq an ?
Oxt ... 0xly

D%y = :(()él,"',OéN),OéiEN.

Se f: Q Cc RY — R ¢ diferencidvel, entao o gradiente de f, que serd denotado por
V £, é definido como o vetor de R dado por Vf = (g—i, e i).

’ dxN

Se F(z) = (fi(z),..., fy(z)) é um campo vetorial de classe C!, definimos o di-

N
dfi
vergente de F(z), denotado por divF como divF =V - F = g 0_f’ onde V é o
Z;
i=1

operador definido como V = ( o 90 %).
TN

Ox1? Oz

N 92
O Laplaciano de uma fungao f é definido como div(Vf) =V -V f = E % e é
1
=1 i

denotado por Af.
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1.2 Identidades Uteis

Se f, g forem funcoes escalares de classe C(Q), Q2 C R aberto, ¢ uma constante real
e F e G sdo campos vetoriais também de classe C'(), entao as seguintes relagoes podem
ser facilmente provadas:

1. V(f+9)=Vf+ Vg

2. V(cf) = cVf

3. V(fg) = fVg+gVf

4. div(F + G) = div F+ div G
5. div(fF) = fdivF+F-Vf

1.3 Topologias Fraca e Fraca*

Um espago métrico é dito completo quando toda sucessao de Cauchy nesse espaco for
convergente.

Um espaco vetorial normado que é completo, relativamente a métrica induzida pela
norma, chama-se espago de Banach.

Um espaco vetorial com produto interno V' denomina-se um espaco de Hilbert V', se
V' é um espaco de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Um espago métrico E é dito separavel se existir um subconjunto D C F, tal que D ¢é
enumeravel e denso em F.

Seja E2 um espago de Banach e seja f € E’ designamos por Ty : E — R a aplicacao
dada por Tj(x) =< f,x >, onde a notagao < f,z > indica o funcional f calculado em .

Aqui E’ é o dual de E dado por E' = {f : E — K; f é linear e continua}.

A topologia fraca o(F, E') sobre E é a topologia menos fina sobre E que torna continua
todas as aplicagoes (1) fep.

Se E for um espago normado, diz-se que x,, — x forte em E se ||z, — z|[g — 0.

Dada uma sucessao (z,) em E tal que E é um espac¢o normado, a notacao de con-
vergéncia fraca ¢é indicada por:

x, — x ou , simplesmente, z,, — x fraco em o(FE, E’).
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Proposicao 1.1. Seja x,, uma sucessao em F. Entao:
(i) z, = z em o(E, E') se, e somente se, < f,x, >—< f,x > Vf e L,
(ii) Se z,, — x fortemente em E, entdo x, — x fracamente em o(E, E’).
Seja E' o dual de E munido da norma || f|| = sup |f(z)| e E” o bidual munido da

=<1

norma ¢ = sup | <&f> |
Fees|fl<1

A topologia fraca*, denotada por o(E’, E) é a topologia menos fina sobre E’ que torna
continua todas as aplicagoes (T}).cg, onde:

T,:F' —K
<T,, f>=<fa>Vfek.

Dada uma sucessio f, em E’ a notacio de convergéncia fraca* pode ser f, = f em
o(E', E) ou simplesmente f, — f fraco* em o(E', E).
Proposicao 1.2. Seja E um espago de Banach e seja (f,) uma sucessao de E’ entao:
(i) fo. = f em o(E',E) se, e somente se, < fn,x >——< f x> Vr € E,
(ii) Se f, — f fortemente, entdo f, = f em o(E', E");
(iii) Se f, — f em o(E',E"), entdo f, = f em o(E', E);
(iv) Se f, = f em o(E',E), entdo || f,| ¢ limitada e || f|| < liminf || f,]|;

(v) Se fu = f em o(E',E) e x, — x fortemente em E, entdo < f,,z, >——< f,z >.

1.4 Distribuicoes

Seja f : 2 — R uma funcao. O suporte de f, que denotaremos por suppf, é o fecho
em {2 do seguinte conjunto

{z € O f(x) #0}.

Definicao 1.1. Representaremos por C§°(£2), o conjunto das fungoes u :  — R, cujas
derivadas parciais de todas as ordens sao continuas e cujo suporte ¢ um conjunto com-
pacto de . Os elementos de C§°(2) sao chamados de fungdes testes.

Naturalmente, C§°(£2) é um espago vetorial sobre R com as operagoes usuais de soma
de funcgoes e de multiplicagao por escalar.



CAPITULO 1. NOCOES E RESULTADOS PRELIMINARES 9

1.4.1 Nogao de Convergéncia em C{°({2)

Definicao 1.2. Sejam (¢x) uma seqiiéncia em C§°(2) e p € C5(Q).
Dizemos que oy — ¢ se:

(i) 3K C Q, K compacto, tal que Supp ¢y C K, para todo N € N;

(ii) Para cada a € NV, DYy (x) — D%p(z) uniformemente em z € ).

Definigao 1.3. O espaco vetorial C§°(£2) com a nogao de convergéncia definida acima é
denotada por D(f2) e é chamado de espaco das fungoes testes.

Definigao 1.4. Uma distribui¢ao sobre  é um funcional linear definido em D(f2) e
continuo em relac¢do a nogao de convergéncia definida em D(Q2). O conjunto de todas as
distribuigoes sobre €2 é denotado por D'(£2).

Desse modo,
D'(Q) ={T : D(Q) — K; T é linear e continuo}.
Observamos que D'(§2) é um espago vetorial sobre K.

Se T € D'(Q2) e p € D(Q2) denotaremos por < T, ¢ > o valor de T" aplicado ao elemento
®.

1.4.2 Nogao de convergéncia em D'({2)

Definigao 1.5. Dizemos que Ty — T em D'(Q) se < Ty, >—< T, ¢ >, para toda
v € D(Q).

1.5 Espagos LP({))

Neste trabalho, as integrais realizadas sobre €2 sao consideradas no sentido de Lebesgue,
assim como a mensurabilidade das fungoes envolvidas.

Definigao 1.6. Sejam 2 um conjunto mensuravel e 1 < p < co. Indicamos por LP(2) o
conjunto das fungdes mensuraveis f : Q@ — R tais que || f||, < oo onde :

T { / |f<t>rpdt]”, se1<p< oo

| flloe = supessical f(t)] = inf{C € RY|med {t € Q||f(t)| > C} =0}
= inf{C; |f| < C qgs.}.
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Observagao 1.1. As fungoes || - ||, : LP(2) — RT, 1 < p < oo, sdo normas.

Na verdade LP(2) deve ser entendido como um conjunto de classe de fungoes onde
duas fungoes reais estao na mesma classe se elas sao iguais quase sempre em 2.

Os espacos LP(Q2), 1 < p < oo, sao espacos de Banach, sendo L?*(2) um espago de
Hilbert com o produto interno usual da integral.

Teorema 1.1. C§°(€2) é denso em LP(§2), 1 < p < oo.

1.6 Espagos L) (Q)

loc

Definigao 1.7. Sejam Q um aberto do RY e 1 < p < oo. Indicamos por L () o

loc
conjunto das fungoes mensuraveis f : @ — R, tais que, fXx € LP(Q2), para todo K

compacto de €2, onde Xk é a funcao caracteristica do compacto K.

Observagao 1.2. L () é chamado o espago das fungoes localmente integraveis.

Para u € L}, (Q) o funcional T' =T, : D(Q) — K dado por
<T,p>=<T,,¢>= / u(z)p(x)de,
0

define uma distribuigao sobre (2.

Lema 1.1. (Du Bois-Raymond) Seja u € L,.(Q2). Entao T, = 0 se e somente se, u = ()
quase sempre em §2.

Observemos que a aplica¢ao

Line(2) — D'(Q)

u — T,

é linear, continua e injetiva. Em decorréncia disso, é comum identificar a distribuicao T,
com a fungao u € L (). Nesse sentido tem-se que L}, .(Q) C D'(Q). Como LP(Q) C
L} .(Q) temos que toda funcao de LP(Q) define uma distribui¢ao sobre €, isto é, toda
funcao LP(2) pode ser vista como uma distribuicao.

Definigao 1.8. Sejam T € D'(2) e a € NV. A derivada de ordem « de T', denotada por
D*T', é uma distribuicao definida por

< D°T,p >= (=)l < T, D% >, YV € D(Q).

Com esta defini¢do tem-se que se u € C*(Q) entao DT, = Tpa,, para todo |a| <k,
onde D*u indica a derivada clssica de u. Assim, se T' € D'(QQ) entdao D*T € D'(Q)) para
todo o € NV,
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1.7 Espacos de Sobolev

Os principais resultados desta se¢ao podem ser vistos nas referéncias Adams [1], Brézis
[4] e Medeiros [22].

Definigao 1.9. Sejam m € N e 1 < p < co. Indicaremos por W"?(2) o conjunto de
todas as fungoes u de LP()) tais que para todo |a| < m, D%u pertence a LP(2), sendo
D%y a derivada distribucional de u. W™P(Q2) é chamado de Espago de Sobolev de ordem
m relativo ao espaco LP(12).

Resumidamente,

Wme(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q), |a| < m).

1.7.1 Norma em W"P(Q)
Para cada u € W™P(Q) tem-se que

lellp = ZHD%HZ)@) - / (Dow)(@)Pde | . 1<p <o
la|<m |a|<m

ou

lllmee = D 1Dl o), p=

|a| <m

define uma norma sobre W"?(€2).

1.7.2 Imersoes de Sobolev
Teorema 1.2. (Teorema de Sobolev) Sejam m > 1e 1 < p < co. Entéao

1 m 1 1 m
i) Se — — — > 0 entao W™P(Q)) C L), — = - — —,
(i) S - % @ L), - = - - %

1
(ii) Se - — M — 0 entdo wmP(Q) C L), q € [p,0),

=
=

1
(i) Se % < 0 entio W™P(Q) © L=(Q),

sendo as imersoes acima continuas.
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Observacao 1.3.
L. (W™P(Q), | -|,) é um espago de Banach.

2. Quando p = 2 o espago de Sobolev W™?2(Q) torna-se um espaco de Hilbert com
produto interno dado por

(u,v) = Z (D%, D*0) 2y, u,v € W™2(Q).

|laj<m

3. Denota-se W™2(Q) por H™(Q).

Observagao 1.4. Considera-se os espagos de Hilbert V e H, sendo V' com a norma ||.||y
e H com a norma |.|y. Suponhamos que V' C H e seja

T:V —H

a injecao canodnica de V em H, que a cada v € V faz corresponder 7Tv com um elemento
de H. Diz-se simplesmente que o operador 1" é o operador de imersao, ou a imersao 7" de
Vem H.

Definicao 1.10. Diz-se que a "imersao”T : V — H ¢ continua, quando existe uma
constante C' > 0, tal que
| Tv |u< Cllvllv

para todo v € V. Um exemplo simples é o caso V = H}(Q) e H = L*(Q) ou V = H'(Q)
e H=L*Q).

Definicao 1.11. Diz-se que a "imersao”T : V — H é compacta, quando a imagem dos
limitados de V' por T', sao conjuntos relativamente compactos de H, isto é, conjuntos cujo
fecho é compacto em H.

Teorema 1.3. (Teorema de Kakutani) Seja E um espago de Banach. E é reflexivo se,
e somente se,

By ={feEilx|<1}

¢ fracamente compacta.

1.8 O Espago W """ ()
Definigao 1.12. Definimos o espago W;"" () como sendo o fecho de C§°(Q) em W™P ().
Observacgao 1.5.

1. Quando p = 2, escreve-se HJ"(2) em lugar de W™ (Q).

2. Se WP(Q) = W™P(Q) entdo a medida de RN\ Q ¢ nula.

3. Vale que W"P(RY) = Wmr(RYN).
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1.9 Desigualdades Importantes

1.9.1 Desigualdade de Holder

1 1
Sejam f € LP(Q)ege LI(Q) coml<p<ooe—-+-=1(qg=lsep=o0ceqg=o0
p q
se p=1). Entdao fg € L'(Q) e

/Q 1£9l < If e llglzocen.

1.9.2 Desigualdade de Young

1 1 1 1
Sea>0eb>0el<p,qg<oocom—+—=1entao ab < —a? + -b7.
p q p q

1.9.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz para Fungoes em L?(())

Sejam f: Q2 — Re g:Q — R duas funcoes de quadrado integravel, entao
o) =1 [ fataas < | [1@P]" | [1o@P]" = 1lelole

1.9.4 Desigualdade de Poincaré

Seja 2 um aberto limitado do RY. Entdo existe uma constante C(dependendo de 2)
tal que

lullz2) < Ol Vullr2q) (1.1)

para toda u € H}(Q2). A constante C' = C(Q) citada no teorema acima é chamada de
contante de Poincaré para €. A desigualdade (1.1) também é vélida se € for limitado em
apenas uma direcao.

Observacao 1.6.

1. A desigualdade de Poincaré também é valida se u € H'(Q2) e o traco de u sobre
I' = 02 anular sobre apenas uma parte de I'.

1.9.5 Conseqiiéncias da Desigualdade de Poincaré

1. A norma de Sobolev em Hj(Q) é equivalente a norma do gradiente em L?(f2). De
fato, a desigualdade de Poincaré diz que existe C' > 0 tal que

[ullmi@) < ClIVull 2

para todo u € Hg (). Além disso, naturalmente , tem-se que
IVull2@) < llullm @),

para toda u € H*(Q).
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2. A norma de Sobolev é equivalente & norma do Laplaciano em L?(Q) para funcoes em
HF(Q), isto 6, existe C' > 0 tal que |[ul| ;2(q) < C'||Aull 12y para toda u € Hy(€).
ou

5. € H;(Q) e ainda da desigualdade de
T

Isso segue do fato que se u € HZ(S) entdo

Poincaré.

1.10 Teorema da Divergéncia e Formulas de Green

Valem as seguintes féormulas:
(i) / divF dx = / F(z)-n(z)dl, F € [HY(Q)]Y
Q o0
(ii) /vAudx = —/ VoVudz, ve H(Q), u e H(Q)
Q Q
(iii) /vAuda: = /(Av)udx, u,v € Hy () N H?(KQ).
Q Q

Onde 2 ¢ um aberto limitado do R com fronteira de classe C? e n(z) denota a normal
exterior unitaria no ponto x € 9f2.

1.11 Alguns Resultados de Algebra Linear

Definicao 1.13. Sejam vy, vy, - - -, v, vetores em um espago V' munido de produto interno.
Se (v;,v;) = 0 sempre que ¢ # j, entdao {vy,vq, -+, v,} € dito um conjunto ortogonal de
vetores.
Teorema 1.4. Se {vy,vq,--,v,} é um conjunto ortogonal de vetores nao-nulo em um
espaco V munido de um produto interno, entao, vy, v, - -+, v, sao linearmente indepen-
dentes.

Definicao 1.14. Um conjunto ortonormal de vetores é um conjunto ortogonal de vetores

unitarios. O conjunto {vy, vy, -+, v,} é ortonormal se, e somente se,
<UZ‘,U]‘> = 61]
Dado qualquer conjunto ortogonal de vetores nao-nulos {vy, va, -+, v,} é possivel formar

um conjunto ortonornal definindo
(=)
U; = — | U;
[[oil

Teorema 1.5. Seja {vy,vq,---,v,} uma base ortonormal para um espa¢o V' munido de

parat=1,2,--- n.

um produto interno. Se v = E a;v;, entao a; = (v;,v)
i=1
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Corolario 1.1. Seja {vy, vy, -+, v,} uma base ortonormal para um espago V' munido de

n n
um produto interno. Se u = E a;v; e v = E b;v;, entao
i=1 i=1

(u,v) = Zn: a;b;.
i=1

Corolario 1.2. (Identitidade de Parseval) Se {v;,vs,- -, v,} é uma base ortonormal

para um espago V' munido de um produto interno e se v = g a;v;, entao
i=1

n

ol =) _al

=1



Capitulo 2

Problemas M-Lineares

2.1 Um Problema M-Linear

Esta secao serd dedicada ao estudo do problema (P;) em sua forma mais simples.
Mais precisamente, consideraremos as questoes de existéncia, unicidade e multiplicidade
de solugoes no caso em que f(x,u) = f(z).

Suponhamos que f € H~ (), onde H () é o dual topoldgico de H!(Q), e consi-

deremos o problema

(F1)
em que M : Rt — R* é uma funcao nao necessariamente continua.
Diz-se que u € H}(2) é solugao fraca de (P;) se
M(llP) | Vi =< fog > 2.1)
para toda ¢ € H}(€); onde <,> ¢ o par de dualidade entre H1(Q) e HJ ().

Motivados por Chipot- Lovat [6] e Chipot-Rodrigues[7], Ma [24] estabelece o seguinte
resultado:

16



CAPITULO 2. PROBLEMAS M-LINEARES 17

Teorema 2.1. Suponhamos que f € H () seja um funcional linear nao-nulo e consideremos
a equagcao )
M(t)t> = [[wl];t >0, (2.2)

em que w € H}(Q) é a solugao tnica do problema

—Aw = f em ()
(P)
w =0 em Of.

Entao a equagao (2.2) e o problema (P;) em H}(Q), possuem nimeros iguais de solugoes.

Demonstragao. Seja u € Hj(2) uma solugao fraca de (P;). Entao,

M(J[ulP) / ViV —< f,p >, Vp € H1(Q).
[9]

Portanto,

/ M(Jul2)VaVe =< f.¢ >, Ve € HI(Q).
Q

Logo,

| VO1uP e =< f.¢ > Ve € (@)

Segue-se que

w = M([Jul*)u

é a solucao fraca de (P) e

lwll = 1M ([l *)ull = M([Jul*)Jul,

isto é,
t=ul|* >0
é solugao da equacgao (2.2). Reciprocamente, se ¢ > 0 for uma solucdo de (2.2), defina

1w
u==tz

[[]]
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donde segue-se que

1w w] s
||u|| = t2— :t2 :t27
[[]] [[]]
e dai
lull* = t.
Portanto,
—M(||u||?)Au = —M(t)A (tZ—) = —M(t)—Aw. (2.3)
[[w]] [[]]
Como t > 0 é solucao de (2.2), temos
M(t)t
M@t (2.4)
]|
Substituindo (2.4) em (2.3) teremos,
—M(||lul>)Au = —Aw em Q.
Logo,
~M(||u|H)Au = fem Q.
Portanto, u € H}(Q) é solugao fraca de (P). O
Observagao 2.1. Se M : R* — (0, +00) for continua, a fungao
t— M(t)t2
for crescente e
lim M(t)t? = +oo,
t——+o0
segue-se, em virtude de lim M (t)t% = 0 e do Teorema do Valor Intermediario, que o

t—0+
problema (P;) possui uma tnica solugao.

Observacgao 2.2. Se M : Rt — R™ for continua e se existirem mg > 0 e to, > 0 tais que
M(t) > mo > 0set > ty, entao

o=

Hm M(t)tz2 =0 e  lim M(t)t

t—0t t—+o00

:+OO

e dai conclui-se que o problema (P;) possui pelo menos uma solugao, para cada f €
H1(Q).
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Observacao 2.3. Observamos que a existéncia de solugao, nao requer necessariamente,
que a fungao M seja positiva em todo RT. De fato, vejamos a observagcao feita por Ma [24].

Suponhamos que M seja continua em (t, +00), onde

0 se M>0 em (0,400)
to = (2.5)
sup{t > 0; M(t) =0} se M <0 em (0,+00)

Entao, se M(t) > my > 0 para t suficientemente grande, o problema (P;) possui pelo
menos uma solugao para cada f € H~1(Q2) ndo-nula. Com efeito, vé-se facilmente que

N

Im M@tz =0 e  lim M(t)t

e dai, pelo Teorema do Valor Intermediario, a observacao acima segue-se imediatamente.

Observagao 2.4. Considere a fungao M : Rt — R* dada por

M 52
Assim,
1 S
M 2 =

e observamos que a fungao
1
s— M(s)s2, s> 0,

possui maximo positivo e minimo igual a zero. Portanto, se ||w| for maior do que tal
méximo, o problema (P;) nao terd solu¢ao. Se ||w|| for igual a tal maximo o problema
(Py) terd apenas uma solugao. Se 0 < |lw|| for menor do que tal méximo o problema (P)
tera exatamente duas solucoes.

Observacao 2.5. Deve-se enfatizar que o Teorema 2.1 e as observacoes que lhe seguem
contrastam com o que acontece com o caso linear

(2.6)

—Au=fem
u =0 em 02

no qual, para cada f € H (), existe apenas uma solugao fraca.
Observagao 2.6. Se M(ty) = 0 para algum ty > 0 e f = 0 em H '(Q), nao se tem
unicidade.

De fato, seja u € C2(€) uma funcio néo nula e faca v = /f—-. Neste caso, ||[v||” = t,

u
_ il
e assim
—M(||lv||*)Av = 0 em 9,
(2.7)
v=20em 00
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Observagao 2.7. A questao de existéncia de solugao para o problema (P;) foi abordado
por outros autores. Em Alves-Corréa [2], os autores usam Séries de Fourier e consideram
a condigdo M(t) > mgy > 0, para todo t > 0, e analisam as questoes de existéncia e
unicidade de solu¢ao para o problema (P;). J& em Corréa-Menezes [12], as questoes de
existéncia, nado apenas para o problema (P;), sdo estudadas via Método de Galerkin.
Deve-se ressaltar que no caso da condi¢do M (t) > mo > 0, para todo ¢ > 0, pode-se
analisar o problema (P;) via minimizacao, considerando o funcional

J:H;(Q) — R (2.8)
definido por )
J(w) = 5M(| w |P)= < fou>, (2.9)
em que
W) = [ ar(s)as. 2.10
(t) /0 (s)ds (2.10)

2.2 Um Problema M-Linear de Autovalor e o Método
de Galerkin

Nesta secao, consideraremos o problema de autovalor nao-linear

—M(||ul|?)Au = Ip(z)u + q(x) em Q

()
u=0em 0N

onde A > 0 é um parametro e p,q € C°(Q) sdo funcoes dadas.

Admitiremos as seguintes hipoteses:

(Hy) M :R* — (0,400) é uma fungao continua e existem myg, ¢y > 0 tais que

M(t)>m0 SGt}to.
(Hs) p,g € CQ), p,g>0em Q, pZOem Qe qgz0em Q.

Observemos que, em virtude da perda de homogeneidade, nao podemos usar no problema
(P,) a mesma técnica desenvolvida ao analisar o problema (P;). Para contornar tal di-
ficuldade, lancaremos mao do Método de Galerkin cujo objetivo consiste em encontrar
solucoes aproximadas em espagos de dimensao finita n e entao fazer n — oco. Este método
repousa sobre a proposicao a seguir, que ¢ uma conseqiiencia do Teorema do Ponto Fixo
de Brouwer. A seguir, enunciaremos tal Teorema do Ponto Fixo e demonstraremos a
proposigao que serd usada no Método de Galerkin. Veja Lions [21] para mais detalhes.
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Teorema 2.2. (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer) Seja F': B,.(0) — B,(0) uma
fungao continua, onde B,(0) = {z € RY;|z| < r} e | | é a norma euclidiana usual em R".
Entao F possui um ponto fixo em B,.(0), isto é, existe z € B,(0) tal que F(z) = x.

Proposigao 2.1. Seja P : RY — RY uma aplicagao continua tal que (P(€),£) > 0, para
todo & € RN com |¢| = r para algum r > 0, em que (,) é o produto interno usual em RY
e |.| sua norma correspondente. Entao existe § € B,(0) tal que P(&) = 0.

Demonstragao. Suponhamos, por contradi¢do, que P(§) # 0 para todo |£] < 7.
Consideremos a aplicagao

F : B,(0) — B.(0)

$— POBE)

que é continua. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, existe & € B,(0) tal que
F(éO) = 507 ou Sejaa

-
§o = —P(%) P (2.11)
Entao,
—|-P L |l=|-P )
ol = | Pl | = = P&l ek = I
De (2.11) temos que
P(&) = —|P(fo)| §o-
Portanto,
(P(&0): o) = <—|P(f0)|fo,§o> = —‘P(EON (€0, &) <0,
o que é um absurdo. O

Teorema 2.3. Suponhamos que as hipéteses (H;) e (Hs) sejam satisfeitas. Entao existe
A* > 0 tal que para cada 0 < A < A\* o problema (P,) possui solugao fraca u, > 0.

Demonstragao. Inicialmente, consideremos uma base hilbertiana B = {¢1, 9, ...},
constituida por autofungoes de (—A, H}(Q2)) tais que

(i, 05) = / ViV = bij,
Q
para todos ¢, € N em que 9;; ¢ o delta de Krénecker dado por

_J1sei=y
5’7_{ 0 se i #j. (2.12)
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Para cadam = 1,2, 3, ..., seja
Vm = [90179027“'790711]

o espaco vetorial gerado pelas autofuncoes @1, o, ..., ¢, com o produto interno induzido
de Hj(2). Assim, se u € V,,, existem &1, &, &3, ..., & € R tais que

u = Z §ip;-
j=1

Deste modo, podemos estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre V,, e R™ da
seguinte maneira:

V., «—— R™

u= ijgoj — &= (1,82, 6m)

i=1

de modo que

lul® =11 Y &0ill* = <Z§mi,Z€j%>
j=1 i=1 j=1

> & <wi,2m> =
i=1 j=1

Eloipg) = & =1¢P,

m
=) ¢
=1 j=1

i
o que implica que tal correspondéncia é um isomorfismo linear e isométrico, e isto nos
permite identificar V,, com R™.

Defina
PV, —V,

U P(U) = (Pl(u)a PZ(U)a P3(u)7 ) Pm<u>>7

onde

Pi(u) = / VuVy; — )\/p(x) | u| @ — / q(z)pi; 1=1,2,...,m.
Q Q Q

Como

u=> &0
j=1
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tem-se que

P(u) = / v (i m) Vi — A / ple) ulips — / a2

> 6 ([ verme) -2 [ oo [Lat

1=

Z&/QV%V%—A/Qp(x)|U|sDi—/QcI(ﬂf)soi
6= [ p@lulei— [ a0 i=12,0m.

Desde que

(P(§),€) = ( (Pr(u), Pa(u), P3(u), .., Pr(w)), (§1,€2, €3, -, &m) )

Puu) = & — \ / p(@) |l g1 - / a(2)e1

Po() = & — A / p<%>|u|som - / A(2)om,

segue que

(P(£),§) = Zéf — A/Qp(%‘)IUI (Z&%) - /QQ(CE) (Z&%)
— [luf® — A / pla)ulu — / 4(2)u, Y € Vi,

Considere
| |oo @ norma da convergéncia uniforme em §)
2| a medida de Lebesgue de €

A1 0 primeiro autovalor do (—A, H}(9)).
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Observe que

p(z) < |ple para todo x € Q ou quase sempre em §)

Segue da caracterizagao variacional do primeiro autovalor do (—A, HJ(2)) que

\V4 2
A < Jo [Vl .
Jow?
Logo,
1
/u2 < _/ |VU|2,
Q A Ja
ou seja,
[ulls < —==Ilull
\/_
Como

A < | [ sl
/QP(SC)W!ug ’p|oo/Qu2
/p<x>|u|u§|pk.3ﬂ.

@ 1

< ' / a(@)u| < / l9(2) ]
/ o< @) [ fol < lals | lol

Usando a Desigualdade de Holder em (2.17),

/QQ(x)ug gl (/Q 12>; (/Q W)%

1
< |aloo [2[2 [Jull2

11
g(x)u < |q|s|€2]2 ul|.
/Q<> o192 =l

de (2.13), temos

e usando (2.14), teremos

De maneira analoga,

< / p(a)|u?

24

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)
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Portanto,
Alploo 1l lgloo (217 ul]
P(&), > lul|* — — :
(P).&) = [l —=E N
Mp!oo) T
> 1———) ||u]|* = ——=|u
> (1 2 e - =2y
A
Facamos \* = ﬁ e tomemos 0 < A < \*.
Ploo
Logo,
Alploo A A=A
l—-—=1-—=—>0
A1 s A ’

de modo que existe r > 0, com r dependendo de A mas independente de m, tal que

(P(§),€) >0 se [(] = .

Observemos que estamos com A fixado, 0 < A < A*. Pela Proposicao 2.1, temos que
/ Vu, Vi — A/p(w)!umlsoi - / q(x)pi =0, i=1,2,...,m.
Q Q Q
Portanto,

M ([ ) / Vit Vigs — A / P(&) s — / (@) =0, i=1,2.m.  (219)

Como H{ () é reflexivo, pelo Teorema de Kakutani, temos que

U — uy em Hy (),

eventualmente para uma subseqiiéncia. Em virtude da imersao compacta Hg () — L?*(Q),
temos

Uy — uy em L*(Q)
(| = [ua| em L*(Q)

U () — up(z) quase sempre em ()

uh(x) — uf () quase sempre em ,

também para subseqiiéncias. Observemos, agora, que em virtude de (2.19) tem-se

M () / Vi, Vo = A / P&t + / 1(@)p, Y € Vi, (2.20)

Q
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Fixemos 1 <1 <m,V, C V,,, e fagamos m — oo em (2.20) para obter
M(t) [ ViV =2 [ p@lule+ [ ala)e, para toda pe Vi (221)
Q Q Q

onde ty é um numero real tal que

[l |* = to.

Como [ é arbitrario, tem-se que a igualdade em (2.21) é valida para todo ¢ € H}(1),
isto é,
M) [ Vo =2 [p@lwle+ [a@evee @ @2
Q Q Q
e assim, fazendo ¢ = u,, teremos

M) [ 1V =& [ peyi + [ atau, (2.23)

Na equagao (2.20), fagamos ¢ = u,, para obter

M(HumHz)/Q]Vum\Z:)\/Qp(x)(u;)QjL/Qq(x)um, m=1,2,.. (2.24)

Observemos que, em virtude da convergéncia u,, — uy em L?(Q), existe h € L*()
tal que

lum(x)] < h(z) quase sempre em 2,

de modo que

Kgum;—/mm@

</ | p(2) (up, — ) |

< |p\oo/ 2, — 2|
Q

swwlym—umwm+hm>

Ammmﬁ—@>

smwéwm—mmm+mm
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Desde que

‘Lhm—ﬂﬂ(WHJWD < b +ully flum = ull2,

entao

0<

< [ploo [P+ ullz Jlum = uxll2:

Kgum;—émwﬁ

Tomando o limite, quando m — oo teremos

Amwﬁfﬁémm@

Em (2.24) quando m — oo, obtemos

Aﬂ@m:A/

Q

p@@+£ﬂ@m

e comparando as igualdades em (2.23) e (2.25) teremos

to/nmm (to)to
t0:/|VuA]2
Q

Aﬂww%LvWVw:Amew¢+lgumwweamn

o que mostra que uy ¢ solucao fraca de (P).

como M (ty) > 0. Portanto,

e de (2.22) obtém-se

Em vista disso, u, satisfaz, no sentido fraco, o seguinte problema
—M(||ul]?)Auy = Ap(z)|ux| + q(x) em Q
uy =0 em 00

e, em virtude do Princio do Maximo, uy > 0 em (2.

27

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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2.3 O Problema M-linear: Caso Continuo

Nesta segdo, estudaremos o problema (P;) onde f € H'(Q) e M : Rt — R é uma fungdo
continua satisfazendo a seguinte hipdtese:

(M;) Existem ntimeros positivos to, e mg tal que M(t) > my, para todo t > tn..

Teorema 2.4. Sob a hipdtese (M), para cada 0 # f € H'(Q2) o problema (P;) possui
solugao fraca.

Demonstracao. Seja M™(t) = max{M(t),0} a parte positiva de M, e considere o
pro-blema auxiliar

M P Au= £ em
()
u=0 em 0N

Provaremos que o problema (P;") possui solugao fraca e tal solu¢ao também resolve o prob-
lema (P;). Observe que M também satisfaz a hipdtese (M;). Aplicaremos o Método de
Galerkin usando a Proposicao 2.1.

Para isso, seja {€1, €, ..., €n,...} uma base ortonormal do Espago de Hilbert H}(12).
Para cada m € N, considere o Espaco de Hilbert de dimensao finita

Vm = {617627"'76771}

Como (Vpu, || - ||) e (R™, | -]) sdo isométricos e isomorfos, quando || - || é a norma usual
em H}(Q) e |- ] éanorma euclidiana em R™, e (-,-) é o produto interno correspondente.
Entao, fazemos a seguinte identificacao

U= ijej — &= (1,82, &m); [Jul| = [¢]
j=1

Iremos mostrar que para cada m, existe um wu,, € V,,, uma solucao aproximada de
(P;"), satisfazendo

M+(||um|]2)/VumVei = < fie> i=12....m,
Q

onde <, > é o par de dualidade entre H'(Q2) e H} ().

Considere a aplicacao F': R™ — R™ dada por

F(g) = (F1(5)7F2(§)7"'aFm(f))7

onde

F(&) = M+(||u||2)/QVuVe,~— < f,e; >,
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quando
’iI 1,27...,777,6’&:25]'6]'.
j=1
Logo, temos que
F(6) = M*(Jul?) / V(Y ge)Ve < fre >, i=12. . m
e 54

o que implica que

Fi(&) = M*(Jull*)é&— < fiei > i=1,2,...,m.

m
Como |jul|? = [¢]? = Zﬁf, temos
i=1

(F(€),6) = M*([ul)&i= < f.&er > + ..+ M ([ul*)&8— < f,&mem >

= M ([Jul®)lul*~ < fu>

Usando (M), temos:
(F(£),6) = mollullP~ < fiu>.

Pelas desigualdades de Holder e Poincaré, teremos

(F(£),8) = mollull® = ClIflla-ull >0,

se ||u|| = 7, para r grande o suficiente, onde || f||z-1 é a norma do funcional em H~!.
Assim, pela Proposicao 2.1, ha u,, € Vi, ||um| < 7, com r ndo dependendo de m, tal que
F(£) = 0, mostrando que

Entao,

MWWM%/VWN@::<ﬁ@>i:LZ”wm
Q
e isto implica que

Mwmma/vwﬁw::<ﬂw> (2.28)
Q
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para todo w € V,,. Desde que (|u,||?) ¢ uma seqiiéncia real limitada e M ™ é continua
temos

a2 = .

para algum to>0, e

U —u em Hy(S2),
Uy — u em L*(9),
M* ([[umll?) — M* (to),

para alguma subseqiiéncia.

Tome K < m, Vi CV,,. Fixando K e fazendo m — 0o na equagao (2.28), obtemos
M+(%V0)/QVUVIU = < fow>,
para todo w € Vi, desde que K ¢é arbitrario teremos que
M*(?o)/QVqu = < f,w>,
para todo w € H} ().

Se M*(ty) = 0 entdo < f,w >= 0 para todo w € Hy(Q) e, assim, f =0 em H (),
o que é uma contradi¢ao. Conseqiientemente, M (ty) > 0 e assim, M (ty) = M™*(tg).

Tomando w = u,, em (2.28), teremos

M* ([l umll* = < frum >=>
M(lumlHlwml® = < f,um >

Fazendo, novamente, m — 0o, obtemos
M(t))tg =< f,u > . (2.29)

De (2.29) e M(to)||u||?> =< f,u >; temos que ||ul|> = t, 0 que mostra que a funcio u é
uma solugao fraca do problema (Py). O

Observacao 2.8. Segue da prova do Teorema 2.4 que a solugao u obtida satisfaz
M(||u?) > 0. Afirmamos que s6 hd uma solugao para (P;) satisfazendo esta propriedade.

De fato, sejam u e v solugoes fracas de (P;). Entao

M(JlulP) / VuVe = M(o|?) / VoV, Ve € HL(Q).



CAPITULO 2. PROBLEMAS M-LINEARES 31

Portanto,
/ V(] u |2)u) Ve = / V(| v [2)0)Ve.
Q Q

Conseqiientemente M (||lu]|*)u e M(||v||*)v sao ambas solugoes do problema

—AU =f em
U =0 em 09.

Pela unicidade, temos M (||u||*)u = M (||v]|*)ve, assim,

M (l®)ull = Mol |
| M(Jlull®) [ Tull = Mol | vl
M([[ull®) flull = M([lo]*) ol
supondo que a fungdo ¢ — M (t?)t é crescente para t > 0, obtemos que |u| = |v].

Portanto,

u =v em O0f).

{ —Au = —Av em §;

e entdo u = v em 2. Logo, provamos que o problema (P;) possui somente uma soluc¢ao u
se a fungao t — M (t?)t é crescente para t > 0.

Observagao 2.9. Se M(t;) = 0 para algum t; > 0 e f = 0 em H (Q) perderemos
unicidade.

De fato, seja u # 0 uma funcdo em C2(Q) e considere v = \/%ﬁ Neste caso
u

|v]|? = to e assim

(2.30)

—M(||v||*)Av =0 em Q;
v =0 em ON.

isto é, para cada funcdo nao-nula u € CZ(9Q) a funcio v, definida anteriormente, é uma
solucdo nao-trivial de (2.30).

Observagao 2.10. (Um Problema Dual) Suponha que M : R — R é uma funcao
continua satisfazendo

(M) Existem niimeros positivos to e g tal que M(t) < —my para todo t > t.,. Neste
caso (Py) possui uma solugao.

De fato, suponha f # 0 em H~(€) e considere o problema

(2.31)

~M(|u|HAu = f em ©;
U =0 em 0.

onde M(t) = —M(t). Claramente, M satisfaz (M;) e assim o problema (2.31) possui uma

solugao v € H} () com ]/\Z(HUHQ) > 0. Conseqiientemente, u = —v é uma solugao de (P;)
com M (|Ju]|?) < 0.
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2.4 O Problema M-linear: Um Caso Descontinuo

Nesta secdo, concentraremos nosso interesse no problema (P;) quando M possui uma
descontinuidade. Mais precisamente, estudaremos o problema (P;) com M : R\ {6} — R
continua tal que

(M) liré}r M(t) = lim M(t) = +o0
t—

t—0—

(Ms) th+m sup M (#*)t = 400 e (M) é satisfeita para algum t., > 6.

Teorema 2.5. Se M satisfizer (M;) — (M3), o problema (F;) possui uma solu¢ao u €
H}(Q), para cada f #£ 0 € H1(Q).

Demonstracgao. Considere a seqiiéncia de funcoes M,, : R — R dada por

n, —c <t<O+c,
M”(t)_{ M(t), t<60—c out>0+e¢,,

paran >mg,onde  —¢, e+, . e >0, sdo tais que
M@#—c) = M@+c¢,)=n.

Vamos considerar, neste caso, ¢, €, — 0 quando n — oo.

Tome n > mgy e observe que a reta y = n cruza o grafico de M. Conseqilientemente,
M, é continua e satisfaz M, para cada n > mg. Em vista disto, para cada n, existe
u, € H}(Q), satisfazendo

Mn(||un||2)/Vuan — < fow s Ve HY(Q).
Q

Tomando u,, = w na equacao anterior, obtemos
My(llwalP)luall* = < foun >, (2.32)
e assim
My(llunl®)lluall - < [1f -1
Devido a (M3) a sequéncia (||u,||) é limitada. Entao

u, — uem Hj(Q)
u, — uem L*(Q)

lunll® = 0o,

para alguma subseqiiéncia.

Suponha que
M (Jlunll?) — 0,
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entao

< f,w>=0,

para todo w € H}(Q), o que é impossivel , pois por hipétese f # 0. Desta forma, se
(M,,(||un|[?)) convergir o seu limite é diferente de zero. Suponha que [Ju,||* — 6.

Se ||un|®> > 0 + <. ou |lun||> < 6 — €, para infinitos valores de n, temos que
M ([[unll?) = M ([l ),
para tais n, e assim
M (unl*)unl* =< f,un > .
Portanto
< f,u >= 400
o que é uma contradi¢ao. Por outro lado, se existem infinitos n de forma que

0 —c, < lunl* <O+,

Entao,
Mn(”un||2) =n,
e assim
n||un||2 =< fu, >.
Logo

< f,u >= o0,

e nés chegamos novamente a uma contradigao.
Consequentemente ||u,||> — 6y # 6 o que implica que para n suficientemente grande

||un||2 <0 -— z—:;l ou ||unH2 >0 +5;;

e assim
M (lun]|*) = M ([Junll)
logo
AﬂMN%LVwVw:<ﬁw>NweHam.
Portanto,

M (6y) / VuVw =< f,w > Yw € H)(Q) =
Q
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M ([l ) |* =< f, tn >,
tomando o limite em (2.33) obtemos
M(90)90 =< f,u > .

Portanto,
M (o) [[ull* = M(60)6b.

Concluimos que M (6p) # 0 e assim ||ul|> = 6, e a prova do teorema estd completa.

34

(2.33)

g



Capitulo 3

Problemas Sublineares

3.1 Introducao
Consideremos o problema
—M(|| u||*)Au = u® em Q,
() u>0 em Q,
u=0 em 0,

em que 0 < a < 1. Quando M for igual a 1, o problema (P;) reduz-se a

—Au =u* em €,
(P1) u>0 em ,

u=0 em 0N

Em verdade, considera-se um problema que inclui (P;) como caso particular. Mais pre-
cisamente, considera-se

—Au = f(x,u) em Q,
(Ps) u>0 em Q,
u=0 em 02

em que f:Q x RY — R* ¢ uma funcao de classe C, satisfazendo

i 280 Sy (3.1)
t—0+ t
t
im L8 (3.2)
t——+o0 t
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onde \; > 0 é o primeiro autovalor de (—A, H}(£2)) sob condigoes de fronteira de Dirichlet.
Estas duas ultimas condig¢oes nos dizem que nas proximidades de 0 o grafico da fungao
f(z,t) encontra-se acima do da reta ¢, enquanto que para t suficientemente grande o
grafico da fungao f(z,t) estd abaixo do gréfico da reta A;t. As condigoes (3.1) e (3.2)
caracterizam o problema (P5) como sendo um Problema Sublinear. Em De Figueiredo
[17] é usada a técnica de sub e supersolucdo, e sua subjacente iteracdo monotonica, para
mostrar a existéncia de solugao positiva para o problema (P5). Vejamos os conceitos de
sub e de supersolucao.

Definicao 3.1. Diz-se que u € C?(Q) é uma supersolucio para o problema (Ps) se

—Au > f(x,u) em €,

(3.3)
u=0 em 02
Definicao 3.2. Diz-se que u € C?(Q) é uma subsolucio para o problema (Ps) se
_AQ S f(x,ﬂ) em Q?
(3.4)

u=0 em 0f)

Admitindo-se que o problema (Ps) possua uma subsolugao u e uma supersolugao @
ordenadas de modo que

u(z) < u(z), para todo x € S,

prova-se usando um método iterativo, que existe uma solucio u € C>*(€2) de (Ps) satis-
fazendo
u(z) <wu(x) <a(x),para todo = € Q,

sendo que um ingrediente essencial em tal método é o chamado Principio do Maximo
estabelecido a seguir:

Proposigao 3.1. (Principio do Méaximo) Seja u € Hj () uma solugao de

—Au+ A u=h em €,
(3.5)
u=0 em 0f)

2N
onde h € L7(R2), 0 = N A é um parametro real nao-negativo e h > 0 em (). Entao

u >0 em €. Além disso, se h > 0 em um conjunto de medida positiva, entao u > 0 em §2.
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Se u € C*(Q), entdo a derivada normal exterior %(m) < 0, para todo = € 0S.
U
f(z,1)
t

solugao para o problema (Ps).

Quando a fungao t — , t > 0, for decrescente tem-se, também, unicidade de

Uma situagao interessante é quando f(z,u) = p(x)u®, em que p € L>®(Q2), p > 0 e
p Z0 em €. Nesse caso

flz,t) _ plx)
t tlfa
é decrescente em t > 0 e
t t
limM:—l—ooehmM:O
t—0+ t t—00 t
de modo que as condigoes (3.1) e (3.2) sdo satisfeitas e a fun¢ao t — ';(x(z,t > 0, é

decrescente e, portanto neste caso, o problema (Ps) possui uma unica solugao.
Os resultados descritos neste capitulo sao contribuicoes no sentido de generalizar, para
o problema (P3), alguns resultados que foram obtidos para o problema (Ps).

3.2 Um Problema M-Homogéneo
Nesta secao estudaremos o problema sublinear
—M([| v []?)Au =u* em €,
(F3) u>0 em

u=0 em 0N

onde 0 < a < 1. Isto serd feito por comparacao com o problema semilinear
—Aw = w* em €,

(Py) w>0 em €,

w=0 em 0f)

o qual, possui solucao se 0 < a < 1.
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Teorema 3.1. Dada M : RT — R*, o problema (P3) possui pelo menos o mesmo
nimero de solugoes da equacao

MO =] w |7t >0, (3.6)
onde w é solugao do problema (Py). Além disso, se M for continua, satisfizer (M) e
1—a
lim M(t)t 2 =0 3.7
Jim M(£)t=" =0, (3.7)

entdo o problema (P3) possui pelo menos uma solugao.

Demonstragao. Seja t > 0 uma solugao de (3.6). Escrevendo

s = t2fw]|t =
1
/A
sw o= tzjw||tw = v
[[w]
t2w Llw]] s
Jsull = [T )=l =i =
[Jw] [Jw]
|sw|? = t=
el )
(lswl]*) (t) = 5! S T a
Portanto, u = sw > 0 é uma solucao de (P3) pois
9 9 t2w
M)A = - M(lsul)AGu) = M) T ) =
1
2 1 t2 a—1
—M([[u)Au = ——F——Aw=—s"""sAw=
s [Jw
—M(||lul|>)Au = s* T = s*w* = u®,

e assim,

—M(|Ju]|®)Au = u® em 9,
u>0 em (,

u=0 em 0N

Observe que a funcao
l—a

t— M)t 2, t>0

é continua e, em virtude de (M)

lim M(t)t 2" = 400
t——+o00
que; juntamente com a condigao (3.7) implicam, usando o Teorema do Valor Intermediério,

que a equagao (3.6) possui pelo menos uma solugao. O
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Observacao 3.1. Um resultado como o Teorema 3.1 continua vélido, com demonstracao
totalmente idéntica, para o problema (Fg) no caso superlinear, ou seja, quando 1 < o <
N +2
N+236N23e1<a<oose]\7:1,2.

Para tais valores de «, o problema (F;) possui uma solugao. Veja De Figueiredo [17].

Observacao 3.2. Observemos que o argumento usado na demonstracao do Teorema 3.1,
baseou-se fortemente na a-homogeneidade da funcao f(t) = t*. Se nao tivermos homo-
geneidade, outros métodos (Sub e Supersolu¢ao, Método de Galerkin, Métodos Varia-
cionais,etc.) poderao ser aplicados.

3.3 Um Problema Sublinear Via Iteracao Monotonica

Comecemos esta se¢ao com duas definigoes.
Definicao 3.3. Diz-se que u € C?(Q) é uma subsolucio do problema
—M(|luf*)Au = f(z,u) em Q

(Fs)
u=0 em 0N

Se

~M(|lul*)Au < f(z,u) em Q
u=0 em ONQ.
Definicao 3.4. Diz-se que € C?(Q) é uma supersolucido do problema (Ps) se
—M(||@l*)AT > f(z,a) em Q,

=0 em 0f).

Usemos as seguintes notagoes: RT = [0, +00) e R = (0, +00). Considere,

(Hy) M :RY — R},

onde M é nao- crescente.

Definamos H : R — R por
H(t) = M(t*)t.
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Teorema 3.2. (Um Principio de Comparagao) Suponhamos que M satisfaca (Hj) e
H seja crescente. Sejam u,v € C*(€) fungoes nao-negativas satisfazendo

—M([Jul®)Au < =M(||v[*)Av em
(3.8)
u=v=0 em Q.

Entdo, u < v em Q.
Demonstragao. Multipliquemos ambos os membros da equagao em (3.8) por u, entao
~M(JulH)Auu < —M(|jv[]*)Avu =

/Q CM(JulP)Auu < / M (P Avy —
M(|]u||2)/Q—Auu < M(||Uy|2)/ﬂ—mu. (3.9)

Observe que

/—Auu _ /VuVu:/ |V 2= [Julf? (3.10)
Q Q Q

/ —Avu = /VUVU. (3.11)
Q Q
Substituindo (3.10) e (3.11) em (3.9), obtemos

M([lul*)flul* < M(Hsz)/QVUVM (3.12)
Multipliquemos ambos os membros da equacao em (3.8) por v, logo
Ml Auo < —M(Jo]?)Ave =

/ M ((Jul?) A < / (o)) Ave =
Q Q

M) [ ~auv < MlolP) [ ~Avo (3.13)

¢ claro que:

—Auv = VuVo (3.14)

/—Avv = VvVv:/VUQZ |v]|?. (3.15)
Q Q
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Substituindo (3.14) e (3.15) em (3.13), obtemos

M(llP) [ 9o < Mool (3.16)
Multiplicando (3.12) L
ultiplicando (3.12) por M) eremos
M)l _ H””/V”V“
M) S M(lP)
M () [
—— < VoVau. 3.17
Mol . (3.17)
L. 1
Multiplicando (3.16) por W’ obtemos
M (||ul]? /VUVU
el J, Yy aaqoion
M) S M)
Mol o]
VuVvr < ———————, 3.18
. M ([l (3.18)

De (3.17) e (3.18), temos

M ([l U)ol
M([o]?) S/Vv< M
M)l < Mol o] =
M)l < M) el

Desde que H(t) = M(t*)t é crescente, obtem-se
[l < ]l
e como M ¢é nao-crescente
M([[ull®) = M(|[o]]). (3.19)
Usando o Principio do Maximo em (3.8), conseguimos
M(JulHu < M(|Jv|*)v em Q. (3.20)

De (3.20) e (3.19), obtém-se u < v em (). O
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Teorema 3.3. Suponhamos que M satisfaca (Hj), H seja crescente e H(RT) = RT. Se-
jam u,u € C?(), respectivamente, sub e supersolugiao do problema (Ps) satisfazendo

0<u<uem Q. (3.21)

Além disso, suponhamos que f € C(€ x R) seja crescente na varidvel t, para cada z € Q
fixado, isto é,
tl S tg E— f(l‘,tl) S f(.CE,tQ).

Entao existem U,V € H(Q) tais que
—M([| U [P)AU = f(z,U) em Q,

(3.22)
U=0 em 09

M|V |)AV = f(z,V) em Q,
(3.23)
V=0 em 0N

cu<U<V <uem .

Demonstragao. Como u € C?*(Q) tem-se que f(-,u(-)) € L?(Q). Consideremos o
problema M-linear

{ —M(|o]HAv = f(z,u) em Q (3.24)

v = 0 em OS2,

e usando o Teorema 2.1, segue-se que existe uma tinica solugao u; € HJ(2) do problema
(3.24). Tem-se, também, que

—M (Jua ) Auy = f(2,w) > =M (|ull*)Au em Q
e, pelo Teorema 3.2, obtemos
u < u; em €.

Observe que
—M([lua ) Aur < —=M(|[a]*) AT em Q

e usando novamente o Principio de Comparacao tem-se que u; < u em §2 e, consequente-
mente,
0<u<u <u em .

Analogamente, obtemos v; € HJ () tal que

{ ~M([o|HAe = f(x7) em Q (3.25)

vu = 0 em 052,

e satisfaz
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Repetindo este argumento, encontramos duas seqiiéncias (u,,) e (v,) satisfazendo

O<u=u <up < <up <0, <--- < vy ST= g em €, (3.26)
—M(||lup|H)Au,, = f(x,upn_1) em Q
' (3.27)
u, = 0 em 0f),
¢
—M(||vaH)Av, = f(z,v,-1) em Q
' (3.28)
v, = 0 em 0f),

Mostraremos que a seqiiéncia (u,,) converge para uma solugao U de (3.22). Multiplicando
ambos os membros da equagao (3.27) por u, e integrando por partes, obtemos

M(H%H?)HunHQ:/Qf(w,un1(96))un(flf)dw

o que implica
M|l ) un |l < €

Desde que H é crescente com H(RT) = R* concluimos, da tltima desigualdade, que
(lun]]) é limitada. Assim, para alguma subseqiiéncia, existe U € H}(Q) tal que

u, — U em Hy ()
e usando a compacidade das imersoes de Sobolev, obtém-se
u, — U em LP(Q)

parap € [1,p*),se N > 3, ouparap € [1,00) se N = 1,2. Observe que existe k; > 0 tal que
|n]loo < k1 para todo n € N, temos que u,, € WHP(Q2), com p > N, e conseqiientemente
(u,) C CY*() com

|unll1.a < ke para algum ke > 0.

Portanto, usando a imersao compacta de Schauder, conseguimos
lnl* = 1T
e pela continuidade da funcao M, segue que
M([lunl?) — M([U]). (3.29)
Além disso, para cada ¢ € H}(Q), temos

(Un, ) — (U, 9) (3.30)

/f(x,un(x))godx — /f(:v,U(a:))gpd:p. (3.31)
Q Q
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De (3.29)-(3.31)

~M(U) / VUV = / F(e.U))p, para toda € HA(Q),

isto é,
—M(|UIP)AU = f(x,U) em Q,
(3.32)
U=0 em 09
com
0<u<U<Tmuem .
Do mesmo modo, encontramos V' como o limite da seqiiéncia (v,) tal que
—M(VIHAV = f(z,V) em Q
(3.33)
V =0 em 0f),

com B
0<u<U<V<uem)

e a demonstragao do teorema esta completa. O
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