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“O que € desconhecido € incerto, e toda
incerteza deve ser quantificada em
termos de probabilidade.”

Thomas Bayes (1702-1776)



Resumo

FERNANDES, E. L. O. Determinagao do tamanho amostral através de um teste de sig-
nificancia Bayesiano. 2007. Dissertacdo de Mestrado (Programa de Pds-Graduacao em
Matematica e Estatistica - UFPA, Belém - PA, Brasil).

Neste trabalho foram apresentados os conceitos basicos associados a Inferéncia Bayesiana,
enfatizando o problema de determinacao do tamanho amostral em teste de hipdteses.
Para a determinacao do tamanho amostral foi utilizada a proposta de De Santis (2004)
usando a medida de evidéncia Bayesiana proposta por Pereira e Stern (1999). De acordo
com De Santis (2004), o critério de determinagao do tamanho amostal considera o pro-
cedimento de teste em duas fases: Fase pré-experimental e Fase pos-experimental. Na fase
pré-experimental obtém-se o menor valor do tamanho amostral tal que a probabilidade de
obter uma evidéncia decisiva e correta (com base no Fator de Bayes), em favor da hipétese
verdadeira, seja suficientemente “grande”, e na fase pos-experimental coleta-se a amostra
de tamanho obtido na fase pré-experimental e, com base na evidéncia obtida, toma-se a
decisao de rejeitar ou aceitar a hipétese nula. Foram apresentadas as medidas de evidéncia
usuais para teste de hipdteses Bayesiano, bem como a medida de evidéncia Bayesiana pro-
posta por Pereira e Stern (1999). Também foram apresentados alguns resultados compa-
rativos utilizando outras propostas presentes na literatura para determinacao do tamanho
amostral. Tais resultados indicaram que a prosposta de De Santis (2004) adequou-se bem
com a medida de evidéncia Bayesiana proposta por Pereira e Stern (1999), produzindo o
valor do tamanho amostral menor em comparagao com o tamanho amostral das outras
propostas.

Palavras Chaves: Evidéncia, Tamanho amostral e Teste de Hipdteses.



Abstract

FERNANDES, E. L. O. Determination of the sample size through an Bayesian signifi-
cance test. 2007. Dissertation of Master’s degree (Graduate Program in Mathematics and
Statistics - UFPA, Belem - Para, Brazil).

Basic concepts associated with Bayesian Inference are presented, emphasizing the prob-
lem of determination of the sample size in test of hypotheses. For the determination of
the sample size was used the proposal of De Santis (2004) using the measure of Bayesian
evidence proposed by Pereira and Stern (1999). In accordance with De Santis (2004), the
criterion of determination of the sample size considers the proceeding of test in two phases:
Phase pre-experimental and Phase post-experimental. In the phase pre-experimental ob-
tains the least value of the sample size such that the probability of obtaining a decisive
and correct evidence (with base in the Bayes Factor), on behalf of the true hypothesis, is
sufficiently large, and in the phase post-experimental collect the sample of size obtained
in the phase pre-experimental, on basis of the obtained evidence, the decision is taken of
rejecting or accepting the null hypothesis. The usual measures of evidence were presented
for test of Bayesian hypotheses, as well as the measure of Bayesian evidence proposed
by Pereira and Stern (1999). Also some comparative results were presented using other
present proposals in the literature to determination of the sample size. Such results indi-
cated what the proposal of De Santis (2004) adapted well with the measure of Bayesian
evidence proposed by Pereira and Stern (1999), producing a sample size smaller than that
of other proposals.

Words Key: Evidence, Sample size and Test of hypotheses.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos Gerais

A Inferéncia Estatistica tem por objetivo fazer afirmagoes sobre caracteristicas de uma
populagao com base em afirmacoes obtidas por dados amostrais. Em geral, essas afirmagoes
traduzem-se em dois problemas basicos da inferéncia estatistica: estimacdo e teste de

hipoteses.

Neste trabalho, sera abordado o problema estatistico de determinacao do tamanho

amostral para Teste de Hipoteses sob a abordagem estatistica Bayesiana.

A determinagao do tamanho amostral (n) é um dos problemas mais simples e mais
estudado em Teste de Hipoteses, sendo largamente estudado nas abordagens Cldssica e
Bayesiana. Na abordagem Cldssica, a determinacao do tamanho amostral depende da
probabilidade de cometer o Erro Tipo I (ou Nivel de Significancia) pré-fixado, do Nivel de
Confianca e do Erro Amostral. Neste contexto, determina-se o menor valor de n tal que,
para um Nivel de Significancia fixado, a probabilidade de aceitar a Hipotese Nula, supondo
esta verdadeira, seja suficientemente “grande”’. Maiores detalhes podem ser vistos, por
exemplo, em Bussab e Bolfarine (2005). Na abordagem Bayesiana, alguns autores [Weiss
(1997), Adcock (1997) e De Santis (2004)] avaliam a determinagao do tamanho amostral
sob vérios aspectos. Adcock (1997) mostra alguns critérios Bayesianos para determinar o

tamanho amostral baseados nos Intervalos de Credibilidade Posterior.

Weiss (1997) mostra que o tamanho amostral é determinado tomando por base uma
medida usual de evidéncia Bayesiana denominada Fator de Bayes utilizando o logaritmo
desta medida como estatistica de teste. Esse logaritmo deve ser menor que um ponto de

corte (obtido através de um critério absoluto ou de um critério relativo), permitindo a



1.2 Justificativa e Importancia do Trabalho 2

obtencao da “funcdo poder Bayesiana’com a qual o tamanho amostral é determinado

quando o poder do teste é igual ou proximo ao valor pré-fixado pelo pesquisador.

Royall (1997, 2000) sugere que a inferéncia estatistica deve ser baseada em uma medida
de evidéncia obtida dos dados através da Razao de Verossimilhancas. De Santis (2004),
baseado na sugestao de Royall (1997, 2000), propoe que o valor de n deve ser tal que a
Probabilidade de obter uma Evidéncia Decisiva e Correta seja suficientemente “grande”.

De Santis (2004) baseia-se no Fator de Bayes para a determinac¢ao do tamanho amostral.

Este trabalho é baseado na determinacao do tamanho amostral usando a medida de
evidéncia Bayesiana proposta por Pereira e Stern (1999), seguindo a proposta de De

Santis (2004) e a sugestao de Royall (1997, 2000).

1.2 Justificativa e Importancia do Trabalho

No problema estatistico de Teste de Hipoteses, a determinacao do tamanho amostral
¢ um dos pontos de fundamental importancia para a pesquisa estatistica com o intuito de

reduzir, ao maximo, custos na pesquisa estatistica.

Essa determinacao é realizada antes do pesquisador realizar a pesquisa e, consequente-
mente, aplicar qualquer técnica estatistica, principalmente a técnica de Teste de Hipoteses.
Existem muitos estudos realizados que mostram como se deve determinar o tamanho
amostral na abordagem Cldssica [Bussab e Bolfarine (2005)]. Recentemente, pesquisadores
tém mostrado a determinacao do tamanho amostral na abordagem Bayesiana que pode

ser visto, por exemplo, em De Santis (2004).

Os métodos Bayesianos nao eram muito usados devido a falta de recursos computa-
cionais, pois a maioria desses recursos eram desenvolvidos somente para a Inferéncia

Classica.

Devido ao grande e recente desenvolvimento tecnolégico, houve o surgimento de aplica-

tivos estatisticos Bayesianos e o desenvolvimento de métodos numéricos apropriados.

A principal diferenga entre as duas abordagens (Cldssica e Bayesiana) reside em um
fator subjetivo, que esta presente na inferéncia Bayesiana, representando a opiniao a priori
do pesquisador (antes de observar os dados amostrais) sobre o parametro a ser inferido.

Esta opiniao é incorporada a analise inferencial através de um modelo de probabilidades.

Fernandes. E. L. O. PPGME/UFPA
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho é determinar o tamanho amostral utilizando a abor-

dagem estatistica Bayesiana.

1.3.2 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos deste trabalho sao:

e Apresentar os conceitos associados a Inferéncia Bayesiana, principalmente associados

a Testes de Hipoteses;

e determinar o tamanho amostral usando a medida de evidéncia proposta por Pereira
e Stern (1999), obtida através do procedimento FBST (Full Bayesian Significance
Test), tal que a Probabilidade de obter uma Evidéncia Decisiva e Correta seja sufi-

cientemente “grande’;

e fazer implementacoes computacionais para determinagao do tamanho amostral em

alguns problemas usuais de Teste de Hipoteses;

e Comparar os resultados obtidos com os resultados apresentados em Adcock (1997),
Weiss (1997) e De Santis (2004) que utiliza o Fator de Bayes como medida de

evidéncia.

1.4 Estrutura do Trabalho

Este trabalho encontra-se dividido em seis capitulos, a saber:

e Capitulo 1: refere-se a introducao do trabalho, contendo a justificativa e importancia

do trabalho, objetivo geral e objetivos especificos;

e Capitulo 2: serao apresentados os principais conceitos e métodos computacionais

utilizados na Inferéncia Bayesiana;

e Capitulo 3: serao apresentadas as medidas de evidéncia Bayesianas usuais para Teste

de Hipoteses, bem como a medida de evidéncia Bayesiana proposta por Pereira e
Stern (1999);

Fernandes. E. L. O. PPGME/UFPA
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e Capitulo 4: serao apresentadas as propostas de Adcock (1997), Weiss (1997), De San-
tis (2004) utilizando o Fator de Bayes e a proposta de De Santis (2004), através da
sugestao de Royall (1997, 2000), para a determinagao do tamanho amostral usando

a medida de evidéncia Bayesiana proposta por Pereira e Stern (1999);

e Capitulo 5: serdo apresentadas aplicagoes da proposta de De Santis (2004) usando
a medida de evidéncia Bayesiana proposta por Pereira e Stern (1999) em alguns
problemas usuais de Teste de Hipoteses para determinar o tamanho amostral e
também, para efeito de comparacao, serao apresentados, em cada caso, resultados
das propostas de Adcock (1997), Weiss (1997) e De Santis (2004) utilizando o Fator
de Bayes;

e Capitulo 6: serao apresentadas a conclusao e recomendagoes para trabalhos futuros.

Fernandes. E. L. O. PPGME/UFPA



Capitulo 2

Inferéencia Bayesiana

A informagao que se tem sobre o pardmetro 6 (caracteristica populacional na qual
obtém-se conclusoes a partir de dados amostrais) é de fundamental importancia na ciéncia
Estatistica. O seu verdadeiro valor é desconhecido, apenas se sabe que este pertence ao
conjunto ® denominado Espa¢o Paramérico (conjunto que contém todos os possiveis

valores de 0), ou seja, 6 € ©. A idéia principal é reduzir este desconhecimento sobre 6.

Na Inferéncia Bayesiana, ao contrario da Inferéncia Cléassica, consiste em tratar o
parametro a ser inferido como uma varidvel aleatoria e, com isso, o parametro é passivel de
possuir propriedades de uma variavel aleatoria. Nessa abordagem, o pesquisador atribui,
antes de observar os dados amostrais, sua opiniao acerca do parametro através de uma dis-
tribuitcao de probabilidade. Por ser subjetiva, cada pesquisador atribui sua opiniao pessoal
para o parametro. Assim, essas opinioes sao denominadas de graus de incerteza acerca do

parametro.

Apo6s o pesquisador atribuir sua opiniao para o parametro, atualiza sua opinidao depois
da observacao da amostra que foi efetivamente observada. Essa atualizacao de informacao
acerca do parametro é feita através de um resultado probabilistico denominado Teorema

de Bayes mostrado na proxima secao.

2.1 Teorema de Bayes

Seja uma variavel aleatoria X e, apds observar um valor particular dessa variavel
aleatéria dito x, ou seja, X = z, obtém-se a fun¢ao de probabilidade (f.p) (caso discreto)
ou a fun¢do densidade de probabilidade (f.d.p) (caso continuo) de X dada por f(x|6).
Sabendo também que a opiniao probabilistica do pesquisador acerca do parametro antes

de observar o valor x é representada por (), entdo a opinidao atualizada do pesquisador
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apos a observacao do valor x é dada por

f(z]0)m(6)
f@ f(z]|0)m(6)do

w(0|z) = (2.1)

A expressao (2.1) é exatamente o Teorema de Bayes. Neste, m(0) é a distribuicao de
probabilidade a priori de 6 e w(0|x) é a distribui¢ao de probabilidade a posteriori de 6
apds a observacao de x. Assim, w(f|z) serd a opinido atualizada do pesquisador apds a

observacao de .

A expressao dada em (2.1) pode ser extendida para n observagoes de X, ou seja, dada
uma amostra aleatéria © = (xy,...,x,) com observacoes independentes indenticamente
distribuidas (i.i.d) de tamanho n tem-se

L(z|0)w(0)
Jo L(z]0)x(6)do’

(0]z) = (2.2)

Na expressao (2.2) L(x|f) representa a distribuigao de probabilidade conjunta de x, ou
seja, representa a Fungao de Verossimilhang¢a de . Usando o simbolo de proporcionalidade

(), pode-se representar a distribui¢ao de probabilidade a posteriori de 6 por
w(0|x) < L(x|0)7(0) (2.3)
A expressao (2.3) representa somente o nicleo (parte que depende somente de 6) da
distribuicao de probabilidade a posteriori de 6.

Na Inferéncia Bayesiana, 7(6|x) deve ser prépria (f.p ou f.d.p) e todas as conclusoes
acerca do parametro 6 é tomada a partir da 7(6|x) através de medidas-resumo tais como

a média a posteriori (E(0|x)) e a variancia a posteriori (Var(0|x)).

2.2 Principio da Verossimilhanca

O Principio da Verossimilhanga (Paulino et al. [2003]) sustenta que:

“Toda a informacao dada pela amostra estd contida somente na funcdao de verossimil-

hanca.”
Esse principio estabelece que, se tem-se duas observagoes z; e xo de X tais que

f(z1]0) = K(x1,22) f(x2]0), VO € O,

Fernandes. E. L. O. PPGME/UFPA
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com K independente de #, entdao as inferéncias para 6 sao as mesmas para ambas as

observacoes x1 e xo de X.

Alguns autores [Paulino et al. (2003), Fernandes (2005), entre outros], mostram um
exemplo classico de violacao deste principio na abordagem Classica, sendo essa contra-

ditéria a esse principio.

Esse principio é de fundamental importancia na abordagem Bayesiana devido ao fato de
que o pesquisador utiliza somente a amostra que foi realmente observada, enquanto que
na abordagem Classica o pesquisador observa todas as possiveis amostras que poderiam

ter sido observadas mas nao foram.

2.3 Distribuicoes a priori

Na abordagem Bayesiana um dos pontos de maior dificuldade na sua implementagao é
a especificacao da distribuicao a priori m(0) que representa (probabilisticamente) a opiniao

do pesquisador acerca do parametro # antes de observar os dados amostrais .

Com isso, existem varios métodos para especificar esta distribuicao que podem ser
vistos, por exemplo, em Box e Tiao (1973), O’'Hagan (1994) e Paulino et al. (2003). Nesta
secao serao apresentados os métodos mais usados para a especificacao da distribuicao
a priori que sao as Distribuicoes a priori Conjugadas e as Distribuicoes a priori Nao-

informativas.

2.3.1 Distribuicoes a prior: Conjugadas

Neste caso, a distribuicao de probabilidade a priori e a distribuicao de probabilidade a
posterior: pertencem a mesma classe de distribuicoes de probabilidade, na chamada Classe
de Distribui¢oes Conjugadas, envolvendo apenas uma mudanga nos hiperparametros (para-
metros indexadores da classe de distribui¢oes a priori). Com isso, diz-se que a distribui¢ao
a priori € conjugada para a distribuicao de probabilidade que originou os dados amostrais,

assim define-se,
Defini¢ao 1. Diz-se que H é uma familia de distribuicées conjugadas de f(z|0), se

w(0) e H= nm(0lx) e H

Fernandes. E. L. O. PPGME/UFPA
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Em geral, a distribuicao a priori conjugada é prépria e informativa. Paulino et al.
(2003) e Fernandes (2005) mostram alguns exemplos de aplicacao das distribuicoes a

priori conjugadas. Por exemplo, Fernandes (2005) mostra que:

e A distribuicao de probabilidade Gama é conjugada para a distribui¢ao de probabi-

lidade Poisson.

e A distribuicao de probabilidade Beta é conjugada para a distribuicao de probabili-

dade Bernoulli.

e A distribuicao de probabilidade Normal Gama Inversa é conjugada para a dis-
tribuicdo de probabilidade Normal com ambos os parametros (média e variancia

populacionais) desconhecidos.

2.3.2 Distribuicoes a prior: Nao-informativas

Neste caso, o pesquisador nao possui conhecimento acerca do parametro 6 antes de
observar os dados amostrais. Com isso, o pesquisador atribui uma opiniao probabilistica
“vaga”para o parametro 6. Esta distribuicao assume que todo valor de 6 € ® ocorre com
igual probabilidade em todo ©. Quando © ¢ finito tem-se que a distribuicao a prior:
Nao-informativa é prépria. Quando @ ¢ infinito diz-se que a distribuicao a priori Nao-

informativa é imprépria (nao é uma f.p ou f.d.p). Para ©® = (64, ..., 0;) finito, tem-se
() =—-; 0€0, (2.4)

ou seja, (2.4) representa a distribui¢ao de probabilidade Uniforme Discreta. No caso onde

/_ T 0)d0 = oo,

[e.9]

® ¢ infinito, tem-se que

sendo uma distribuigao imprépria. Agora, se ¢ = g(6) é uma reparametrizagao nao linear

mondtona de # entao 7(¢) é nao uniforme.

A distribuicao a priori Nao-informativa permite a comparacao entre as abordagens
Classica e Bayesiana, pois utiliza somente a informacao dos dados amostrais representada

pela Funcao de Verossimilhanga.

Como a abordagem Bayesiana baseia-se na distribuicao a posteriori, nao deve-se dar
importancia a impropriedade da distribuicao a priori. No entanto, deve-se ter em mente

que a distribuicao a posteriori deve ser prépria antes de fazer qualquer inferéncia.
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2.4 Aspectos Computacionais

Nesta secao serao vistos alguns métodos computacionais para resolver tais integrais
quando estas nao podem ser resolvidas analiticamente. J& que em muitas situagoes o
calculo de integrais em Inferéncia Bayesiana nao possui solugao analitica, sendo necessério
o uso de algum procedimento numérico para resolver a integral envolvida. E muito comum

aparecer integrais do tipo

Eg(0)]a] = / 4(0)7(6])do (2.5)

®
onde g(f) é alguma fungao particular do parametro 6. Podem existir casos na qual o

pesquisador esteja interessado em obter a distribuicao de probabilidade marginal de algum
parametro desconhecido a partir do vetor de parametros desconhecidos 8 = (6, 6,), tal

distribuicao pode ser dada, por exemplo, por

(0y]a) = /w(0|a:)d02.

Os métodos computacionais mais utilizados sao o Método de Monte Carlo, o Método
da Rejei¢cio e os Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (Monte Carlo Markov
Chain - MCMC).

Todos os métodos precisam da simulagao de niimeros aleatérios de alguma distribuicao
de probabilidade. Estas simulacoes podem ser feitas em qualquer aplicativo que simule
numeros aleatorios de alguma distribuicao de probabilidade. Além destes métodos que
serao mostrados nesta secao, existem inimeros outros que podem ser encontrados, por

exemplo, em O’Hagan (1994) e Paulino et al. (2003).

2.4.1 Método de Monte Carlo

A idéia principal deste método é aproximar a integral (2.5) como uma média empirica.
Primeiramente, o pesquisador simula uma amostra aleatéria 8 = (6q,...,0y) com ob-

servagoes 1.i.d de tamanho N da distribui¢do 7(6|x) e aproxima a integral por (2.6)

N
~ 1
Elg(0)lz] = + > 9(6:). (2.6)
i=1
O método pode ser resumido pelos seguintes passos:

1. Simular uma amostra aleatéria @ = (64, ..., 0y) i.i.d da 7(6|x);
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2. Substituir cada valor simulado no passo 1 na fungao ¢(8), obtendo (g(61), ..., g(0n));
3. Calcular E[g(0)|x].

De acordo com a Lei Forte dos Grandes Numeros (James (2002)), (2.6) converge quase

certamente para (2.5).

2.4.2 Método da Rejeicao

No método anterior é possivel a obtencao da amostra aleatéria da distribuicao de pro-
babilidade posterior m(8|x). Mas, quando nao é possivel obter essa amostra diretamente
da distribuicao posterior, faz-se uso do Método da Rejei¢cao. Neste método, o pesquisador
utiliza uma fungao auxiliar ¢(f) da qual seja possivel ser amostrada e que tenha o mesmo

suporte (dominio) da distribuigao posterior.

Considere que exista uma constante @), tal que

m(0|z)
q(0)

ou seja, m(f|x)/q(#) é limitada, onde Q) > 1.

<@, (2.7)

Este método consiste nos seguintes passos:

1. Simular 6 da distribuicao auxiliar ¢(0) e g da Distribuicao Uniforme Continua no

intervalo [0; 1], ou seja, g ~ U(0,1);

2. Se Qg < {m(0|x)/q(#)} aceita-se o valor de  como sendo da distribuigao 7(0|x),

caso contrario, retorna-se ao passo 1.

Apés obter a amostra aleatoria da distribuicao de probabilidade posterior, aplica-se o

M¢étodo de Monte Carlo para obter o resultado aproximado da integral (2.5).

Na procura da especificagao da distribui¢ao auxiliar ¢(#), Paulino et al. (2003) sugerem

que:
e () deve possuir caudas mais pesadas do que a distribui¢ao posterior;

e a distribuicao posterior seja inspecionada de forma analitica com o intuito de obter

a distribuigao ¢(0);
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e deve-se usar técnicas de otimizacao para a localizacao do supremo da distribuicao

posterior.

Na pratica, é muito comum utilizar a distribuigao a priori 7(6) como distribui¢ao au-

xiliar.

2.4.3 Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC)

A amostra aleatoria da distribuicao posterior obtida nos métodos descritos nas secoes
anteriores (Método de Monte Carlo e o Método da Rejeicdo) é uma amostra com ob-
servacoes i.i.d. Existem casos que é praticamente impossivel obter uma amostra com ob-
servacoes i.i.d da distribuicao posterior talvez por que a distribuicao posterior tem forma
analitica muito complicada de modo que as distribui¢oes marginais sao impraticaveis de

serem obtidas analiticamente, dentre outros motivos.

Nestes casos, ¢ muito comum utilizar os métodos MCMC que sao baseados em Cadeias
de Markov [Ross (1995)] e assim as observagoes simuladas da distribui¢ao posterior nao
serao mais independentes pois cada observacao obtida no passo seguinte dependera da
observacao obtida no passo anterior. Os passos sao realizados vérias vezes até obter a
convergéncia para a distribuicao posterior. Os métodos MCMC mais utilizados na abor-
dagem Bayesiana sao o Algoritmo de Metropolis-Hastings e o Amostrador de Gibbs que

serao vistos nas proximas segoes.

a) Algoritmo de Metropolis-Hastings

Neste método um valor é gerado de uma distribuicao proposta e aceito com uma dada
probabilidade, isso garante a convergéncia da cadeia para a distribui¢ao posterior 7(6|x).
Suponha que a cadeia esteja no estado #* ¢ um valor 6 é gerado de uma distribuicdo
proposta ¢(.|6%). O novo valor 6 é aceito com probabilidade

) 7(6)q(06
a(0',0') = min (1, W) (2.8)
onde 7 é o nicleo da distribui¢ao posterior 7(f|x). O Algoritmo de Metropolis-Hastings

¢ dado pelos seguintes passos:
1. Inicialize a iteracdo com t = 0 e especifique um valor inicial 6.

2. Gere um novo valor ¢ da distribuicao q(.|6").
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3. Calcule a probabilidade de aceitacio a(6%,0') e simule h da Distribuicio Uniforme

Continua no intervalo [0; 1], ou seja, h ~ U(0, 1).

4. Se h < «f",0) aceite o novo valor @', faca t =t + 1 e ) = ¢'. Caso contrério, a

cadeia permanece em €' e reinicie o processo a partir do passo 2.

O’Hagan (1994) sugere que se pode escolher a distribui¢ao proposta ¢(.|6") como sendo
uma distribui¢ao Normal ou uma distribuigao ¢t de Student com caudas pesadas e, devido
a simetria dessas distribuicoes, a/(6,6') se reduzird a

a(6',0') = min (1, %) . (2.9)

b) Amostrador de Gibbs

Este método é usado quando a distribuigao posterior m(@|x) tem dimensao elevada,
ou seja, varios parametros de interesse. Suponha que seja dificil retirar uma amostra da
distribui¢ao posterior m(0|x), mas sabe-se que essa distribuigao ¢é positiva em 9, ..., 0,,

com ©; representando o suporte da distribuicao de 0; (i = 1,...,m).

Contudo, a obten¢ao da amostra da distribuigao posterior 7(@|x) consiste em gerar
valores para cada 6 a partir das distribuicoes condicionais completas conhecidas repre-
sentadas por w(0;|0(—i)), onde 8 = (04,...,0,,) e O(—i) = (01,...,0;_1,0;41,....,0m) é O
vetor @ sem o i-ésimo componente. A distribuicao 7 (6;|@(—1i)) é a distribui¢ao do i-ésimo

componente de @ condicionada a todos os outros componentes, e obtida pela seguinte

expressao: 60—
(6;10(—i)) = f:((el-?e((—_;))))deﬁ i=1,..,m (2.10)
O método pode ser descrito pelo seguinte algoritmo:
1. Especificar um valor arbitrério 8 = (0%0), 9;0), s 952)) para o vetor 0;

2. Obter um novo valor 8 a partir de 8 através da seguinte geracao de nimeros
aleatorios:
01 ~ m(011605”,05",....0))

05" ~ w (650,65, ..., 00)

05" ~ m(050, 65" ..., 00)
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O ~ w(0]057, 057,00 ).

5 Um—1

Obtendo, assim, o vetor 8V = (9%1), 951), 9:(,)1), o Gg)).

3. O vetor 8@ & obtido a partir de 8%, o vetor 8® é obtido a partir de 8% e, assim,

sucessivamente.

Esse procedimento é repetido varias vezes, obtendo a amostra aleatéria (9(0), - H(q)).
Quando ¢ — 00, a amostra aleatoria (0(0), ...,H(q)) tende em distribuicao para a dis-

tribuicao posterior 7(0|x).
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Capitulo 3

Teste de Hipoteses Bayesiano

O problema estatistico de Teste de Hipdteses, no contexto Bayesiano, acerca do valor
de um parametro desconhecido, # € O, consiste em decidir sobre a rejeicao ou nao de

uma hipétese com base na informacao da amostra.

Sejam Hy : 6 € ©g e H; : 0 € Op as hipoteses a serem testadas com Oy U ©; = O,
OyNO, =0,0)#0e®, #0 onde Hy é denominada Hipdtese nula e H, é denominada
Hipdtese alternativa, o pesquisador necessita, ao final de um Teste de Hipdteses, obter uma
medida de evidéncia em favor de Hy. Na abordagem Classica é muito usada uma medida
de evidéncia conhecida como p-valor (cujo célculo se baseia na distribui¢ao amostral da
estatistica do teste). Na abordagem Bayesiana, as medidas de evidéncia usuais para teste

de hipdteses sao o Fator de Bayes e a Probabilidade Posterior de Hy.

No caso em que ©¢ = {6y} diz-se que H, é simples. Caso contrério, diz-se que Hy é

composta. O mesmo vale para a hipdtese alternativa H;.

Nas préximas secoes serao apresentadas as medidas usuais de evidéncia Bayesiana, bem
como a medida de evidéncia alternativa proposta por Pereira e Stern (1999) cujo cédlculo

é feito através do procedimento FBST (Full Bayesian Significance Test).

3.1 Medidas Usuais de Evidéncia Bayesiana
3.1.1 Fator de Bayes

Definicao 2. Seja m;(0) (i = 0;1) a distribui¢ao a priori para 6 sob H;. O Fator de Bayes
em favor da hipotese Hy € dado por

p(x|Ho)
p(x|Hy)’

onde p(x|H;) f® (x|0)m;(0)dO representa a distribui¢ao de probabilidade marginal

FBy (x) = (3.1)

dos dados amostrais sob a hipétese H; e L(x|0) a fun¢do de verossimilhanga.
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Sendo que aceita-se a hipétese nula sempre que F By (x) é “grande”, significando que
os dados observados favorecem a hipotese nula. Quando a hipotese Hy é simples, o Fator
de Bayes ¢ dado por:

L(x|6
FBy (x) = }ﬁ, (3.2)
onde L(x|fy) representa a funcdo de verossimilhanga sob a hipétese Hy. Geralmente
quando o Fator de Bayes é maior que 1, ou seja, p(x|Hy) > p(x|H;), nao rejeita-se a

hipétese nula (Paulino et al. [2003]).

3.1.2 Probabilidade Posterior de Hj,

Definicao 3. Seja 11y e II; as probabilidades a priori das hipoteses Hy e Hy, respectiva-

mente, entao a Probabilidade Posterior de Hy ¢ dada por

P(Holz) = lefgf}?gz)(m). (3.3)

Sendo que aceita-se a hipétese nula sempre que P(Hy|x) é “grande”, significando que

os dados observados favorecem a hipdtese nula.

Alguns autores [Berger e Selke (1987) e Berger e Delampady (1987)] apresentam e
discutem o conflito entre o p-valor e as medidas usuais Bayesianas (Fator de Bayes e
Probabilidade Posterior de Hy), alertando para o fato de que, em algumas situagoes, o p-
valor pode nao ser uma boa medida de evidéncia para uma hipétese precisa (hipétese com
dimensao estritamente menor que a dimensao do espago paramétrico, ou seja, tem-se pelo
menos uma restricao de igualdade na hipétese nula). Por conta disso, surgiram propostas
de novas medidas de evidéncia, uma delas foi o procedimento proposto por Pereira e Stern

(1999) denominado FBST. O procedimento FBST serd mostrado na préxima segao.

3.2 O Procedimento FBST (Full Bayesian Significance
Test)

Pereira e Stern (1999) introduziram o novo procedimento definido a seguir:

Definigao 4. Seja 7(0|x) uma densidade posterior de 6, dada a amostra aleatoria ob-

servada © = (x1,...,2,), e considere o sequinte conjunto definido no espago paramétrico
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T(x)={60 € © : 1(0|x) > supg, 7(0|x)}. A medida de evidéncia Bayesiana de Pereira-
Stern é definida como

EV(®¢p;x)=1— PO € T(x)|x)
e o procedimento FBST consiste em aceitar Hy sempre que a EV(®q;x) é “grande”.

Madruga (2002) mostra propriedades do procedimento FBST que o torna um legitimo
procedimento Bayesiano. Baseando-se nas idéias de De Santis (2004), pode-se estabelecer
uma escala de evidéncia em termos da EV(@g;x). Portanto, as regras de decisdo do

procedimento FBST sao:
e se EV(®g;x) < wy, rejeita-se Hy (evidéncia decisiva)
e se w; < EV(Og;x) < wp, ndo decisdo (evidéncia fraca)
e se EV(®g;x) > wy, aceita-se Hy (evidéncia decisiva)

com w; € [0;1] (¢ = 0;1) representando os pontos de corte da EV (©g; ).

3.2.1 Implementagao da EV (©; x)
Para determinar esta medida é necesséario as duas etapas descritas a seguir:

e 12 Etapa - Etapa de Otimizacdo: Consiste em maximizar a densidade posterior
7(@|x) sob Hy, em outras palavras, consiste em obter o valor 8* que maximiza a
densidade posterior, ou seja,

7(0%|x) = s(gp 7(0|x).

e 22 Etapa - Etapa de Integrac¢ao: Consiste em integrar a densidade posterior 7(0|x)

sob o conjunto T¢(x), ou seja,

I= /T - 7(0]2)do. (3.4)

Com T¢(x) = {0 € © : 7(0|x) < 7(6"|x)}.

Em alguns problemas nao é possivel a realizacao dessas etapas de forma analitica, sendo
necessario a utilizagao de métodos numéricos. Os métodos numéricos mais utilizados para
obter a EV (®p; x) sdo o Método de Monte Carlo (nos casos de baixa dimensao do espago

paramétrico) e os Métodos MCMC (nos casos de alta dimensao do espago paramétrico).
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Método de Monte Carlo

A integral dada em (3.4) pode ser expressa como a esperanca posterior da fungao
indicadora, h(0) = 1(0 € T¢(x)), ou seja,
I =E(h(8)|x) = / 1(0 € T(x))m(0|x)dO (3.5)
e
que pode ser resolvida através do Método de Monte Carlo. Para isso, retira-se uma amostra
aleatéria (61, ..., 0)) da densidade posterior 7(0|x) e aproxima-se a integral dada em (3.5)

por:

. 1 XM
I'=+ ; h(8;). (3.6)
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Capitulo 4

Determinacao do tamanho amostral

A determinacao do tamanho amostral é, sem duvida, um dos problemas mais impor-
tantes na ciéncia Estatistica. O pesquisador necessita, na pratica, obter o menor tamanho

amostral com a finalidade de reduzir custos e obter resultados confiaveis.

Neste contexto, na abordagem Bayesiana, estao surgindo e ainda surgem alguns traba-

lhos cientificos e propostas tratando deste problema.

Adcock (1997) sugere véarios critérios para a determinagao do tamanho amostral numa
abordagem Bayesiana. Os critérios sao baseados nos Intervalos de Credibilidade Posterior.
Os critérios tomam uso, além da distribuicao posterior, da distribuicao preditiva dos dados

amostrais p(x). Os critérios propostos sao:

- ACC (Average Coverage Criterion): Neste critério, é necessario que a distribuigao pos-
terior esteja contida num intervalo especificado R(x) com uma certa probabilidade
1 — a (a representando o erro tipo I pré-fixado) sob todos os possiveis valores

amostrais, isto ¢, S(x) = P(0 € R(x)|x). Entao, determina-se o tamanho amostral

/ {/R(X) 7r(9|a:)d0} p@)dz =1—a, (A1)

com p(x) = [y L(x|0)m(#)dh. O caso mais simples é onde R(x) é um intervalo

tal que

simétrico em torno da média posterior F(f|x) da forma R(x) = E(f|x) +1/2 onde
[ é um comprimento especificado. Quando a distribuicao posterior é simétrica em
torno da média, entao é razoavel a escolha deste intervalo. Agora, para distribuicoes
posterior assimétricas Joseph et al. (1995) sugerem o intervalo R(x) = [a; a+1] onde
[ é dado e a é determinado tal que este intervalo seja o intervalo de alta densidade

posterior, ou seja, o intervalo HPD (Highest Posterior Density).

- ALC (Average Lenght Criterion): Este critério é semelhante ao critério ACC, a tnica

distingao é que, em média, [ é o comprimento do intervalo HPD.
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- WOC (Worst Outcome Criterion): H4 criticas aos critérios ACC e ALC pelo fato de
utilizarem a distribuicdo p(x). Pham-Gia e Turkkan (1992) propuseram o WOC
que, posteriormente, foi aperfeicoado por Joseph et al. (1995). A determinagao do

tamanho amostral é dada pela seguinte desigualdade
min(n) tal que inf {/ 7r(9|:v)d9} >1—a. (4.2)
* R

Weiss (1997) usa o Fator de Bayes para a determinacao do tamanho amostral no caso en-
volvendo a distribuicao Normal com variancia populacional conhecida. O método proposto
por Weiss (1997) primeiramente determina o logaritmo do Fator de Bayes em favor da
hipétese nula e, logo em seguida, o tamanho amostral é encontrado resolvendo o seguinte

sistema de equacoes:

{ P(b < k|Hy) = a (43)

Pb<klH)=1-p"
onde v e B (Erro tipo II) sao pré-fixados pelo pesquisador, b representa o logaritmo do
Fator de Bayes em favor da hipdtese nula e k o ponto de corte. Um valor positivo de b
favorece a hipdtese nula e um valor negativo de b a desfavorece. Nota-se, neste sistema de
equacoes, que b é utilizado como, na visao classica de Teste de Hipodteses, uma estatistica
de teste. O ponto de corte (k) é determinado de duas maneiras: o pesquisador pode fixa-lo
(critério relativo) ou determind-lo (critério absoluto). Para determinar o valor de k toma-
se como base a distribuicao de b sob a hipdtese nula e «, semelhante ao procedimento
classico. Em outras palavras, dado n encontra-se k tal que P(b < k|Hy) = « e, logo em
seguida, determina-se P(b < k|H;) = 1 — 3 denominado “poder do teste”. Entao o valor

de n é tomado satisfazendo o sistema de equacoes.

Joseph e Bélisle (1997) utilizam os mesmos critérios de Adcock (1997) para a deter-
minac¢ao do tamanho amostral nos casos envolvendo a distribuicao Normal. Eles consi-
deram os casos onde a variancia populacional é conhecida e também quando a variancia

populacional é desconhecida.

De Santis (2004), baseado na sugestao de Royall (1997, 2000), sugere que o valor de
n, no problema de Teste de Hipdteses, deve ser tal que a Probabilidade de obter uma
Evidéncia Decisiva e Correta seja suficientemente “grande”. De Santis (2004) usa o Fator
de Bayes para determinar o valor de n. A idéia é controlar a probabilidade dos seguintes

eventos:
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o Fuvidéncia Enganosa: ocorre quando o Fator de Bayes estd em favor da hipdtese

incorreta.
e Fuvidéncia Fraca: ocorre quando o Fator de Bayes nao favorece nenhuma das hipoteses.

o [Fuvidéncia Decisiva e Correta: ocorre quando o Fator de Bayes estd em favor da

hipétese correta.

Com isso, quando a hipdtese H; (i = 0;1) é verdadeira, determina-se a probabilidade

do experimento produzir uma Fvidéncia Decisiva e Correta em favor de H;, dada por

P?C(ki,n) = / p(x|H;)dx, i=0;1,
D;(ki,n)

com D;(k;,n) = {x : FB;;(x) > k;} (i # j j = 0;1) representando o subconjunto
dos pontos do espaco amostral que produzem uma evidéncia em favor da hipétese H; e
k; representando o ponto de corte do Fator de Bayes. Logo em seguida, determina-se a

probabilidade de obter uma FEwvidéncia Decisiva e Correta dada por
pDC<k07 kl) n) = HUPODC(koa n) + Hlpi)c(kla n)? (44)

com Il e II; representando, respectivamente, as probabilidades a priori das hipoteses H

e Hi.
Portanto, De Santis (2004) sugere o seguinte procedimento em duas fases:
1. Fase Pré-experimental: Escolhidos ¢ € [0;1] e k; > 0, determinar n tal que
n =min{n € N: p”%(ko, k1,n) > ¢},
sendo N representando o conjunto dos niimeros naturais.

2. Fase Pdés-experimental: Coletar a amostra de tamanho n e realizar o Teste de
Hipoteses com as seguintes regras de decisao:
e Se F'By,(x) < ki, rejeita-se Hy
e Se k! < FByi(z) < ko, ndo decisdo

e Se F'Byi(x) > ko, aceita-se Hy.
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Neste trabalho, serd apresentada a proposta de De Santis (2004), através da sugestao de
Royall (1997, 2000), para a determinagao do tamanho amostral para Teste de Hipdteses
usando a medida de evidéncia Bayesiana proposta por Pereira e Stern (1999), assim o

interesse ¢ controlar a probabilidade dos seguintes eventos:

e Fuidéncia Enganosa: ocorre quando a medida de evidéncia Bayesiana estd em favor

da hipdtese incorreta.

e FBuvidéncia Fraca: ocorre quando a medida de evidéncia Bayesiana nao favorece nen-

huma das hipéteses.
e Fuidéncia Decisiva e Correta: ocorre quando a medida de evidéncia Bayesiana estd
em favor da hipotese correta.
Sejam trés subconjuntos do espago amostral, Dy(wg,n), Di(w1,n) e W (wp,wr,n) onde
Dy(wo,n) = {x: EV(Op;x) > wp}

¢ o subconjunto dos pontos do espago amostral que produzem uma evidéncia Bayesiana

em favor da hipotese Hy,
Di(wy1,n) ={x: EV(Ogx) <w}

é o subconjunto dos pontos do espago amostral que produzem uma evidéncia Bayesiana

em favor da hipotese H; e
W (wo,wr,n) ={x:w < EV(Og;x) < wy}

¢ o subconjunto dos pontos do espaco amostral que produz uma evidéncia Bayesiana fraca

em favor das duas hipoteses.

Com isso, quando a hip6tese H; (i = 0; 1) é verdadeira, definem-se as probabilidades do
experimento produzir uma Fvidéncia Decisiva e Correta e uma Evidéncia Fraca em favor

de H;, dadas respectivamente, por

PP (s, m) = /  dlal)iz (4.5)
D;(w;mn

PV (wo, wi,n) = / p(x|H;)dx. (4.6)
W (wo,w1,n)
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Pode-se também definir, quando a hipétese H; é verdadeira, a probabilidade do expe-

rimento produzir uma Evidéncia Enganosa dada por

py(wj,n):/ p@|H)de, i=01, j—=0:1, i4] (A7)
Dj(wjv )

Das expressoes dadas em (4.5), (4.6) e (4.7), nota-se obviamente que

P! (wo,wi,n) =1 —p(wi,n) — p}f(wj,n), i=0;1, j=0;1, i#j

Levando-se em conta a incerteza da hipdtese verdadeira, pode-se definir as seguintes

probabilidades:

e A probabilidade de obter uma Fvidéncia Decisiva e Correta dada por

PP (wo, wi,n) = Hopd® (wo, n) + MypP (wy, n).

e A probabilidade de obter uma FEvidéncia Fraca dada por
P (wo, wi,n) = Hopy (wo, w1, n) + Mip” (wo, wi, n).
e A probabilidade de obter uma FEvidéncia Enganosa dada por
p" (wo, wi,m) = Topy’ (wi, n) + Mipy” (wo, n).
Com Il e II; representando, respectivamente, as probabilidades a priori das hipoteses Hy

e Hl-

A intencao é determinar o menor tamanho amostral tal que pP“ (wp, wy, n) seja suficien-
temente “grande”. Portanto, De Santis (2004) sugere o seguinte procedimento dado em

duas fases:
1. Fase Pré-experimental: Escolhidos ¢ € [0;1] e w; € [0; 1], determinar n tal que
n =min{n € N: p”(wq, w1, n) > ¢},
sendo N representando o conjunto dos niimeros naturais.

2. Fase Pos-experimental: Coletar a amostra de tamanho n e realizar o Teste de

Hipoteses com as seguintes regras de decisao:
e Se EV(O; ) < wyq, rejeita-se Hy
e Sew; < EV(Og;x) < wy, nao decisao

e Se EV(Og;x) > wy, aceita-se Hy.
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4.1 Aspectos Computacionais

Os aspectos computacionais envolvidos neste trabalho envolvem dois problemas: a
obtencao da EV(®g;x) e do valor de n. As etapas para a obtengdo da EV(®g;x) sao
duas, uma de otimizacdo e uma de integracao, que, em alguns casos, nao podem ser obti-
das de forma analitica, sendo necessario o uso de algum procedimento numérico para as
suas obtencoes. Para a determinacao do valor de n, tem-se outro problema de otimizacao
a ser implementado computacionalmente. As implementacoes computacionais para obter

a EV(Qg;x) e n serao feitas no aplicativo MATLAB (The Mathworks, Inc. (1999)).
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Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo serao apresentadas aplicagdes da proposta de De Santis (2004) para a
determinacao do tamanho amostral usando a medida de evidéncia Bayesiana do procedi-
mento FBST e, para verificar se a proposta utilizada produz resultados satisfatorios, sera
feita a comparacao de tais resultados com os resultados obtidos utilizando as propostas
de Weiss (1997), Adcock (1997) e De Santis (2004) utilizando o Fator de Bayes. Na Secao
5.1 serd considerado o problema de determinacao do tamanho amostral para o Teste de
Hipoéteses acerca da média de uma populagao com distribuicao Normal com variancia
conhecida, enquanto que na Secao 5.2 sera considerado o problema de determinacao do
tamanho amostral para o Teste de Hipdteses acerca das médias de duas populacoes Nor-

mais com variancia comum e conhecida.

Para prosseguir com esse estudo comparativo, define-se a seguinte medida empirica:

Definicao 5. O nivel de significancia empirico de um teste, «, € dado pela propor¢ao de

vezes que a hipotese nula € rejeitada quando ela € verdadeira.

Utilizando a Definicao 5, pode-se obter valores equivalentes para os pontos de corte da
EV(©;x) e do F By (). Mostra-se também, graficamente, uma possivel relacao empirica

entre a EV(©g; ) e o F'By;(x) nos testes considerados.

5.1 Teste para a média da distribuicao Normal com
variancia conhecida

Seja * = (x1,...,7,) uma amostra aleatéria de tamanho n da varidvel aleatéria X

2

tendo distribuicao Normal com média 6 desconhecida e variancia ¢® conhecida, ou seja,

X ~ N(6;0?%), o interesse ¢ testar

Hy:0=10y, contra Hi: 0 # 0.
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A funcao de verosssimilhanca da amostra x é dada por

L) = (—2) exp L L [(n = 1)S2 4+ n(o — 7)) (5.1)
(v5) = }

o2 202

com 6§ € R (R representando o conjunto dos nimeros reais), 6% > 0, T = (1/n) Y1,
representando a média amostral e S* = (1/(n—1)) >_1" | (z;—)? representando a variancia

amostral.

De acordo com o Critério da Fatorag¢io de Neyman (Bolfarine e Sandoval [2001]), para
a obtencao da estatistica suficiente, pode-se notar que de acordo com (5.1), a estatistica
suficiente é dada pela média amostral, ou seja, X. Mas, a distribuicdo de X é Normal com

média 6 e variancia 0% /n, ou seja, X ~ N(6;0%/n) e sua f.d.p é dada por

f(l0) = Y7 exp{—%(f—@)Q}. (5.2)

oV 2

Suponha que, sob Hi, 6 tem distribuigao a priori conjugada dada por 0|H; ~ N (u; %)

2 com f.d.p dada por

1 1 ,
W@)ngaziam{—igﬂg—ﬂ)} (53)

com p € R ec > 0. Tem-se que, de (2.3), (5.2) e (5.3), a distribuigao posterior 7 (0|7) é

w(6l) o exp { -~ 500 - 2

2co?

onde 7% = co

proporcional a

representando o nticleo de uma distribuicao Normal com média ¢* e variancia co?/(1+nc),

2
0|§~N<c*; @ )
14+ nc

ou seja,

com ¢* = (u+ ncx)/(1+ nc).

5.1.1 Construgao da EV (©;x) usando o procedimento FBST

Primeiramente, maximiza-se a distribuicao posterior w(0|Z) sob a hipdtese nula, obtendo

Em seguida, integra-se 7(6|Z) sob o conjunto T¢(z) = {0 € O : 7(0|7) < 7(6y|T)}, ou

= / (017 d0
Te(@)
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comT¢(T)={0e€®:0<2c"—0, ou 0 =60y} Logo, supondo (0y — ¢*) > 0, a medida

de evidéncia Bayesiana do procedimento FBST é dada por

EV(©g;T) = P[0 <2¢" —0o|T] + P[0 > 0o|7]
q){c —6y) 1—|—nc} +{1_®{(90—c;)\\[é1+7nc”

Qq)[c —eowm}

o\/c
com P[] representando a func¢do de distribuicao acumulada (f.d.a.) da distribui¢ao Normal

Padrao.

5.1.2 Determinacao do tamanho amostral utilizando o procedi-
mento FBST

Para a determinacao do tamanho amostral, primeiramente determinam-se as distribuigoes
de probabilidades marginais da média amostral sob as hipéteses Hy e Hy, dadas, respec-

tivamente, por

_ _n no_ 5
p(x\Ho) = U\/%exp{—ﬁ(a:—eg) },
ou seja,
T — 0
T|Hy ~ N(0p;0%/n) = u = E=b)vn | N(0,1)
o
e

p(ZT|Hy) = /#60U@ﬂexp{—%(f—@)z}ﬁexp{—ﬁ(@—uf}d&

e v e g

ou seja,

T|H1NN(MQM) ﬁvzwwN(O,l).

ov'1+ nc

Reescrevendo a EV (©;Z) em funcdo das variaveis aleatérias u e v tem-se, respectiva-

mente,

EV(©q;T) = 2®

cour/n + p1 — g
c(1+ nc)

EV(©y;7) = 20 [W fo) V1 +nc+ Cm’\/—}

ay/c
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Em seguida, se determina a probabilidade do experimento produzir uma Fvidéncia

Decisiva e Correta em favor da hipétese Hy, dada por

1 u?
DC _ _
Py (wo,n) = / p(T|Ho)dT = / exp {——} du,
Do (wo,n) Do(wo,n) V 2 2

com Dy(wp,n) = {T : EV(©g;T) > wp}. Logo,

P (wo,n) = @ [_Z“’O/za Vel +ne) + 6 — N] % [Zwo/QU\/ (1 +nc) + 6 — M]

co\/n co\/n

com z, representando o a-nivel percentilico da distribuicao Normal Padrao. Também se
determina a probabilidade do experimento produzir uma FEvidéncia Decisiva e Correta

em favor da hipétese Hy, dada por

1 v?
DC — —
p (wlan> = / p(l”Hl)dﬂf = / exp {__} dv,
1 Di(wi,n) Di(w1,n) V 2T 2

com Dj(wy,n) ={T: EV(Oy;T) < w;}. Logo,

il I [l I

PP (wn,m) = B {

A probabilidade p”“(wp,wy,n) depende de n, wy, wy, 0, ¢, Oy e p. A Tabela 5.1 mostra
os valores do tamanho amostral utilizando o procedimento FBST, sendo que os valores de
n foram obtidos adotando o = 1, 6y = 0, [l = II; = 0,5, ( = 0,8 e vérios valores para
wo, wi, ¢ e pu. A Figura 5.1 mostra p”®(wp, w;,n) (linha cheia) em funcao de n, adotando

wo=0,3,w=0,1,0=1,c=1,60=p=0,1=1I, =0,5e (=0,8.

Intuitivamente, quando 6y = u = 0 o pesquisador necessita de uma grande quantidade
de observagoes para que o teste tenha um bom poder de discriminagao entre as duas
hipéteses, e quando p afasta-se do valor 0, ainda com 6y = 0, o pesquisador nao necessita

de uma amostra tao grande para que o teste discrimine as duas hipdteses.

5.1.3 Comparacao entre os tamanhos amostrais

Para efeito de comparacao, foi determinado o tamanho amostral usando as propostas
de Adcock (1997), Weiss (1997), De Santis (2004) utilizando o Fator de Bayes e De
Santis (2004) utilizando a medida de evidéncia proposta por Pereira e Stern (1999). Os
critérios de Adcock (1997) (ACC, ALC e WOC) produzem, neste caso, o mesmo resultado.
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Figura 5.1 Probabilidade pPC(wy, w1, n) (linha cheia) adotando wy = 0,3, wy = 0,1, 0 =
c=1,00=p=0,1Ip =1I; =0,5 e ( =0,8. Neste caso, n = 167.

Especificando o intervalo HPD dado por

R(z) = {C* + Za/%/%}

com ¢* = (4 + ncx)/(1 4 nc) representando a média a posteriori e z, /o representando o

ponto critico da distibuicao Normal padrao dependente de «, entao

S(a;)zP(]G—c*| < Za)2 —a,

U—\/E | w) >1
V1+nc
concluindo que o tamanho amostral é dado por

2

2 2
Zop0 C—€

n >

Y

e2c

onde ¢ representa o erro amostral pré-fixado pelo pesquisador.

De acordo com a proposta de De Santis (2004), o Fator de Bayes em funcao de n, c e

da média amostral T é dado por

. ne A \? A?
FBOl(x)—Mexp{—m (u—ﬁ) +7},

com A = (0y — p)/+/co representando a diferenca padronizada entre 6y e p. As probabili-
dades do experimento produzir uma FEvidéncia Decisiva e Correta em favor das hipoteses

H, e H, sao dadas, respectivamente, por:
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po@MWﬂﬂ;%+WWC%ﬂ~ﬂj%—Wmﬁ%ﬂ
(ki,m) = ¢{{A< ) nc,k‘fl)} (1+nc)_1/2}
{ [ )+Wch14Q+ndﬂﬁ

vwmw@ZJ%UﬁﬂFg—mv%%ir

A probabilidade p”“(kg, k1,n) depende de n, ko, k1, A e c.

De acordo com a proposta de Weiss (1997) o valor de n é encontrado resolvendo o

seguinte sistema de equagoes:

{P®<Mﬂﬁ=ﬂm+1—@m:a
P(b<klH)=2[C]+1-@[D]=1-5"

com
A (1+ nc)[—2k + log(1 + nc) + A?]
A= ,
Vne ne
\/(1 + ne)[—2k + log(1 + nc) + A?] A
B-— +—
ne \V/ne
O AV1l+ne  [=2k+]log(l+nc)+ A2
B ne
¢

\/—2k+log(1+n0)—|—A2 Av1+nc
D= + .
ne Vne

A Tabela 5.2 mostra valores equivalentes para os pontos de corte da EV(©g;T) e do
F By (7). Os pontos de corte apresentados baseiam-se em 1000 amostras ordenadas da
variavel aleatéria X com n = 40, ) =0, u = —1, 0 = ¢ = 1 e, dessas 1000 amostras,
somente 539 amostras foram utilizadas satisfazendo a condi¢ao (6y — ¢*) > 0. Dessas 539
amostras, foram utilizados os niveis de significancia empiricos a = 5% e a = 20%, de
forma que a regido de nao decisao contemple 15% dos valores. Com isso, na Tabela 5.2,

valor w; é equivalente ao valor k' e o valor wy é equivalente ao valor k;. Tomando
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Tabela 5.2 Pontos de corte para a EV (©g;T) e 0o F' By (T).

wi = 0,0598 (o =5%) k;'=1,7953 (a = 5%)
wo = 0,1575 (o = 20%) ko = 3,8874 (o = 20%)

Gréfico de Dispersao

=

Evidencia
© © o o o o o
w > [6;] [} ~ [ee] ©
T . T :

o
)

0.1p

0 2 4 6 8 10 12
Fator de Bayes

Figura 5.2 Grdfico de dispersao entre a EV (©¢;T) € 0 F By (T).

como base as 539 amostras que foram utilizadas, a Figura 5.2 mostra, graficamente, uma

possivel rela¢do funcional entre a EV(©®;T) e o F' By (7).

A Tabela 5.3 apresenta valores para o tamanho amostral de acordo com cada proposta
apresentada utilizando os critérios de Adcock (1997) com ¢ = 0,2, a proposta de Weiss
(1997), a proposta de De Santis (2004) com base no Fator de Bayes e a proposta de De
Santis (2004) com base na medida de evidéncia proposta por Pereira e Stern (1999). Os
resultados apresentados na Tabela 5.3 foram obtidos adotando 6y =0, y = —1,0 = c =1,
Iy =1I; = 0,5, = 0,8 e os pontos de corte apresentados na Tabela 5.2. Nota-se na Tabela
5.3 que os valores de k e ky sao equivalentes, ou seja, k foi obtido através do logaritmo de
ko.

Comparando os resultados da Tabela 5.3 nota-se que a proposta de De Santis (2004)
utilizando a medida de evidéncia proposta por Pereira e Stern (1999) fornece o menor valor

do tamanho amostral em comparagao com os tamanhos amostrais das outras propostas,
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Tabela 5.3 Valores do tamanho amostral para o teste bilateral acerca da média da dis-
tribuicao Normal com variancia conhecida.

Propostas n

Adcock (1997) 40 (o = 20%)

Weiss (1997) 27 (k=1,3577, a = 20% e = 11,63%)
De Santis (2004) [F By (T)] 23

De Santis (2004) [EV (©q; 7)) 14

reduzindo o valor de n em 39% quando comparado com a proposta de De Santis (2004)

usando o Fator de Bayes.

5.2 Teste para a comparacao das médias de duas dis-
tribuicoes Normais com variancia comum conhecida

Sejam X ~ N(6,;0%) e Y ~ N(6,;07%) varidveis aleatérias independentes. Com base
nas amostras aleatérias @ = (z1,...,x,) € y = (y1,...,yn) de tamanho n das varidveis

aleatérias X e Y, respectivamente, o interesse € testar:
Hy:0, =0, contra H:0,#0,. (5.4)

Com base na amostra aleatéria d = (dy, ..., d,,) da variavel aleatéria D = X — Y, tem-se
que D ~ N(0,—0,;20%). Com isso, as hipéteses dadas em (5.4) podem ser reescritas como

sendo

Hy:A=0 contra H;:A#0
com A = 0, —0,.
A funcao de verosssimilhanca da amostra d é dada por

1

ov4ar

L(d])) = “exp =L i(n— 1524+ n(r - 2 (5.5)
() =% }

com A €R, 02>0,52=(1/(n—1)) X" (d; — d)? representando a variancia amostral e
d = (1/n) >, d; representando a média amostral.

De acordo com o Critério da Fatorag¢io de Neyman (Bolfarine e Sandoval [2001]), para

a obtencao da estatistica suficiente, pode-se notar que de acordo com (5.5), a estatistica
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suficiente é dada pela média amostral, ou seja, D. Mas, a distribuicio de D é Normal com

média \ e variancia (202)/n, ou seja, D ~ N(X; (202)/n) e sua f.d.p é dada por

F@n) = Y exp{ " d- >\)2} . (5.6)

ov4r 40?2

Suponha que, sob Hy, A tem distribuigao a priori conjugada dada por A|H; ~ N (u; 7%)

onde 72 = co?, com f.d.p dada por

1 1 ,
") = e {—@u ) } (5.7

com i € R e c > 0. Tem-se que, de (2.3), (5.6) e (5.7), a distribuicdo posterior m(A|d) é

proporcional a

T(\d) o exp {—2 e c**)2}

4eo?

representando o nicleo de uma distribuigao Normal com média ¢** e variancia (2co?)/(2+

_ 2c0?
)\!dwN(c**‘ @ )

nc), ou seja,

"2+ nc
com ¢** = (2p +ned) /(2 + ne).

5.2.1 Construgao da EV(0©;d) usando o procedimento FBST

Primeiramente, maximiza-se a distribuigao posterior m(A|d) sob a hip6tese nula, obtendo

7(Oo[d) o exp {—2 * ”C<c**)2} |

4co?

Em seguida, integra-se m(A|d) sob o conjunto T¢(d) = {\ € © : 7(A|d) < 7(\o|d)}, ou
seja,

I= / r(A[d)dx
T<(d)

com T(d) ={A € ®: A <0 ou A= 2"} Logo, supondo ¢ > 0, a medida de
evidéncia Bayesiana do procedimento FBST é dada por

EV(©y;d) = PA<O[d + P> 2d]
] )
c**M}
ov/2c

com ®|-| representando a f.d.a. da distribuigdo Normal Padrao.

_ 2% [_
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5.2.2 Determinacao do tamanho amostral utilizando o procedi-
mento FBST

Para a determinacao do tamanho amostral, primeiramente determinam-se as distribuicgoes
de probabilidades marginais da média amostral sob as hipéteses Hy e Hy, dadas, respec-

tivamente, por

- NLD no—o
d|Hy) = ——(d
p( | 0) U\/Eexp{ 40_2( ) }7
ou seja,

d|Hy ~ N(0; (20%)/n) = uy = Z—g ~ N(0,1)

p(dHy) = /A¢Oa\é_%exp{—%‘2(3—A)Q}—U\/Elmexp{—ﬁ()\—uf}d)\

aﬁme@{‘m@—ﬂf}?

ou seja,
- 2(9 d—
it 0 (1 21 L O

ovV2+ nc

Reescrevendo a E'V (©;d) em funcao das varidveis aleatdrias u; e v; tem-se, respecti-

vamente,
_ 2
EV(O4:d) — 20 |~ Tyt V2
ov/c(2+ nc)
e

S B RN
0 0'\/2_6 .

Em seguida, se determina a probabilidade do experimento produzir uma Fvidéncia

Decisiva e Correta em favor da hipétese Hy, dada por

_ _ 1 u?

DC 1
P (w()) n) = / p<d|H0)dd - / €xXp {_ } dula

’ Do (wo,n) Do(wo,n) V 27 2

com Dy(wo,n) = {d : EV(®g;d) > wy}. Logo,

— 2y 204/ (2 + nc) — pV/2 o | B0 c(2 +nec) — /2
co\/n co\/n '
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Também se determina a probabilidade do experimento produzir uma FEvidéncia Decisiva

e Correta em favor da hipotese H;, dada por

_ _ 1 02
DC 2
pr (wi,n) = / p(d|Hy)dd :/ exp {——} dvy,
Di(wi,n) Di(wi,n) V2T 2

com Dy (wy,n) ={d: EV(®g;d) < w;}. Logo,

zwl/ga\/Q_—,u\/Z—I—nc +{1_(I)[—zw1/20\/2_—,u\/2+nc

DC
=0
(@ n) [ co\/n co\/n

} |

A probabilidade p”(wy, w1, n) depende de n, wy, wy, o, c e p. A Tabela 5.4 mostra os
valores do tamanho amostral utilizando o procedimento FBST, sendo que os valores de n
foram obtidos adotando ¢ = 1, Il = II; = 0,5, ( = 0,8 e varios valores para wy, wy, ¢ €
p. A Figura 5.3 mostra p”“(wg, w1, n) (linha cheia) em funcdo de n, adotando wy = 0, 3,

w=0,1,0=1c¢c=1,u=0,1l(=II; =0,5e (=0,8.

0.9

0.85r

0.8

0.751

0.7

0.65F

probabilidade

0.6

0.55[

0.5

0.45
0

50 100 150 200 250 300 350 400
tamanho amostral

Figura 5.3 Probabilidade pP°(wy,w1,n) (linha cheia) adotando wy = 0,3, wy = 0,1, 0 =
c=1,pu=0,1Ip =1I; =0,5 e ( =0,8. Neste caso, n = 333.

5.2.3 Comparacao entre os tamanhos amostrais

Para efeito de comparacao, foi determinado o tamanho amostral usando as propostas
de Adcock (1997), Weiss (1997), De Santis (2004) utilizando o Fator de Bayes e De
Santis (2004) utilizando a medida de evidéncia proposta por Pereira e Stern (1999). Os
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critérios de Adcock (1997) (ACC, ALC e WOC) produzem, neste caso, o mesmo resultado.
Especificando o intervalo HPD dado por

com ¢ = (2u + ned) /(2 4 ne) representando a média a posteriori, entdo

2
sy (< B ) 210

concluindo que o tamanho amostral é dado por

2 2 2
2420 2c — 2¢

n >
- e2c

De acordo com a proposta de De Santis (2004), o Fator de Bayes em funcao de n, c e

da média amostral d é dado por

2
_ 2+ A2 A?
F By (1) ne ne (U1— 1\/_) N 21 ’

2 P " 2(2 4 ne) Vne

com Ay = (—p)/(04/c) representando a diferenga padronizada entre A, sob Hy, e u. As
probabilidades do experimento produzir uma FEuvidéncia Decisiva e Correta em favor das

hipoteses Hy e H, sao dadas, respectivamente, por:

A2
Jne

A2
e

pODC<k707 n) =

+ Wl (na C, kO)] -

— Wi(n,c, k‘o)]

pPC (ke m) = @{[Al <2+nc)—W1(n,c,k1_1)] 2 }

2nc 2+ nc

o () e 2

com
2(2 A? 2
Wi (n,e,w) = 2(2+ne) _1_1HL ,
nc 2 V2 +ne

A probabilidade pP€(ko, k1, n) depende de n, ko, ki, Ay e c.
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De acordo com a proposta de Weiss (1997) o valor de n é encontrado resolvendo o

seguinte sistema de equagoes:

{ P(b < k|Hy) = ®[A] +1—®[By] = «
P(b < k|H))=®[Ch] +1—-@[Di]=1-0 "

o A AV2 \/ (2 4+ ne)[—2k + log((2 4 nc) /2) + A2
1 J/nc e )
2+ ne)[—2k +log((2+ne)/2) + A2 AV2
B = \/ ne * N
o Av2+ne \/2[—% +log((2 + nec)/2) + A2
! \V/ne ne

_[2[=2k +1og((2+nc)/2) + A A2+ nc
Dy = \/ ne * yne

A Tabela 5.5 mostra valores equivalentes para os pontos de corte da EV(@O;Q) e do
F By (d). Os pontos de corte apresentados baseiam-se em 1000 amostras ordenadas da
variavel aleatéria D com n =80, p = —1 e 0 = ¢ =1 e, dessas 1000 amostras, somente
420 amostras foram utilizadas satisfazendo a condi¢ao ¢** > 0. Dessas 420 amostras, foram
utilizados os niveis de significancia empiricos a = 5% e a = 10%, de forma que a regiao de
nao decisao contemple 5% dos valores. Com isso, na Tabela 5.5, o valor w; é equivalente
ao valor ki Le 0 valor wy é equivalente ao valor kg. Tomando como base as 420 amostras
que foram utilizadas, a Figura 5.4 mostra, graficamente, uma possivel relacao funcional

entre a EV(©g;d) e o F' By (d).

Tabela 5.5 Pontos de corte para a EV(©g;d) e o FBy(d).

EV(©y;d) FBo(d

)
wy =0,1982 (o =5%) ki' =4,6131 (a = 5%)
wo = 0,2544 (v = 10%) ko = 5,5144 (o = 10%)

A Tabela 5.6 apresenta valores para o tamanho amostral de acordo com cada proposta
apresentada utilizando os critérios de Adcock (1997) com £ = 0,2, a proposta de Weiss
(1997), a proposta de De Santis (2004) com base no Fator de Bayes e a proposta de

De Santis (2004) com base na medida de evidéncia proposta por Pereira e Stern (1999).
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Figura 5.4 Grdfico de dispersio entre a EV (®g;d) e o F By (d).

Os resultados apresentados na Tabela 5.6 foram obtidos adotando y = —1, 0 = ¢ = 1,
Il = 1II; = 0,5, ¢ = 0,8 e os pontos de corte apresentados na Tabela 5.5. Nota-se na
Tabela 5.6 que os valores de k e kg sdao equivalentes, ou seja, k foi obtido através do

logaritmo de k.

Tabela 5.6 Valores do tamanho amostral para o teste bilateral acerca das médias de duas
distribuicoes Normais com variancia comum conhecida.

Propostas n

Adcock (1997) 133 (oo = 10%)

Weiss (1997) ~ 333 (k=1,7074, a = 10% e 3 = 6,15%)
De Santis (2004) [F By (d)] 64

De Santis (2004) [EV (©¢;d)] 35

Comparando os resultados da Tabela 5.6 nota-se que a proposta de De Santis (2004)
utilizando a medida de evidéncia proposta por Pereira e Stern (1999) fornece o menor
valor valor do tamanho amostral em comparacao com os tamanhos amostrais das outras

propostas, reduzindo o valor de n em 45% quando comparado com a proposta de De Santis
(2004) usando o Fator de Bayes.
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Capitulo 6

Conclusao e Recomendacoes

Neste trabalho foram apresentadas algumas aplicagoes da proposta de De Santis (2004)
para a determinacao do tamanho amostral em Teste de Hipdteses, usando a medida de
evidéncia Bayesiana proposta por Pereira e Stern (1999), comparando com propostas ja

existentes na literatura.

A determinagao do tamanho amostral utilizando a proposta de De Santis (2004), to-
mando como medida de evidéncia estatistica a medida de evidéncia Bayesiana proposta
por Pereira e Stern (1999), produziu valores do tamanho amostral menores em comparagao
com o tamanho amostral obtido utilizando as outras propostas presentes na literatura,
reduzindo o tamanho amostral em até 45% quando comparado aquele menor valor obtido
das outras propostas. Significando que a determinacao do tamanho amostral, utilizando a
medida de evidéncia Bayesiana proposta por Pereira e Stern (1999), é mais vantajosa para
o pesquisador pois reduz custos na pesquisa estatistica e fornece resultados inferenciais

bastante confidveis.

Pode-se concluir que a prosposta de De Santis (2004) adequou-se bem com a medida
de evidéncia Bayesiana proposta por Pereira e Stern (1999), nos exemplos abordados,

fornecendo resultados bastante satisfatorios.

Com isso, os objetivos deste trabalho foram alcancados com éxito. Como recomendagoes

para trabalhos futuros, podem-se destacar:

e 0 uso da proposta de De Santis (2004), utilizando a medida de evidéncia Bayesiana
proposta por Pereira e Stern (1999), para a obtengao do tamanho amostral em
Teste de Hipdteses para a distribuicao Normal quando a variancia populacional é

desconhecida;

e 0 uso da proposta de De Santis (2004), utilizando a medida de evidéncia Bayesiana
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proposta por Pereira e Stern (1999), para a obtengao do tamanho amostral em Teste

de Hipdteses para outras distribuicoes de probabilidade;

e investigar a possivel relacao funcional existente entre a medida de evidéncia Bayesiana
proposta por Pereira e Stern (1999) e o Fator de Bayes nos testes de hipdteses con-

siderados.
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