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RESUMO

Neste trabalho provamos o decaimento exponencial e polinomial de solugoes regulares associ-
adas ao sistema do tipo Euler-Bernoulli com acoplamento nao linear e condigoes de fronteira do
tipo memoria

ug + Au+ flu—v) =0 em Qx(0,00),
v+ A% — flu—v) =0 em Qx(0,00),

ou Ov
u—v—%—a—o em X1,
t
u—/ gl(t—s)aAu(s)ds:O em Y,
0 v

t
U—/ gg(t—s)aAv(s)ds:O em Y,
0

ou t

—+ [ g3(t —s)Au(s)ds =0 em o,

av  Jo

Ov t

£y + [ ga(t —s)Av(s)ds =0 em X,
0

(u(0,2),v(0,2)) = (up(x),vo(x)) em £,
(ug(0,2),v4(0,2)) = (ug(x),v1(x)) em Q.

com convenientes hipoteses sobre as fungoes escalares f e g;. Mostramos que tal dissipacao é
bastante forte para produzir taxa uniforme de decaimento. Além disso, o acoplamento é nao linear
que apresenta algumas dificuldades técnicas, tornando o problema interessante. Estabelecemos,
também, existéncia e unidade de solugoes.



Abstract

In this work we prove the exponential and polynomial decays, as time goes to infinity, of
regular solutions for a nonlinear coupled system of Euler-Bernoulli type with boundary memory
conditions

ug + Au+ flu—v) =0 em Qx(0,00),

v+ A% — flu—v) =0 em Qx(0,00),
Ou v

= — = by

U= v o 0 em i,

t
A
/glt—sa u( )ds =0 em X,
0

t
A
/gg t—sa 7)(:s)ds:O em Y,
0
t
/g3t—sAu s)ds=0 em X,
0

t
—|—/g4t—s v(s)ds =0 em X,
0

( ( ) )7U(O>$)) ( 0($),U0($)) em Qa
x),v(0,2)) = (uy(z),v1(z)) em Q.

under suitable hypothesis on the scalar functions f and g;. We show that such dissipation is
strong enough to produce uniform rate of decay. Besides, the coupled is nonlinear which brings
up some additional difficulties, which makes the problem interesting. We establish existence and
uniqueness of regular solutions.
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Introducao

Neste trabalho discutimos a existéncia e unicidade de solugoes fracas e fortes bem como o
decaimento exponencial e polinomial da energia associada ao sistema de equagoes do tipo Euler-

Bernoulli com acoplamento nao linear e condig¢oes de fronteira do tipo memoéria dado por

ug + A%u+ flu—v) =0 em Qx(0,00), (1)
v + A% — flu—v) =0 em Qx (0,00), (2)
u—/otgl(t—s)aaAVu(s)ds:O em S, (4)
v—/otgg(t—s)a(?yv(s)ds:o em o, (5)
gz-i—/otgg(t—s)Au(s)ds:O em Yo, (6)
gz+/()tg4(t—s)Av(s)ds:o em Yo, (7)
(w(0,2),v(0,2)) = (uo(z),vo(x)) em Q, (8)
(ue(0,2),v¢(0,2)) = (ur(z),v1(z)) em Q. (9)

Aqui 2 denota um dominio limitado do R"™, n > 1, com fronteira J€) = I' suave tal que I' =
IoUT'y, TgNT; = 0, T'y,I'; ambas com medidas positiva e ¥; = I'; x (0,00)(i = 0, 1). As equacoes
(4)- (7) sdo as nao local condigoes de fronteira responsaveis pelo efeito memoéria. Aqui u e v
representam o deslocamento transversal da placa. As funcdes relaxamento g; € C1(0,00),i =
1,...,4, sao fungoes positivas e nao decrescentes. Denotaremos por v o vetor unitario normal

exterior a I'. A fungao f € C*(R) satifaz
f(s)s>0 Vse R. (10)

Adicionalmente, supomos que f é superlinear, isto é



f(s)s > (2+6)F(s), F(z)= [, f(s)ds, Vse R, (11)
para algum § > 0, com a seguinte condi¢ao de crescimento
[f@) = fWI < CA+ [l + [yl Dz —yl, Yo,ye R, (12)

para algum C' > 0 e p > 1 tal que (n-2)p < n.
Notemos que pela condigao (2.3) a solugao do sistema (2.1) — (2.9) pertence ao espaco

W::{wGHQ(Q):w:?)Z):O em I}

Das imersoes de Sobolev e do teorema do trago existem ~;(¢ = 1,2,3) pequenas constantes

positivas satisfazendo

IVulZai0) <l dulBagy,  NulZag < v2lAuleg,

lulZ2(ry) < 3l AulT2(qys Vu € W.

RESULTADOS ANTERIORES ASSOCIADOS AO SISTEMA (1)-(9)
A equacao de Euler-Bernoulli foi estudada por diferentes autores. Todos eles consideram essen-
cialmente dois mecanismos dissipativos (ou combinagao deles):

a)A dissipagao de atrito, obtida pela introducao de um ”termo de fricgao” que pode agir sobre
todo o dominio, na fronteira (ou parte da fronteira) ou em alguma vizinhanga localizada da
fronteira;

b)A dissipagao viscoelastica dada pelo efeito meméria como em [12, 16].

A dissipacgao de atrito é o mecanismo dissipativo mais usual. Ele age sobre todo o dominio
2 ou em na fronteira ( ou parte da fronteira) ou em alguma parte estratégica do dominio
(damping localizado). Foi provado por [1, 6, 8, 10, 18] que a energia de primeira ordem decai
exponencialmente para zero quando o tempo vai para infinito.

Finalmente, o feito memoéria sobre o tensor de tensao produz um mecanismo dissipativo sat-
isfatério que depende da fungao relaxamento (veja [11, 16]). Eles provaram que a energia decai

uniformemente exponecialmente ou algebricamente com a mesma taxa de decaimento como a
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funcao relaxamento, isto é, quando a funcao relaxamento decai exponencialmente, a energia
correspondente também decai exponencialmente. Por outro lado, quando a fungao relaxamento
decai polinomialmente entao a energia correspondente também decai polinomialmente e com a
mesma taxa.

Objetivo principal deste trabalho é completar os resultados anteriores, isto é, mostrar que o efeito
memoria, produzido pelas fungoes relaxamento agindo sobre uma parte da fronteira produz taxa
uniforme de decaimento exponencial ou polinomial.

As notacoes usadas neste trabalho sao padroes e seguem as encontradas no livro de J. L. Lions
[2]. Este trabalho foi organizado do seguinte modo: no Capitulo 1 sdo enunciados alguns teore-
mas de compacidade e algumas desigualdades que serao fundamentais para o desenvolvimento do
trabalho. Alguns desses resultados serao demonstrados e outros sua demonstragao serd omitida
porém indicada a bibliografia adequada. No capitulo 2, estabeleceremos a existéncia, unicidade
e regularidade de solugbes fortes para o problema (1) — (9). Para isso usaremos o método das
aproximagoes de Galerkin, seguindo as idéias introduzidas por J. L. Lions [2]. Finalmente no
capitulo 3, estudaremos a estabilidade das solugdes fortes para o sistema (1) — (9). Mais precisa-
mente, mostraremos que a dissipacao dada pelo efeito memoria é forte o suficiente para produzir
decaimento uniforme exponencial ou polinomial, desde que as fungoes relaxamento ki, ks, k3, k4
também decaiam exponencialmente ou polinomialmente. Usaremos a técnica dos multiplicadores
introduzida por Komornik [6] e Lions [2] juntamente com alguns lemas técnicos e algumas idéias

técnicas.

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados bésicos os quais serao utilizados nos capitulos

posteriores

1.1 Teoria das Distribuicoes Escalares
1.1.1 Espacos das Funcgoes Testes
Sejam 2 C R™ um aberto limitado e ¢ : 2 — R, uma fungéo continua. Denominamos suporte

de ¢, ao fecho, em €2, do conjunto dos pontos z pertencentes a 2 onde ¢ nao se anula. Denotamos

o suporte de ¢ por supp (¢). Simbolicamente, temos que

supp (¢) = {z € Q¢ (z) # 0} em Q.

Usando a defini¢ao concluimos que o supp (¢) é o menor fechado fora do qual ¢ se anula e

valem as seguintes relagoes

1. supp (¢ + ) C supp () U supp (¢)
2. supp () C supp (p) N supp ()

3. supp (Ap) = A supp (p), A € R — {0}

Neste capitulo, daremos um destaque especial as fungoes ¢ : 0 — R, com suporte compacto
contido em ) que, sejam infinitamente diferencidveis. Com esse objetivo definimos o espaco
C5°(€2), como sendo o espago vetorial das funcoes indefinidamente diferencidveis com suporte

compacto contido em €. Os elementos de C§°(£2) sdo denominados fungoes testes em (.



1.1.2 Convergéncia em C{°(Q2) 6

Observacgao 1.1.1. Por um multi-indice, entendemos, uma n-upla o = (aq, . .., ay) de nimeros
inteiros nao negativos. Denotamos por |a| = aq + - -+ + ay, a ordem do multi-indice e por D% o

operador derivacao parcial, de ordem |a,

olel

(031 Qo *
z1 -+ Ozp

D =
Para o = (0,...,0), temos por definicio D¢ = .

1.1.2 Convergéncia em C§°()

Dizemos que uma sucessao (¢n)nen de fungdes em C§°(£2) converge para ¢ em C§°(£2) quando

forem satisfeitas as seguintes condigoes:

(i) Existe um conjunto compacto K C £ tal que

supp (p) C K e supp(yyn) C K, Vn e N.

(ii ) D%, — D%y uniformemente em K para todo multi-indice «.

O espago vetorial C§° (), junto com a nogao de convergéncia definida acima é um espaco
vetorial topoldgico que denotamos por D(2), e é denominado espagos das fungoes testes.

Denota-se por LP(Q2), 1 < p < oo, 0 espago das fungoes reais u :  — R, mensurdveis e
tais que |u|P sao Lebesgue integraveis em €. O espaco LP(2), é um espaco de Banach com

a norma

fullfiy = [ luld.
Q

Quando p = oo, L*>(€) denota o espago de Banach de todas as fungoes reais essencialmente
limitadas com norma

||tu]|co = sup ess|u(x)]
e

Quando p = 2, L%*(Q) é um espaco de Hilbert com produto interno

(u,v):/ﬂu(:n)v(:n)dx,

e norma induzida

uf? = /Q () Pda.

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA



1.1.3 Distribuigoes Escalares 7

Observagao 1.1.2. Sendo Q limitado, obtemos D(2) — LP(2), para todo p, tal que 1 < p < oo,

com imersao continua e densa. De fato, dado ¢ € D(R2), temos que

[l @l ds < suplo (@) (@) < o

Isto prova a inclusio algébrica. Para a continuidade, suponhamos que ¢, — ¢ em D(Q).

Mostraremos que

/m (@) dx — 0.

Notemos que,

/Qlcpn(m) !”daz—/ lon (@ (2)[P da.

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

Jim. Iwn( )—e@)fPde = lim Klson(x)*w(f)lpdw
= [ i [ (@)~ ¢ (@) o =0.
Kn*)OO

Podemos ainda mostrar que a imersao anterior € densa. Para isso ver [7]

1.1.3 Distribuigoes Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de fungodes sobre 2, introduz-se o conceito de dis-
tribuicoes escalares.
Denominamos distribui¢ao escalar sobre © a toda forma linear e continua sobre D(£2), isto é,

uma fungao 7" : D(2) — R que satisfaz as seguintes condigoes

(1) T(ap+py)=aT(e)+BT(P), Ve, €D(Q), Vo, €R.

(ii ) T ¢ continua, isto é, se (¢, ),y converge para ¢, em D (Q), entao

T(py) —T(p) em R

O valor da distribuigao T' na fungao teste ¢, é denotado por (T, p).

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA



1.1.3 Distribuigoes Escalares 8

A sucessao (T,),en, converge para T', quando a sucessao ((Ty,, ¢)), ¢y converge para (T, @) em
R para toda ¢ € D(R2). O espaco das distribuigdes sobre €2, com esta nocao de convergéncia sera
denotado por D'(9).

As distribuicoes que aparecem com mais freqiiéncia sdo aquelas definidas a partir de funcoes

localmente integraveis.

Definigcao 1.1.1. . Temos que uma func¢do u : 2 — R € localmente integrdavel em 2, quando u
€ integrdvel d Lebesque em todo compacto K C 2. O espago das funcdes localmente integrdveis

é denotado por Li,. (). Em simbolo temos

we Ll (Q) e / lu(z)| de < o0
K

para todo compacto K C €.

A distribuicao T, assim definida é dita ” gerada pela funcao localmente integravel u”e, usando o
Lema Du Bois Raymond, temos que T;, é univocamente determinada por u, no seguinte sentido:

T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em {). Neste sentido identificamos u com a

1

e (£2) das funcoes localmente integréveis pode ser visto como parte

distribuigao T, e o espago L
do espaco das distribuicoes D’ ().

Lema 1.1.1 (Du Bois Raymond). Seja u € L} (). Entio T, = 0 se, e somente se, u = 0

loc

quase sempre em ).
Demonstragao: ver [7]

Vale ressaltar que existem distribui¢oes nao definidas por fungdes de L}DC(Q), como pode ser
visto no exemplo a seguir.
Com essa nocao de convergéncia, D' (Q) passa a ser um espago vetorial topoldgico e temos a

seguinte cadeia de inje¢oes continuas e densas

D(Q) — LF () = Li,, (@) — D' (Q),1 < p < .

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA



1.1.4 Convergéncia e Derivada Distribucional 9

1.1.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o objetivo de estudar os espacos de Sobolev, introduzimos o conceito de derivada dis-
tribucional.

A motivagao do conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada distribu-
cional, dado por Sobolev, se deve a férmula de integracdo por partes do Célculo, sendo este
conceito generalizado para distribuigoes quaisquer em D’ (), por L.Schwartz, Veja [1].

Seja T uma distribuigao sobre €2 e @ um multi-indece. A derivada no sentido das distribuigoes

de ordem « de T' é definida como sendo o funcional linear
DT :D(Q) — R,
tal que
(DT, ¢) = (-1)*{T. D), ¥p € D(Q).

Segue da definigao acima que cada distribuicao 7' sobre €2 possui derivadas de todas as ordens.

1

loe. (§2) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes.

Assim as fungées de L

Observe que a aplicagao
D*: D' (Q) - D (Q)
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (Q2). Isto significa que

lim T, =T em D' (Q) entdo lim DT, = DT em D' ().
V——>00 V—>00
Observacao 1.1.3. Outro resultado interessante a ser mercionado é que a derivada de uma

1
loc

1

loc (82), como mostra o exemplo a seguir.

fungdao Ly (), nao €, em geral, uma fungdo L

Exemplo 1.1.1. Seja u a fungao de Heaviside, isto é, u é definida em R e tem a sequinte forma

u(x) =

1 se x>0
0 se xz<0’

assumindo qualquer valor em x = 0.
Esta fun¢do u pertence a L}, (Q) mas sua derivada v’ = &y ndo pertence a L}, (Q). Como

o ¢ L}, (Q), basta verificar que u' = dy.

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA



1.2 Espacgos de Sobolev 10

De fato
/ ! o0 / 0 /
<u,p>=—<u,p >= —/ @ (x)dx:/ ¢ (x)dr = ¢(0) =< do, >,V € D ().
0 o)
Tal fato, motivard a definicdo de uma classe significativa de espacos de Banach de fungoes,

conhecidos sob a denominacdo de Espacos de Sobolev.

Observagao 1.1.4. Se u € C¥(R™), para cada || < k , entdo a nocio de derivada no sentido

cldssico coincide com a no¢dao derivada no sentido das distribuicoes, isto €
DT, = Tpoy, V|a|<k.

E uma consegiiéncia simples da formula de integracdo de Gauss.

1.2 Espacgos de Sobolev

Apresentaremos nesta secao uma classe de espacos fundamentais para o estudo das Equacoes

Diferenciais Parciais. Esta classe é conhecida como espacos de Sobolev.

1.2.1 O espago H™ (92)

Seja 2 um aberto do R™ com fronteira I' regular. Foi observado na secao anterior que se
u € LP (), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuigoes. Observamos que
D%u, em geral, nao é uma distribui¢ao definida por uma fungao de L? (). Estamos interessados
em espagos de distribui¢oes u € LP (2) cujas derivadas distribucionais permanecam em LP ().
Tais espagos sao denominados Espacos de Sobolev.
Dados um inteiro m >0e 1 <p < oo, o espago de Sobolev de ordem m sobre €2, é o espago
vetorial denotado por WP (Q), constituido das fungoes u € LP (2) para as quais D%u € LP (§2),

para todo multi-indice o, com || < m. Em simbolo temos
WP (Q) ={ue LP(Q): D*u € LP (Q),Va, com |a] <m}.

O espago WP () serda munido da norma
1/p

lullwrry = | 32 1D%l%,q ]+ 1<p<o.

|| <m

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA



1.2.1 O espago H™ (92) 11

esep=o0
[ullymeoiy = D ID%Ull oo gy -
la|<m
Em ambos os casos WP () é um espaco de Banach. O espago W™P (1) é um espaco reflexivo
se 1 < p<ooeseparavel se 1 < p < oo.

No caso particular em que p = 2, o espaco W™? (2) é um espaco de Hilbert, sendo denotado

por H™ (Q), isto é,

H™(Q) ={ue L*(Q); D € L* (Q),Ya, com |a| <m}.

O Traco em H!(Q)

Foi demonstrado em [7] que as fungoes de H™ (§2) podem ser aproximadas na norma de
H™ (), por fun¢do de D (), onde D (2) ¢ o conjunto {¢15: % € D(R")} que se pode definir a
restrigao a fronteira I' de 2. Dada ¢ € H' (2), consideremos uma seqiiéncia (), em D ()

com
0, — @ em H'(Q).
Definimos o operador 7 : H! () — L?(T') por

Yo (@) = klim Cklr
—00

sendo este limite considerado na norma de L? (T) .

O operador 7y, denominado operador traco, que é continuo, linear cujo o nicleo é H} ().
De forma mais simples, escrevemos ¢| em vez de ypp. Assim, podemos caracterizar, o espago
H} (Q) por H}(Q) = {cp cH' (Q); P = O}. A generalizacdo do operador de trago para os

espacos H™ () ocorre de forma natural e, no caso m = 2, temos

0
@) = {v € 12 @i0, =0, =0},

O dual topoldgico do espaco Wy"" (Q) representamos por W~ (Q) se 1 < p < oo com
1 1 /
-+ —-=1. Se p € W™™4(Q), entao Plpe €D (Q).
p g

Quando p = 2, Wgn’z () sera denotado por H" (£2), cujo dual é H™™ ().

O teorema seguinte caracteriza o espaco W~""P ().

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA



1.3 Equacoes de Volterra 12

Teorema 1.2.1. Seja T € D' (). Entao, T € WP (Q) se, e somente se, existem g, € L1 ()
tais que T = > D%g,.

la|<m

Demonstragao: ver [2]

Proposicao 1.2.1 (Caracterizacio de H~1 (). Se T for uma forma linear continua sobre

HE (), entdo existem n + 1 fungées ug, ui, ..., u, de L* (), tais que
n
ou;
T=u .
" 2o

Demonstracgao: ver [2]
De posse destes dois resultados concluimos que se u € Hg (£2), entdo Au € H~!(Q), sendo o

operador A : H} () — H~1(Q), linear, continuo e isométrico.

Lema 1.2.1 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q@ C R™ um aberto limitado em alguma dire¢ao.

Se u € H} (Q), entdo existe uma constante C > 0 tal que
2 2
]u\Lz(Q) < C ‘vu’[g(ﬂ) .

Demonstracao. Veja [1].

1.3 Equacoes de Volterra

Nesta secao serd feita uma introducgao a teoria das equagoes integrais de Volterra.

Definicao 1.3.1. Uma equacao integral de Volterra linear de primeira ordem € toda equacao da

forma

£ = gl0)+ [ k(t.5)1(s)ds, (1.1
sendo ¢(t) e k(t,s) funcoes dadas.

Teorema 1.3.1. Seja k(t,s) uma fung¢ao continua em 0 < s <t <T,T >0 e g(t) uma funcdio

continua em 0 <t < T. Entdo existe uma unica func¢ao continua f : [0,T] — R satisfazendo,

f®=ﬂﬂ+ékw@ﬂww

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA
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Demonstragao: Existéncia

A prova ¢é baseada nas aproximacoes sucessivas de Picard. Para isto, seja a seguinte sequéncia

de funcoes
{anflaf27' . 'afna .. }
Sendo
fot) = g(),
t
filt) = gt)+ /0 k(t,s)g(s)ds,
B t
ﬁﬁ)=g@+Aumm”@@
com n = 1,2, ... Desta forma
t
fdﬂzﬁw+Akw$ﬁw@M&
t
fina () = 9(0)+ [ k(9 fmalo)is
Portanto

Falt) = fiea(®) = [t 5)Fia(5) = fumals)ds.
Definindo a sequéncia ¢, (t) = fn(t) — fn—1(t) com @o(t) = g(t) temos
on(t) = /0 k(t, s)pn—1(s)ds.

Logo

Sejam G, K constantes positivas tais que
lg)| <G 0<t<T, |k(s,t)] <K 0<s< t<T.
Mostraremos que

G(Kt)"

n!

lon(t)] < 0<t<T, n=0,1,....

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA
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A demonstracao serd feita por inducao. Para n = 0 temos

G(Kt)"

o] = lg()] < G = o

Suponha que a propriedade seja valida para n = [. Resta mostrar que é valida paran = [+ 1.

Por hipétese, temos
G(Kt)
) < CE0

Para n =1+ 1, obtemos

Iwwlz%ﬂmmwﬂ

t
gAwmwmm
t l
< KG(KS)
~ Jo I
1+1 gt
< GK /slds.
1! 0
Assim
G’(Kt)“‘l
< ———

O que conclui a demonstragao.

Portanto, vale a seguinte desigualdade

z”: G(Kt)! - i GET)" _ kT

7! n!
n=0 n=0

Desta forma, pelo teste M de Weirstrass, a série Z ©n(t) é absoluta e uniformemente conver-

n=0
gente. Denotando f(t) Z ©n(t), concluimos que f é continua. De fato, seja tg € [0, T]. Entao
(o)
Jim £ ﬁ%Z% =2 fim (on Z%m (to)

0 que mostra a continuidade de f. A funcdo f é solucao da equagéo integral de Volterra dada

;Son(t) :/0 k‘(t, S) <ng1 @n1(5)> ds

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA
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Fazendo m — oo e usando a convergéncia uniforme, obtemos

m t
Jim 37 ()= [kt Jim (ones(9)ds.
n=1

)~ o) = [ bit.5) ).
isto &,

£ =00)+ [ bt.5) (5.
Unicidade

Suponha que existam fungoes fi, fo continuas satisfazendo (1.1). Portanto

A0~ 201 =1 [ K06~ L) 12)
Pela continuidade de fi e fa, existe C' > 0 tal que
[f1(t) = ()| <C VO<E<T.
Logo, substituindo em (1.2) vem
|f1(t) — fa(t)| < KCt, 0<t<T.

Repetindo esse processo n-vezes em (1.2), obtemos

C(Kt)"

i) = fo()] € =, 0<t<T
C(Kt)"™
Fazendo n — oo vem que lim ( ' ) = 0. Assim, concluimos que
n—oo nt

fi(t) = f2(t).

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA



1.4 Equacgao Resolvente 16

1.4 Equacao Resolvente

Vimos pelo teorema anterior que dada g € C|[0,T] existe uma tnica f € C[0,T], tal que
0 [ bt 6)ds = 900
Desta forma, podemos considerar o seguinte operador
K :C[0,T] — C[0,T]

t
fr— K = 1) = [ k(e (s)ds
O operador K ¢ linear e bijetivo. De fato,

K é linear.

K[f1 + Afa]

t
A A0 + [ K S)(is) + Aals)ds
0
t t
= fi(t) + Afa(t) + / k(t,s)fi(s)ds+ X | E(t,s)fa(s))ds
0 0
t t
= fi(t) +/ k(t,s)fi(s)ds + A(f2(t) + [ E(t,s)f2(s)ds)
0 0
= K[fi] + A\K[f,]
K é bijetivo.

A sobrejetividade segue do fato que, dada g € C[0,T], pelo teorema de existéncia e unicidade,
existe uma tnica f € C[0,T] tal que K[f] = g. Concluimos a injetividade de maneira andloga,
pois K[f] = 0 pode ser, interpretada como a equagao K[f] = g sendo, g = 0 e pelo teorema de
existéncia e unicidade existe uma tnica f € C[0,T] que satisfaz essa equagao, a saber f(x) = 0.

A fungao k(t,s) é chamada nicleo do operador de Volterra. Notemos que, como foi definido

t
oi(t) = / k(t, s)po(s)ds, vem que
0

) = [ bt
_ /0 k(t, 5) /0 k(s, 7)g(r)drds

= /Ot/:k:(t,s
= /Ot/:k:(t,s

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA
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pois o integrando é continuo em 0 < 7 < s < t. Assim

t
palt) = [ katt.g(r)ir
0
sendo
t
k:g(t,T):/ k(t,s)k(s,T)ds.
Indutivamente

on(t) :/0 kn(t,s)g(s)ds ¥n > 1,

t
sendo ki (t,s) = k(t,s), kn(t,s)= / k(t,T)kn—1(7,s)dr para n > 2. Como fy(t) = > 1" ¢i(t)

temos

n
sendo 7 (t,s) = Z ki(t,s). Usando a continuidade da funcao k temos, |k(¢,s)| < K analoga-
i=1

K" (t — n—1
mente podemos mostrar que |k, (¢, s)| < ((i))'
n—1)!
o

Dai segue que a série r(t,s) = Z kn(t,s) é absoluta e, portanto, uniformemente convergente. A
n=1
funcao r(t,s) é chamada o nicleo resolvente de k(t, s).

Teorema 1.4.1. Se k(t,s) e g(t) sao continuas, entao a unica solugao continua de (1.1) € dada

por
fwzmwfémwm@w

Demonstragao: Das relagoes anteriores
t t o0
/ r(t,s)g(s)ds :/ Zki(t,s)g(s)ds.
0 (1t
Como a série converge uniformemente pode-se permutar a ordem da soma com integracao,

obtendo

[ rttsigoris =3 [kt ig(s)ds =3 eitt) = 1(0) - g(0),
0 i=170 i=1

ou seja,

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA
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Observacgao 1.4.1. O teorema anterior mostra que o operador inverso K~ tem a forma de

uma equacao integral de Volterra, ou seja
K~':C[0,T] — C[0,T]

t
g Ko = g0+ [ 1t 9)g()ds
0
1.5 Outros Resultados Importantes

A seguir enunciaremos mais alguns resultados que serdo utilizados posteriormente.
Sejam D C Rt e f: D — R™. Dizemos que f satisfaz as condicdes de Carathéodory sobre

D se
e f(t,x) é mensurdvel em ¢, para cada z fixo;
e f(t,x) é continua em x, para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D, existe uma funcao real integravel mp (t) tal que |f (¢,2)| <

mp (t), para todo (¢,z) € D.
Consideremos o retangulo R = {(¢,z) € R"*};[t — to| < a,|z — 0| < b}, com a,b > 0.

Teorema 1.5.1 (Carathéodory). Seja f : R — R™ satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory
sobre R. Entdo, sobre algum intervalo |t —to| < B (6 > 0), existe uma solugdo do problema de

valor inicial

{ X' =f(tX)
X (to) = Xo.

Demonstragao: ver [21]

Definigao 1.5.1 (Convergéncia Fraca). Sejam E um espago de Banach e (u,), oy uma seqiiéncia

de E. Temos que u,, — u fracamente se, e somente se,
(p,uy) — (p,uy, Vué€ E.

Definicio 1.5.2 (Convergéncia Fraca Estrela). Sejam E wm espaco de Banach, ¢ € E'e

N . /
(¢v),en uma seqiiéncia de E . Temos que o, — ¢ fraco x se, somente se,

(v, u)y — (p,u), YueE.

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA
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Lema 1.5.1. Seja f uma funcdo real positiva de classe C'. Se existem constantes positivas
co, €1 € 7Y tais que
f'(t) < —cof () + cre™ ",

entao

f(t) < ce 0k,

Demonstragao: Definindo
F(t) = £(t) + e
Y
temos que
F'(t) = f'(t) — 2c1e™ " < —co f(t) — cre™ .

Tomando 9 = min{cy, 3.}, Obtemos

’yoF(t) < le(t) + 616_%.

Segue que
F'(t) < =y F(t).
Logo
Fey =
Integrando de 0 a ¢, obtemos
F(t) —’yot —vot
—= = F(t) < F(0)e ",
e (1) < F(0)e

Como F(0) = f(0) + — e f(t) < F(t)

f(t) < ce 0t
2
com ¢ = f(0) + %

Lema 1.5.2. Seja f uma funcdo real positiva de classe C' satisfazendo

) £ ~Ralf (U +

comp >1e ko, ki > 0. Entdo, existe uma constante ko > 0, tal que

pf(0) + 2k1‘

O

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA
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Demonstragao: Tomamos h(t) = ﬁ e g(t) = f(t) + g(t). Nestas condigbes temos
2]{21 141 k‘l
g = ft)- At ot < —ko{[f(t)] P+ W}
1 paasl 1 1
< ko{lFO]" 7 + (5 —<[h@) ).

kok?

. o . P 1-|-l 1 .
Seja ag = ming 1, (5) P —= ;. Assim,
kok?

144 144
g'(t) < —koao{[FO]"" 7 + [h(t)] "7 }.
Como existe uma constante positiva aj, tal que

(0 +hOIF < ar{ [FOIF + (a5}

concluimos

Integrando de 0 a ¢, temos

P(0) P~ [pf(0) + 2k
Mﬂg{p+%?wmn?}§ B

1
em que az = min{p, %[9(0)}5 } Tomando kg = é(%)p_l, segue o resultado

Lema 1.5.3 (Lema de Gronwall). Sejam ¢, : [a,b] — R fun¢des continuas e nao-negativas,

a>0. Se
t
s <at [ o)
entao,
t
o (t) < aexp [/ w(s)ds] , Vtea,b].
Em particular, 1 (t) € limitada e se « = 0, entdo ¢ = 0.

Demonstracao. Veja [1].

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA



Capitulo 2

Existéncia, Unicidade e Regularidade de
Solucoes

Neste capitulo estabeleceremos existéncia e unicidade para as solugoes do sistema (1)-(9), bem
como provaremos que a solucao é regular desde que os dados iniciais também sejam regulares.

Para melhor andlise introduziremos os operadores binarios

(g o)(t) = /O o(t — s)p(s)ds,
@0 = [ ot =s)lelt) — o(o) s

onde * denota a convolucao. Uma importante relagao entre esses dois operadores é dado pelo

seguinte Lema.

Lema 2.0.4. Sejam f,¢ € C1([0,00[;R). Entdo

/ flt = se(shdsge = — FOIe(P + 3 /'0¢

- [ / £(s)ds) W}

Demonstragao: Diferenciando o termo (fOy)(t), temos

GUER0 = (opn+ 5 [ = sasief

—2/ft—s s)dspy

Como

& [ 5= syastoto = & [ spaseo - soleto?
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segue que

1

| #t=shol)ise = ~31Ol0OF + 3100
0

s [rme - ([ sopasier].

Para obtencao da solugao forte do sistema (1)-(9) vamos substituir as condigoes de fronteira
(4)-(7) por condigdes de fronteiras equivalentes.

Derivando as equagoes (4)-(7), em rela¢ao ao tempo temos

Pt = gl — —5 [ e 22
P20 = st - —o [ -9 55 s
Bt =~ =58 [ g0 - 5 s
sty =5 = [ -9 55 s

Aplicando o operador inverso de Volterra, obtemos

88AV“ (t) = g11(0){Ut + ky s ug(t)},
% _ g;m){vt + ko (1)},
Ay — _ggtO) %uyt + kg * 8815@)}7
Ay — _gio){gqj + ky x %(t)}-

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA
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Notemos que,

ks u(t) = /0 ki(t — s)u(s)ds,

Analogamente, temos que

ko xv(t) =

8vt

onde o nucleo resolvente satisfaz

ki +

1
Denontando por n; = ——, ¢
Up 7:00)
0Au

ov
0Av

ov

k(e = s)u(s)| - /0 /(s)u(s)ds

k1(0)u(t) — k1 (t)uo + /0 ki (t — s)u(s)ds
/ ot — ) 2 (5)ds,
talt =) gt ()] = [ w5 s
kg(o)gz() k3()%? /kg( 2% (5)ds.

k2(0)v(t) — ka(t)vo + /0 K5 (t — s)v(s)ds

RO 520 k052 + [ K- 05 i

1 ! 1 /
ok k= — .
7:0) % T T g 0)Y

Vi=1,2,3,4.

1 =1,2,3,4 e usando as identidades acima, obtemos

= nl{ut + k1 (O)U -k (t)’LLQ + k‘i * u} (2.1)
= mo{ve + k2(0)v — ka(t)vo + kb * v} (2.2)
Ouy ou Oug ,
Au = n3{ —7—/€3( )ay+k3(t)g— 3*5} (2.3)
oy ov Ovg ,  Ov
Av = 1y —7—’“4( )8 + ka(t )E_k“*% (2.4)
ou ov

Reciprocamente, tomando u(x,0) = v(z,0) = 8—(m,0) = 8—(m,0) = 0 em Iy, segue que as
v v

identidades (2.1)-(2.4) acima implicam em (4)-(7). Como estamos interessados nas fungoes re-

laxamento do tipo exponencial ou polinomial, e as identidades (2.1)-(2.4) envolvem os nicleos

resolutivos, seria interessante saber se os nicleos k;, tem as mesmas propriedades. Essa questao

Santos, Silvia Helen F. dos
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é respondida pelo lema abaixo. Sejam h uma funcao relaxamento e k seu ntcleo resolvente tal
que

k(t) — k + h(t) = h(t). (2.5)

Lema 2.0.5. Seja h uma fung¢do continua e positiva, entdo k também € uma funcdo continua e
positiva. Além disso:

1. Se existem constantes positiva cg e v com cg < 7y, tal que
h(t) < cpe™ ™,
entdo, a funcgdo k satisfaz

k(t) S 60(7 B 6) e_et,
Y€~

V 0<e<vy—c.

2. Se p > 1,denotando por c,:= Sup;cp+ fg(l +t)P(1 4+t —s)7P(1 4 s)"Pds existe co, constante

positiva com cocp, < 1 satisfazendo
h(t) < co(1+1)77,

entao, a funcdo k satisfaz

€o

k(t) <

——(1+1¢)7P.
_1—cocp( +1)

Demonstragao: A continuidade da funcao k segue de imediato da identidade (2.5). Suponha
que k nao seja estritamente positiva , ou seja, existe pelo menos um ¢y € [0, 00) tal que k(t) < 0.

Fazendo t = 0 na equacgao (2.5), temos que

Devido a continuidade de k, existe um intervalo I = (0,6) de modo que k(t) > 0 para todo

t € (0,9). Assim existe
t; = inf{t € RT : k(t) = 0}
com k(t) > 0 para todo ¢ € [0,¢1]. Se t; € R, pela equagao (2.5) temos

—k* h(t1) = h(ty)

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA
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isto é contraditério, visto que, h(t1) > 0. Portanto, k(t) > 0,V t € RT. Seja ¢ uma constante

fixa, tal que 0 < € < v — ¢g e definimos
ke(t) = e“k(t), he(t) = e“h(t) (2.6)
Multiplicando (2.5) por e, obtemos
ke(t) = he(t) + e (k* h(t)). (2.7)
Multiplicando (2.6) por e, obtemos
he(t) < coette™). (2.8)
De (2.7) e (2.8)
ke(t) < he(t) + /Ot ke(t — s)coe® <M ds. (2.9)

Tomando o sup em (2.9) com s € [0, ] obtemos

sup ke(t) < sup he(s) —i—/ coe®“ds sup ke(s). (2.10)
s€[0,t] s€[0,t] 0 s€[0,t]
Notemos que,
00 A
/ coe®“Mds = lim coe™ds
0 A—oo Jo
(e=MA 1
e
= ¢ i -
CO/\I—{Eo(e—V e—fy)
Co
= . 2.11
o (211)
Dai, substituindo (2.11) em (2.10), obtemos
Sup ke(s) < sup he(s) + Sup ke(s)a
s€[0,t] s€[0,t] Y — € s€lot]
ou seja,
sup ke(s)M < sup he(s). (2.12)
s€[0,¢] Y€ s€[0,t]
Substituindo (2.8) em (2.12)
sup ke(s) < ly=¢) etle=),

s€[0,t] Y —€—Co

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA
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Portanto,

k. < co(y —€) et(e=7)
Y—€—Co

Para demonstrar a outra parte, sejam
kp(t) = (L +6)Pk(t) e hy(t) = (1+1)Ph(t).
Multiplicando a equagao (2.5) por (1 4 ¢)?, obtemos
t
lt) = hy(t) + [ k(e = s)h(s)ds(1 -+ 0
0
ou seja,
¢
kp(t) = hp(t) + / kp(t —s)(14+t—s)"P(1+t)P(1 —s) Phy(s)ds, (2.13)
0

pois,

k(t—s)=(14+t—s)Pky(t) e h(s)=(1+s)Phy(s).
Multiplicando, h(t) < co(1 4 t)"P por (1 + ¢)?
hy(t) < co. (2.14)
Assim, tomando o sup em (2.13), com s € [0, ¢], obtemos
t
sup kp(s) < sup hp(s) + sup ky(s) sup hp(s)/ (I1+t—s5)"P(1+t)P(1 —s) Pds.
se[0,1] se[0,1] se[0,t] se[0,t] 0

Devido a condicao para cy, obtemos

sup kp(s) < sup hy(s) + cocp sup kp(s),

s€[0,t] s€[0,t] s€[0,t]
isto é,
sup kp(s)(1 —cocp) < sup hy(s). (2.15)
s€[0,t] s€[0,t]

Substituindo (2.14) em (2.15) encontramos

€0

sup ky(s) < .
s€[0,t] »(s) 1 = cocp
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Portanto,

€0

ky(t) < .
p(>_1—cocp

g

Temos assim, que para obtengao da solugao do sistema (1)-(9) podemos utilizar as condigoes de

fronteira equivalentes, pois as fungoes k; preservam as mesmas propriedades das g;.

A energia de primeira ordem do sistema (1)-(9) é dada por
1
Et) = E(tuv) = 5 / (Jue? + |vel® + |Aul® + |Av[?)dz
Q

+ B (ki ()]uf? - K,Ou)dDy
2 To

+ 2 (ko (8)]0]? — K4 Ow)dly

2 Jr,

73 au 2 ’ 8'1,L

= — |? —k,0=)dr
P ACCIF AR AL
U} 912 g
+g | ()| 5, P kB 50d

—l—/QF(u—v)dx.

A seguir serd enunciado o principal teorema desse capitulo.
Teorema 2.0.2. Seja k; € C?*(R) tal que

ki, —ki k! >0, Vi=1,..,4.

(2’

Se (10)-(12) sdo satisfeitas, (ug,vo) € (H*(Q) NW)? e (ur,v1) € W? satisfazem as condigies

de compatibilidade

82:(’ = mu, (2.16)
8?:0 = n9u1, (2.17)
Augy = —773%, (2.18)
Avy = —774(?;;1. (2.19)
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Entao existe somente uma unica solu¢ao (u,v) do sistema (1)-(9) satisfazendo

(u,v) € L5 (0,00 : W) x L. (0,00 : W)
(ug,v) € L. (0,00 : W) x L (0,00 : W)

(uge, vie) € L3S0, 00 = L2()) x L52.(0, 00 = L*(N2)).

Demonstracao: A demonstracao é baseada no método das aproximagoes de Faedo-Galerkin.
Seja {w;}jen uma base de H*(2) N W que é ortonormal completo em W. Seja W, o subespaco

gerado pelos m primeiros vetores desta base
Wm = [wla w2, ..., wm]

Nosso objetivo é determinar (w, (t), v (t)) € W2, tais que

m m
)= hjwj, vm(t) = pjuw;,
=1 j=1

satisfazendo,

/ M ($wdz + / A () Aw(t)dz
Q Q
+771/ {uf* + k1 (0)u™ — ki (t)ug” + ki * u}wdly
ro
8ut ou™ oug* ., ou™ Ow
s [ GE T R Gk G Gy
/ f(u Mwdzr =0, Yw e Wy, (2.20)

/Q o (O wda + /Q Av™ (1) Aw(t)da:

+772/ {0]" + ko (0)v™ — ko(t)vg" + kb * v™ }wdlg
o

Ovt o™ ovg* ., O™ Ow
774/ (=, ~ka(0)— -+ ka(t)— = = kg -}~ dlo
/ f(u Mwdz =0, Yw € Wiy, (2.21)
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com as seguintes condigoes inicias

(g, vf") = (u™(0),0™(0)) — (uo,v0) em (H*(Q)NW)?,

(u]",0") = (ui*(0),v{*(0)) — (u1,v1) em W x W. (2.22)

Notemos que (2.20)-(2.22) sao de fato sistema de EDO’S m x n na variavel ¢, satisfazendo as
condigoes do teorema de existéncia de Carathéodory. Portanto, possui solucao (u(t),v™(t)) no
intervalo [0,¢,,], tm < T. As estimativas a priori, obtidas a seguir, nos permitirdo prolongar a

solugao (u™(t),v™(t)) ao intervalo [0, 7], para T > 0.

Estimativa a priori I- Fazendo w = u*(t) e w = v{*(t) em (2.20) e (2.21), respectivamente,

temos que

th/\ut |da:+2dt/\Ault )|?dx

s [ (O — / ke (£)ufful? (1)dTg
o

+771/ {k1(0)u™(t) + K} * u™ }ui™(t)dTy

ou® / Oug' Ouy”®
Iy — I
o [ 1 gt o = FO’“””av S (tyr

ov(t)
by [ {a0) T (6) Ky x S} (1)
To
—i—/ f™(@t) —o™(t))uy*(t)dx =0, (2.23)

th/\vt ]dx+2dt/|Avt ) 2da

e [P OFI —m [ RO odry
To

+772/ {ka(0)0™(t) + kb * v™ }vf (t)dlg
To

ovl" ovt ovin
+774/ | 5 P dFo—m/ Ky (t) 80 at (t)dTg
Ty 1—‘0

ov(t)
b [ RO 0+ Ky x S S yar
To
_ /Q Fum™(t) — ™ ()0 (#)dz = 0. (2.24)
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Do lema 2.0.1, obtemos

1 1
/ (K] W™y = — =k, (£) / [ (£)[2dTo + += / KOl dT
To 2 To 2 Jry

_1d / [kz’lDum— < / k;(s)ds> |um(t)]2} dro, (2.25)
2t Jr, )
/ (k) % v™)odTy = — 2Ky (1) / [ () 2D + 4 / KCu™dl
T'o 2 To 2 Jr,
_1d / [k;gmvm— < / kg(s)ds> ]vm(t)|2] dro, (2.26)
ou™ ou 1 oul 1 ouf™
kb % th——k’t/ L 2dly+ = / 40 L_12ar
JXCE B o= 5O [ o | o T
1d dui" _ ° o ]
sii |- 4050 ( /0 k3(s)d8> o ] 4o (2.27)
82} ov 1 ovl” 1 o
K Ldly = — L_24r +/ 10 L_|12qr
[ 0 G Gtro = iy [ 1 s o+ g [ o) S
1d [/ Ov _ /S / " ]
-2 /F |Fog ( ks ) | 25 2| dro, (2.28)

Substituindo as equagoes (2.25)-(2.28) em (2.23) e (2.24), respectivamente, e usando a hipdtese

(11), obtemos

i m — m 2 _ &U’i 2
GO0 0) = < [ o —ms |1 G an

ovy™
“ne [l oPdro -~ [ 155 @) [ vy
T'o 1) v

" / o ()" (£)dTo + 72 / e (£)of o (£)dT
o

o
ougt duy” Ovg" vy
————(t)dT’ r

+773/F0 k()= -, ()dlo +m N ka(t)— -5, (O)dlo

t By [ m@))Pdre — 2 | k'Oumdr,
2 Fo 2 F0

+ 24 1) / [ (¢)[2dTy — 2 [ K)Ow™dT
2 To 2 Jr,

&‘t (1) [* Lo — 2 k02 (1yar,

2 T 8V

N4, aUt 2 N4 "o o™

— Ty — — Ty.
i FO\ o ary - [ oS,

3
+5k§(t) ‘
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Usando a desigualdade elementar, obtemos

%E(t, (), v () < CoB(0, u™ (1), 0™ (¢))

Onde E(0,u™(t),v™(t)) é energia em ¢ = 0. Integrando de 0 a t < t,, e usando a desigualdade

de Gronwall, obtemos

E(t,u™(t), 0™ (1))

IN

IN

CE(0,u™(t),v™(t)) < Cy,

E0,u™(t),v"™(t)) + CoTE(0,u™(t),v™(t))

onde (5 é constante positiva independente de m e t. Desta forma, pelo teorema de prolongamento

de solugoes podemos estender a solucao aproximada (u™,v™) para todo intervalo [0,7], com

T > 0. Em particular, existe M; > 0 tal que

Logo:

E(t,u™(t),v™(t)) < My, Vtel0,T] eVm € N.

(™, v™) ¢é limitada em LS (0,00; W)
(uwf*,vf") é limitada em L5 (0,00; L*(£2))
(Au™, Av™) é limitada em L{° (0, 00; L*(Q2))

ou™ ov™ L 9 3
(W’W) ¢ limitada em L*((0,00; H 2(I'p))

(2.29)
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Estimativa a priori II- Primeiramente, vamos estimar u}}(0) e vi7(0), em L?(Q). Substituindo

w por uy(0) na equagao (2.20), considerando ¢t = 0 e usando as condi¢oes de compatibilidade

(2.16) e (2.18), obtemos
/ u;?(O)?dsc—i—/ A2u6”u?g(0)dw+/ fug® — vg")uit (0)dx = 0.
Q Q Q
Usando desigualdade elementar, obtemos

[uff 0)ll 220 < ClA%uG (0| (o i (0) | 2y o) /fluO vo' [ (0)|da.

Como (u', v*) — (u®,v°) em H*(Q)NW x H*(Q)NW, considerando a hipétese de crescimento

para a funcio f e as imersdes de Sobolev temos que f(ul* — v') € L*(Q2). Entao

||utt( )HLQ < M27 vm S N. (230)

Similarmente, obtemos

Hvtt ( )HL2 < M27 Vm S N (231)

Estimativa a priori III- Agora vamos estimar os termos ul}, v/, Aul* e Avl™, em L?(Q). Difer-

enciando a equagao (2.20) com relagao ao tempo e substituindo w por u}}, obtemos

- —|—** A
5l / lugy (t)|“dx 2 dt / |Auf™(t)|“dx

d
+2Z <k1|u;“<t>| — ¥, 0u)dT

2 dt
nz d 8ut 9 8ut
52 / (ks | T 0%

/f £ =y )uttdﬂc—m/ lugy |2dro

0
[ R ) — R/Ouydry — / | 2L g,

2 Jr.
+’73/ (K | % 2 _k0 24 ar, (2.32)
2 Jr, v
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Similarmente, usando (2.21) em vez de (2.20) obtemos

2dt/‘”tt ]dx+2dt/|Avt )2z

12 d m m

9 dt Fo(l@’% (t)| —kéth )dlo
774 d ( | 8vt ‘2
2 dt

(%t
ov

- / S — o) — Yo — / oz 2dT
Q To

2 [ (o ()2 — K2Du)dT — o /r 2 dr

2 To Lo

TR AR L aL P (2.33)
2 Jro v

Somando as equagoes (2.32) e (2.33) obtemos

—ky0—"-)dlg

m
ovyy

ov

d m
an(t u(t), /f — vy Jugdz — / yutthrO
o
8 m

(k1" (6% — K D)l — / S8 2 ar,

I'o v
8ut
ov

Lm
2 Jr,
73

Ty 2

0
|| “t ? —k05)dry

[ — oPYde — g / o 2dT
1)

2 Vi 1
+ k kDU dro—nz/ —_ dFO
2r0(2' P ") 15

0 o’
+774 (k‘4 ‘ vt |2 /l t

2.34
2 o v )dF07 ( 3 )

onde

m m 1 1
Bt (®.07(0) = 5 [ WOPde+ 3 [ A (oPds
+2 [ (il ()] = KOup")dlo
o
773 aut 2 8ut
+— ks —k50

3 J G| o P =k

1 2 1 2
‘1‘5 |vig (2)] dac—i— |A’Ut (t)|"dx

+ 2 (koo (1) - k’zmvmdro

a2

2 Jr,

T4 o™ a”t

— ks | == | —k,0O dI’
+ 9 FO( 4 | o | 4 v ) 0-
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2
Analizaremos alguns termos de (2.34). Consideremos p,, = 7712 Da hipétese (11) e das imersoes
n—

de Sobolev, obtemos
/f ututtda:<C/1+2\u P |l || ul | de

olforaneonr w ][]
gc[/ﬂ(lﬂvu gy ] [/ |vu;ny2dx] U u |d4

Da estimativa (2.29) concluimos que

2 2
/ f(u ™Mutugide < C [ \Vu;n\zdx} . [/Q ]uZ‘Qdm]
{/ |Vu;”|2d:£+/ |ugf|2dx} (2.35)
Q

Similarmente, obtemos

/f "™otugyde < C’{/ |Vu;”|2dm~l—/ |u?t‘|2dx}, (2.36)

/f Mutvitdr < C’{/ |Vuy| da:+/ |vit | d:z} (2.37)

/f ™ot vgdr < C{/ |va1\2da:+/ \v?ﬂzd:ﬂ}. (2.38)
Q Q

Substituindo as inequagoes (2.36)-(2.38) em (2.34) obtemos

%Eo(t,um(t),vm(t)) < {/ |vu;n|2dm+/ | d:n+/ |vu;"\2dx+/ | dm}
Q Q

Integrando com relagdao ao tempo e aplicando a desigualdade de Gronwall, concluimos que
Eo(t,u™(t),v™(t)) < C, Vtel0,T], VmeN. (2.39)
Segue que,

(uit,viy) € limitada em L7S (0, 00; La(€2))
(Aui®, Avg™) é limitada em LS (0, 00; La(2))

(8(;;,%0;) ¢ limitada em L2((0,oo;H_%(I‘0))
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Das estimativas (2.29), (2.30) e (2.39) obtemos

(u™,v™) limitada
(uf™, vf™) limitada
(upy, vi}) limitada
(Au™, Av™) limitada
(Auy™, gv{”) limitada
(L , L) limitada
(9(2%” o
(67;, 67;) limitada
(uy*, vi™) limitada

em
em
em
e
em

em

e

em

L
L
L
L
L

L

L
L

(0,00; W)
(0, 00; W)
(0, (e o} LQ(
( (

(

[e9)
loc
%)
loc
1%
loc
%9

loc 07 3 L2
[ee]

100(07 05 LQ
2((0, oo; H™> Ty))

3(
2(Ty))

Q)
Q)
Q) (2.40)

2((0,00; H™
2(0,T)

Assim, devido as estimativas (2.40)1, (2.40)2 e (2.40)3 e as defini¢bes 1.5.1 e 1.5.2, concluimos

que existe uma subsequéncia, que serd representada por (u™,v™), satisfazendo

(u™,v™) N (u,v)
(ugn7vln) = (Ut,’l)t)
(U%?,vi?) = (Utt,vtt)
(Au™, Av™) = (Au, Av)
(Aul*, Av™) 2 (Auyg, Avy)
(6um 81}7’”) A (@ @)
(86“? 86”17{”) N (gly‘t %)

ov '’ Ov ov’ v
(ui", ") = (X, )

(2.41)
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Passagem ao limite

Do problema aproximado temos

(ugp, w) + (Au™, w) +m {uf® + k1 (0)u™ — ki (t)ug"(1) + k7 * u™ }wdly

To
ouf” ou™ oug* ., ou™
773 FO{ 81/ k‘g(O)W + k‘g(t)W k3 * W}wdFO

(f(u™ =o™),w) =0

Yw € Wp,.

Multiplicando por 6 € D(0, 00) e integrando de 0 a T encontramos

T T T
/ (uif, w)0dt + / (Au™, w)0dt + m / [ {ul + k1(0)u™ — k1 (t)ug (1) + k) * w™ }wdlo]0dt
0 0 0 Jro

T ouy” ou™ ougt ., ou™
— 0 - 270 2 \wdl
773/0 [ Fo{ 5, ~ ka3(0)— — +ka(t)— - — k3 * — —}wdlo]fdt

T
/ (Fu™ — v™), w)0dt = 0.
0
Assim, (2.41); e (2.41)3

T T
/ (u™, w)fdt — / (u,v)0dt pois, vd € L1 (0, T; W),
0 0

/OT(ug’Z,w)Gdt — /OT(utt, w)Odt pois, v € L1(0,T; L?()).
Como L>(0,T; W) < L?(0,T; W). Segue que
(u™,v™) é limitada em L2(0, T, W).
Usando o mesmo raciocinio, concluimos que
(ul*, ) é limitada em L2(0,T, W).
Logo, pelo lema de Aubin-Lions, vem que
(u™, ™) — (u,v) forte em L%(0,T; W),

ou seja,
T
lim lu™ () — u(t)|%-dt = 0.

m—00 0
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Pela continuidade da imersdo de H'(0,T) em C[0,T], segue da igualdade acima que

T
lim [u™ (t) — u(t)|*dt = 0,

m—0o0 0
ou seja, u™(t) — u(t) forte em L?(0,T). Assim, u(t) define uma distribuicio em D(0, o0) definida
por

<u(t),d >= /T u(t)0(t)dt.
0

Deste modo, faz sentido falar em derivada no sentido distribucional. Decorre dai que

d ., m d
< U t),0> = —<u (t)’dt9>
d
- t),—0
— = <u(t), 0>
d
= <£U(t),0 >,

ou seja, uf*(t) — uy(t) em D’'(0,00). Por outro lado, u}*(t) — x em L?(0,00) implicando que

uf*(t) — x em D’(0,00). Da unicidade do limite segue que

X = w(t).

e analogamente, temos que

’L/J = ’Ut(t).

Anadlise do termo nao linear

Pelas convergéncias (2.41); e (2.41)2 segue do teorema de Aubin-Lions
(u™,v™) — (u,v) forte em L2(0,T;L?*(Q)) = L*(Q).

Assim, existe uma subsequéncia de (u™,v™) que continuaremos a representar por (u,v") tal

que

u —u qg.s em Q

"™ — v ¢.s em f

u — 0" —u—v qgs em Q.
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Como f é continua , temos que
fw™ —v™) — f(u—v) q.s em R.
Usando a hip6tese de crescimento sobre a f e as imersoes de Sobolev, obtemos que
flw™ —ov™) — f(u—v) em L*0,T;L*Q)).

Desta forma, passando ao limite quando m tende ao infinito, concluimos que

T
At w) + B w) ol {4 B0 — b (1) + K o o)
0 Lo

—ns[/ {—% ~ ks3(0 )aa“V T kst )‘950 T (%:}wdl“o] b (F™ — u™), w)}0dE = 0 —
/ {(ute, w) + (Au, w) + m| g {ur + k1 (0)u — Ky (t)uo(1) + K} * utwdlo]
8ut ou auo

—ns| {———kg(O)a——i-kg( )— 5 ké*gZ}wdFO] — (f(u—v),w)}0dt =0 em L*Q).

Substituindo as condigbes de fronteira (2.1) e (2.4) temos

/ {(uge, w) + (Au, Aw) + / éwdfo — Aua—wdfo + (f(u—v),w)}0dt =0
To ov To ov

Yw € W, e 6 € D(0,00). Como W,, é denso em W N H*(Q), a igualdade acima é valida para
todo w € W N H*(Q).

Da féormula de Green, temos que
T
[ G w) + (82,0 + (= )0}t =0,
0
Voltando a equagao original, segue que
T
/ Cugs + (A% + f(u—0)}0dt = 0 V0 € D(0,00).
0
Pelo lema de DuBois-Reymond, temos que
ug + A%u + f(u—v) = 0.
Analogamente, obtemos

vy + A%0 — f(u—v) = 0.
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Condigoes iniciais

Aqui, serd mostrado que
(u(0),v(0)) = (uo, vo)-

Notemos que de (u,v) € C(0,T; W) faz sentido calcular (u(0),v(0))
De (2.41)5 temos que, para w € W e 6 € C(0,T;R) com 0(T) =0 e 0(0) = 1:

T T
/ (", w)Bdt — / (g, w0,
0 0

ou seja,

lim
m—00

/OT(u;n,w)edt - /OT(ut,w)Odt' = 0.

Integrando por partes

lim
m—00

(u™(0), w) + /0 T(um,w)e'dt—(um),w)— /0 T(u,w)G’dt’ =0,

de onde

lim
m—00

T T
|(w™(0), w) — (u(0),w)] —|/0 (um,w)ﬂldt—/o (u,w)@'dt|| = 0.

Usando (2.41);, segue que:
(u™(0), w) = (u(0), w).

Como ug' converge forte para ug em W N H 4(Q), também converge forte em W. Consequente-

mente, converge fraco em W. Desta forma,
(ug', w) — (uo, w).
Da unicidade dos limites segue que
(u(0),w) = (up,w) YweW,

e, portanto

Analogamente, temos
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Agora, serd mostrado que
(ue(0),v1(0)) = (u1,v1).
De (2.41)3 temos que, para todo w € L%(0,1) e §# € C(0,T;R) com §(T) =0 e #(0) = 1

T T
/ (uyy,w)0dt — / (uge, w)ldt.
0 0
Integrando por partes, e notando que u; € C'(0,7; W)
T T
(P (0), w) / (', w)0'dt — —(us(0), w) — / (g, w)edt. (2.42)
0 0
De (2.41)5 e usando o mesmo raciocinio anterior, concluimos que
(W (0),w) — (w(0),w), Y € I3(9).

Como uf*(0) converge forte para u; em W, também converge forte em L?(Q). Consequentemente,

converge fraco em L2(£)). Desta forma

(u"(0),w) — (ur,w) V¥ we L*(Q).
Da unicidade dos limites segue que

(u(0), w) = (ug,w). ¥ w e L*(N),

e portanto

ut(0) = ug.

Analogamente, temos

v(0) = vy.
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Unicidade

Seja ul, u?, v! e v? solucdes para o sistema (1)-(9) com os mesmos dados iniciais. Entao ¢ =

u' —u? e p = vl —v? satisfazem

b+ D20+ fut — o) — f(u® —0?) =0 em Qx (0,00),

g+ A% — f(u! =)+ fu =) =0 em Qx (0,50),

¢=<p=gfzgf:0 em Y1,
¢—/Otg1(t—5)a$/¢(s)ds:o em Yo,
o — OtQQ(t—s)aaAf(s)ds:O em o,
204 [t = 98603 =0 em 2
gf—i—/tm(t—s)Ago(s)ds:O em X,

(¢(0,:L‘),g0(0,l‘)) = (070) em (2,
(¢¢(0,2),0£(0,z)) = (0,0) em Q.

Multiplicando a primeira equagao por ¢, integrando em §2 e usando a férmula de Green,

segue que

D2+ L agp ¢ / 8222 ar,

2dt 2dt

_ FOA¢>6¢tdF0—|—/fu —v qbtd:r:—/fu —U)¢t z=0

Analogamente, multiplicando a segunda equagao por ¢;, temos que
0Ap
2, 2,
A
sl 5 glael+ [ el

- [ gty - [ - vteds+ [ 02— P)ods =0
r, Ov Q 0

Somando as equagoes acima, vemos que

dl'g

2 p L {16 + 1867 + oul + 1262}
/ {@aM’ 8% 4o M“’—Acpa%}dro

ov Oov
+ [ {06 =) = 562 = 26— e} e =0
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Como f € C'(R), usando as imersdes de Sobolev, segue que

/Q {[f(u' =v") = f(u® = ))(d — @)} du < C{oe* + [A)* + |o* + [Ap?}  (2.43)

Substituindo (2.43) e as condigoes fronteira, temos
1d
2dt
<C {‘¢t|2 + [AG] + [ + \ASOP}

NG oy Ay

8g0t
2 2 2 2 _ —rt —_ _r-
{6 + 181" + [e]* + |Agpl }+/FO{¢t gy B0, Ty, TRy, }dl“o

Da estimativa (2.29) concluimos que

d

7 Lo + 1861 + [ou* + 1A} < C{lou* + 120" + [ou* + [}
Integrando de 0 a T, temos

2 2 2 g 2 2

{10 + 180 + o + 1862} <C [ {1onf + 1807 + o + |A0l?)
Usando o lema de Gronwall concluimos que
|6:° + [ + |i|* + [Ap* = 0

e consequentemente ¢(t) = ¢(t)=0.

Isto conclui a prova da unicidade.
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Capitulo 3

Comportamento Assintdtico

Neste capitulo serd mostrado que a solugao do sistema (1)-(9) decai exponencialmente e polino-
mialmente quando o tempo vai ao infinito, com uma taxa de decaimento explicita, dependendo

da taxa de decaimento dos nucleos resolventes ki, ko, k3, e ky.

3.1 Decaimento Exponencial

Nesta secao demonstra-se que a solugao do sistema (1)-(9) decai exponencialmente quando os
nucleos resolventes k1, ks, k3, e k4 decaem exponencialmente, isto é, existem constantes positivas

b1, by tal que
ki(0) >0, ki(t) < —biki(t), kI'(t) > —boki(t) para i=1,..,4,. (3.1)
Notando que esta condigao implica em
ki(t) < ki(0)e ™t para i=1,...,4.

A seguir enunciaremos trés lemas que serdao fundamentais para o estudo do decaimento expo-

nencial da solucao.

Lema 3.1.1. Para qualquer solucao forte (u,v) do sistema (1)-(9), temos

th() < / |ue dF0+mk2 / lug|?dly — = |8a[: | dl
s [ 15 pan - [ |vt\2dro+%2k2<t> [ toare
L k4( )/ \%1;0 2 dFo+% Fok’l( )|u|%dTg —"721/ k! CudT
/kg \8“ 12 dry —% k:D dF0+ /k;g (t)]v|2dTy
—2 | KOvdro+ 4 ()|—|2 aro - " [ k02an,

2 Ty To 2 T'o 4 8
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3.1 Decaimento Exponencial

Demonstragao. Multiplicando a equacao (1) por wu, integrando em 2 e usando a férmula de

Green obtemos

2dt/ |ut]2d1:—|—/ | A d:v—{—/f u — v)ugdz

ouy 0Au
= A —dl'g — dr
Yoo FO oy O
Usando as condigoes de frontelra (2. 1) (2.3), respectivamente, obtemos

2dt/|Ut‘ da:+ /Aut| dm—l—/fu—v Yurdz

=—n [ {u+ k1 (0)u — k1 (t)uo + k] * upurdly
o
Ouy ou Oug . ou . Ous dro.

i [ (G k(O k(050 K S

Usando o lema 2.0.1 obtemos

th/ |ut‘2d$+2dt/ | A dx+/fu—v Yurdx

m d / b ()lul2dro — L [kt (6)Tudr,
To

o a 2 dt
n3 d ou 2 M d / , ou
S k()| 2 gsnSidr
o ) 3()(9' 2 dt Jr, 3, 4o
— IUtI2dFo+n1k1(t) / wwdo + % [ K (©lufdry
o To Ty
m " Oouy 2 Oug Ouy
- k7 Oudlg — — | dl’ ka(t ——dI
2F01U0 773/F| V\ 0+7733()/88V 0
13 / 2 73 " ou
- k — | dlly — = ko (t)Od—dLy. 3.2
+5 . 3()\ | 2 ), 3()61/ 0 (3.2)

Similarmente, usando a equacao (2) em vez de (1) obtemos

2dt/ |vt|2dm+/ | Avy| dm—l—/f u— v)vdr

n2 d 2 2 d /
22 Ty — 2 Ovdl
57 ka(t)|v|*dlo 5 7t ky(t)OvdLg
ma d 2 N4 d / / v
n ZRar, - 22 |k (oZ=dr
+2dt/ ()| ‘ To—>a To 4(>ay 0
:_772/ |vt\2dfo+n2k2(t)/ vovtdf‘o—i—n;/ K, () [v]2dTg
To T'o To
72 vt 9 Ovg Ovy
— B KOuvdr, — 2 gr k SOt ar
| aoearo e [ 15 drg () [ GG,
M ()1—\2 Al — ™ kﬁ{(t)m@dro (3.3)
2 Jr, 2 Jr, v
PPGME/UFPA
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Somando as equagoes (3.2) e (3.3), considerando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigual-
dade 2ab < a? + b%, obtemos a conclusao do Lema. O

Introduzimos o seguinte funcional

O(t) = /(utu — yv)dz.
Q
O lema a seguir é de fundamental importancia para a construcao do funcional desejado.

Lema 3.1.2. Para qualquer solugdo forte do sistema (1)-(9), temos

d
dg t)g/ ]ut|2dx+/ |Ut‘2dx—/ |Auf?dz
Q Q Q

_/Q|AU\2d;g—(2+5)/QF(u—v)udx

Ui 2 n1k1(0) mki(t) 9
+ ug|“dly — dly + uo|“dlg
OP 2 Jo, A0+ Ty S, ol
1
t 2
lul ey / K(s)ds| (K,|0u)? + Chy(t) / [l
0
k3 (0) / ) k2<t> o
— — |* dlg dly
5 1
u 1
12w | [ K ' (KIOG0)% + () [ 15 Pary
0
T2 2 2k72( ) 2 2k2() 2
+ ve|“dly — v|“dly + vo|“dly
B2(0) Jr, " > Jo ka(0) Jr, !
t 2
oz / Ky(s)ds| (Ko|Du)? + Cha(t) / [v[2dT,
0

2 v
n4k;(0)/ |20 |2 dTy kf(é;)/ | O% dvo 12 dr

ov

5|l / kj(s)ds : (W|D*U)% + Cka(t) |@|2df
61/ LQ(Fo) 0 4 4 87/ 4 To 87/ 0,

para alguma constante positiva C.

Demonstragao. Multiplicando a equagao (1) por u, integrando em 2 e usando a férmula de

d
— | wudzr = /|ut\2daz—/ \Au!zdx—/f(u—v)udx
dt Jo Q Q

aut 6Au
+ Auaid]._‘o - /I;O o Utd]._‘o.

To v

Green obtemos
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Usando as condigoes de fronteira (2.1) e (2.3) obtemos

d
— | wudr = /|ut]2dx—/ Au|2dm—/f(u—v)uda:
dt Jo Q Q Q

—771/ wudlo — mk1(0) [ |ul?dlo
Ty o

+n1k1 (t)/ uoudl'y — 771/ Kk} * uudly
FD F0

Ouy Ou 9
_ o — U2 g
773roaad0 773163()/\ = dlg

Oug Ou Oou Ou
—nsks( ——dl“ ks ¥ — —dTg.
nsks3(t /FO 0— 773/F03*61/8y 0

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade 2ab < a? + b? obtemos

d
pn utudfv < /]ut| d:z:—/ |Aut\2dx—/fu—v Judz
i (
jug|2dT — ; / [u[2dT
1)

() To
Ulkl(t) 2 / ’
upl“dl’y — k7 * wudll
k1(0) ro‘ of*dl'o =m ro | °
iz <o> ’

2
ou au 8u
70 ’2 dTo — / To

nsk3 (t) |
k3(0) Jr,

/FO /Ot ki (t — s)u(t)dsdlo = /ro /Ot Ey(t — s)(u(s) — u(t))u(t)dsdTy
+/ro </ot ki(s)ds) [ufdTo < llulze(r) < /0 t Iki(s)!ds>2 (C1=DF

ey () = k1 (0)][[ull 3y

+

Notando que

/FO /Otké(t—s)gl:(S)gZ(t)ddeoz/FO /Otkg(t—s) (%S*gi‘(ﬂ) O (1)dsar
+f( /Otké,(s)ds) |0 o < 150 ey t|kg<s>rds)§<\kgm§ﬁ>%

+k3(t) — k3 (0 )!H HL2 (To)
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obtemos

utud:vg/\ut|2dx—/ |Aut|2dx—/f(u—v)udx
Q Q

m ~ mk1(0) 5 niki(t) 9
+—— dl'y — ——= ul“dly + ug|“dI’
kl( ) ‘ t| 2 | | 0 k‘l(O) | 0‘ 0
1
2 1
+MUH%%FM‘/m1ﬁ(®dS ([0 + Cha(0) [ fuPary
0 Ty

773]{73 (0) / 8ut 2 ngkg (t) / 8710 2
e — |2dr — 2 dr
2 T ’ ov ‘ o+t k3 (0) To ‘ ov ‘ 0

t 3
/Mﬂww
0

Similarmente, usando a equacao (2) em vez de (1) obtemos

— vtvdxg/ |vt]2dx—/ Avt|2dx—/f(u—v)vdx
Q Q Q Q

k(0 k3 (t
+ 2 \vt|2dI‘0— 2 2( ) ‘U‘le—\o_i_n? 2( )/ ”UQ‘QdF()
k2(0) Jr,

k2(0) Jr, 2 To
[ wstspas

774]{74(0) / (%t 2 k) (t) / 81)0 2
— o T

0

u ou, 1
HI ey (DG + ko) [ 1G0T @)

HlvlZ2ry)

k5| Ov) 3 + Chy(t v|?dly
(\ 2

1

2 1
/WM@wﬂumm“w+cmwj‘Pﬂo (3.5)
0 aV To 8

v
+H$H%2(ro)

Somando as desigualdades (3.4) e (3.5) e usando a hipétese (11) concluimos a demonstragao do

Lema. O

Lema 3.1.3. Seja f uma funcdo real positiva de classe C*. Se existem constantes positivas 7y,

Y1 e co tal que

() < =0 f(t) 4+ coe™ M,

Entao existem constantes positivas v e ¢ tal que

f@t) < (£(0) + c)e™
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Teorema 3.1.1. Considere (ug,vo) € W2 e suponhamos que os niicleos resolventes ki, ko, k3

e ky satisfacam (3.1). Entao existem constantes aq e awo tal que
E(t) < ape™*2tE(0), Vt>0.

Demonstragao. Provaremos este resultado para solucoes fortes, isto é, para solugoes com
condigdes inciais (ug,vg) € (H*(0,L) N W)?% e (uy,v1) € W? satisfazendo as condigoes de com-
patibilidade. Nossa conclusao segue por argumentos padrao de densidade. Usando hipotése (3.1)

e as imersoes de Sobolev no Lema 3.1 obtemos

d
ZE@) < / | dro—e/ g 2dTo + mkz/ lug y%zro— 5 \ Jue L[ drg
ou
+ B, ()/ | 20 12y - / s dro—e/ - dr0+@k2(t) lup|2dT
2 FO Q 2 1—‘0
+E QG )/ | = 6”0 \2 dTg K4 () |ul?dl — Cm EyOudl
2 To 2 Jr,
B ()\@ 2are - S [ mo%ar, + ™ / Ky (8)]o]dT
2 Jr, 2 FO B 2 Jr,
—0"2/ kgmvdroer/ ()y— % dry —C”“/ K02 ar,,
2 Jr, 2 2 Jo, v
onde 8 é uma pequena constante positiva.
Considere o seguinte funcional
L(t) = NE(t) + ®(t) (3.6)

com N > 0. Considerando N grande, as desigualdades anteriores implicam que

d 0
—L(t) < —-E(t) + 2NR*(t)E(0),
dt 2
onde R(t) = ki(t) + ka(t) + k3(t) + ka(t). Além disso, usando a desigualdade elementar e con-

siderando N grande concluimos que

gE(t) < L(t) < 2NE(t). (3.7)

Desta desigualdade concluimos que

d

0
dtﬁ( ) < —§£(t) + 2N R%(t)E(0).

Santos, Silvia Helen F. dos PPGME/UFPA



3.2 Decaimento Polinomial 49

Do Lema 3.1.3 e do decaimento exponencial de k;, segue que
L(t) < {L£(0)+ C}e !
para algumas constantes positivas C' e (. Da desigualdade (3.7) segue nossa conclusao. ([l

3.2 Decaimento Polinomial

Nossa atencao serd focada na taxa de decaimento uniforme quando o niicleo resolvente k1, ko, k3 e ky
decai polinomialmente com taxa (1+4t)~P. Neste caso, mostraremos que a solu¢ao também decai

polinomialmente na mesma taxa. Assumiremos as seguintes hipéteses
/ 1+ " / 1+ .
ki(0) >0, ki(t) < —=biki(t) "7, kj(t) > ba[—k;(t)] "P*T para i=1,..,4 (3.8)
Sendo p > 1, b; e by constantes positivas. Os lemas a seguir serao de fundamental importancia

Lema 3.2.1. Seja (u,v) a solugao do sistema (2.1)-(2.9) e denotamos por (é1, ¢3) = (ug(L,t),u(L,t))
e (Y2,1%4) = (vy(L,t),v(L,t)). Entao,parap >1, 0 <r <1 et >0, temos

t 1
(1K|0g0) T7050 < <2/0 Iké(S)IT’dsIUII%w(o,t;Hz(O,L))<1—r><p+1>> || 7 Oyl

Vi=1,3
/ Le-ne+l) )" T\ 1+

(|ki|O;) G=nw+n Tt < |k )["ds||v]| 70 0:2(0,1)) gER |Fil p+ID¢zdF1,

Vi=24

Para r=0 temos

t p+1
/ o 2 2 N+ 547
(K Ciggdry) 550 < (2 /0 luls, Moy ds + Hluls, Vdegny ) KT FT 06Ty,

Vi=1,3
) (p+2) ) P L

(k7 |Depidly) 1) < /H M2 01yds + tllv(s, Miz,zy ) Ikl 7+ 0Dy,

Vi =24

Demonstragao: Ver [18].
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Teorema 3.2.1. Considere (ug,vg) € W e (u1,v1) € L?(0,L). Se o niicleo resolvente k; satisfaz

a condi¢ao (3.8), entao existe uma constante positiva C' tal que

C
B) < i g PO

Demonstragao. Provaremos este resultado para solucoes fortes, isto é, para solugoes com
condicdo incial (ug,vo) € (H*(0,L)NW)?% e (ur,v1) € W? satisfazendo as condicoes de compati-
bilidade. Nossa conclusao segue por argumentos padrao de densidade. Usando hipétese (3.8) no

Lema 3.1.1 temos

d M 2 M, 9 2 Ouy 2
Et) < dr’ k dl'y — = —
GEO < B[ e+ B [ pufary - [ 5
ou
Sk [ 15 °|2 Ty —/ ol + 0 [ ol
) / |0“0 Paro+ 2 [ K(olular, - 22" F[fk:’l] P 0udry
0 0
b du
= (1) | 90 2 dry - P2 [ (oS, + 2 /F Ky(t) v[2dT
0
b 1 b
_2 [ e udTy 4+ ()y—PdF T #102%ar,.
2 To 2 To 2 To ov

Aplicando a desigualdade elementar e usando hipdtese (3.8) no Lema 3.1.2 encontramos

/\utIQdac—i—/ - dm—/ |Auf2dz

_/Q|A”| d:c—(2+5)/QF(u—v)udaz

2
m / 2 ki (t) / 2

+ we|“dly + ug|“dly
k1(0) F0| ol k1(0) F0| |

1
o [ kT OudTy + Chi(t) | Juf?dT,

Ty o
ngkg(t)/ Jug |y I+ Ou
+ dTo +C | k. P04
k3(0) F0’ | ro ov "
Cls(t T2y 2 / 241
#Chate) [ 150 Paros e [,
k2(t) 1+-L
12k (1) luo|2dTy + C k;”“DvdFo
) To 1)
E2(t 0
Y Ckao(t) | |of2dly + ™ 4()/ | 29012 gr,
To k4(0)
ou
+C I p“D—dP + Cky( / —2d1“.
L 5, Lo a(t) r0|3v| 0
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Considerando N grande e usando as imersoes de Sobolev o funcional definido em (3.6) satifaz

d 0
@g(t) < —§N(t)+2NRQ(t)E(o)
NG [ Cudr + / [ k4] 741 Cwdo )
2 Ty To

1 Qu 1w
e Ztar /—k’ HrrnZlar .
+ [ oG+ [ KOS, (39
onde

N(t) = —/{IUtl2+Ivt\2+IAUI2+|AUI2+F(U—U)}d~’E-
Q

. 1 P
Fixando 0 < r < 1 tal que o1 <7 < temos que

1

oo 00
nr .
/O ’kz| <C/O W < 00 para 2—1,...,4.

Usando esta estimativa no Lema 3.2.1 obtemos

1+-—L1
_ (1—r)(p+1)
/ (k] 5 Cudly > CE(0) T ( / [—k’l]DudF()) O (3.10)
To To
T I . L+ =n G
[—ko] TP+ 0vdly > CE(0) GG+ [—k5]Ovdl g , (3.11)
To o
J11e 1 0u R N )1 OU =T
[—ks] p+1D$dFO > CE(0) 0=nG+D [—k3]D$dFO , (3.12)
Fo 1—‘0
j14+-L 0V S N /1 OV L =D
[—ky] TPt Dadfo > CE(0) G-n0+) / [—kﬂDadFo . (3.13)
Fo I‘O
Por outro lado, usando o teorema do Traco encontramos
E(t)T TR0 < CE(0) TN (1) (3.14)
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Substituindo(3.10)-(3.14) em (3.9) resulta

d N E Iy 1 9
ﬁﬁ(t) < —CE(0) GG E(t) " T-net) +2NR*(t)E(0)

1+
—CE(0)” T-nem SETD { —K] L5 DudP0>

1+ 41
—CE(0) 0-n@+D NG {( — 1) 1+p+1DvdF0) (I=)(p+1)

ou 14
—CE(0)"T0w A +1Dadl“o>

1
A-r)(p+1) }

1
1-r)(p+1) }

1++
_OE(O)MI@H){</[ k:4]1+ ng dF0> a )<p+1>}
o

Considerando a desigualdade (3.7) concluimos que

d C 1
LLi) < ———Z L) T 4 AN R(1)E(0),
dt £(0) TG

para algum C > 0, de onde segue, aplicando o Lema3.2.2 que

c
£ < T e O

Visto que (1 —r)(p+ 1) > 1 obtemos, para t > 0, as seguintes estimativas
tHUH%z (o) T tHvH2L2 ) S CEL(t) < o0

S ey + o ey < CLE() < o
t
/0 (el + 01 s < € [ £(5)ds < o

t ou 2 ov 2 t
UG ey + 15 s < € [ £(5)ds < o

Usando as estimativas acima no Lema 3.2.1 com r = 0 obtemos

I+
/ (k] 7 Cudly > — & ( / [—k’l]DudPO) .
T'o E(0)»+t T'o

I+
/[—k}é}lﬁ_l)‘lﬂm’l}droz Cl </ [—ké]DUdPo) . N
I'o E(0)»+1 I'o

141+
/ [—kg}“rilm?droz CL ( / — kg]DaudF()) r
To v E(O)P+1 To

p)

oty

/[ K7 +1Dg Ty > CL </ [—kg]mg”dn}) o
I'o E(O)P 1 I'o v

)
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Usando estas desigualdades em vez (3.10)-(3.13) e o mesmo raciocinio anterior resulta que

Yrey < - L(6)FHT + 2NR2()E(0).

N OR
Aplicando outra vez o Lema (3.2.2), obtemos

C

HO= T

£(0).

Finalmente, de (3.7) concluimos

C

B < 5 g PO

O que conclui a demonstragao.
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