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Resumo

Neste trabalho demonstramos o decaimento exponencial para o caso (n > 2) de solugoes
regulares para um sistema acoplado nao linear de equagoes de onda com memoéria e damping
fraco em um dominio nfo cilindrico do R"*!(n > 1) com convenientes hipéteses sobre as funcdes
escalares h, g1 € go e onde « é uma constante positiva.

A~

t
ugy — Au + / g1(t — s)Au(s)ds + aus + h(u —v) =0 em Q
0
t
vy — Av + / g2(t — s)Av(s)ds + ave + h(u —v) =0 em @Q
0
Mostraremos que tal dissipacao é bastante forte para produzir taxa uniforme de decaimento.

Além disso, o acoplamento é ndo linear que apresenta algumas dificuldades técnicas, tornando o
problema interessante. Obtemos também existéncia e unicidade de solugoes regulares paran > 1.



Abstract

In this work we prove the exponential decay in the case n > 2, as time goes to infinity,
of regular solutions for a nonlinear coupled system of wave equations with memory and weak
damping in a non cylindrical domains of IR*™! (n > 1) under suitable hypothesis on the scalar
functions h, g1 and g2, and where « is a positive constant.

A~

¢
uy — Au + / g1(t — s)Au(s)ds + aus + h(u —v) =0 em Q
0
t
vy — Av + / g2(t — s)Av(s)ds + ave + h(u —v) =0 em @Q
0
We show that such dissipation is strong enough to produce uniform rate of decay. Besides,

the coupled is nonlinear which brings up some additional difficulties, which makes the problem
interesting. We establish existence and uniqueness of regular solutions for any n > 1.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos a existéncia e unicidade de solugoes fortes bem como o decaimento
exponencial de energia para um sistema acoplado nao linear de equagoes de onda com memoria

e damping fraco, dada por:
t
uy — Au + / g1(t — s)Au(s)ds + aus + h(u —v) =0 em Q (1)
0

t
vy — Av + / g2(t — s)Av(s)ds + avy + h(u —v) =0 em Q (2)
0

u=v=0 sobre Z, (3)
(u(z,0),v(x,0)) = (uo(2),v0(x)) (ue(x), ve(2)) = ur(z),01(x) em Qo.  (4)

onde u e v representam o deslocamento vertical e o constante positiva.
Aqui © é um dominio aberto e limitado do R™ com fronteira de classe C?, o qual sem
perda de generalidade contém a origem do R™ e v : [0,00[— R uma fungao continuamente

diferencidvel. Consideremos a familia de subdominio {€; }p<¢<oc do R™ dado por:

T
W =T(Q), T:2eQ—y=——

cujas as fronteiras sdo denotadas por I'; e ) o dominio ndo cilindrico do R?*!

Q= Up<t<oo 2t x {t} com fronteira lateral 2 = Uo<r<oo 't X {t}

O método que usaremos para provar o resultado de existéncia e unicidade é baseado em
transformar nosso problema em outro problema de valor inicial definido sobre um dominio
cilindrico do qual as seccoes nao sao tempo-dependente. Isto serd feito, usando uma mudanga
de variavel adequada, onde mostraremos a existéncia e unicidade para este novo problema. Em
seguida usaremos a transformagao inversa para retornar ao problema original onde mostraremos
a existéncia e unicidade para o nosso problema. A aplicagdo do difeomorfismo segue o que foi

feito em Cunha [15].



O método acima foi introduzido por Dal Passo e Ughi [12] para estudar certas classes de
equacoes parabdlicas em dominio nao cilindrico.

Para ver as propriedades dissipativas do sistema temos que construir um funcional adequado
cuja a derivada seja negativa e seja equivalente a energia de primeira ordem. Este funcional
¢ obtido usando a técnica multiplicativa usadas por Komornik [6] ou Rivera [8]. Do ponto de
vista fisico, o problema (1)-(4) descreve o deslocamento transversal da membrana viscoeldstica
esticada e fixada em um mecanismo de fronteira mével. A propriedade viscoeldstica do material

é caracterizada pelos termos de memoria

/ g1(t — s)Au(s)ds, / go(t — s)Av(s)ds.
0 0

Em um dominio fixo, o sistema de equacoes de onda com acoplamento linear e nao linear foram
estudados por diferentes autores, todos eles consideram essencialmente dois tipos de mecanismos
dissipativos.

(a)A dissipacao de energia, obtida pela imtroducao de um ”termo de fricgao” que pode agir
sobre todo o dominio na fronteira(ou parte da fronteira) ou em alguma vizinhanga localizada da
fronteira.

(b)A dissipagao viscoeldstica dada pelo efeito meméria como em [11], [13], [14] .

A dissipacao de atrito é um mecanismo dissipativo simples. Ele age sobre todo o dominio €2 ou
na fronteira(ou parte da fronteira) ou em alguma parte estratégica do dominio(damping local-
izado). Foi provado por [1], [2], [3], [6] que a energia de primeira ordem decai exponencialmente
para zero quando o tempo vai para o infinito.

Finalmente, o efeito memoria sobre o tensor de tensao produz um mecanismo dissipativo sat-
isfatério que depende da funcdo relaxamento (veja [11], [13], [14]). Eles provaram que a energia
decai uniformemente exponencialmente ou algebricamente com a mesma taxa de decaimento
como a funcado relaxamento, isto é, quando a funcao relaxamento decai exponencialmente, a
energia corresponddente também decai exponencialmente. Por outro lado, quando a funcao re-
laxamento decai polinomialmente entao a energia correspondente também decai polinomialmente
e com a mesma taxa.

As notacOes que usaremos neste trabalho sdo padrao e podem ser encontradas no livro de Lions
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[8],[9]. Nas sequéncias C' (algumas vezes C7,Cs,...) denotaremos varias constantes positivas, o
qual nao dependem de ¢t ou dados iniciais.

Este trabalho foi organizado do seguinte modo: No capitulo 2 provaremos a existéncia, regu-
laridade e unicidade de solucbes. Usaremos aproximacao de Galerkin, Teorema de Aubin-Lions,
método de energia, introduzida por Lions [9] e algumas idéias técnicas para mostrar existéncia
, regularidade e unicidade de solugoes para o problema (1)-(4). Finalmente, no capitulo 3, de-
mostraremos o decaimento exponencial de solugdes regulares para o problema (1)-(4). Usaremos
as técnicas multiplicativas introduzida por Kormornik [6], Lions [9] e Rivera [11] juntamente

com alguns lemas técnicos e algumas idéias técnicas.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados basicos que serao utilizados nos capitulos

posteriores.

1.1 Teoria das Distribuicoes Escalares
1.1.1 Espacos das Funcgoes Testes
Sejam 2 C R™ um aberto limitado e ¢ : 2 — R uma funcao continua. Denominamos suporte

de ¢ ao fecho em §2 do conjunto dos pontos x pertencentes a ) onde ¢ nao se anula. Denotamos

o suporte de ¢ por supp (¢). Simbolicamente, temos que

supp (¢) = {z € Q¢ (z) # 0} em Q.

Usando a defini¢ao acima concluimos que o supp (¢) é o menor fechado fora do qual ¢ se anula

e valem as seguintes relacgoes:

1. supp (¢ + 1) C supp (p) U supp (),
2. supp () C supp (p) N supp (),

3. supp (Ap) = A supp (p), A € R — {0}

Neste capitulo, daremos um destaque especial as funcoes ¢ :  — R com suporte compacto
contido em ) que sejam infinitamente diferenciaveis. Com esse objetivo definimos o espaco
C5°(£2) como sendo o espago vetorial das funcoes indefinidamente diferencidveis com suporte

compacto contido em €. Os elementos de C§°(£2) sdo denominados fungoes testes em (.



1.1.2 Convergéncia em C{°(Q2) 6

Observacgao 1.1.1. Por um multi-indice, entendemos, uma n-upla o = (aq, . .., ay) de nimeros
inteiros nao negativos. Denotamos por |a| = aq + - -+ + ay, a ordem do multi-indice e por D% o

operador derivacao parcial, de ordem |a,

Hlel

ot .. opr

DOZ
Para a = (0,...,0), temos por definicio D°p = .
1.1.2 Convergéncia em C{°((2)

Dizemos que uma sucessao (¢p)nen de fungdes em C§°(£2) converge para ¢ em C§°(£2) quando

forem satisfeitas as seguintes condigoes:

(i) Existe um conjunto compacto K C 2 tal que

supp (@) C K e supp(en) C K, Vn € N.

(ii ) D%, — D% uniformemente em K para todo multi-indice «.
O espago vetorial C§° (£2) juntamente com a nogao de convergéncia definida acima é um
espago vetorial topolégico que denotamos por D(2) e é denominado espagos das fungoes
testes.
Denota-se por LP(€2), 1 < p < 0o, o espago das fungoes reais u :  — R mensuraveis tais
que |u|P sao Lebesgue integraveis em 2. O espaco LP(€2) é um espago de Banach com a

norma

fulliy = [ luld.
Q

Quando p = oo, L*(Q) denota o espago de Banach de todas as fungdes reais essencialmente
limitadas com norma

[ulloo = sup ess|u(z)|
e

Quando p = 2, L?*(Q) é um espaco de Hilbert com produto interno

(u,v):/gu(:n)v(x)dx,

e norma induzida

uf? = /Q () Pda.
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1.1.3 Distribuigoes Escalares 7

Observagao 1.1.2. Sendo Q limitado, obtemos D(Q)) — LP(Q), para todo p, tal que 1 < p < 0o

com imersao continua e densa. De fato, dado ¢ € D(Q2) temos que

[l @l ds < suplo (@) n(@) < o

Isto prova a inclusio algébrica. Para a continuidade, suponhamos que ¢, — ¢ em D(Q).

Mostraremos que

/m (@) dx — 0.

Notemos que

/Qlcpn(m) !”daz—/ lon (@ (2)[P da.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que

Jim. Iwn( )—e@)fPde = lim Klson(x)*w(f)lpdw
= [ i [ (@)~ ¢ (@) o =0.
Kn*)OO

Para a demostragdo de que a imersao anterior € densa veja [8].

1.1.3 Distribuigoes Escalares

Com o objetivo de generalizar o conceito de fungoes sobre €2 introduziremos o conceito de
distribuigoes escalares.
Denominamos distribui¢ao escalar sobre © a toda forma linear e continua sobre D(£2), isto é,

uma fungao T : D(2) — R que satisfaz as seguintes condigoes:
(i) T(ap+pByY)=al(p)+BT(Y)), Ve, €D(Q), Va,B €R.
(ii ) T ¢ continua, isto é, se (¢, ),y converge para ¢, em D (Q), entao

T(py) —T(p) em R

O valor da distribuigdo T' na fungao teste ¢ serd denotado por (T, ). Considere no espago

vetorial das distribuicoes escalares a seguinte nocao de convergéncia:

Braga, Pedro Luiz de Oliveira PPGME/UFPA



1.1.3 Distribuigoes Escalares 8

A sucessao (T,),en converge para T quando a sucessao ({1}, ®)),cy converge para (T, o) em
R, para toda ¢ € D(9).
O espago das distribuigdes sobre €2, com esta nogao de convergéncia, seréa denotado por D'(Q).
As distribuicoes que aparecem com mais freqiiéncia sdo aquelas definidas a partir de funcoes

localmente integraveis.

Definigcao 1.1.1. . Temos que uma fungdo u : Q — R € localmente integrdvel em Q quando u
€ integrdvel a Lebesque em todo compacto K C 2. O espago das fungdes localmente integrdveis

é denotado por Li,. (). Em simbolo temos

we Ll (Q) e / lu(z)| de < 0,
K

para todo compacto K C €.

A distribuicao T, assim definida é dita ”gerada pela funcao localmente integravel u”e usando
o Lema Du Bois Raymond temos que T, é univocamente determinada por u no seguinte sentido:

T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em (). Neste sentido identificamos u com a

1

1oe (£2) das funcoes localmente integraveis pode ser visto como parte

distribuigao T, e o espago L
do espaco das distribuicoes D' ().

Lema 1.1.1 (Du Bois Raymond). Seja u € L} (). Entio T, = 0 se, e somente se, u = 0

loc

quase sempre em §2.

Demonstragao: veja [18]

E importante ressaltar que existem distribuicdes ndo definidas por funcdes de Li (€). Como

loc
pode ser visto no exemplo a seguir.
~ ~ . / s . s . .
Com essa nogao de convergéncia D (£2) é um espacgo vetorial topoldgico e temos a seguinte

cadeia de injecOes continuas e densas

D(Q) = L7 (Q) = L},.(Q) — D' (Q),1 < p < oo

Braga, Pedro Luiz de Oliveira PPGME/UFPA



1.1.4 Convergéncia e Derivada Distribucional 9

1.1.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o objetivo de estudar os espacos de Sobolev introduzimos o conceito de derivada dis-
tribucional.

A motivagao do conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada distribu-
cional dado por Sobolev, se deve a férmula de integracao por partes do Célculo, sendo este
conceito generalizado para distribuigoes quaisquer em D’ (), por L.Schwartz. Veja [23].

Seja T uma distribuigao sobre €2 e @ um multi-indece. A derivada no sentido das distribuigoes

de ordem « de T' é definida como sendo o funcional linear
DT :D(Q) — R
tal que
(DT, ¢) = (-1)*{T. D), ¥p € D(Q).

Segue da definigao acima que cada distribuicao 7' sobre €2 possui derivadas de todas as ordens.

1

loe. (§2) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes.

Assim as fungées de L

Observe que a aplicagao
D*: D' (Q) - D (Q)
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (Q2). Isto significa que

lim T, =T em D' (Q) entdo lim DT, = DT em D' ().
V——>00 V—>00
Observacao 1.1.3. Outro resultado interessante a ser mercionado é que a derivada de uma

1
loc

1

1oc (§2) como mostra o exemplo a seguir.

fungao Ly () nao é, em geral, uma fungdo L

Exemplo 1.1.1. Seja u a funcao de Heaviside, isto é, u é definida em R e tem a sequinte forma

u(x) =

1 se x>0
0 se xz<0’

assumindo qualquer valor em x = 0.
Esta func¢do u pertence a L}, (), mas sua derivada v’ = 8 ndo pertence a L}, (Q). Como

o ¢ L1 (Q) basta verificar que u’ = &.

Braga, Pedro Luiz de Oliveira PPGME/UFPA



1.2 Espacgos de Sobolev 10

De fato
/ ! o0 / 0 /
<u,p>=—<u,p >= —/ @ (x)dx:/ ¢ (x)dr = ¢(0) =< do, >,V € D ().
0 [e's)
Tal fato motivard o definicao de uma classe significativa de espacos de Banach de fungoes

conhecidos sob a denominacdo de Espacos de Sobolev.

Observagao 1.1.4. Se u € C¥(R™), para cada || < k , entdo a nocio de derivada no sentido

cldssico coincide com a no¢dao derivada no sentido das distribuicoes, isto €
DT, = Tpoy, V|a|<k.

E uma consegiiéncia simples da formula de integracdo de Gauss.

1.2 Espacgos de Sobolev

Apresentaremos nesta secao uma classe de espacos fundamentais para o estudo das Equacoes

Diferenciais Parciais. Esta classe é conhecida como espacos de Sobolev.

1.2.1 O espago H™ (92)

Seja 2 um aberto do R™ com fronteira I' regular. Foi observado na secao anterior que se
u € LP (Q) u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes. Observamos que
D%u, em geral, nao é uma distribui¢ao definida por uma fungao de L? (). Estamos interessados
em espagos de distribui¢oes u € LP (2) cujas derivadas distribucionais permanecam em LP ().
Tais espagos sao denominados Espacos de Sobolev.
Dados um inteiro m >0e 1 <p < oo, o espaco de Sobolev de ordem m sobre §2 é o espago
vetorial denotado por WP () constituido das fungdes u € LP (2) para as quais D%u € LP (2),

para todo multi-indice o com || < m. Em simbolo temos
WP (Q) ={ue LP(Q): D*u € LP (Q),Va, com |a] <m}.

O espago WP () serda munido da norma
1/p

HuHWmvP(Q) = Z ‘|Dau||z£p(g) , 1<p<oo

|a|<m

Braga, Pedro Luiz de Oliveira PPGME/UFPA



1.2.1 O espago H™ (92) 11

esep=o0
[ullymeoiy = D ID%Ull oo gy -
la|<m
Em ambos os casos WP () é um espaco de Banach. O espago W™P (1) é um espaco reflexivo
se 1 < p<ooeseparavel se 1 < p < oo.

No caso particular em que p = 2 o espaco W™? () é um espaco de Hilbert, sendo denotado

por H™ (Q), isto é,

H™(Q)={ue L*(Q); D € L* (Q),Va, com |a| <m}.

O Traco em H!(Q)

Foi demonstrado em [18] que as fungoes de H™ (2) podem ser aproximadas na norma de
H™ (Q) por fun¢do de D (Q2), onde D (2) é o conjunto {¢15:» € D(R™)} que se pode definir a
restrigao a fronteira I' de 2. Dada ¢ € H' (2), consideremos uma seqiiéncia (), em D ()

com
0, — @ em H'(Q).
Definimos o operador 7 : H! () — L?(T') por

Yo (@) = klim Cklr
—00

sendo este limite considerado na norma de L? (T) .

O operador 7y denominado operador trago é continuo, linear e seu nicleo é H{ (). De forma
mais simples escrevemos | em vez de Ypp. Assim, podemos caracterizar, o espago Hg (§2) por
Hi () = {p e H (Q); O = 0}. A generalizacdo do operador de trago para os espagos H™ ()

ocorre de forma natural e no caso m = 2, temos

0
@) = {v € 12 @i0, =0, e =0},
O dual topoldgico do espaco Wy"" (Q) representamos por W~ (Q) se 1 < p < oo com

1 1 /
23 + 5 =1. Se ¢ € W—™1(Q), entao Pl € D ().
Quando p = 2, Wgn’z () sera denotado por HJ* (Q) cujo dual é H~™ ().

O teorema seguinte caracteriza o espaco W~""P ().

Braga, Pedro Luiz de Oliveira PPGME/UFPA



1.3 Outros Resultados Importantes 12

Teorema 1.2.1. Seja T € D' (). Entao, T € WP (Q) se, e somente se, existem g, € L1 ()
tais que T = > D%g,.

la|<m

Demonstracao: veja [18].

Proposicdo 1.2.1 (Caracterizacao de H~!(Q)). Se T for uma forma linear continua sobre

HE (), entdo existem n + 1 fungdes ug, ui, ..., un de L*(Q) tais que
n
ou;
T —
uo + ZZ; 9z,

Demonstragao: veja [8].
De posse destes dois resultados concluimos que se u € H} (Q), entdo Au € H~1 () sendo o

operador A : H} (Q) — H~!(Q) linear, continuo e isométrico.

Lema 1.2.1 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q@ C R"™ wum aberto limitado em alguma

direcio. Se u € Hg (), entdo existe uma constante C > 0 tal que
2 2
’u‘Lz(Q) S C ‘Vu’LQ(Q) .

Demonstragao. Veja [23].

1.3 Outros Resultados Importantes
A seguir enunciaremos mais alguns resultados que serao utilizados posteriormente.

Definicao 1.3.1 (Convergéncia Fraca). Sejam E um espaco de Banach e (u,),cy uma

sequéncia de E. Temos que u, — u fracamente se, e somente se,
/
<QO,UV>—><Q0,’U,>, VUEE

Definicao 1.3.2 (Convergéncia Fraca Estrela). Sejam E um espag¢o de Banach, ¢ € E'e

e A . /
(¢v)yen uma seqiiéncia de E. Temos que @, — ¢ fraco x se, somente se,

(v, u) — (p,u), VueE.

Braga, Pedro Luiz de Oliveira PPGME/UFPA



1.3 Outros Resultados Importantes 13

Lema 1.3.1 (Lema de Gronwall). Sejam ¢, : [a,b] — R fung¢des continuas e nao-negativas,

a>0. Se

¢<t>§a+/ o (s) ¥ (s) ds,

entao,

t
¢ (t) < aexp [/ ¢(s)ds] , Vte€a,b].
Em particular, ¢ (t) € limitada e se a =0, entao ¢ = 0.
Demonstracao. Veja [23].

Lema 1.3.2 (Desigualdade de Yoyng). Dados € > 0 e dois nimeros reais a e b, € vdlida a
sequinte relacdo

2, 1.9

ab < ea” 4+ —b”.

de

Demonstracao. Veja [10].

Teorema 1.3.1. Seja E um espago de Banach reflexivo e seja (x,) uma sequéncia limitada em
E. Entao, existe uma subsequéncia (xy,) que converge na topologia fraca.

Denotamos por By, B e By espacos de Banach onde By e B sdo espacos reflexivos satisfazendo
By C B C By, aimersdo de By em B é compacta. (a)
Demonstragao. Veja [8].

Lema 1.3.3 (Aubin-Lions). . Sejam 1 < pg,p1 < oo e suponhamos que (a) seja vdlida.
Entao, a imersao de W sobre LP°(0,T; B) é compacta, sendo W={v; v € LP°(0,T; By), v €
Lp1(07T;Bl)}‘

Demonstragao. Veja [8].

Lema 1.3.4. Sejam V, H espagos de Hilbert, com V' — H (imersao continua). Sew € LP((0,1); V),
up € LP((0,1); H), 1 < p < o0, entdo u € C((0,1); H).

Demonstragao. Veja [8].
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Capitulo 2

Existéncia e Regularidade de Solucoes

Neste capitulo vamos estudar a existéncia e regularidade de solugoes fortes para o sistema

abaixo:
uy — Au + /Ot g1(t — 8)Au(s)ds + aus + h(u —v) =0 em Q (2.1)
v — Av + /t g2(t — 8)Av(s)ds + aws + h(u—v) =0 em Q (2.2)
0
u=v=0 sobre Z, (2.3)
(u(x,0),v(x,0)) = (uo(z),v0(x)) (ue(x),ve(z)) = wi(z),vi(x) em Q. (2.4)

onde u e v sao deslocamento transversal e a constante positiva.
Antes, iremos transformar o problema proposto em um dominio néo-cilindrico para um

dominio cilindrico. Para isso usaremos o seguinte difeomorfismo:

7:Q —Q, (z,t) € Y — (y,t) = <i(t),t> (2.5)
et L Q — @ definido por
Ty, t) = (2,t) = (V(D)y. ). (2.6)

Denotaremos por ¢ e 1 as fungoes

oy, t) =uor (y,t) = u(y(t)y,t),

Py, t) =voy  (y,t) = v(y(t)y,1). (2.7)
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O problema de valor inicial e de fronteira (2.1) — (2.4) transformam-se em:

t
o~ A+ /0 a1 (t — )7 2(s)Ap(s)ds + apy
—h(p =) — A(t)p+ a1.Vorp +a2.Vo =0 em Q
t
Vit~ 2AY + /O a2t — )7 2(5) Adh(s)ds + oy
—h(p—vY) — A+ a1.Voh + a2.Vp =0 em Q
(P‘F = w’f‘ = 07

(@lt=0,Vlt=0) = (o,%0) (@tlt=0,Vtlt=0) = (¢1,%1) em £,

onde

At)p = Z Oy, (aijOy,p), Alt)Y = Z Oy (aijOy, )

i,j=1 i,j=1

az](y)t) — _(7,7_1)2yiyj (27] = ]-a "'7n))
a1 (y,t) = =29y )2y,
az(y,t) = =y 2y(Y"v + ' (ay + (n — 1)7")).

Para mostrar a existéncia de solucoes forte usaremos as seguites hipdteses.

Y <0 em n>2 4 >0 se n<2,

) e L) inf —
v(.) € ’O;Iiw”(t) Y0 > 0,

v € W%(0,00) N W20, 00).

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Note que a hipétese (2.13) significa que Q esta decrescente se n > 2 e crescente se n < 2 no

sentido que quando t > t' e n > 2 entao a projegao de €; sobre o espago t = 0 contém a projegao

de €); sobre o mesmo subespago e contrario no caso n < 2.
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Para isto consideremos o niicleo g; : R, — R, pertencente a W21(0, 00) e satisfazendo

g >0, —g. >0, 7{2 —/ gi(s)'y_2(s)ds =03>0, 1=1,2 (2.16)
0

onde

A hipétese acima (2.16), implica

Bi <(t)72 — /OOO gi(s)y 2 (s)ds <

Seja h € C*(R), satisfazendo

h(s)s > 0, V seR.

Adicionalmente, consideramos que h é superlinear, isto é:
z
h(s)s > (2+6)H(s), H(z)= / h(s)ds ¥V s €R,
0
para algum 0 > 0 com a seguinte condicao de crescimento
[h(z) = h(y)] < CA+ |zlP~t + ]yl Dz —yl, Ya,yeR

para algum C' > 0, p > 1 tal que (n — 2) < n. Para simplificar nossa andlise, vamos definir o

operador bindario

Vo) _ [ [0 s _ Vo(s)|dsdx
5 = [ [ att = 9n Va0 - Vo(s) s

Com esta notacao temos a seguinte afirmacao:

Lema 2.0.5. Para ¢ € C1(0,T : HY(Q2)) temos

! —2 _ 1 g(t) 2 1 / V(Z>
/Q/o g(t —s)y (S)V¢.V¢tdsdx——272(0)/Q|V¢] dx—i—ig DT

o ([ 250) e

Vu(t)

A prova deste lema segue por diferenciacdo ao termo gl OB
Y
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Teorema 2.0.2. Seja (po,10) € (HL(Q) N H2(Q))?2, (p1,%1) € (HF(Q))? e suponhamos que
as hipdteses (2.11)-(2.13) sejam satisfeitas. Entao, existe uma inica solugdao (p,1) do problema

(2.1)-(2.4) satisfazendo
¢, € L®(0,00 : H(Q) N H%(Q),
i, € L(0, 00 : Hy(2))
pit, e € L(0,00 : L*(Q)).
Demonstragao. Denotaremos por B o operador
Bw = —Aw, D(B)= H}Q)NH?(Q).

B é um opedrador auto adjunto positivo no espago de Hilbert L?(£2) para o qual existe sequéncias
{w}nen € {A}nen de auto fungdes e autovalores de B tal que o conjunto das combinagoes lineares

de {w}pen é denso em D(B) e A\ < A2 < ... < Ay, — 00 quando m — oo. Denotamos por:

m m

o = Z(Sﬁo,wj)wj, vyt = Z(%,wg‘)wj
= =1
m m

e = (prwjwy, Y= (1, w;)w
= =1

Note que para qualquer {pg, %0}, {¢1,91} € (D(B))? x (HL(Q))?, temos que (@5, i) —
(100, %o) forte em (D(B))* e (o', ¥1") — (1,41) forte em (Hj(92))?.

Denotando por V,,, o espaco gerado por wy, ..., wy, resulta do Teorema de Picard implica a
existéncia de solugao local (¢™,1"™) da forma

(@™ (), ™) = > _(hjm(t), fim(t))w;,

m
j=1

para o sistema
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/@I?wg‘dera/ @i”wy'dy—v2/ Acpmwjder/ h(e™ — P™)w;dy
Q Q Q Q
// g1t — s)7 2 (s) V™ (s )-V%dsder/ A(t)p"w;dy
Q
+/ al.Vgo,’f"wjdy—i—/ ar.Vo"widy =0, (j=1,...,m), (2.17)
Q Q
[ wrwsdy+a [ wrwgdy =y [ aemady+ [ hem - sy
Q Q Q Q
// g2t — s)y2(s) V™ (s )V%dsdy%—/A Y widy

—I—/ al.VwZ"wjdy—i—/ as.Vy"w;dy =0, (j=1,....,m), (2.18)
Q Q

(©™(2,0), 9™ (2,0)) = (#6",%5") (91" (2,0), 9" (x,0)) = (21", ¥7"). (2.19)

Ver [4] para detalhes.
A extensao dessas solugoes para o intervalo inteiro [0,7], 0 < T' < oo, é consequencia da

primeira estimativa que vamos provar a seguir.
I ESTIMATIVA APRIORI

Multiplicando a equagao (2.17)-(2.18) por hj,,(t) e respectivamente, somando o resul-

/
Jgm>

tado do produto e usando o Lema 2.0.5, obtemos:

1 d m m m m m m. m m m
5@»5 1t ™ Y™) + al|le ||%2(Q)+|W)t ||%2(Q))+/ A(t)p™ oy dy+/A(t)¢ Pt dy
Q Q

+/a1.Vg0§"90§”dy+/al.Vzp]f”w;”dy—i—/ag.VamepTdy—i-/ az. V"t dy
Q Q Q Q

Braga, Pedro Luiz de Oliveira PPGME/UFPA



19

1 gi(t)

2+%(0)

1 g2(t) 9 1 V™ 1,
- V™ giO——— 4+ g5

vy

IVe™ 1220y —

7/ m||2 ’Y/ mi|2
——=|V — =V )
73H " 220 73,” 1220
onde

£2(" ") = I By + (s — [ 02008 196" gy
V™ 2 1 : -2 2
Di m - m

00 g HLQ(W(W [ oxls120as ) 196" e

+92D+/H

Considerando (2.11), (2.13) e (2.16), obtemos:

1 d m m m m m m
S £ (L™ ™) + allel 3aq) + 195 I32q) < O |+ L), (2.20)

Integrando a desigualdade (2.20), usando o Lema de Gronwall e considerando (2.13) obte-

mos:

t
£§”(t,¢m,¢m)+/0 (e ()z2) + W8 ()| Z2i))ds < C, Yme N, ¥te[0,T]. (2.21)

II ESTIMATIVA APRIORI
Da equagao (2.17) e (2.18) obtemos:
15 (0) 220y + 65 (O) |22y < C, ¥ m € N. (2.22)

Usando as hipdteses sobre g; e v, e diferenciando as equagoes (2.17) e (2.18) em relacao ao

tempo, obtemos

!
_ ¥ g1(t)
/wi?twy'dy+oz/ prrwidy — 2/ Aso;?”wjder?g/ P"widy — = vp widy
Q Q Q 7 Ja 7%(0) Jo

d d
// g1t — s)7 72 (s) V™ (s)ds. Vw;der/ dt(A(t)wm)wjder/QCﬁ(al-vw?"”)wjdy
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+ [ @ Vemidy+ [ K" = om e = o sy =0 (223)

_ v g1(1)
M wid +a/ Mwidy — 2/A¢mw-dy+2/A¢mwdy—
/thtt jay tht oYy — Y 0 t Wy v Jq J 72(0)

0'w;dy

d
# [ [ abte— 9 e Ty + [ A@ iy + [ a0y

d
+ [ @y + [ B = = oy = 0 (2:24)

Multiplicando (2.25) por h;-’m e (2.24) por e somando as equacoes resultantes, obtemos:

91(t)
72(0)/QA ngttdy

d d ma
+ [ [ e sn v s Voudy + [ S awem ety + [ Vool

]m’

/
_ v
/@?ZtSO?Zdera/sO?ZsO?Zdy—v 2/A90T<p?§dy+23/As0ms01?
Q Q Q 7 Ja

d
+ [ Slaaemegdy+ [ B =)o — v pudy
! t
[ vtwsdy o [ wtondy—o? [ avpugay+2Z [ avrogpay- 20 [ svpopdy
d d
v [ [ bt snvwr s+ [ 4w+ [ v

d !/ m m m m m
+ [ Gaavemgay— [ Wi —umer - oy = o, (225)

2n -
Seja p, = — Da condicao de crescimento da funcao h e usando as imersoes de Sobolev,
n p—

temos:

/Q B (™ — ™) el opdy < C /Q (14 20™ — ™) o dy

<C [/Q(HQ\som—wm!p_l)”‘ldyF [/Q\wi”!p"dy} [/ it | dy}
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m m|2 %_1 mi|2 % m|2 %
SCUQ(H\WO - Vo \)dy} Uﬂlth!dy] Uﬂ!sott\dy] :

Levando em consideragao a primeira estimativa (2.21) e usando a desigualdade elementar

2ab < a® + b? concluimos que

/Q B (g™ — $™) oy < Of /Q Vo 2y + /Q o Pdy). (2.26)

Similarmente, temos

- / B(p™ — $mrgpdy < O / VO Rdy + / o2y}, (2.27)
Q Q Q
/ B (™ — 6™ ergpdy < O / Vel dy + / e 2y}, (2.28)
Q Q Q
- / B (o™ — o™ )gdy < O / IV 2y + / Py} (2.20)
9] 0 (9]

Substituindo as equagdes (2.26)-(2.29) em (2.25) e usando argumentos similares como em

(2.21), obtemos:

d m m ,.m ! m m
%’612 (tv()@ 7¢ )+/0 (||8055(5)”%2(Q) + sts(s)H%Q(Q))dS < Cv Vie [OvT] Vome N7 (230)

onde

£ 9™, 0™ — |6 <s>r%2<m+<,y2(t)— [ onton 2<s>ds) V6™ 22

1
YA(t)

As estimativas (2.21) e (2.30) permite obter subsequencias (¢™* ™*) de (™, ™), que

1 _vym

V™ m ' - m
‘HhDTWt \%2(Q)+< _/o 92(s)y 2(5)d5> Ve ’\%2(9)+§9257-

serd denotado por (¢™,1"™) e as fungoes @, : 2x]0, co[— R, satisfazendo:

(@™ ™) — (p,) fraco estrela em L>(0,00 : HY(Q)), (2.31)
(@ ) — (pp, b)) fraco estrela em L™(0,00 : Hy (), (2.32)
(@M ™) — (@u, ) fraco estrela  em L™(0,00 : L*(Q)). (2.33)
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Fazendo m — oo nas equagoes (2.17)-(2.18) e usando as estimativas (2.31)-(2.33), con-
cluimos que (p, ) satisfaz (2.8)-(2.9) no sentido de L>°(0, 00 : L?(f2)). Logo, por regularidade

eliptica, temos que:

@, € L>®(0,00 : H(Q) N H(Q)).

UNICIDADE

Suponhamos que (¢,v) e ($p1)) sdo duas solucdes do problema (2.8)-(2.9) nas condicdes do

Teorema 2.0.1. Entao

A~

satisfaz as condigoes e

(¢(0),0(0)) = (0,0), (¢:(0),0:(0)) = (0,0).

Demonstraremos que (¢, ) = (0,0) sobre Q x [0, co.
Multiplicando as equacgoes (2.8) e (2.9) por ¢; e 6, respectivamente, somando o resultado,

usando o Lema 2.0.5, a condigao de crescimento da fungao h e utilizando sobolev, temos:

1d
5 £1(t.0.0) + allgel 2 i) + 10l 72())ds < CUvLI+ V') £1(1),

onde

1 t
£1(0:6.6) = Wl + (a5~ [ (6070005 ) 1962

T+ (e [ on , 1w
+91D ~ ||9t||L2(Q) + (’)/2<t) 0 92(8)’}/ (S)ds ||V9||L2(Q) —+ 292|:| ~ .

Integrando em relacao a ¢t a inequacao anterior e aplicando a desigualdade de Gronwall,
vamos concluir que (¢,6) = (0,0) sobre £ x [0, ool.
Para mostrar a existéncia no dominio nao cilindrico, retornamos ao nosso problema original

no dominio nao cilindrico e usamos a mudanga de varidvel dada em (2.5) por

(yat) = T(l‘,t), (x7t) € Q.
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Seja (p,1) a solucao obtida do Teorema 2.0.1 e (u,v) definida por (2.7), entao (u,v)

pertence a classe

u,v € L>(0,00 : HY(Q) N H*()) (2.34)
ug,ve € L®(0,00 : HY (%)) (2.35)
Utt, Vit € LOO(O, o0 . L2(Qt)) (236)

Denotando por

u(x’t) = ‘P(y’t) = (9007—)(37775)7 U(:E,t) = w(ya t) = (1/] OT)($7t)

Segue de (2.6) que (u,v) satisfaz as equacoes (2.1)-(2.4) no sentido de L°°(0,00 : L2(£).
Seja (u1,v1), (ug,v2) duas solugoes de (2.1)-(2.2), e (p1,11), (p2,%2) fungdes obtidas através
do difeomorfismo 7 dado por (2.5). Entao (p1,11) e (p2,12) sado solugdes de (2.8)-(2.9). Pelo
resultado de unicidade do Teorema 2.0.1, temos que (p1,11) = (p2,12) entdo (u1,v1) =

(ug2,v2). Sendo assim, demonstramos o seguinte resultado.

Teorema 2.0.3. Consideremos ((ug,v0) € (Hg(Q0) N H?(2))2, (u1,v1) € (HE(Q0))? e supo-
nhamos que as hipdteses (2.13)-(2.15) e (2.16) sejam satisfeitas. Entdo existe uma tinica solugao
(u,v) do problema (2.1)-(2.4) satisfazendo (2.34)-(2.36) e as equagdes (2.1)-(2.4) no sentido de
L>®(0,00 : L2(£Y)).
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Capitulo 3

Decaimento Exponencial

Neste capitulo vamos mostrar que a solugao do sistema (2.1)-(2.2) decai exponencialmente.

Para este fim, assumiremos que a meméria g; satisfaz:

gi(t) < —=Cigi(t), (3.1)

<1 - /Ooog(s)d5> =, Vi=1,2 (3.2)

para todo t > 0, com constante posistiva C;. Adicionalmente, assumiremos que a fungao v(.),

satisfaz as condicoes;

V<0, t>0, n>2 (3.3)
0< max [/(t)] < - (3.4)
08200 7 —d '

onde d = diam(£2). A condicao (3.4) implica que nosso dominio é ”time like”no sentido que
lu| < |7l

onde v e U denota a t-componente e x-componente do vetor unitario exterior normal de 3. Para

facilitar nossos céalculos introduzimos a seguinte notacao:

(¢gOVu)(t) = /Q /0 g(t — 8)|Vu(t) — Vu(s)|*dsdz.

Devido a geometria do nosso dominio nao cilindrico, o lema abaixo é bastante importante na

prova do Lema 3.0.7 e no decaimento exponencial.
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Lema 3.0.6. Seja F(.) uma fungao regular definida em Q; x [0,00[(t € [0,00[). Entdo

F(z,t)dx = /Q i F(z,t)dx + 1/ F(xz,t)(z.7)dly, (3.5)

a .

onde Ué a x-componente do vetor unitdrio exterior v.

Demonstragao. Fazendo a mudanca de varidvel = = y(t)y, y € Q

d d
dt Jo

Se retornarmos a variavel x, obtemos

d
— F (z,t)dx = —d —i— — | x.VF(z,t)dx+ nt F(z,t)dx.

dt o O v Ja,

Integrando por parte a tltima igualdade, obtemos a férmula (3.5).

Lema 3.0.7. Para qualquer funcdo g € C1(Ry) eu € CH((0,T) : H?(SY)), temos que

! 1 1
/ / g(t — s)Vu(s)ds.Vurdx = —g(t)/ |Vug|*dz + =¢g'OVu
o Jo 2 Q 2

gOVu — </Otg(s)ds> /Q ]Vu|2d$}
+;; /Ft /Otg(t — 8)|Vu(t) — Vu(s)|*(7.2)dl;.

Demonstragao. Derivando o termo gOVu e aplicando o Lema 3.0.6 obtemos

d d [t )
Zg0OVu= | = — §)|Vu(t) =V
90V /Qt dt/o g(t — s)|Vu(t) u(s)|“dsdx

l, t — S u — US23
’y/Ft/Og(t )[Vu(t) — Vu(s)|*dsdl .
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Notando que

/Qt jt/otg(t = 8)|Vu(t) = Vu(s)dsde = =2 /Q /Ot g(t — 5)Vu(s). Vudsda

—g(t) [ |Vu(t)]*dz + ¢'OVu
Qy

t
-l—i (/ g(s)ds> |Vu|*dx
dt \ Jo Q

segue a conclusao do lema.
Introduzimos o funcional

t
E(t) = HUtH%%Q) + (1 —/0 91(3)d3> HVUH%?(Q) + 10Vu + ||v,

t
+ <1 —/ 92(3)d3> IV0l|72(q) + 920V 0[l72 (0 +/ H(u—v)dz.
0 oy

Observe que E(t) > 0 desde que a hipdtese (3.2) seja satisfeita.

O lema seguinte mostra a propriedade dissipativa da energia do sistema (2.1)-(2.4). Para
isso as hipdteses (2.13) s@o cruciais.

Lema 3.0.8. Consideremos (ug,vo) € (H(Q0) NH?(Q))?, (u1,v1) € (HF(Q0))? e suponha que

as hipdteses (2.11)-(2.13) e (2.16) sejam satisfeitas. Entdao qualquer solugao regular (2.1)-(2.4)
satisfaz

d v
P+ 20(|[uel| Z2 gy + vell72(0)) — / ;(V‘x)(|u|2 + | Vul?)dT,

Iy

Py/ - Fyl - t
_/F Fy(u.x)(|v|2—|—|Vv|2)dI‘t—/ 7(y.gc)/o 91(t — 9)|Vu(t) — Vu(s)2dsdT,

t ry

/

’Y/ _ t 9 Yo
— /Ft 7(1/.30)/0 g2(t — 8)|Vu(t) — Vou(s)|“dsdly — /Ft ;(ya:)H(u —v)dly

—/ gl(t)yvu\Zda:+ggmvu—/ 9o (8)[Vo[2dz + ghOVw.
o

Qy

Demonstragao. Multiplicando as equagoes 2.1 por u; e (2.2) por v; e fazendo integragao por
parte sobre §2; e usando o Lema 3.0.6, obtemos:
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1d
sl + 5 19l + aluliagy = [ [ o= 9)9ute).Vudsa

~ 1d 1d
- /Ft g(V@’)(’Ut\Q + | Vul?)dTl, + 5@\\%”%2(90 + §£HV’UH%2(Q,S) +alluZ2q,

/ / g2(t — s)Vu( )Vvtdsdac—/ —(@.2)(|ve)* + |Vol*) dFt—i—/ —H(u —v)dx.
Qy

Levando em conta o Lema 3.0.6 e o Lema 3.0.7, obtemos a conclusao do lema.
Consideremos o seguinte funcional

o(t) =2 /Q (s + vv)dz + a[[ul 2oy + 10]22(00))-
t

Lema 3.0.9. Cosideremos (ug,vo) € (HE(Q0) N H?(2))?, (u1,v1) € (HE(Q0))? e suponha que
as hipoteses (2.11)-(2.13) e (2.16) sejam satisfeitas. Entdo qualquer solugdo regular do sistema
(2.1)-(2.4) satisfaz

t
53500 < Il ~ Vuulaqy + ([ n(s)ds) IVl

=

t b} 1
+Vullz2 ) (/0 91(5)d5> (1OVu)2 + [[vell720, — VUil 720y

t t 2
+< / 92<s>ds) 190120 + IVl 2220 ( / g2<s>ds) (920V0)3

—(246) | H(u—ov)dx.
Q

Demonstracao. Multiplicando as equgdes (2.1) por u e (2.2) por v, e integrando sobre ),
obtemos:
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1d
SV

t
_ 2 2
5 dt () = llwell iz, — IVuellz2,) + /Qt/o 91(t — s)Vu(s).Vudsdx

¢
Hth%z(Qt) - HVth%z(Qt) +/Q /0 g2(t — s)Vu(s).Vudsdx

- / (u —v)h(u —v)dz.
Qy
Notando que

/Qt /Ot 91(t = 5)Vu(s).Vudsdr = /Qt /Ot g1(t — 5)(Vu(s) — Vu(t)).Vudsdz

+/Qt (/Ot gl(s)ds> |Vu|*de,

/Qt /Ot g2(t — 8)Vu(s).Vodsdr = /Qt /ot gat — 8)(Vo(s) — Vo(t)).Vudsdz
+/ﬂt (/Ot 92(S)d8> |Vo|?dz

/Qt /Ot g1(t — s)(Vu(s) — Vu(t).Vudz| < [|[Vul| 120, (/Otgl(s)d5> ? (OV)3,

e levando em conta que

=

/Qt /Otgz(t—s)(w(s) — Vu(t).Vudz| < ||Vl 120, </0t92(5)d8>2 (920V0)3,

—/ (u—v)h(u—v)dr < —(2+90) | H(u—wv)dx
Qy Q

segue a conclusao do lema.
Consideremos o funcional

L(t) = NE(t) +(t), (3.6)
com N > 0. Usando a desigualdade de Young e a desigualdade de Poincaré temos que
koE(t) < L(t) < k1 E(t), (3.7)

onde kg e ki sao constantes positivas.
Agora mostraremos o principal resultado desse trabalho.
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Teorema 3.0.4. Consideremos (ug,vg) € (
que as hipdteses (2.12)-(2.13), (2.16), (3.3
reqular do sistema (2.1)-(2.2) satisfaz

H(Q0) N H?(Q0))?, (u1,v1) € (HE(Q0))? e suponha
) e (3.4) sejam satisfeitas. Entdo qualquer solug¢ao

E(t) < Ce S E(0), Yt>0
onde C' e & sao constantes positivas.

Demonstragao. Usando o Lema 3.0.8 e o Lema 3.0.9, obtemos:

d

dtﬁ(t) < *QNOZHUtH%Z(Qt) — C1Ng1OVu + ||Ut||%2(gt)

*2NOZ||’Ut”%2(Qt) — C1NgOVv + Hth%Q(Qt)
2 ! 2
—IVull32(,) + g1(s)ds | [[Vullz2(q,)
0

t
Vol + ( / 92(8)d5) 190120,

t 2
IVl ( / 91(8)d8> (g10Vu)d

=

t 3 L
190l 220 < / 92<5>d8> (0:070)}

—(2+49) | H(u—v)dz.
Q¢

Usando a desigualdade de Young, obtemos para € > 0

d
L) < —2Nallut|72(q,) — CitNgiOVu + [lu|| 72 g,

t
Vula g, + ( / 91(8)d8> 19025 0,

g1 ”Ll(o,oo)

ov
% g1 U

€ 2
+5IVullza, +
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—QNC)&HUtH%z(Qt) — 3N g0Vu + Hth%?(Qt)

t
Vel + ( / 92(5)d3> 190200,

g2 ||L1(0,oo)

€ 2
+5IVUllze ) + =2

920V

—(2496) | H(u—v)dz
Q

Escolhendo N suficiente grande e € bastante pequeno obtemos

%L(t) < “ME(®) (3.8)

ondde ¢ é uma constante posistiva independente de ¢. De (3.7) e (3.8) segue que

204
L(t) < L(0)e* , ¥Vt >0.

Da relagdo de equivalente (3.7) segue nossa conclusao.
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