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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E NATURAIS

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO
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Departamento de Matemática, UFPA - Orientador

Profa. Dra. Maria de Nazaré Carvalho Bezerra
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Profa. Dra. Lúcia Satie Ikemoto Murakami

Departamento de Matemática, IME-USP

DATA DE AVALIAÇÃO: / /
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Resumo

Em uma álgebra de Bernstein A, os subespaços Ue e Ve originados da decomposição de

Peirce desta álgebra em relação ao idempotente e, quando substitúıdos em um polinômio

de duas vaŕıaveis não associativas p dá origem a um novo subespaço pe, subespaços obtidos

desta forma são chamados de p-subespaços.

Alguns polinômios tem a propriedade de darem origem a p-subespaços com mesma

dimensão independentemente do idempotentente escolhido para fazer a decomposição de

Peirce. Estes polinômios são ditos com dimensão invariante pela troca do idempotente.

Existem também polinômios que dão origem sempre aos mesmos subespaços independen-

temente da escolha do idempotente, estes são chamados de polinômios invariantes. Certas

álgebras de Bersntein apresentam a propriedade de que todos os polinômios têm dimensão

invariante.
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Introdução

Uma álgebra bárica é um par (A,ω) na qual A é uma álgebra sobre um corpo K e ω

é um homomorfismo não nulo de álgebras de A em K. Uma álgebra de Bernstein é uma

álgebra bárica que satisfaz, para todos seus elementos, a seguinte identidade

(x2)2 = ω(x)2x2

Denotamos por N o núcleo de ω, também chamado núcleo de A.

As álgebras de Bernstein pertencem à classe das álgebras não associativas e surgiram

a partir de estudos sobre a formalização matemática das leis da genética de Mendel, tal

estudo foi iniciado por I.M.H. Etherington na década de 30 e, posteriormente, desenvolvido

por Y.Lyubich e P.Holgate na década de 70.

Entre as caracteŕısticas especiais das álgebras de Bernstein está o fato destas álgebras

sempre possúırem idempotentes não nulos, isto é, um elemento e que satisfaz e2 = e. Fato

este sobre o qual desenvolve-se muito da teoria sobre as álgebras de Bernstein. Em uma

álgebra de Bernstein A, para cada idempotente não-nulo e, podemos associar uma decom-

posição A = Ke⊕Ue⊕Ve, chamada decomposição de Peirce de A associada ao idempotente

e, em que Ke é o subespaço gerado por e, e Ue e Ve são subespaços de A tais que N = Ue⊕Ve.

Podemos obter outros subespaços por produtos consecutivos dos subespaços Ue e Ve,

os chamados p-monômios e a partir de somas finitas de p-monômios, formar os chamados

p-subespaços. Y.Lyubich provou que os p-subespaços Ue e Ve, apesar de variarem quando
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se troca o idempotente, suas dimensões permanecem invariantes. Existem p-subespaços que

além de terem dimensão invariante, também são eles próprios invariantes quando se troca

o idempotente.

Em [4] é feito um estudo completo sobre os p-subespaços de grau menor que quatro que

são invariantes e sobre os que possuem dimensão invariante quando se troca o idempotente.

Em [1] faz-se um estudo sobre a máxima variação da dimensão de certos p-subespaços, bem

como das implicações destas variações na estrutura da álgebra de Bernstein.

O objetivo deste trabalho é revisar os principais resultados acerca do estudo dos p-

subespaços no que diz respeito às suas variações e também no que se refere às variações da

dimensão.

No Caṕıtulo 1 introduzimos o conceito de álgebra de Bernstein, deduzimos a decom-

posição de Peirce de uma álgebra de Bernstein relativa ao idempotente e e obtemos uma

importante caracterização das álgebras de Bernstein que também são álgebras de Jordan,

além de outros conceitos e resultados necessários aos caṕıtulos posteriores.

No Caṕıtulo 2 desenvolvemos os principais resultados sobre p-subespaços invariantes e

vemos que o problema é totalmente resolvido em uma certa classe de álgebras de Bernstein.

No Caṕıtulo 3 estudamos a maneira como certos p-subespaços variam pela troca do

idempotente.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos a definição do nosso principal objeto de estudo, a saber,

as álgebras de Bernstein, bem como deduzimos suas principais propriedades, as quais serão

necessárias ao desenvolvimento dos demais caṕıtulos.

1.1 Álgebras de Bernstein

Uma álgebra sobre um corpo K é uma estrutura formada por um par (A, ·), onde A é

um espaço vetorial sobre K e · é uma operação binária em A que satisfaz as propriedades

distributivas em relação à adição e a propriedade da homogeneidade, isto é,

(y + z) · x = y · x + z · x
x · (y + z) = x · y + x · z

(αx) · y = x · (αy) = α(x · y)

para quaisquer x, y em A e α em K.

Neste trabalho consideraremos apenas álgebras que provém de espaços vetoriais de di-

mensão finita.
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Denotaremos (A, ·) apenas por A quando ficar claro qual produto está sendo utilizado.

Indicaremos x · y apenas por xy, x · x por x2, (x · x) · x por x3, e de modo geral, definimos

recursivamente: xn = xn−1 · x se n > 1 e x1 = x.

Sejam A e B álgebras sobre K, um homomorfismo de A em B é uma função linear f de

A em B tal que f(xy) = f(x)f(y). Uma álgebra bárica sobre um corpo K é um par (A,ω)

onde A é uma álgebra sobre K e ω é um homomorfismo não nulo de A em K, chamado

caracter de A ou função peso de A. Se x é um elemento de A, dizemos que ω(x) é o peso

de x. Convém ressaltar que nem toda álgebra pode ser vista como uma álgebra bárica, pois

existem álgebras que não possuem caracter, como exemplo citamos a álgebra onde A é um

espaço vetorial e o produto é definido por xy = 0 para quaisquer x e y em A. De fato, se

f é um homomorfismo de A em K, então f(x)2 = f(x2) = f(0) e portanto f(x) = 0, para

qualquer x em A, logo f ≡ 0.

Seja (A,ω) uma álgebra bárica, então A pode ser decomposta na forma A = Kx ⊕ N ,

onde N = ker ω, x /∈ N e Kx é o subespaço gerado por x. De fato, seja y ∈ A, temos que

y = ω(y)
ω(x)

x + (y − ω(y)
ω(x)

x) onde ω(y)
ω(x)

x ∈ Kx e y − ω(y)
ω(x)

x ∈ N . Seja agora y′ ∈ Kx ∩ N então

existe α em K tal que y′ = αx e 0 = ω(y′) = ω(αx) = αω(x) o que implica em α = 0 já que

ω(x) 6= 0 e portanto y′ = 0.

Uma álgebra é comutativa quando seu produto satisfaz

xy = yx

para quaisquer x, y ∈ A.

Uma álgebra de Bernstein é uma álgebra bárica comutativa (A,ω) que satisfaz a identi-

dade

(x2)2 = ω(x)2x2 (1.1)

para qualquer x em A.

A seguinte proposição afirma que nas álgebras de Bernstein existe apenas um caracter.
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Proposição 1. Em uma álgebra de Bernstein existe apenas um caracter.

Demonstração

Sejam (A,ω) uma álgebra de Bernstein e ω′ um caracter de A. Para qualquer n ∈ N

tem-se (n2)2 = ω(n)2n2 = 0n2 = 0. Assim ω′(n)4 = ω′((n2)2) = ω′(0) = 0. Como ω é

caracter de A, existe x0 em A tal que ω(x0) 6= 0 e A = Kx0 + N , assim, para qualquer x

em A, existem e são únicos α ∈ K e n ∈ N tais que x = αx0 + n. Para λ = ω′(x0)
ω(x0)

temos

que ω′(x) = ω′(αx + n) = αω′(x0) = αλω(x0) = λω(αx0 + n) = λω(x). Portanto ω′ = λω

com λ 6= 0 já que ω′ é caracter. Tem-se também λω(x0)
2 = λω(x2

0) = ω′(x2
0) = ω′(x0)

2 =

[λω(x0)]
2 = λ2ω(x0)

2 assim (λ− λ2)ω(x0)
2 = 0 e como λω(x0)

2 6= 0 então λ = 1 e ω′ = ω.¤

De acordo com a proposição anterior não existe ambigüidade ao referir-se a uma álgebra

de Bernstein (A,ω) apenas por A.

A partir deste ponto consideraremos apenas corpos com caracteŕıstica diferente de 2.

Tal fato será usado como hipótese nos enunciados posteriores.

No seguinte lema generalizaremos a equação (1.1) com uma técnica chamada linearização

que será bastante utilizada posteriormente.

Lema 1. Seja K um corpo que tem caracteŕıstica diferente de 2 e possui mais de 3 elemen-

tos. Então, para uma álgebra de Bernstein A sobre esse corpo, tem-se

2x2(xy) = ω(x)2xy + ω(x)ω(y)x2 (1.2)

para quaisquer x, y em A.

Demonstração

Substituindo x por αx + y em (1.1) temos então ((αx + y)2)2 = ω(αx + y)2(αx + y)2.
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Segue dáı que

α4(x2)2 + 4α3x2(xy) + 4α2(xy)2 + 4αy2(xy) + (y2)2 + 2α2x2y2

= α4ω(x)2x2 + 2α3ω(x)2xy + α2ω(x)2y2 + 2α3ω(x)ω(y)x2 + 4α2ω(x)ω(y)xy

+2αω(x)ω(y)y2 + α2ω(y)2x2 + 2αω(y)2xy + ω(y)2y2

aplicando novamente (1.1) e reordenando as parcelas temos

α3(4x2(xy)− 2ω(x)2xy + 2ω(x)ω(y)x2) + α2(4(xy)2 + 2x2y2 − ω(x)2y2

−4ω(x)ω(y)xy − ω(y)2x2) + α(4y2(xy)− 2ω(x)ω(y)y2 − 2ω(y)2xy) = 0

substituindo α por −α, subtraindo da anterior e multiplicando por 1
4

temos

α3(2x2(xy)− ω(x)2xy − ω(x)ω(y)x2) + α(2y2(xy)− ω(x)ω(y)y2 − ω(y)2(xy)) = 0.

Como K tem caracteŕıstica diferente de 2 e tem mais de 3 elementos então 1 6= −1 e existe β

em K tal que β /∈ {0, 1,−1} então na equação anterior substituindo α por β e multiplicando

por 1
β

temos

β2(2x2(xy)− ω(x)2xy − ω(x)ω(y)x2) + (2y2(xy)− ω(x)ω(y)y2 − ω(y)2(xy)) = 0

substituindo α por 1

(2x2(xy)− ω(x)2xy − ω(x)ω(y)x2) + (2y2(xy)− ω(x)ω(y)y2 − ω(y)2(xy)) = 0

subtraindo essas duas equações

(β2 − 1)(2x2(xy)− ω(x)2xy − ω(x)ω(y)x2) = 0

como β2 6= 1 então conclúımos que

2x2(xy)− ω(x)2xy − ω(x)ω(y)x2 = 0 ¤

Quando um elemento e ∈ A satisfaz e2 = e diz-se que ele é um idempotente de A. O

conjunto dos idempotentes de uma álgebra de Bernstein A é dado por Id(A) = {x2; ω(x) =
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1}∪ 0. De fato, se x é um idempotente então ω(x)2 = ω(x) portanto ω(x) = 0 ou ω(x) = 1.

Substituindo em (1.1), no primeiro caso temos que x = x2 = (x2)2 = ω(x)2x2 = 0, por outro

lado é claro que 0 é um idempotente e se ω(x) = 1 então (x2)2 = ω(x)2x2 = x2. Denotamos

por Id1(A) = {x2; ω(x) = 1} o conjunto dos idempotentes não nulos de A. Observamos que,

como ω é um caracter, Id1(A) 6= ∅.

Proposição 2. Sejam A uma álgebra de Bernstein, e um idempotente não nulo e y ∈ N .

Então

2e(2ey) = 2ey (1.3)

(2ey)y2 = 0 (1.4)

2ey2 + (2ey)2 = y2 (1.5)

(y2)2 = 0 (1.6)

Demonstração

Em (1.2) fazendo x = e e y ∈ N segue (1.3). Também em (1.2) substitúımos x por

y ∈ N e y por e temos (1.4). Substituindo x por e + y e y por e em (1.2) temos (1.5).Já

(1.6) decorre diretamente da substituição de x por y em (1.1).

Consideremos agora o seguinte operador Me : N → N definido por Me(y) = 2ey. Em

primeiro lugar observemos que Me está bem definido, pois N é um ideal, por causa de (1.3)

temos que M2
e = Me. Assim Me é uma projeção, logo, denotando Im(Me) por Ue e ker(Me)

por Ve, temos que

N = Ue ⊕ Ve (1.7)

Ue = {u ∈ N ; eu = 1
2
u} (1.8)

Ve = {v ∈ N ; ev = 0} (1.9)

Dados X1, X2 subespaços de A denotamos por X1X2 o subespaço gerado pelos produtos
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de elementos de X1 por elementos de X2. Quando X1 = X2 = X escrevemos X2 no lugar de

XX. Para álgebras comutativas temos que X2 = 〈x2; x ∈ X〉, pois para x1, x2 ∈ X tem-se

que x1x2 = 1
4
[(x1 + x2)

2 − (x1 − x2)
2] ∈ 〈x2; x ∈ X〉.

A seguinte proposição estabelece importantes propriedades dos subespaços U2
e , UeVe e

V 2
e .

Proposição 3. Em uma álgebra de Bernstein valem as seguintes inclusões

U2
e ⊂ Ve V 2

e ⊂ Ue UeVe ⊂ Ue (1.10)

Demonstração

Usando a identidade (1.5) temos que Me(y
2) + Me(y)2 = y2. Agora, usando a mesma

técnica empregada na demonstração do Lema 1, temos Me(y1y2) + Me(y1)Me(y2) = y1y2

assim Me(y1)Me(y2) = y1y2 − Me(y1y2) ∈ Ve, portanto U2
e ⊂ Ve. Se y1 ou y2 está em Ve

então y1y2 = Me(y1y2), logo UeVe ⊂ Ue e V 2
e ⊂ Ue. ¤

Seja A uma álgebra de Bernstein e e um idempotente não nulo de A, segue de (1.7) que

A pode ser decomposta na forma A = Ke ⊕ Ue ⊕ Ve. A esta decomposição dar-se-á o nome

de decomposição de Peirce A relativamente ao idempotente e.

Proposição 4. Em uma álgebra de Bernstein as seguintes identidades valem para quaisquer

u ∈ Ue e v ∈ Ve

u3 = 0 u(uv) = 0 uv2 = 0 (1.11)

(u2)2 = 0 (uv)2 = 0 (1.12)

Demonstração

Fazendo y = u em (1.4) temos que 0 = (2eu)u2 = u3. Agora, fazendo y = u + v também

em (1.4) e aplicando o resultado anterior temos 0 = [2e(u + v)](u + v)2 = u(uv) + uv2,

substituindo v por −v nesta equação temos uv2− u(uv) = 0. Somando estas duas equações
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e multiplicando por 1
2

temos uv2 = 0 e u(uv) = 0. Tomando x = u em (1.1) temos que

(u2)2 = 0 e para x = v temos (v2)2 = 0. Para x = u e y = v em (1.2) temos u2(uv) = 0.

Para x = v e y = u temos v2(uv) = 0 para x = u + v e y = u também em (1.2) e usando

as equações que acabamos de deduzir temos que 2(uv)2 + u2v2 = 0 e como (uv)2 ∈ Ve e

u2v2 ∈ Ve e N = Ue ⊕ Ve conclúımos que (uv)2 = u2v2 = 0. ¤

Linearizando as igualdades da proposição anterior obtemos as identidades da seguinte

proposição.

Proposição 5. Em uma álgebra de Bernstein valem as seguintes identidades para quaisquer

u, u1, u2, u3 ∈ Ue v, v1, v2 ∈ Ve

u2
1u2 + 2u1(u1u2) = 0, u1(u2u3) + u2(u1u3) + u3(u1u2) = 0 (1.13)

u1(u2v) + u2(u1v) = 0 (1.14)

u(v1v2) = 0 (1.15)

u2
1(u1u2) = 0 (1.16)

(uv1)(uv2) = (u1v)(u2v) = 0 (1.17)

A proposição seguinte mostra que o conjunto dos idempotentes não nulos de A pode ser

parametrizado pelo subespaço Ue.

Proposição 6. Seja e um idempotente não nulo de uma álgebra de Bernstein A. Então a

aplicação ϕ de Ue em Id1(A) definida por ϕ(u) = e + u + u2 é uma bijeção.

Demonstração

Sejam e ∈ Id1(A) e u, u1, u2 ∈ Ue, v ∈ Ve. De fato e + u + u2 é um idempotente, pois

usando (1.10) e (1.11) temos que (e+u+u2)2 = e+u2+(u2)2+2eu+2eu2+2u3 = e+u+u2.

Se ϕ(u1) = ϕ(u2) temos então que e + u1 + u2
1 = e + u2 + u2

2. Pela decomposição de Peirce

conclúımos que u1 = u2. Seja f = e + u + v um idempotente, como f = f 2 temos então

e + u + v = (e + u + v)2 = e + u2 + v2 + 2eu + 2ev + 2uv = e + (u + 2uv + v2) + u2 e,

novamente pela decomposição de Peirce, conclui-se que v = u2 e portanto ϕ(u) = f. ¤
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Proposição 7. Sejam A = Ke⊕Ue⊕Ve a decomposição de Peirce da álgebra de Bernstein

A relativa ao idempotente e e u0 ∈ Ue. As aplicações σ : Ue → Ue+u0+u2
0
, τ : Ve → Ve+u0+u2

0

e ψ : Ue → Ue definidas, respectivamente, por σ(u) = u + 2uu0, τ(v) = v − 2vu0 − 2vu2
0 e

ψ(u) = u− 2uu2
0 são isomorfismos de espaços vetoriais.

Demonstração

Mostremos inicialmente que σ está bem definida. Com efeito, utilizando (1.13), (1.10) e

(1.16) temos que

2(e + u0 + u2
0)(u + 2uu0) = 2eu + 4e(uu0) + 2uu0 + 4u0(uu0) + 2u2

0u + 4u2
0(u0u)

= u + 2uu0

e portanto (u + 2uuo) ∈ Ue+u0u2
0
. Claramente σ é linear e segue da decomposição de Peirce

de A que σ é injetora. Seja agora y ∈ Ue+u0u2
0
⊂ N então existem u ∈ Ue e v ∈ Ve tais que

y = u + v. Por definição u + v = 2(e + u0 + u2
0)(u + v) = u + 2uu0 + 2u0v + 2uu2

0 + 2u2
0v.

Novamente segue da decomposição de Peirce que 2u0v + 2uu2
0 + 2u2

0v = 0 e v = 2uu0. Logo

σ(u) = u + v.

Mostremos agora que τ está bem definida. De fato seja v ∈ Ve. Então utilizando (1.2),

(1.5), (1.8), (1.10), (1.11), (1.13) tem-se

(e + u0 + u2
0)(v − 2vu0 − 2vu2

0) = ev − 2e(vu0)− 2e(vu2
0) + u0v − 2u0(u0v)

−2u0(vu2
0) + u2

0v − 2u2
0(vu0)− 2u2

0(vu2
0)

= 4u0(u0(vu2
0))

= 0

portanto τ(v) ∈ Ve+u0+u2
0
. Claramente τ é linear. Pela decomposição de Peirce vê-se que τ
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é injetora. Sejam u ∈ Ue e v ∈ Ve suponhamos que u + v ∈ Ve+u0+u2
0
. Deste modo,

0 = 2(e + u0 + u2
0)(u + v)

= u + 2u0u + 2u0v + 2u2
0u + 2u2

0v

= (u + 2u0v + 2u0v + 2u2
0u) + (2uu0)

como N = Ue⊕Ve conclúımos que u+2u0v+2uv
0 +2u2

0u = uu0 = 0 e como u2
0u = −2u0(u0u)

segue que τ(v) = v − 2u0v − 2u2
0v = u + v, assim τ é sobrejetora.

A função ψ também é linear e como estamos trabalhando com álgebras de dimensão

finita, basta mostrar que a mesma é injetora. Seja u ∈ Ue tal que ψ(u) = 0 então u−2uu2
0 =

0. Segue desta igualdade e de (1.11), (1.13) e (1.14) que uu2
0 = 2(uu2

0)u
2
0 = −4u0(u0(uu2

0)) =

4u0(uu3
0) = 0 e portanto u = 0. ¤

Uma conseqüência da proposição anterior é que os subespaços Ue e Ve têm dimensão

invariante com relação à troca do idempotente. Denomina-se tipo da álgebra A ao par

(1 + r, s) onde r = dimUe e s = dimVe. Por causa da mencionada invariância da dimensão

de Ue e Ve com relação a mudança do idempotente, esta definição independe do particular

idempotente.

1.2 Álgebras de Bernstein-Jordan

Uma álgebra comutativa A é chamada álgebra de Jordan quando quaisquer elementos

x, y ∈ A satisfazem a seguinte identidade

x2(yx) = (x2y)x (1.18)

A proposição seguinte estabelece propriedades para uma álgebra de Bernstein quando

esta é também uma álgebra de Jordan.

Proposição 8. Em uma álgebra de Bernstein A as seguintes condições são equivalentes:

12



(a) A é uma álgebra de Jordan;

(b) V 2
e = 0, para qualquer e ∈ Id1(A);

(c) V 2
e = 0, para algum e ∈ Id1(A) e (uv)v=0 para quaisquer u ∈ Ue e v ∈ Ve;

(d) qualquer elemento x ∈ A satisfaz a identidade x3 = ω(x)x2.

Demonstração

Para mostrar que (a) implica (b) comecemos fazendo x = e + v e y = e em (1.18), dáı

obtemos 1
4
v2− v3 = 0, substituindo nesta v por (−v) o resultado é obtido pela soma destas

duas últimas equações.

Mostremos agora que (b) implica (c), para tanto tomemos A = Ke ⊕ Ue ⊕ Ve uma

decomposição de Peirce de A relativa a um idempotente e. Para cada u ∈ Ue consideremos

o idempotente f = e + u + u2. Por hipótese V 2
f = 0, logo para todo v ∈ Ve, segue de (1.10)

e (1.12) que

0 = τ(v)2

= (v − 2uv − 2u2v)2

= (v − 2uv)2

= v2 − 4(uv)v + 4(uv)2

= −4(uv)v

Portanto (uv)v = 0. Seja A = Ke⊕Ue⊕Ve a decomposição de Peirce relativa ao idempotente

e para o qual V 2
e = 0 e (uv)v = 0, para quaisquer u ∈ Ue e v ∈ Ve. Todo elemento x de A

pode ser decomposto na forma x = ω(x)e + u + v onde u ∈ Ue e v ∈ Ve. Assim, por (1.8),

13



(1.9) e (1.18), temos

x3 =
(
ω(x)e + u + v

)2(
ω(x)e + u + v

)

=
(
ω(x)2e + ω(x)u + 2uv + u2

)(
ω(x)e + u + v

)

= ω(x)3e + ω(x)2u + 2ω(x)uv + ω(x)u2

= ω(x)(ω(x)e + u + v)2

= ω(x)x2

portanto (c) implica (d). Finalmente para provar que (d) em implica (a) linearizamos a

equação x3 = ω(x)x2 e obtemos

x2y + 2x(xy) = ω(y)x2 + 2ω(x)xy

Nesta equação substituindo y por xy, obtemos

x2(xy) + 2x(x(xy)) = ω(x)ω(y)x2 + 2ω(x)x(xy)

e multiplicando por x a equação usada para obter a anterior temos

(x2y)x + 2x(x(xy)) = ω(y)x3 + 2ω(x)x(xy)

subtraindo essas duas equações obtemos o resultado. ¤

Uma álgebra de Bernstein que satisfaça uma das condições da proposição anterior é

chamada de álgebra de Bernstein-Jordan.

O próximo corolário decorre diretamente do ı́tem (c) da proposição anterior.

Corolário 1. Em uma álgebra de Bernstein-Jordan valem as seguintes identidades

v1v2 = 0 (1.19)

(uv1)v2 + (uv2)v1 = 0 (1.20)

para e ∈ Id1(A), u ∈ Ue, v1, v2 ∈ Ve.
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Seja A = Ke ⊕ Ue ⊕ Ve uma álgebra de Bernstein, mostremos que o conjunto L =

{u ∈ Ue; uUe = 0} é um ideal de A. De fato, sejam α ∈ K, u1, u2 ∈ L e u ∈ Ue temos que

(u1+αu2)u = u1+αu2u = 0+α0 = 0, portanto (u1+αu2) ∈ L. Seja agora x = ω(x)e+u′+v

um elemento genérico de A com u′ ∈ Ue e v ∈ Ve, observamos que xu1 = 1
2
ω(x)u1 +u1v ∈ Ue

e usando (1.14), temos (xu1)u = 1
2
ω(x)u1u + (u1v)u = −(uv)u1 = 0, portanto xu1 ∈ L.

Verifiquemos que (A/L, ω) é uma álgebra de Bernstein, com as operações usualmente

definidas para quocientes e ω é definida por ω(x) = ω(x). Como L ⊂ ker ω então para

x = y temos que x − y ∈ ker ω e portanto ω(x) = ω(y), assim ω está bem definida,

facilmente vemos que é um caracter, além disso para x ∈ A/L temos (x2)2 = (x2)2 =

ω(x)2x2 = ω(x)2x2 = ω(x)2x2, logo A/L é uma álgebra de Bernstein. Se y ∈ ker ω então

0 = ω(y) = ω(y) o que implica que y ∈ ker ω. Se e é um idempotente não nulo de A

segue dáı que e é um idempotente de A/L. Seja y ∈ Ue, decorre que existem u ∈ Ue

e v ∈ Ve tais que u + v = y = u + v e u + v = y = 2e y = 2ey = u então v ∈ L,

conseqüentemente, v = 0. Conclúımos que Ue = {u; u ∈ Ue} = (Ue + L)/L e analogamente

Ve = {u + v; u ∈ L, v ∈ Ve} = {v; v ∈ Ve} = (V ⊕ L)/L, para quaisquer u, u1 ∈ Ue. Se

v ∈ Ve então uv2 = 0, u1((uv)v) = −(u1v)(uv) = 0, assim v2 ∈ L e (uv)v ∈ L e portanto

v2 = 0 e (u v)v = 0, logo A/L é uma álgebra de Bernstein-Jordan.

A próxima proposição mostra que o ideal L independe do idempotente escolhido para

fazer a decomposição de Peirce.

Proposição 9. Seja A = Ke⊕Ue⊕Ve uma Álgebra de Bernstein então L =
⋂

u0∈Ue

Ue+u0+u2
0
.

Demonstração

Sejam u ∈ L, então, para todo u0 ∈ Ue temos, u = u + 2uu0 = σ(u) ∈ Ue+u0+u2
0
.

Por outro lado, seja u ∈
⋂

u0∈Ue

Ue+u0+u2
0

então, para qualquer u0 ∈ Ue existe u1 ∈ Ue tal

que u = σ(u1) = u1 + 2u1u0 e portanto u = u1 e u1u0 = 0 assim uu0 = 0 para qualquer

u0 ∈ Ue. ¤
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Caṕıtulo 2

p-subespaços

Neste caṕıtulo trataremos de subespaços oriundos da decomposição de Peirce de uma

Álgebra de Bernstein relativa a um idempotente e sobre as variações dos mesmos pela

mudança do idempotente.

2.1 p-subespaços

Seja A = Ke ⊕ Ue ⊕ Ve a decomposição de uma álgebra de Bernstein relativa ao

idempotente e. A partir dos subespaços Ue e Ve podemos construir outros subespaços por

produtos sucessivos destes dois subespaços, como por exemplo U2
e , V 2

e , UeVe, (UeVe)Ve, U2
e Ve,

etc. Estes subespaços serão chamados de p-monômios. Também podemos construir outros

subespaços pela soma de p-monômios, como por exemplo UeVe + V 2
e , Ue + Ve, UeVe + V 3

e ,

etc. Tais subespaços são chamados de p-subespaços. Em geral se p(U, V ) é um polinômio

de duas variáveis não associativas, então denotamos por pe o p-subespaço formado a partir

da substituição de U por Ue e V por Ve.

Por conta das inclusões em (1.10) conclúımos que todo p-monômio está contido em Ue

ou em Ve.
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2.2 Invariância de p-subespaços

Dizemos que o polinômio p tem dimensão invariante com relação a mudança do idempo-

tente, quando dim pe = dim pf , para quaisquer e e f idempotentes não nulos de A. Também

dizemos que o polinômio p é invariante quando pe = pf , para quaisquer e e f idempotentes

não nulos de A.

O principal objetivo deste caṕıtulo é demonstrar que em uma certa classe das álgebras

de Bernstein que contém as álgebras de Bernstein-Jordan, todos os p-subespaços têm di-

mensão invariante e obter uma condição necessária e suficiente para que um p-subespaço

seja invariante.

Provaremos agora que os seguintes polinômios são invariantes.

N = U ⊕ V (2.1)

M = U ⊕ U2 (2.2)

P = (UV + V 2)⊕ V (2.3)

O subespaço N é o núcleo de ω, assim N não depende da escolha de um particular

idempotente.

Para mostrar que M e P são invariantes é suficiente mostrar que Mf ⊂ Me e Pf ⊂ Pe,

para qualquer par de idempotentes não nulos de A. Para tanto, sejam e, f idempotentes não

nulos de A, existe u0 ∈ Ue tal que f = e+u0 +u2
0, temos que Mf = 〈σ(u1)+σ(u2)

2; u1, u2 ∈
Ue〉, em que σ é o isomorfismo entre os subespaços Ue e Uf na Proposição 7 e definido por

σ(u) = u + 2uu0. Portanto,

Mf = 〈u1 + 2u0u1 + (u2 + 2u0u2)
2; u1, u2 ∈ Ue〉

= 〈u1 + 2u0u1 + u2
2 + 4u2(u0u2) + 4(u0u2)

2; u1, u2 ∈ Ue〉 ⊂ Ue + U2
e

= Me
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Analogamente,

Pf = 〈σ(u1)τ(v1) + τ(v2)
2 + τ(v3); u1 ∈ Ue, v1, v2, v3 ∈ Ve〉

= 〈(u1 + 2u1u0)(v1 − 2u0v1 − 2u2
0v1) + (v2 − 2u0v2 − 2u2

0v2)
2 + v3 − 2u0v3

−2u2
0v3; u1 ∈ Ue, v1, v2, v3 ∈ Ve〉

= 〈u1v1 − 2u1(u0v1)− 2u1(u
2
0v1) + 2(u0u1)v1 − 4(u0u1)(u0v1)− 4(u0u1)(u

2
0v1)

+v2
2 − 4(u0v2)v2 + 4(u0v2)

2 + 8(u0v2)(u
2
0v2) + 4(u2

0v2)
2 − 4(u2

0v2)v2 + v3

−2u0v3 − 2u2
0v3; u1 ∈ Ue, v1, v2, v3 ∈ Ve〉 ⊂ (UeVe + V 2

e )⊕ Ve = Pe

Como M e P são invariantes, temos que tais subespaços possuem dimensão invariante

e foi visto anteriormente que U e V têm dimensão invariante, assim U2 e (UV + V 2) têm

dimensão invariante. Também podemos obter outros p-subespaços invariantes por produtos

de N , M e P .

N2 = (UV + V 2)⊕ U2 (2.4)

NM = (UV + U2V )⊕ U2 (2.5)

NP = (UV + V 2)⊕ U(UV ) (2.6)

M2 + P 2 = ((UV )V + U3 + V 3 + V 2)⊕ U2 (2.7)

N3 = ((UV )V + U3 + V 3 + U2V )⊕ U(UV ) (2.8)

Desta forma, conclúımos também que UV + U2V , U(UV ), (UV )V + U3 + V 3 + V 2 e

(UV )V + U3 + V 3 + U2V têm dimensão invariante.

Diz-se que uma álgebra de Bernstein A é nuclear quando A = A2. Neste caso temos

A = Ke⊕ Ue ⊕ Ve = Ke⊕ (Ue + V 2
e )⊕ U2

e = A2 e portanto N = M ∩ P , Ue = UeVe + V 2
e e

Ve = U2
e .

Uma álgebra de Bernstein A é dita normal se P ∩ U = 0 desta forma temos que V é

invariante já que τ(Ve) ⊂ Ve e τ é um isomorfismo de espaços vetoriais.
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Doravante, se p e q são polinômios, dizemos que p ⊂ q quando pe ⊂ qe para qualquer

idempotente não nulo e.

Se m é um monômio não-nulo de grau k ≥ 2 então existem dois monômios m1 e m2 de

grau ≤ k tais que m = m1m2. Se m ⊂ V então m1,m2 ⊂ U , se m ⊂ U então ou m1 ⊂ U e

m2 ⊂ V ou m1,m2 ⊂ Ve. Se A é uma álgebra de Bernstein-Jordan, o último caso resume-se

a m = 0 .

Lema 2. Seja A = Ke⊕ Ue ⊕ Ve uma álgebra de Bernstein tal que U2
e Ve = 0. Se m é um

monômio de grau k ≥ 3 com m ⊂ V 2
e então me = 0.

Demonstração

Seja m um monômio de grau k ≥ 3, existem ν1 e ν2 contidos em V tais que o grau de

ν1 ≥ 2 e m = ν1ν2, vimos anteriormente que existem µ1, µ2 ⊂ U tal que ν1 = µ1µ2, portanto

m = (µ1µ2)ν2 ⊂ U2V = 0. ¤

A próxima proposição apresenta propriedades das funções σ, τ e ψ em uma certa classe

de álgebras de Bernstein, a saber, as álgebras de Bernstein A = Ke⊕Ue⊕Ve que satisfazem

U2
e Ve = 0 e (uv)v = 0, para quaisquer u ∈ Ue e v ∈ Ve. Observemos que esta classe de

álgebras de Bernstein contém a classe das álgebras de Bernstein-Jordan.

Observação 1: Nas álgebras de Bernstein que satisfazem (uv)v = 0, para quaisquer u ∈ Ue

e v ∈ Ve, vale a identidade (1.20).

Proposição 10. Se em uma álgebra de Bernstein existe um idempotente e tal que para a

decomposição de Peirce A = Ke ⊕ Ue ⊕ Ve se tenha U2
e Ve = 0 e (uv)v = 0, para quaisquer

u ∈ Ue e v ∈ Ve então

(a) σ(u1)σ(u2) = τ(u1u2)

(b) σ(u)τ(v) = σ(ψ(u)v)

(c) τ(v1)τ(v2) = σ(v1v2) = v1v2
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(d) ψ(ψ(u)v) = uv

para quaisquer u, u1, u2 ∈ Ue e v, v1, v2 ∈ Ve.

Demonstração

(a) Usando (1.2) e (1.13) conclúımos que em toda álgebra de Bernstein tem-se

σ(u1)σ(u2) = (u1 + 2u1u0)(u2 + 2u2u0)

= u1u2 + 2u1(u2u0) + 2u2(u1u0) + 4(u1u0)(u2u0)

= u1u2 − 2u0(u1u2)− 2u2
0(u1u2)

= τ(u1u2)

(b) Usando (1.2), (1.14) e (1.17) temos que

u0((uu2
0)v) = −(uu2

0)(u0v) = 2(u0(u0u))(u0v) = 0

usando (1.2), (1.14), a identidade acima e a Observação 1, temos que

σ(u)τ(v) = (u + 2uu0)(v − 2vu0)

= uv − 2u(vu0) + 2(uu0)v − 4(uu0)(vu0)

= uv + 2(uv)u0 + 2u2
0(uv)

= uv + 2(uv)u0 − 2(u2
0u)v

= uv − 2(uu2
0)v + 2(uv)u0 − 4((uu2

0)v)u0

= σ[uv − 2(uu2
0)v]

= σ(ψ(u)v)

(c) De acordo com (1.17) e a Observação 1, segue que

τ(v1)τ(v2) = (v1 − 2u0v1)(v2 − 2u0v2)

= v1v2 − 2(u0v1)v2 − 2(u0v2)v1 + 4(u0v1)(u0v2)

= v1v2
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de acordo com (1.15)

σ(v1v2) = v1v2 + 2u0(v1v2) = v1v2

(d) Usando a identidade auxiliar do ı́tem (b) e (1.2) temos que

((u2
0u)v)u2

0 = −2u0(u0((u
2
0u)v)) = 0

usando (1.20) temos então

ψ(ψ(u)v) = ψ(uv − 2(u2
0u)v)

= uv − 2(u2
0u)v − 2(uv)u2

0 + 4((u2
0u)v)u2

0

= uv ¤

Mostraremos no próximo corolário que a condição U2
e Ve = 0 e (uv)v = 0, para quaisquer

u ∈ Ue e v ∈ Ve, não depende da escolha de um particular idempotente.

Corolário 2. Seja (A,ω) uma álgebra de Bernstein então as seguintes condições são equi-

valentes.

(a) Existe um idempotente e ∈ A tal que U2
e Ve = 0 e (uv)v = 0, para quaisquer u ∈ Ue e

v ∈ Ve.

(b) Para todo idempotente e ∈ A vale U2
e Ve = 0 e (uv)v = 0, para quaisquer u ∈ Ue e

v ∈ Ve.

Demonstração

Mostremos que (a) implica em (b). Seja f = e + u0 + u2
0 com u0 ∈ Ue. Temos então

U2
f Vf = 〈(σ(u1)σ(u2))τ(v); u1, u2 ∈ Ue, v ∈ Ve〉 = 〈τ(u1u2)τ(v); u1, u2 ∈ Ue, v ∈ Ve〉 =
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〈(u1u2)v; u1, u2 ∈ Ue, v ∈ Ve〉 = 0. Além disso,

(
σ(u)τ(v)

)
τ(v) = σ

(
ψ(u)v

)
τ(v)

= σ

(
ψ

(
ψ(u)v

)
v

)

= σ
(
(uv)v

)

= 0

A identidade (1.14) e as identidades dos ı́tens (a), (b) e (c) da proposição 10 podem ser

generalizadas para subespaços de U e V , tal como mostra o próximo corolário.

Corolário 3. Seja A = Ke⊕Ue⊕Ve uma álgebra de Bernstein tal que U2
e Ve = 0 e (uv)v = 0,

para quaisquer u ∈ Ue e v ∈ Ve. Se X, X1, X2 ⊂ Ue e W,W1,W2 ⊂ Ve são subespaços de A

então

(a) (XW1)W2 = (XW1)W2

(b) σ(X1)σ(X2) = τ(X1X2)

(c) σ(X)τ(W ) = σ
(
ψ(X)W

)

(d) τ(W1)τ(W2) = σ(W1W2)

Demonstração

O ı́tem (a) decorre da Observação 1 aos geradores dos subespaços, os ı́tens restantes

seguem da proposição anterior aplicadas aos geradores dos subespaços em questão. ¤

O próximo lema mostra que nas álgebras de Bernstein-Jordan os p-subespaços absorvem

produtos por Ve, isto é, Vepe ⊂ pe. Já nas álgebras que satisfazem U2
e Ve = 0 e (uv)v = 0 os

p-subespaços absorvem o produto U2
e .

Lema 3. Seja A = Ke⊕ Ue ⊕ Ve uma álgebra de Bernstein então
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(a) A é uma álgebra de Bernstein-Jordan, então Vepe ⊂ pe para todo p-subespaço de pe de

A;

(b) Se U2
e Ve = 0 e (uv)v = 0 para quaisquer u ∈ Ue, v ∈ Ve então U2

e pe ⊂ pe para todo

p-subespaço pe de A.

Demonstração

(a) Primeiro consideremos o caso em que p = m é um monômio e façamos indução

sobre o grau k do mesmo. Se k = 1 então me = Ue ou me = Ve. No primeiro caso

Veme = UeVe ⊂ Ue = me e, no segundo caso, Veme = V 2
e = 0 ⊂ me. Suponhamos que o

lema é válido para monômios de grau ≤ k, seja m um monômio de grau k+1, então existem

monômios m1,m2 tais que o grau de m1 e de m2 são menores que k e m = m1m2. Foi visto

anteriormente que ou m1 ⊂ Ue e m2 ⊂ Ve ou m1,m2 ⊂ Ue. No primeiro caso usamos o ı́tem

(a) da proposição anterior e a hipótese de indução para concluir que

Veme = Ve(m1em2e) = m2e(m1eVe) ⊂ m2em1e = me

no segundo caso

Veme ⊂ V 2
e = 0 ⊂ me

Agora suponhamos que p é um polinômio, então existem m1,m2, ...,ml monômios tais que

p =
l∑

i=1

mi, assim temos

Vepe = Ve

l∑
i=1

mie =
l∑

i=1

Vemie ⊂
l∑

i=1

mie = pe

A prova do ı́tem (b) é análoga a prova do ı́tem (a). ¤

Mostraremos no próximo lema que nas álgebras de Bernstein que satisfazem U2
e Ve = 0 e

(uv)v = 0, os p-subespaços contidos em Ue são deixados fixos pela função ψ.
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Lema 4. Se A = Ke⊕ Ue ⊕ Ve é uma álgebra de Bernstein tal que U2
e Ve = 0 e (uv)v = 0,

para quaisquer u ∈ Ue e v ∈ Ve então ψ(ge) = ge para todo p-subespaço ge ⊂ Ue.

Demonstração

Como ψ é um isomorfismo, basta mostrar que ψ(ge) ⊂ ge já que ψ(ge) é isomorfo a ge.

Seja u ∈ ge então, de acordo com a proposição anterior, ψ(u) = u−2uu2
0 ∈ ge +U2

e ge = ge.¤

Provemos agora um dos principais resultados deste trabalho.

Teorema 1. Se A = Ke⊕Ue⊕Ve é uma álgebra de Bernstein tal que U2
e Ve = 0 e (uv)v = 0,

para quaisquer u ∈ Ue, v ∈ Ve, então todos os p-subespaços de A têm dimensão invariante.

Demonstração

Sejam e, f idempotentes não nulos de A e seja u0 ∈ Ue tal que f = e+u0 +u2
0. Primeiro

mostraremos que, para quaisquer monômios g e h tais que g ⊂ U e h ⊂ V , tem-se gf = σ(ge)

e hf = τ(he). Para isto usaremos indução sobre o grau k de g e h. Se k = 1 então ge = Ue

ou he = Ve e gf = σ(ue) ou hf = τ(he). Suponhamos que, para quaisquer monômios

de grau ≤ k, a afirmação seja válida. Sejam g e h monômios com grau k + 1 tais que

g ⊂ U e h ⊂ V , logo existem monômios g1, g2, h1, h2 de grau ≤ k tais que g = g1g2 e

h = h1h2. Se g1 ⊂ U e g2 ⊂ V então usando a hipótese de indução e os lema e corolários

anteriores temos que gf = g1fg2f = σ(g1e)τ(g2e) = σ(ψ(g1e)g2e) = σ(g1eg2e) = σ(ge). Se

g1, g2 ⊂ V então gf = g1fg2f = τ(g1e)τ(g2e) = σ(g1eg2e) = σ(ge). Se h1, h2 ⊂ Ue então

hf = h1fh2f = σ(h1e)σ(h2e) = τ(h1eh2e) = τ(he).

Se g é polinômio tal que g ⊂ U existem monômios m1, m2, ...,ml ⊂ U tais que g =
l∑

i=1

mi

e portanto gf =
l∑

i=1

mif =
l∑

i=1

σ(mie) = σ(
l∑

i=1

mie) = σ(ge). Analogamente conclúımos que,

para qualquer polinômio h ⊂ V , tem-se hf = τ(he). Se p é um polinômio então existem

polinômios g, h tais que p = g + h e g ⊂ U e h ⊂ V assim dim pf = dim (gf ⊕ hf ) =

dim gf + dim hf = dim σ(ge) + dim τ(he) = dim ge + dim he = dim (ge⊕he) = dim pe.¤
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2.3 p-subespaços em álgebras de Bernstein-Jordan

O próximo corolário segue do fato da classe das álgebras de Bernstein-Jordan estarem con-

tidas na classe das álgebras de Bernstein que satisfazem U2
e Ve = 0 e (uv)v = 0.

Corolário 4. Todo p-subespaço de uma álgebra de Bernstein-Jordan tem dimensão invari-

ante.

Corolário 5. Todo p-subespaço de uma álgebra de Bernstein contido em V tem dimensão

invariante.

Demonstração

Sejam e, f idempotentes não nulos de A, Ke ⊕ Ue ⊕ Ve a decomposição de Peirce rela-

cionada ao idempotente e, A = A/L a álgebra quociente e h um polinômio contido em V .

Do mesmo modo usado para concluir que Ue = (U + L)/L e Ve = (Ve ⊕ L)/L, conclui-se

que he = (he ⊕ L)/L. Seja θ : he → he definida por θ(v) = v, para todo v ∈ he. A função θ

está bem definida e é claramente linear e sobrejetora. Se θ(v) = 0 então v ∈ L e portanto

v = 0. Assim, θ é injetora e conclui-se que dim he = dim he. Analogamente, conclui-se que

dim hf = dim hf . Como A/L é uma álgebra de Bernstein então todos seus p-subespaços

têm dimensão invariante de acordo com o teorema anterior e portanto

dim he = dim he = dim hf = dim hf ¤

O próximo corolário é uma conseqüência imediata do corolário anterior.

Corolário 6. Seja um p = g⊕h um polinômio tal que g ⊂ U e h ⊂ V então p tem dimensão

invariante se e somente se g tem dimensão invariante.

O lema seguinte será utilizado na demonstração do Teorema 2.

Lema 5. Sejam A = Ke⊕Ue⊕Ve uma álgebra de Bernstein, u0 ∈ Ue, X,W subespaços de

A tais que X ⊂ Ue e W ⊂ Ve, então as seguintes condições são equivalentes:
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(a) u0W ⊂ X e u0X ⊂ W ;

(b) para quaisquer x ∈ X, w ∈ W existem x′ ∈ X e w′ ∈ W tais que u0x = 1
2
(w′ − w) e

u0w = 1
2
(x− x′).

Demonstração

Mostremos que (a) implica (b). Seja x ∈ X e w ∈ W basta tomar w′ = 2u0x + w ∈ W

e x′ = x − 2u0w ∈ X por (a). Mostremos que (b) implica (a), analisemos os geradores de

u0W e u0X. Temos que u0w = 1
2
(x− x′) ∈ X e u0x = (w′ − w) ∈ W. ¤

Demonstraremos agora o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 2. Seja A = Ke ⊕ Ue ⊕ Ve uma álgebra de Bernstein-Jordan e p um polinômio

então as seguintes condições são equivalentes

(a) p é invariante;

(b) Uepe ⊂ pe;

(c) pe é um ideal de A.

Demonstração

Para todo u0 ∈ Ue seja fu0 = e+u0 +u2
0 e σ e τ os isomorfismos definidos anteriormente.

Seja p um polinômio, logo existem g e h polinômios tais que g ⊂ U e h ⊂ V com p = g + h.

Temos então de acordo com o Teorema 1, que

pfu0
= gfu0

⊕ hfu0

= σ(ge)⊕ τ(he)

= {σ(x); x ∈ ge} ⊕ {τ(w); w ∈ he}
= {(x− 2u0w) + (w + 2u0x); u ∈ X, w ∈ W}
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de acordo com o Teorema 1 p tem dimensão invariante, então dim pfu0
= dim pe, para

qualquer u0 ∈ Ue. Supondo que p é invariante então pfu0
= pe, para qualquer u0 ∈ Ue, ou

seja,

pfu0
⊂ pe

Por causa de N = Ue ⊕ Ve e pe = ge ⊕ he isto é equivalente a dizer que

x′ = x− 2u0w ∈ ge

w′ = w + 2u0x ∈ he

De acordo com o lema anterior essas equações equivalem a dizer que

u0ge ⊂ he

u0he ⊂ ge

para qualquer u0 ∈ Ue, e isto é o mesmo que

Uege ⊂ he

Uehe ⊂ ge

Estas inclusões ocorrem se, e somente se,

Uepe ⊂ pe

o que é equivalente a

Ape ⊂ pe

já que (Ke)pe = ge ⊂ pe por definição e Vepe ⊂ pe pelo Lema 3. ¤
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Caṕıtulo 3

Álgebras de Bernstein n-excepcionais

Neste caṕıtulo estudaremos o conceito de grau de excepcionalidade de uma álgebra de

Bernstein, e como esse conceito influencia na dimensão de certos subespaços nas álgebras

de Bernstein.

3.1 As subclasses n-excepcionais

Sejam X1, X2 ⊂ A subespaços, definamos recursivamente o subespaço X1X
(n)
2 , como

sendo: X1X
(1)
2 = X1X2 e X1X

(n)
2 = (X1X

(n−1)
2 )X2 se n ≥ 2.

Diz-se que uma álgebra de Bernstein é n-excepcional se n ≥ 0 é o menor inteiro para

o qual se tem Ue(UeV
(n)
e ) = 0, para todo idempotente não nulo e de A. O inteiro n

será chamado de grau de excepcionalidade de A. Este conceito generaliza o de álgebras de

Bernstein excepcionais que são aquelas em que se tem Ue = 0 para todo idempotente não

nulo e.

Proposição 11. Seja A uma álgebra de Bernstein e p ⊂ U um p-subespaço de A. Então as

seguintes proposições são equivalentes.
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(a) existe um idempotente e tal que pe ⊂ L;

(b) para todo idempotente e tem-se pe ⊂ L.

Demonstração

Mostremos que (a) implica em (b). Seja e um idempotente de A tal que pe ⊂ L e

seja f um idempotente qualquer de A. Como pe ⊂ L, temos ge = Uepe = 0. Observemos

que g ⊂ V , assim g tem dimensão invariante e portanto 0 = dim ge = dim gf , logo

0 = gf = Ufpf , portanto pf ⊂ L. É óbvio que (b) implica em (a).

O lema que demonstramos a seguir será muito importante para provarmos que toda

álgebra de Bernstein de dimensão finita é n-excepcional para algum n.

Lema 6. Seja A = Ke⊕Ue⊕Ve uma álgebra de Bernstein, u ∈ Ue e v, vi ∈ Ve(i = 1, 2, ...).

Para todo inteiro k ≥ 2 tem-se

(i) Rk
v(u) ∈ L;

(ii)
∑
σ∈Sk

Rvσ(1)
Rvσ(2)

...Rvσ(k)
(u) ∈ L;

(iii) Rv1Rvk
Rvk−1

...Rv2Rv1(u) ∈ L.

Demonstração

Seja u′ ∈ Ue. Demonstremos (i). Por (1.14) e (1.17) temos

u1R
2
v(u) = u1((uv)v) = −(u1v)(uv) = 0

e portanto (i) é válida para k = 2. Suponhamos que Rk
v(u) ∈ L, então

Rk+1
v (u) = Rv(R

k
v(u)) = Rk

v(u)v ∈ LV ⊂ L

e (i) é válida para k + 1.
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A demonstração de (ii) decorre diretamente da (k − 1)-ésima linearização de (i) na

variável v.

Demonstremos (iii). Fazendo k = 2 em (ii) temos Rv1Rv2(u)+Rv2Rv1(u) = l ∈ L. Assim

(uv2)v1 = l − (uv1)v2 (3.1)

substituindo u por uv1 temos ((uv1)v2)v1 = l − ((uv1)v1)v2. Logo

Rv1Rv2Rv1(u) = l −R2
v1

(u)v2 ∈ L + LVe = L

e portanto (iii) vale para k = 2. Suponhamos que l′ = Rv1Rvk
Rvk−1

...Rv2Rv1(u) ∈ L.

Substituindo v2 por vk+1 em (3.1) e substituindo u por ((...(uv1)v2)...)vk tem-se

((((uv1)v2...)vk)vk+1)v1 = l − ((((uv1)v2)...vk)v1)vk+1

Rv1Rvk+1
Rvk

...Rv2Rv1(u) = l − l′vk+1 ∈ L + LVe = L

assim (iii) é válido para k + 1. ¤

Usaremos o próximo resultado na demonstração do Teorema 3 a seguir.

Lema 7. Seja A uma álgebra de Bernstein de tipo (1 + r, s), então para todo idempotente

e ∈ A tem-se UeV
(s+k)
e ⊂ L para k ≥ 1.

Demonstração

O resultado é válido para r = 0 ou s = 0. Suponhamos então que r, s ≥ 1, sejam

{ui}1≤i≤r e {vj}1≤j≤s bases de Ue e Ve, respectivamente. Mostremos primeiramente o resul-

tado pra k = 1. Seja u = (...((uivj1)vj2)...)vjs+1 com 1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j1, j2, ..., js+1 ≤ s um

gerador de UeV
(s+1)
e , existem l < k, ı́ndices tais que jl = jk = j e portanto, aplicando o ı́tem

(iii) do resultado anterior para u′ = (...(uivj1)...)vj−1, temos

u′ = ((((uvj)vjl+1
...vjk−1

)vj)vjk+1
...)vjs+1 ∈ L

Portanto UeV
(s+1)
e ⊂ L. Como L é um ideal conclui-se facilmente que UeV

(s+k)
e ⊂ L, para

qualquer inteiro k ≥ 2. ¤

30



O resultado seguinte mostra que toda álgebra de Bernstein de dimensão finita tem um

grau de excepcionalidade.

Teorema 3. Toda álgebra de Bernstein de tipo (1+ r, s) é n-excepcional para algum inteiro

n com 0 ≤ n ≤ s + 1.

Demonstração

Decorre diretamente do lema anterior. Com efeito, já que UeV
(s+1)
e ⊂ L, então

Ue(UeV
(s+1)
e ) = 0 e portanto o grau de excepcionalidade de A é ≤ s + 1. ¤

Uma conseqüência do teorema anterior é que o grau de excepcionalidade de uma álgebra

de Bernstein A é limitado em função da dimensão de A conforme veremos no próximo

corolário.

Corolário 7. Seja A uma álgebra de Bernstein com grau de excepcionalidade n. Se dim A ≥
2, então n ≤ dim A− 2.

Demonstração

Seja A uma álgebra de Bernstein do tipo (1 + r, s) então dim A = 1 + r + s. Se U2
e = 0

então n = 0 ≤ dim A − 2. Se U2
e 6= 0 então r ≥ 1 e s ≥ 1. Se r = 1 temos Ue = 〈u〉

e Ue(UeVe) = 〈u(uv); v ∈ Ve〉 = 0 por (1.11), então n = 1 ≤ dim A − 2. Se r ≥ 2 então

n ≤ s + 1 = dimA− r ≤ dimA− 2. ¤

3.2 Sobre álgebras 2-excepcionais

Nesta seção estudaremos os efeitos sobre a dimensão de certos subespaços quando o grau

de excepcionalidade n for maior ou igual a 2.

Proposição 12. Seja A = Ke ⊕ Ue ⊕ Ve uma álgebra de Bernstein de tipo (1+r,s), se

Ue(UeVe) 6= 0 então r ≥ 4, s ≥ 2 e dim L ≤ r − 4.
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Demonstração

Como Ue(UeVe) ⊂ Ve então dim Ue(UeVe) = dim Ue(UeVe) 6= 0, existem u1, u2 ∈
Ue, v ∈ Ve tais que u1(u2v) 6= 0, mostremos agora que {u1, u2, u1v, u2v} e {v, u1(u2v)}
são conjuntos linearmente independentes. De fato, sejam α1, α2, α3, α4 ∈ K tais que

α1u1 + α2u2 + α3u1v + α4u2v = 0. Multiplicando esta combinação linear por u2v, usando

(1.11) e (1.17), e como por (1.14) temos que u2(u1v) = −u1(u2v) 6= 0, conclúımos que α1 = 0.

Analogamente multiplicando-se por (u1v), conclui-se que α2 = 0. Agora multiplicando a

mesma combinação linear por u2 conclui-se que α3 = 0. Procedendo do mesmo modo para

u1 conclui-se que α4 = 0.

Sejam β1 e β2 tais que β1v + β2u1(u2v) = 0. Multiplicando-se esta igualdade por u1,

segue de (1.2) e da proposição 8, que β1 = β2 = 0. Portanto dim Ue ≥ dim Ue ≥ 4 e

dim Ve = dim Ve ≥ 2 e como dim Ue = dim Ue − dim L então dim L ≤ r − 4. ¤

O corolário seguinte é uma conseqüência imediata da proposição anterior e de sua de-

monstração.

Corolário 8. Seja A uma álgebra de Bernstein com grau de excepcionalidade n ≥ 2, então

dim A ≥ 7 e dim UV ≥ 2.

O corolário seguinte mostra que para álgebras de Bernstein de dimensões maiores a

limitação para o grau de excepcionalidade das mesmas pode ser melhorada.

Corolário 9. Se A é uma álgebra de Bernstein com grau de excepcionalidade n e dim A ≥ 5

então n ≤ dim A− 4.

Demonstração

Se r ≤ 3 então pela proposição anterior n ≤ 1 ≤ dim A− 4.

Se r ≥ 4 então n ≤ s + 1 = dim A− r ≤ dim A− 4. ¤
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3.3 Sobre álgebras 3-excepcionais

Nesta seção estudaremos as influências sobre a dimensão da álgebra e de alguns de seus

subespaços quando n ≥ 3.

Proposição 13. Seja A uma álgebra de Bernstein de tipo (1 + r, s). Se Ue(UeV
(2)
e ) 6= 0

então r ≥ 8, s ≥ 3 e dim L ≤ r − 8.

Demonstração

Como Ue(UeV
(2)
e ) ⊂ V então dim Ue(UeV

(2)
e ) = dim Ue(UeV

(2)
e ) 6= 0 logo existem

u1, u2 ∈ Ue e v1, v2 ∈ Ve tais que

u1((u2v1)v2) 6= 0

Para provarmos nossa proposição é suficiente mostrar que os conjuntos

{u1, u2, u1v1, u1v2, u2v1, u2v2, (u1v1)v2, (u2v1)v2}

{v1, v2, (u1v1)(u2v2)}

são linearmente independentes.

Sejam α1, α2...α8 ∈ K tais que

α1u1 + α2u2 + α3u1v1 + α4u1v2 + α5u2v1 + α6u2v1 + α7(u1v1)v2 + α8(u2v1)v2 = 0

multiplicando esta combinação linear por (u2v1)v2, lembrando que UeVe ⊂ Ve e usando

(1.14), (1.17) e como u1((u2v1)v2) 6= 0 então α1 = 0. Analogamente multiplicando esta

mesma combinação linear, sucessivamente, por (u1v1)v2, u2v2, u2v1, u1v2, u1v1, u2, u1 conclui-

se, respectivamente, que α2 = α3 = α4 = α5 = α6 = α7 = α8 = 0.

Sejam β1, β2, β3 ∈ K tais que

β1v1 + β2v2 + β3(u1v1)(u2v2) = 0

multiplicando-se esta igualdade por (u2v2) e usando (1.11), (1.13) conclúımos que β1 = 0.

Agora multiplicando-se por (u1v1) temos que β2 = 0 e como (u1v1)(u2v2) 6= 0 então β3 = 0.¤
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Corolário 10. Em uma álgebra de Bernstein com grau de excepcionalide n ≥ 3 tem-se

dim UV ≥ 6 e dim (UV )V ≥ 2.

O próximo resultado nos dá uma cota superior para o grau de excepcionalidade de

álgebras de Bernstein com dimensão maior que 9.

Corolário 11. Seja A uma álgebra de Bernstein com grau de excepcionalidade n, e di-

mensão maior que 9 então n ≤ dim A− 8.

Demonstração

Se r ≤ 7 então n ≤ 2 ≤ dim A−8. Se r ≥ 8 então n ≤ s+1 = dim A−r ≤ dim A−8.¤

3.4 O p-subespaço UV +V 2 nas álgebras 0-excepcionais

e 1-excepcionais

Nesta seção veremos como o grau de excepcionalidade n de uma álgebra de Bernstein

influi sobre o p-subespaço UV + V 2 quando n ≤ 1.

Definamos as seguintes funções a serem usadas posteriormente nesta seção φ : R→ N e

R : N→ R em que R(z) = −1+
√

1+8z
2

e φ(x) representa o inteiro tal que φ(x)−1 < x ≤ φ(x).

A próxima proposição dá um limitante para dimensão de L nas álgebras de Bernstein

que satisfazem dim U , dim V ≥ 1.

Proposição 14. Seja A uma álgebra de Bernstein de tipo (1 + r, s)com r, s ≥ 1, então

dim L ≤ r − φ ◦R(dim U2
e ).

Demonstração

Seja Me um subespaço complementar de L em Ue, como Ue = L + Me então Me tem

dimensão invariante, já que Ue e L têm dimensão invariante. Seja z = dim U2
e e k =
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dim Me. Tem-se que U2
e = M2

e e portanto z = dim U2
e = dim M2

e ≤ k(k+1)
2

. Resolvendo

esta inequação, conclui-se que k ≥ R(z). Tomando as soluções inteiras desta, temos que

φ(R(z)) ≤ k ≤ r, assim dim L = r − k ≤ r − φ(R(dim U2
e )). ¤

Como conseqüência da proposição anterior temos o seguinte corolário, no qual obtemos

um majorante para a dimensão do p-subespaço UV + V 2 nas álgebras de Bernstein que

satisfazem dim U, dim V ≥ 1.

Corolário 12. Seja A = Ke ⊕ Ue ⊕ Ve uma álgebra de Bernstein de tipo (1 + r, s) com

r, s ≥ 1 e grau de excepcionalidade n ≤ 1, então dim (UeVe + V 2
e ) ≤ r − φ(R(dim U2

e )).

Demonstração

Como n ≤ 1 temos Ue(UeVe) = 0. Portanto UeVe ⊂ L. Por (1.15) tem-se que V 2 ⊂ L,

assim UeVe + V 2
e ⊂ L, logo dim (UeVe + V 2

e ) ≤ dim L ≤ r − φ(R(dim U2
e )). ¤

Temos a seguir um limitante para a dimensão do p-subespaço (UeVe + V 2
e )⊕ Ve.

Corolário 13. Seja A = Ke ⊕ Ue ⊕ Ve uma álgebra de Bernstein de tipo (1 + r, s) e grau

de excepcionalidade n ≤ 1 então dim ((UeVe + V 2
e )⊕ Ve) ≤ dim N − φ(R(dim U2

e )).

Corolário 14. Seja uma álgebra de Bernstein de tipo (1 + r, s) com r, s ≥ 1 e grau de

excepcionalidade n ≤ 1. Se dim U2
e > r(r−1)

2
então UeVe + V 2

e = 0.

Demonstração

Para z = dim U2
e , temos z > r(r−1)

2
. Resolvendo esta inequação temos que 0 < r <

1+
√

1+8z
2

= 1+R(z). Sabe-se que z ≤ r(r+1)
2

então r ≥ R(z), logo r−1 < R(z) ≤ r e portanto

φ(R(z)) = r. De acordo com o Corolário 12, dim (UeVe +V 2
e ) ≤ r−φ(R(dim U2

e )) = r−r =

0. ¤

Sejam k1, k2, ..., kn inteiros distintos pertencentes a {1, 2, ..., p}, a seguir usaremos a

notação o(k1, k2, ..., k̂i, ..., kn) = x que indica que ki é o x-ésimo elemento quando k1, k2, ..., kn

são ordenados de forma crescente.
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Seja A = Ke⊕Ue⊕Ve uma álgebra de Bernstein, M ⊂ Ue um subespaço com dimensão

p > 0 e {ui}1≤i≤p uma base arbitrária de M . Definiremos os seguintes subespaços.

(i) Para n1, n2, n3 ∈ {1, 2, 3} distintos:

M(n1n2)n3 = 〈(u2
i uj)uk; 1 ≤ i, j, k ≤ p, o(̂ijk) = n1, o(iĵk) = n2,

o(ijk̂) = n3〉;
Mn1(n2n3) = 〈u2

i (ujuk); 1 ≤ i, j, k ≤ p, o(̂ijk) = n1, o(iĵk) = n2,

o(ijk̂) = n3〉;

(ii) Para n1, n2, n3, n4 ∈ {1, 2, 3, 4} distintos:

Mn1n2n3n4 = 〈((uiuj)uk)ul; 1 ≤ i, j, k, l ≤ p, o(̂ijkl) = n1, o(iĵkl) = n2,

o(ijk̂l) = n3, o(ijkl̂) = n4〉;
M(n1n2)(n3n4) = 〈(uiuj)(ukul); 1 ≤ i, j, k ≤ p, o(̂ijkl) = n1, o(iĵkl) = n2,

o(ijk̂l) = n3, o(ijkl̂) = n4〉.

Daqui em diante Cp, k representará o numero binomial p!
k!(p−1)!

que é o número de com-

binações de p elementos tomados em grupos de k elementos.

Por exemplo:

M(21)3 = 〈(u2
i uj)uk; 1 ≤ j < i < k ≤ p〉 e dim M(21)3 ≤ Cp,3

M1342 = 〈((uiuj)uk)ul; 1 ≤ i < l < j < k ≤ p〉 e dim M1342 ≤ Cp,4

Por causa de (1.10),(1.14), da linearização duas vezes de (1.16) e por causa da comuta-
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tividade temos que

(u2
i uj)uk = −(u2

i uk)uj

((uiuj)uk)ul = −((uiuj)ul)uk

((uiuj)uk)ul = −((ukui)uj)ul − ((ukuj)ui)ul

(uiuj)(ukul) = −(uiuk)(ujul)− (uiul)(ujuk)

((uiuj)uk)ul = ((ujui)uk)ul

u2
i (ujuk) = u2

i (ukuj)

(uiuj)(ukul) = (uiuj)(uluk) = (ukul)(uiuj)

logo para n1, n2, n3 ∈ {1, 2, 3} distintos

M(n1n2)n3 = M(n1n3)n2

Mn1(n2n3) = Mn1(n3n2)

e para n1, n2, n3, n4 ∈ {1, 2, 3, 4} distintos

Mn1n2n3n4 = Mn1n2n4n3 = Mn2n1n3n4

Mn1n2n3n4 ⊂ Mn3n1n2n4 + Mn3n2n1n4

Mn1(n2n3) = Mn1(n3n2)

M(n1n2)(n3n4) = M(n1n2)(n4n3) = M(n3n4)(n1n2)

M(n1n2)(n3n4) ⊂ M(n1n3)(n2n4) + M(n1n4)(n2n3)

Lema 8. Seja A uma álgebra n-excepcional com n ≥ 1 então U3
e  Ue e (U2

e )2  Ue.

Demonstração

Suponhamos que (U2
e )2 = Ue então (Ue)

2 = (U2
e )2(U2

e )2 ⊂ UeV
2
e =0 por (1.15). Suponha-

mos que U3
e = Ue logo U2

e = UeU
3
e = Ue(Ue(U

2
e )) = Ue((Ue(U

2
e ))U2

e ) = ... = Ue(UeU
(s+1)
e ) ⊂

Ue(UeV
(s+1)
e ) = 0. ¤
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Na próxima proposição encontramos limitantes superiores para a dimensão de M3, M4

e (M2)2 em que M ⊂ U é um subespaço de uma álgebra de Bernstein.

Proposição 15. Seja A = Ke⊕Ue⊕Ve uma álgebra de Bernstein de tipo (1+r, s), M ⊂ Ue

um subespaço de dimensão p então

(i) dim M3 ≤ min{r − 1, p(p2−1)
3

};

(ii) dim M4 ≤ min{s, (p−2)(p−1)p(p+1)
8

};

(iii) dim (M2)2 ≤ min{r − 1, p2(p2−1)
12

}.

Demonstração

Seja {ui}1≤i≤p uma base arbitrária de M . Demonstremos (i). Pelo lema anterior, M3 ⊂
U3

e  Ue, assim dim M3 ≤ r − 1. Consideremos os seguintes conjuntos:

A = 〈u2
i ; 1 ≤ i ≤ p〉

B = 〈uiuj; 1 ≤ i < j ≤ p〉
M1 = 〈u2

i uj; 1 ≤ i < j ≤ p〉
M2 = 〈u2

i uj; 1 ≤ j < i ≤ p〉
M3 = 〈(uiuj)uk; 1 ≤ i < j < k ≤ p〉
M4 = 〈(uiuj)uk; 1 ≤ i < k < j ≤ p〉
M5 = 〈(uiuj)uk; 1 ≤ k < i < j ≤ p〉

É claro que M2 = A+B. Logo M3 = (A+B)M = AM +BM . Temos que AM = 〈u2
i uj; 1 ≤

i, j ≤ p〉 = M1+M2 e BM = 〈(uiuj)uk; 1 ≤ i < j ≤ p, 1 ≤ k ≤ p〉 = M1+M2+M3+M4+M5.

Segue de (1.13) que (uiuj)uk = −(ukui)uj − (ukuj)ui. Portanto M5 ⊂ M3 + M4 logo

M3 = AM + BM = M1 + M2 + M3 + M4. Assim, dim M3 ≤ 2Cp,2 + 2Cp,3.

Mostremos agora (ii). Segue do ı́tem anterior que M4 = M3M = (M1 + M2 + M3 +

M4)M = M1M + M2M + M3M + M4M De acordo com as definições dos mesmos tem-se
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que

M1M = M(12)3 + M(13)2 + M(23)1

M2M = M(21)3 + M(31)2 + M(32)1

M3M = M1234 + M1243 + M(21)3 + M1342 + M(12)3 + M2341

M4M = M1324 + M1423 + M(31)2 + M1432 + M(13)2 + M2431

como

M(13)2 = M(12)3

M(23)1 = M(21)3

M(32)1 = M(31)2

M1243 = M1234

M1342 = M1324 ⊂ M2134 + M2314 = M1234 + M2341

M1432 = M1423 ⊂ M2143 + M2413 = M1234 + M2431

tem-se que

M4 = M(12)3) + M(21)3 + M(31)2 + M1234 + M2341 + M2431

portanto

dim M4 ≤ Cp,3 + Cp,4

Por fim demonstremos (iii). De acordo com os ı́tens anteriores temos que

M2 = A + B

então

(M2)2 = (A + B)2 = A2 + AB + B2

A2 = 〈u2
i u

2
j ; 1 ≤ i, j ≤ p, i 6= p〉

AB = 〈u2
i (ujuk; 1 ≤ i, j ≤ p, 1 ≤ k ≤ p)〉 = M1(23)M2(13)M3(12)
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B2 = 〈(uiuj)(ukul); 1 ≤ i < j; 1 ≤ k < l ≤ p ≤ p〉
= A2 + M(12)(34) + M2(13) + M(13)(24) + M1(23) + M(23)(14) + M3(12) + M(14)(23)

+ M1(23) + M(24)(13) + M2(13) + M(34)(12)

pelo visto anteriormente temos que

M1(32) = M1(23)

M2(31) = M2(13)

M3(21) = M3(12)

M(34)(12) = M(12)(34)

M(24)(13) = M(13)(24) ⊂ M(12)(34) + M(14)(23)

logo

(M2)2 = A2 + M1(23) + M2(13) + M3(12) + M(12)(34) + M(14)(23)

dáı

dim (M2)2 ≤ Cp,2 + 3Cp,3 + 2Cp,4.

¤

A partir deste ponto tentaremos generalizar a proposição anterior.

Lema 9. Nas condições da proposição anterior para p ≥ 2. Se dim M3 = p(p2−1)
3

então

dim M2 = p(p+1)
2

Demonstração

Como a dimensão de M3 é máxima, então o conjunto gerador B = {u2
i uj; 1 ≤ i, j ≤

p}⋃{(uiuj)uk; 1 ≤ i < j ≤ p, 1 ≤ i < k ≤ p, j 6= k} é linearmente independente. Provare-

mos agora que o conjunto A = {uiuj; 1 ≤ i ≤ j ≤ p} é linearmente independente.

De fato: tomemos uma combinação linear nula desses elementos

p∑
i=1

αiiu
2
i +

p−1∑
i=1

p∑
i+1

αijuiuj = 0
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multiplicando esta equação por u1 temos

p∑
i=2

αiiu
2
i u1 +

p∑
j=2

α1j(u1ui)u1 +

p−1∑
i=2

p∑
j=i+1

αij(uiuj)u1 = 0

dáı segue que

p∑
i=2

αiiu
2
i u1 +

p∑
j=2

−1

2
α1ju

2
1uj +

p−1∑
i=2

p∑
j=i+1

−αij(u1ui)uj +

p−1∑
i=2

p∑
j=i+1

−αij(u1ui)uj = 0

Como B é linearmente independente então αii = 0 para i ≥ 2, α1j = 0 para j ≥ 2 e αij = 0

para 2 ≤ i < j ≤ p, então α11u
2
1 = 0. Multiplicando isto por u2, concluimos que α11 = 0, e

portanto A é uma base de M2. ¤

Neste exemplo temos A = Ke⊕ U ⊕ V onde U = 〈u1, u2, u3〉, V = 〈v1, v2〉 com caracter

ω definido por ω(e) = 1, ω(ui) = ω(vj) = 0 e os produtos definidos por ee = e, eui = 1
2
ui,i =

1, 2, 3, evj = 0, j = 1, 2 e os produtos restantes definidos por

u1 u2 u3 v1 v2

u1 2v1 v1 + v2 u3

u2 v1 + v2 2v2 −u3

u3

v1 v2

v1

v2

Para o subespaço M = 〈u1, u2〉 temos p = 2, dim M2 = 2 = p(p+1)
2

− 1 e dim M3 = 1 =

p(p2−1)
3

− 1.
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