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Resumo

Em uma &lgebra de Bernstein A, os subespagos U, e V, originados da decomposicao de
Peirce desta algebra em relacao ao idempotente e, quando substituidos em um polinémio
de duas variaveis nao associativas p da origem a um novo subespaco p., subespacos obtidos

desta forma sao chamados de p-subespagos.

Alguns polinomios tem a propriedade de darem origem a p-subespacos com mesma
dimensao independentemente do idempotentente escolhido para fazer a decomposicao de
Peirce. Estes polindmios sao ditos com dimensao invariante pela troca do idempotente.
Existem também polindmios que dao origem sempre aos mesmos subespacgos independen-
temente da escolha do idempotente, estes sao chamados de polindmios invariantes. Certas
algebras de Bersntein apresentam a propriedade de que todos os polinomios tém dimensao

invariante.
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Introducao

Uma algebra bérica é um par (A,w) na qual A é uma algebra sobre um corpo K e w
¢ um homomorfismo nao nulo de algebras de A em K. Uma &algebra de Bernstein é uma

algebra barica que satisfaz, para todos seus elementos, a seguinte identidade
(1;2)2 — w(x)2x2

Denotamos por N o ntcleo de w, também chamado ntcleo de A.

As algebras de Bernstein pertencem a classe das algebras nao associativas e surgiram
a partir de estudos sobre a formalizacao matematica das leis da genética de Mendel, tal
estudo foi iniciado por .M.H. Etherington na década de 30 e, posteriormente, desenvolvido

por Y.Lyubich e P.Holgate na década de 70.

Entre as caracteristicas especiais das algebras de Bernstein esta o fato destas algebras
sempre possuirem idempotentes nao nulos, isto é, um elemento e que satisfaz e? = e. Fato
este sobre o qual desenvolve-se muito da teoria sobre as algebras de Bernstein. Em uma
algebra de Bernstein A, para cada idempotente nao-nulo e, podemos associar uma decom-
posicao A = Ke® U, ® V., chamada decomposicao de Peirce de A associada ao idempotente

e, em que Ke é o subespago gerado por e, e U, e V, sao subespacos de A tais que N = U.®V..

Podemos obter outros subespacos por produtos consecutivos dos subespagos U, e V,,
os chamados p-monémios e a partir de somas finitas de p-monoémios, formar os chamados

p-subespacos. Y.Lyubich provou que os p-subespacos U, e V,, apesar de variarem quando



se troca o idempotente, suas dimensoes permanecem invariantes. Existem p-subespacos que
além de terem dimensao invariante, também sao eles préprios invariantes quando se troca

o idempotente.

Em [4] é feito um estudo completo sobre os p-subespagcos de grau menor que quatro que
sao invariantes e sobre os que possuem dimensao invariante quando se troca o idempotente.
Em [1] faz-se um estudo sobre a méxima variagao da dimenséao de certos p-subespagos, bem

como das implicagoes destas variacoes na estrutura da algebra de Bernstein.

O objetivo deste trabalho é revisar os principais resultados acerca do estudo dos p-
subespacos no que diz respeito as suas variagoes e também no que se refere as variacoes da

dimensao.

No Capitulo 1 introduzimos o conceito de algebra de Bernstein, deduzimos a decom-
posicao de Peirce de uma algebra de Bernstein relativa ao idempotente e e obtemos uma
importante caracterizacao das algebras de Bernstein que também sao algebras de Jordan,

além de outros conceitos e resultados necessarios aos capitulos posteriores.

No Capitulo 2 desenvolvemos os principais resultados sobre p-subespacos invariantes e

vemos que o problema ¢é totalmente resolvido em uma certa classe de algebras de Bernstein.

No Capitulo 3 estudamos a maneira como certos p-subespacgos variam pela troca do

idempotente.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos a definicao do nosso principal objeto de estudo, a saber,
as algebras de Bernstein, bem como deduzimos suas principais propriedades, as quais serao

necessarias ao desenvolvimento dos demais capitulos.

1.1 Algebras de Bernstein

Uma dlgebra sobre um corpo K é uma estrutura formada por um par (A, -), onde A é
um espaco vetorial sobre K e - é uma operacao binaria em A que satisfaz as propriedades

distributivas em relagao a adicao e a propriedade da homogeneidade, isto €,
(y+z2)-x = yx+z-x
r-(y+z) = z-y+x-z
(az)-y = z-(ay) = afz-y)
para quaisquer z, y em A e o em K.

Neste trabalho consideraremos apenas algebras que provém de espagos vetoriais de di-

mensao finita.



Denotaremos (A, -) apenas por A quando ficar claro qual produto estd sendo utilizado.
Indicaremos z - y apenas por zy, x - x por 22, (z-x) -z por 23, e de modo geral, definimos

1

nl.rsen>1lez! =z

recursivamente: 2" = x

Sejam A e B algebras sobre K, um homomorfismo de A em B é uma funcao linear f de
A em B tal que f(zy) = f(x)f(y). Uma dlgebra bdrica sobre um corpo K é um par (A4, w)
onde A é uma &algebra sobre K e w é um homomorfismo nao nulo de A em K, chamado
caracter de A ou fungao peso de A. Se x é um elemento de A, dizemos que w(x) é o peso
de x. Convém ressaltar que nem toda algebra pode ser vista como uma algebra barica, pois
existem algebras que nao possuem caracter, como exemplo citamos a algebra onde A é um
espaco vetorial e o produto é definido por xy = 0 para quaisquer = e y em A. De fato, se
f é um homomorfismo de A em K, entao f(z)? = f(z?) = f(0) e portanto f(x) = 0, para

qualquer z em A, logo f = 0.

Seja (A,w) uma &dlgebra barica, entdo A pode ser decomposta na forma A = Kx & N,

onde N = kerw, z ¢ N e Kz é o subespago gerado por z. De fato, seja y € A, temos que

)= ot - ) one 25 4

xEKa:ey— x € N. Seja agora iy € Kx N N entao

existe & em K tal que vy = ax e 0 = w(y') = w(ax) = aw(x) o que implica em « = 0 ja que

w(z) # 0 e portanto y' = 0.

Uma algebra é comutativa quando seu produto satisfaz

Ty = yx

para quaisquer z,y € A.

Uma dlgebra de Bernstein é uma algebra bérica comutativa (A,w) que satisfaz a identi-
dade
(2%)? = w(x)*? (1.1)

para qualquer x em A.

A seguinte proposicao afirma que nas algebras de Bernstein existe apenas um caracter.



Proposicao 1. Em uma dlgebra de Bernstein existe apenas um caracter.

Demonstracao

Sejam (A,w) uma algebra de Bernstein e ' um caracter de A. Para qualquer n € N
tem-se (n?)? = w(n)’n? = 0n? = 0. Assim w'(n)* = '((n?)?) = &'(0) = 0. Como w é

caracter de A, existe zg em A tal que w(zg) # 0 e A = Kzy + N, assim, para qualquer z

w'(zo)

w(zo)
que w'(z) = W'(ax +n) = aw'(rg) = adw(xg) = Aw(azy +n) = Aw(z). Portanto ' = Iw

em A, existem e sao Unicos o € K e n € N tais que v = azg + n. Para A = temos

com A # 0 j& que w’ é caracter. Tem-se também Aw(z0)? = Iw(2d) = w'(23) = W' (z0)* =
[Aw(z0)]* = AN2w(xp)? assim (A — A?)w(x)? = 0 e como Mw(zp)? # 0 entao A =1 e ' = w.OI

De acordo com a proposic¢ao anterior nao existe ambigiiidade ao referir-se a uma élgebra

de Bernstein (A, w) apenas por A.

A partir deste ponto consideraremos apenas corpos com caracteristica diferente de 2.

Tal fato serd usado como hipdétese nos enunciados posteriores.

No seguinte lema generalizaremos a equagao (1.1) com uma técnica chamada linearizagao

que sera bastante utilizada posteriormente.

Lema 1. Seja K um corpo que tem caracteristica diferente de 2 e possui mais de 3 elemen-

tos. Entdao, para uma dlgebra de Bernstein A sobre esse corpo, tem-se
22% (zy) = w(z)’zy + w(r)w(y)r? (1.2)
para quaisquer T, y em A.

Demonstracao

Substituindo z por ax + y em (1.1) temos entao ((az + y)?)? = w(ax + y)*(ax + y)>



Segue dai que

ot (2?)? 4+ 4’2 (zy) + 40° (zy)® + 4oy (zy) + (¥7)? + 20°2°y°

= otw(r)?2? + 20w (2) ry + Pw(r)*y? + 203w(z)w(y)r? + 4a’w(z)w(y) Ty

+2aw(z)w(y)y® + ’w(y)’s® + 20w (y)’zy + w(y)*y?

aplicando novamente (1.1) e reordenando as parcelas temos
o (4 (xy) — 2w(z) zy + 2w(z)w(y)z?) + o (4(zy)? + 20%y* — w(x)?y?
—dw(@)w(y)ry — w(y)’s?) + a(dy’(vy) — 2w(v)w(y)y® — 20(y)*zy) =0
substituindo o por —c, subtraindo da anterior e multiplicando por i temos
a® (22 (zy) — w(x) ey — w(z)w(y)a®) + a(2y?(zy) — w(z)w(y)y® — w(y)*(zy)) = 0.

Como K tem caracteristica diferente de 2 e tem mais de 3 elementos entao 1 # —1 e existe 8
em K tal que 5 ¢ {0,1, —1} entdo na equagao anterior substituindo a por 4 e multiplicando

por % temos
B2 (20*(zy) — w(@)’zy — wz)w(y)e?) + (2y*(zy) — w(@)w )y — w(y)*(zy)) =0
substituindo a por 1
(22%(zy) — w(z)’zy — w(z)w(y)e®) + 2y*(2y) — w@)w(y)y® — w(y)’(zy)) =0
subtraindo essas duas equacdes
(8% = 1)(22%(zy) — w(z)’zy — w(z)w(y)z?) =0

como (3? # 1 entdo conclufmos que

22%(xy) — w(r)’ry — w(z)w(y)z? =0 O

Quando um elemento e € A satisfaz e? = e diz-se que ele é um idempotente de A. O

conjunto dos idempotentes de uma dlgebra de Bernstein A ¢ dado por Id(A) = {z%w(x) =



1} U0. De fato, se # ¢ um idempotente entao w(x)? = w(x) portanto w(x) = 0 ou w(x) = 1.
Substituindo em (1.1), no primeiro caso temos que z = 2 = (z?)? = w(z)?z* = 0, por outro
2?2 = w(x)*2® = 22. Denotamos

lado é claro que 0 é um idempotente e se w(z) = 1 entao (z
por Id; (A) = {z?;w(x) = 1} o conjunto dos idempotentes nao nulos de A. Observamos que,

como w é um caracter, Id;(A) # 0.

Proposigao 2. Sejam A uma dlgebra de Bernstein, e um idempotente nao nulo e y € N.

Entao
2e(2ey) = 2ey (1.3)
(2ey)y* =0 (1.4)
2ey” + (2ey)’ =y (1.5)
(¥*)*=0 (1.6)
Demonstracao

Em (1.2) fazendo x = e e y € N segue (1.3). Também em (1.2) substituimos x por
y € N ey por e temos (1.4). Substituindo x por e + y e y por e em (1.2) temos (1.5).J4

(1.6) decorre diretamente da substitui¢ao de x por y em (1.1).

Consideremos agora o seguinte operador M, : N — N definido por M,(y) = 2ey. Em
primeiro lugar observemos que M, estd bem definido, pois N é um ideal, por causa de (1.3)
temos que M? = M,. Assim M, é uma projegao, logo, denotando Im(M,) por U, e ker(M.)

por V., temos que

= UaV, (1.7)
U. = {ue N;eu=3u} (1.8)
V. = {veN;ev=0} (1.9)

Dados X7, X5 subespacos de A denotamos por X; X5 o subespaco gerado pelos produtos



de elementos de X, por elementos de X,. Quando X; = X, = X escrevemos X? no lugar de
X X. Para dlgebras comutativas temos que X? = (2%;x € X), pois para x,, 7, € X tem-se

que 2122 = [(z1 + 22)? — (21 — 12)?] € (2% 2 € X).

A seguinte proposigao estabelece importantes propriedades dos subespagos U2, U.V, e

V2,

e

Proposicao 3. Em uma dlgebra de Bernstein valem as sequintes inclusoes

Uzcv, VicU, UV, C U, (1.10)

Demonstracao

Usando a identidade (1.5) temos que M,(y?) + M,(y)*> = y>. Agora, usando a mesma
técnica empregada na demonstracao do Lema 1, temos M. (y1y2) + Me(y1)Mc(y2) = v1y2
assim M, (y1)Mc(y2) = y1y2 — Mc(y1y2) € V., portanto U? C V.. Se y; ou y estd em V,
entdo y1ys = Mec(y132), logo UV, C U e V7 C U,. ]

Seja A uma algebra de Bernstein e e um idempotente nao nulo de A, segue de (1.7) que

A pode ser decomposta na forma A = K, ® U, ® V,. A esta decomposicao dar-se-a4 o nome

de decomposicao de Peirce A relativamente ao idempotente e.

Proposicao 4. Em uma dlgebra de Bernstein as sequintes identidades valem para quaisquer

uel, evel,

u? =0 u(uv) =0 uv? =0 (1.11)

(u*)? =0 (uv)? =0 (1.12)

Demonstracao

Fazendo y = u em (1.4) temos que 0 = (2eu)u® = u®. Agora, fazendo y = u + v também

em (1.4) e aplicando o resultado anterior temos 0 = [2e(u + v)](u + v)? = u(uv) + uv?,

2

substituindo v por —v nesta equacao temos uv® — u(uv) = 0. Somando estas duas equagdes



e multiplicando por 3 temos uv? = 0 e u(uv) = 0. Tomando 2 = u em (1.1) temos que
(u?)?> = 0 e para z = v temos (v?)> = 0. Parax = u e y = v em (1.2) temos u*(uv) = 0.
Para r = v e y = u temos v?*(uv) = 0 para = v+ v e y = u também em (1.2) e usando
as equagoes que acabamos de deduzir temos que 2(uv)? + u*v? = 0 e como (uv)?> € V, e

u?v? € Ve N = U, @V, concluimos que (uv)? = u?v? = 0. O

Linearizando as igualdades da proposicao anterior obtemos as identidades da seguinte

proposicao.

Proposicao 5. Em uma dlgebra de Bernstein valem as sequintes identidades para quaisquer

U, Ur, Uz, ug € Ug v, 01,02 €V,

uTuy + 2uy (ugup) = 0, uy(ugusz) + ug(ugus) + uz(uyug) = 0 (1.13)
w1 (ugv) + uz(uyv) = 0 (1.14)

w(v1v9) = 0 (1.15)

u? (uyuy) =0 (1.16)

(uvy) (uvs) = (ugv)(ugv) = 0 (1.17)

A proposicao seguinte mostra que o conjunto dos idempotentes nao nulos de A pode ser

parametrizado pelo subespacgo U,.

Proposicao 6. Seja e um idempotente nao nulo de uma dlgebra de Bernstein A. Entdo a

aplicacio ¢ de U, em Id;(A) definida por p(u) = e+ u + u? é uma bijecao.

Demonstracao

Sejam e € Id;(A) e u,us,us € U, v € V.. De fato e + u + u* é um idempotente, pois
usando (1.10) e (1.11) temos que (e+u+u?)? = e+u®+ (u?)?+2eu+2eu® +2u® = e+u+u?.
Se p(u1) = ¢(uz) temos entdao que e + uy + u? = e + uy + u3. Pela decomposicao de Peirce
conclufmos que u; = uy. Seja f = e + u + v um idempotente, como f = f? temos entdo
etut+v=(e+u+v)®=ce+u®+0v>+2eu+2ev+2uv=c+ (u+2uv+v?) +u? e,

novamente pela decomposigao de Peirce, conclui-se que v = u? e portanto ¢(u) = f. 0

10



Proposicao 7. Sejam A = Ke® U, ® V. a decomposi¢io de Peirce da dlgebra de Bernstein
A relativa ao idempotente e e ug € U,. As aplicagoes o : U, — Uetuoruz: T Ve = Veyugra2
e : U, — U, definidas, respectivamente, por o(u) = u + 2uug, 7(v) = v — 2vug — 2vud e

Y(u) =u— 2uu(2) sao isomorfismos de espacos vetoriais.
Demonstracao
Mostremos inicialmente que o estd bem definida. Com efeito, utilizando (1.13), (1.10) e

(1.16) temos que

2(e +ug + ug) (u+ 2uug) = 2eu + de(uug) + 2uug + dug(uug) + 2udu + dul(ugu)

= U+ 2uuy

e portanto (u + 2uu,) € U, ugud- Claramente o é linear e segue da decomposicao de Peirce
de A que o é injetora. Seja agora y € Uyyp2 C N entao existem u € Ue e v € V, tais que
y = u + v. Por definigao u + v = 2(e + ug + ud)(u + v) = u + 2uug + 2ugv + 2uud + 2udv.
Novamente segue da decomposigao de Peirce que 2ugv + 2uud + 2udv = 0 e v = 2uug. Logo

o(u) = u+w.
Mostremos agora que 7 estd bem definida. De fato seja v € V.. Entao utilizando (1.2),
(1.5), (1.8), (1.10), (L.11), (1.13) tem-se
(e +ug + ud) (v — 2vug — 2vul) = ev — 2e(vug) — 2e(vu) + uv — 2up(uev)

—2up(vud) + udv — 2ud(vug) — 2ud (vul)

= dug(uo(vud))
—0

portanto 7(v) € Vetugruz- Claramente 7 é linear. Pela decomposigao de Peirce vé-se que 7

11



é injetora. Sejam u € U, e v € V, suponhamos que u + v € Ve+u0+ug- Deste modo,

0 = 2(e+up+ud)(u+v)
= u+ 2upu + 2upv + 2udu + 2uiv
= (u+ 2ugv + 2upv + 2uiu) + (2uug)
como N = U, &V, concluimos que u+ 2ugv+2uf +2udu = uug = 0 e como uiu = —2ug(ugu)
segue que 7(v) = v — 2upv — 2udv = u + v, assim T ¢é sobrejetora.

A funcado ¢ também é linear e como estamos trabalhando com algebras de dimensao
finita, basta mostrar que a mesma é injetora. Seja u € U, tal que ¥(u) = 0 entao u—2uu3 =
0. Segue desta igualdade e de (1.11), (1.13) e (1.14) que uud = 2(uud)ud = —dug(ug(uul)) =

4ug(uug) = 0 e portanto u = 0. O

Uma conseqiiéncia da proposicao anterior é que os subespacos U, e V, tém dimensao
invariante com relagao a troca do idempotente. Denomina-se tipo da algebra A ao par
(14 r,s) onde r = dimU, e s = dimV,. Por causa da mencionada invariancia da dimensao
de U, e V, com relagao a mudancga do idempotente, esta definicao independe do particular

idempotente.

1.2 Algebras de Bernstein-Jordan

Uma dlgebra comutativa A é chamada dlgebra de Jordan quando quaisquer elementos

x,y € A satisfazem a seguinte identidade

2 (yx) = (a*y)x (1.18)

A proposicao seguinte estabelece propriedades para uma algebra de Bernstein quando

esta é também uma algebra de Jordan.

Proposicao 8. Em uma dlgebra de Bernstein A as sequintes condigoes sdo equivalentes:

12



(a) A € uma dlgebra de Jordan;
(b) V2 =0, para qualquer e € Id;(A);

(c) V2 =0, para algum e € Id;(A) e (uwv)v=0 para quaisquer v € U, e v € V,;

(d) qualquer elemento x € A satisfaz a identidade x° = w(z)z?.

Demonstracao

Para mostrar que (a) implica (b) comecemos fazendo z = e+ v e y = e em (1.18), daf

obtemos %vz —v® = 0, substituindo nesta v por (—v) o resultado é obtido pela soma destas

duas udltimas equagoes.

Mostremos agora que (b) implica (c), para tanto tomemos A = Ke & U, @ V, uma
decomposicao de Peirce de A relativa a um idempotente e. Para cada u € U, consideremos
o idempotente f = e + u + u?. Por hipétese sz = 0, logo para todo v € V, segue de (1.10)
e (1.12) que

0 = 7(v)?
= (v—2uv — 2u*v)?
= (v—2uw)?
= v? — 4(uwv)v + 4(uv)?

= —4(uv)v

Portanto (uv)v = 0. Seja A = Ke®U,. BV, a decomposicao de Peirce relativa ao idempotente
e para o qual V2 = 0 e (uv)v = 0, para quaisquer u € U, e v € V. Todo elemento z de A

pode ser decomposto na forma z = w(z)e +u + v onde u € U, e v € V.. Assim, por (1.8),

13



(1.9) e (1.18), temos

w(x)e +u+ v>2 (w(x)e +u+ v)

(
(w(x)2e + w(z)u + 2uv + u2> (w(m)e +u+ v)

= w(z)’e 4+ w@)?u + 2w(r)uw + w(z)u?

= w(z)(w(r)e +u+v)?

= w(z)2?

portanto (c) implica (d). Finalmente para provar que (d) em implica (a) linearizamos a

3 = w(xz)x? e obtemos

equacao x
2%y + 22(zy) = w(y)a® + 2w(z)ry
Nesta equacao substituindo y por xy, obtemos
¥ (zy) + 22(2(2y)) = w(r)w(y)a® + 2w(z)z(zy)
e multiplicando por = a equagao usada para obter a anterior temos

(z*y)z + 2x(z(zy)) = wy)z® + 2w(x)z(zy)

subtraindo essas duas equagoes obtemos o resultado. 0

Uma algebra de Bernstein que satisfaga uma das condi¢oes da proposi¢ao anterior é

chamada de algebra de Bernstein-Jordan.

O préximo corolario decorre diretamente do item (c) da proposigao anterior.

Corolario 1. Em uma dlgebra de Bernstein-Jordan valem as sequintes identidades

V1Ugy = 0 (119)

(uvy)vg + (uvg)vy =0 (1.20)

para e € Idy(A), u € Ue, v1,v9 € V.
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Seja A = Ke ® U, ® V, uma algebra de Bernstein, mostremos que o conjunto L =
{u € Ug;uU, = 0} é um ideal de A. De fato, sejam o € K, uy,us € L e u € U, temos que
(ur+aug)u = up +ausu = 0+a0 = 0, portanto (u; +aus) € L. Seja agora = w(z)e+u'+v
um elemento genérico de A com v’ € U, e v € V,, observamos que xu; = %w(x)ul +uv € Uy

¢ usando (1.14), temos (zu;)u = sw(z)uu + (u1v)u = —(uv)u, = 0, portanto zu; € L.

Verifiquemos que (A/L,w) é uma &dlgebra de Bernstein, com as operagoes usualmente
definidas para quocientes e @ é definida por W(Z) = w(z). Como L C kerw entdo para
T = Y temos que © —y € kerw e portanto w(z) = w(y), assim @ estd bem definida,

facilmente vemos que é um caracter, além disso para T € A/L temos (7%)? = (22)? =
w(z)22? = w(z)*T® = ©(T)*T2, logo A/L é uma &lgebra de Bernstein. Se 7 € ker @ entéo
0 = W(y) = w(y) o que implica que y € ker w. Se e é um idempotente nao nulo de A
segue dai que € é um idempotente de A/L. Seja § € Us, decorre que existem u € U,
ev € Votalsqueu+7 =y =utveutv=7y=2ey =2y =uentiov € L,
conseqiientemente, v = 0. Concluimos que Uz = {u;u € U.} = (U, + L)/L e analogamente
Ve ={u+uv;u € Lyv e V.} ={v;v € V.} = (V& L)/L, para quaisquer u,u; € U,. Se
v €V, entao uwv? = 0, uy((uv)v) = —(uyv)(uv) = 0, assim v? € L e (uwv)v € L e portanto

12 =0¢e (uv)v =0, logo A/L é uma &lgebra de Bernstein-Jordan.

A préxima proposicao mostra que o ideal L independe do idempotente escolhido para

fazer a decomposicao de Peirce.

Proposicao 9. Seja A = Ke®d U, DV, uma /flgebm de Bernstein entdo L = ﬂ Uetugta2-

up€Ue
Demonstracao

Sejam u € L, entdo, para todo wuy € U, temos, u = u + 2uuy = o(u) € Uetuotu2-

Por outro lado, seja u € ﬂ Ue+u0+ug entao, para qualquer ug € U, existe u; € U, tal
ug€Ue
que u = o(uy) = ug + 2ujug e portanto u = uy e uug = 0 assim uwuy = 0 para qualquer

Ug € Ue. ]
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Capitulo 2

p-subespacos

Neste capitulo trataremos de subespagos oriundos da decomposi¢ao de Peirce de uma
Algebra de Bernstein relativa a um idempotente e sobre as variagoes dos mesmos pela

mudanca do idempotente.

2.1 p-subespacos

Seja A = Ke & U, & V., a decomposigao de uma algebra de Bernstein relativa ao
idempotente e. A partir dos subespagos U, e V., podemos construir outros subespagos por
produtos sucessivos destes dois subespagos, como por exemplo U2, V2, U V., (U.V.)V., U*V,,
etc. Estes subespacos serao chamados de p-mondmios. Também podemos construir outros
subespagos pela soma de p-monoémios, como por exemplo UV, + V2, U, + V., UV, + V3,
etc. Tais subespagcos sdo chamados de p-subespacos. Em geral se p(U, V) é um polinomio
de duas variaveis nao associativas, entao denotamos por p, o p-subespaco formado a partir

da substitui¢ao de U por U, e V por V..

Por conta das inclusoes em (1.10) concluimos que todo p-mondmio estd contido em U,

ou em V.
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2.2 Invariancia de p-subespacos

Dizemos que o polinomio p tem dimensao invariante com relacao a mudanca do idempo-
tente, quando dim p. = dim py, para quaisquer e e f idempotentes nao nulos de A. Também
dizemos que o polinomio p ¢é invariante quando p. = py, para quaisquer e e f idempotentes

nao nulos de A.

O principal objetivo deste capitulo é demonstrar que em uma certa classe das algebras
de Bernstein que contém as algebras de Bernstein-Jordan, todos os p-subespagcos tém di-
mensao invariante e obter uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um p-subespaco

seja invariante.

Provaremos agora que os seguintes polinomios sao invariantes.

N = UaV (2.1)
= U U? (2.2)
P = UV+VHaV (2.3)

O subespago N é o nucleo de w, assim N nao depende da escolha de um particular

idempotente.

Para mostrar que M e P sao invariantes ¢é suficiente mostrar que My C M, e Py C F.,
para qualquer par de idempotentes nao nulos de A. Para tanto, sejam e, f idempotentes nao
nulos de A, existe uy € U, tal que f = e+ug+ud, temos que My = (o(u1) + o (uz)?; ur, ug €
U.), em que o ¢ o isomorfismo entre os subespagos U, e Uy na Proposicao 7 e definido por

o(u) = u + 2uuy. Portanto,

Mf = <U1 + 2UOU1 -+ (UQ + 2U0U2)2; Uy, U € Ue>
= (uy + 2uouy + u% + dus (ugus) + 4(u0uQ)2; uy,ug € Ug) C U + Uf
= Me

17



Analogamente,

P; = (o(w)7(v1) + 7(v2)* + 7(v3); u1 € U, vy, 09,03 € V)
= {((u1 + 2uug) (V1 — 2uguy — 2udvy) + (Ve — 2ugvy — 2uivy)? + vs — 2ugus
—2udvs;uy € Up,v1,v2,v3 € Vo)
= {(ugv; — 2u (uov1) — 2us (ugvy) + 2(uour vy — 4(uouy ) (uov) — 4(uour ) (ugvy)
03 — 4(ugv) v + 4(ugua)? + 8(ueve ) (uivs) + 4(ujve)? — 4(upvs)vs + vs

—2ugvz — 2ugus; uy € Uy, v1,v9,v3 € V,) C (U V. + V)@V, =P,

Como M e P sao invariantes, temos que tais subespacos possuem dimensao invariante
e foi visto anteriormente que U e V' tém dimensdo invariante, assim U? e (UV + V?) tém
dimensao invariante. Também podemos obter outros p-subespacos invariantes por produtos

de N, M e P.

N?* = (UV+VHoU? (2.4)

NM = (UV+U*V)aU? (2.5)
NP = (UV+V*)aUUV) (2.6)
M*+P* = (UV)V+U+V3+ Ve U? (2.7)
N = (UV)V+U*+ V34U V) U(UV) (2.8)

Desta forma, concluimos também que UV + U?V, U(UV), (UV)V + U + V3 +V? e
(UV)V + U3 + V3 + U?V tém dimensao invariante.

Diz-se que uma algebra de Bernstein A é nuclear quando A = A%, Neste caso temos
A=KeaU. ®V,=Ke® (U.+ V@ U?= A% e portanto N = MNP, U, =UV,+VZ*e
V., = U2

Uma &lgebra de Bernstein A é dita normal se PN U = 0 desta forma temos que V é

invariante ja que 7(V.) C V. e 7 é um isomorfismo de espagos vetoriais.
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Doravante, se p e ¢ sao polinomios, dizemos que p C ¢ quando p. C ¢. para qualquer

idempotente nao nulo e.

Se m é um monomio nao-nulo de grau k > 2 entao existem dois monomios my e my de
grau < k tais que m = mymo. Se m C V entao mqy,ms C U, se m C U entao ou m; C U e
mo C V oumy,mg C V.. Se A é uma algebra de Bernstein-Jordan, o tltimo caso resume-se

am=20.

Lema 2. Seja A= Ke ® U, ® V., uma dlgebra de Bernstein tal que U*V, = 0. Se m é um

monomio de grau k > 3 com m C V2 entao m, = 0.

Demonstracao

Seja m um monomio de grau k > 3, existem 14 e v, contidos em V' tais que o grau de
vy > 2 em = vk, vimos anteriormente que existem puq, o C U tal que vy = pq o, portanto

m = (puipa)ve C UV = 0. O

A préxima proposicao apresenta propriedades das fungoes o, 7 e 1 em uma certa classe
de algebras de Bernstein, a saber, as algebras de Bernstein A = Ke® U, ®V, que satisfazem
U2V, = 0 e (uv)v = 0, para quaisquer u € U, e v € V.. Observemos que esta classe de
algebras de Bernstein contém a classe das dlgebras de Bernstein-Jordan.

Observagao 1: Nas édlgebras de Bernstein que satisfazem (uv)v = 0, para quaisquer u € U,

e v € V,, vale a identidade (1.20).

Proposicao 10. Se em uma dlgebra de Bernstein existe um idempotente e tal que para a
decomposigio de Peirce A = Ke ® U, &V, se tenha U2V, = 0 e (uwv)v = 0, para quaisquer

u€e U, ev eV, entao

(c) T(v1)7T(v2) = o(v1v9) = V19
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(d) Y@ (u)v) = uv
para quaisquer u,ui,us € U, e v,v1,v9 € V.

Demonstracao
(a) Usando (1.2) e (1.13) concluimos que em toda algebra de Bernstein tem-se
o(ur)o(uz) = (u1 + 2ugug)(ug + 2usug)
= wyug + 2u; (ugug) + 2ug(uug) + 4(urug) (ugug)
= wyuy — 2ug(uruy) — 2ud(uyus)

= T(ujus)

(b) Usando (1.2), (1.14) e (1.17) temos que
uo((ug)v) = —(uug) (uov) = 2(uo(uow))(uev) = 0
usando (1.2), (1.14), a identidade acima e a Observagao 1, temos que
o(u)t(v) = (u+ 2uuy)(v — 2vuy)
= wv — 2u(vug) + 2(uug)v — 4(uug) (vug)
= v+ 2(uv)ug + 2ud(uv)
= uv + 2(uv)ug — 2(ugu)v
= wv — 2(uud)v + 2(uv)ug — 4((uud)v)ug

= ofuv — 2(uud)v

= o(yp(u)v)
(c) De acordo com (1.17) e a Observagao 1, segue que

T(v1)7(v2) = (v1 — 2ugv1)(v2 — 2uguy)
= V1Vy — 2('&01}1)’02 — Q(UOUQ)Ul + 4(UOU1>(UOU2)

= U102
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de acordo com (1.15)

o (v1v9) = v1vg + 2ug(v1v2) = V10s
(d) Usando a identidade auxiliar do item (b) e (1.2) temos que
(o)t = —2uo(uo((uu)v)) = 0
usando (1.20) temos entao

() = d(uw = 2ugu)v)
= wv — 2(udu)v — 2(uv)ug + 4((ugu)v)ug

= uv D
Mostraremos no préximo corolario que a condigao U2V, = 0 e (uv)v = 0, para quaisquer
u € U, e v eV, nao depende da escolha de um particular idempotente.

Coroléario 2. Seja (A,w) uma dlgebra de Bernstein entao as sequintes condigoes sao equi-

valentes.

(a) Emiste um idempotente e € A tal que U2V, = 0 e (uv)v = 0, para quaisquer u € U, e
v EeV,.
(b) Para todo idempotente e € A vale U?V, = 0 e (uwv)v = 0, para quaisquer u € U, e

v eV,

Demonstracao

Mostremos que (a) implica em (b). Seja f = e + ug + u2 com uy € U,. Temos entao

UiV = ((o(u)o(u))m(v);ur,up € Up,v € Vo) = (T(urug)m(v);ur,up € Upyv € Vo) =
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((urug)vyuy, ug € Ugyv € V) = 0. Além disso,

(e(u)r(@)7w) = o(duw)r(v)
= a(w(w(wv)v)
= o((uw))
=0

A identidade (1.14) e as identidades dos itens (a), (b) e (c¢) da proposi¢ao 10 podem ser
generalizadas para subespacgos de U e V', tal como mostra o préximo corolario.

Corolério 3. Seja A = Ke®U.®V, uma dlgebra de Bernstein tal que U2V, = 0 e (uv)v = 0,
para quaisquer u € U, ev € V,. Se X, X1, Xy C U, e W, W1, W5 C V, sdo subespacos de A

entao

(a) (XW)Wy = (XW1)W,
(b) o(X1)o(Xz) = 7(X1X2)
(c) o(X)T(W) = o ($(X)W)
(d) 7(W)T(Wa) = o(W11W3)

Demonstracao

O item (a) decorre da Observagao 1 aos geradores dos subespagos, os {tens restantes

seguem da proposicao anterior aplicadas aos geradores dos subespagos em questao. [l

O préximo lema mostra que nas algebras de Bernstein-Jordan os p-subespacos absorvem
produtos por V., isto é, V.p. C p.. J& nas élgebras que satisfazem U?V, = 0 e (uv)v = 0 os

p-subespagos absorvem o produto UZ.

Lema 3. Seja A= Ke® U, @&V, uma dlgebra de Bernstein entao
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(a) A € uma dlgebra de Bernstein-Jordan, entio V.p. C pe para todo p-subespaco de p. de
A;

(b) Se U2V, = 0 e (uwv)v = 0 para quaisquer u € U,,v € V, entio U?p. C p. para todo
p-subespaco p, de A.

Demonstracao

(a) Primeiro consideremos o caso em que p = m é um monomio e fagcamos inducao
sobre o grau k do mesmo. Se k = 1 entao m, = U, ou m, = V.. No primeiro caso
Vom, = UV, C U, = m, e, no segundo caso, V.m, = Vf = 0 C m,. Suponhamos que o
lema é valido para monomios de grau < k, seja m um monomio de grau £+ 1, entao existem
monomios myq, me tais que o grau de m; e de msy sao menores que k e m = mymsy. Foi visto
anteriormente que ou my; C U, e my C V., ou my, my C U,. No primeiro caso usamos o item

(a) da proposicao anterior e a hipdtese de indugao para concluir que
‘/eme = ‘/e(mlem2e) = m2e(mle‘/e) C MoeMie = M

no segundo caso

VemeCVf:0Cme

Agora suponhamos que p é um polinémio, entao existem my, ms, ..., m; monomios tais que
l

p= E m;, assim temos
i=1

l l l
‘/epe = ‘/ezmie = Z‘/emie C Zmie = Pe
=1 =1 =1

A prova do item (b) é andloga a prova do item (a). O

Mostraremos no préximo lema que nas élgebras de Bernstein que satisfazem U2V, =0 e

(uv)v = 0, os p-subespagos contidos em U, sao deixados fixos pela fungao 1.
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Lema 4. Se A= Ke® U, ®V, é uma dlgebra de Bernstein tal que U*V, =0 e (uv)v = 0,

para quaisquer u € U, e v € V., entao ¥ (g.) = ge para todo p-subespaco g, C U,.

Demonstracao

Como ¢ é um isomorfismo, basta mostrar que ¥ (g.) C ge ja que ¥(g.) é isomorfo a ge.

Seja u € g, entao, de acordo com a proposicao anterior, ¥(u) = u—2uu2 € g.+U?g. = g..00

Provemos agora um dos principais resultados deste trabalho.

Teorema 1. Se A= Ke®U.®V, é uma dlgebra de Bernstein tal que U*V, =0 e (uv)v = 0,

para quaisquer u € U.,v € V., entdo todos os p-subespacos de A tém dimensao invariante.

Demonstracao

Sejam e, f idempotentes nao nulos de A e seja ug € U, tal que f = e+ug+ ug. Primeiro
mostraremos que, para quaisquer monomios g e h tais que g C U e h C V, tem-se g5 = o(ge)
e hy = 7(h.). Para isto usaremos inducao sobre o grau k de g e h. Se k = 1 entao g. = U,
ou he = V. e gy = o(u.) ou hy = 7(h.). Suponhamos que, para quaisquer monoémios
de grau < k, a afirmacao seja valida. Sejam g e h monomios com grau k + 1 tais que
g CUeh CV, logo existem monomios g1, gs, h1, hy de grau < k tais que g = ¢192 €
h = hihs. Se g1 C U e go C V entao usando a hipotese de inducao e os lema e corolarios
anteriores temos que g = g17g2r = 0(g1e)7(g2e) = (V(g1e)g2e) = (g1eg2e) = 0(ge). Se
91,92 C V entdo g5 = girgo5 = T(g1e)7(g2e) = 0(g1e92e) = 0(ge). Se hi,hy C U, entdo

hy = hifhos = 0(hie)o(hoe) = T(h1chae) = T(he).
!
Se g é polinomio tal que g C U existem monomios my, ma, ..., m; C U tais que g = Z m;
i=1

! ! !
e portanto gy = Z mip = Z o(me) = U(Z mie) = 0(ge). Analogamente concluimos que,
i=1 i=1 i=1
para qualquer polinomio h C V, tem-se hy = 7(h.). Se p é um polinémio entdo existem

polinomios g,h tais que p = g+ he g C U e h C V assim dim py = dim (g; ® hy) =
dim gf+dim hy =dim o(g.) +dim 7(h.) = dim g¢.+dim h. = dim (g. ® h.) = dim p..00
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2.3 p-subespacos em algebras de Bernstein-Jordan

O préximo corolario segue do fato da classe das dlgebras de Bernstein-Jordan estarem con-

tidas na classe das algebras de Bernstein que satisfazem U2V, = 0 e (uv)v = 0.

Corolario 4. Todo p-subespago de uma dlgebra de Bernstein-Jordan tem dimensao invari-

ante.

Corolario 5. Todo p-subespaco de uma dlgebra de Bernstein contido em V' tem dimensao

mvariante.

Demonstracao

Sejam e, f idempotentes nao nulos de A, Ke ® U, @ V., a decomposicao de Peirce rela-
cionada ao idempotente e, A = A/L a 4lgebra quociente e h um polinémio contido em V.
Do mesmo modo usado para concluir que Uz = (U + L)/L e Vz = (V. @ L)/L, conclui-se
que hg = (he ® L)/L. Seja 6 : he — hz definida por #(v) = v, para todo v € h,. A fungao 0
estd bem definida e é claramente linear e sobrejetora. Se 6(v) = 0 entdo v € L e portanto
v = 0. Assim, 6 é injetora e conclui-se que dim h, = dim he. Analogamente, conclui-se que
dim hy = dim hp. Como A/L é uma algebra de Bernstein entao todos seus p-subespagos
tém dimensao invariante de acordo com o teorema anterior e portanto

dim h, = dim hgz = dim hf = dim hy O
O proximo corolario é uma conseqiiéncia imediata do corolario anterior.

Corolario 6. Seja um p = g®h um polinomio tal que g C U e h CV entdo p tem dimensao

mvariante se e somente se g tem dimensao invariante.

O lema seguinte sera utilizado na demonstracao do Teorema 2.

Lema 5. Sejam A = Ke® U, @V, uma dlgebra de Bernstein, ug € U,, X, W subespacos de

A tais que X C U, e W C V., entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
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(a) ugW C X eupgX C W,

(b) para quaisquer x € X, w € W ezistem ' € X e w' € W tais que ugr = %(w’ —w) e

uow = 3(z — ).

Demonstracao

Mostremos que (a) implica (b). Seja x € X e w € W basta tomar v’ = 2uox +w € W

ex’ =z —2upw € X por (a). Mostremos que (b) implica (a), analisemos os geradores de

uW e upX. Temos que uow = 3 (z — 2') € X e upz = (w' —w) € W. O

Demonstraremos agora o principal resultado deste capitulo.
Teorema 2. Seja A = Ke ® U, & V., uma dlgebra de Bernstein-Jordan e p um polinémio
entao as sequintes condicoes sao equivalentes
(a) p € invariante;

(b) Uepe C pe;

(¢) pe € um ideal de A.

Demonstracao

Para todo ug € U, seja f,, = e+ug+u2 e o e 7 os isomorfismos definidos anteriormente.
Seja p um polinomio, logo existem g e h polinomios tais que g CU e h C V com p = g+ h.

Temos entao de acordo com o Teorema 1, que

Py = 9 Bl
= 0(ge) ® 7(he)
= {o(x);z € g.} ®{r(w);w € h.}

= {(z —2upw) + (w4 2upz);u € X,w € W}
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de acordo com o Teorema 1 p tem dimensao invariante, entao dim py, = dim pe, para
qualquer ug € U.. Supondo que p é invariante entao py, = pe, para qualquer ug € U, ou
seja,

pfuo C Pe

Por causade N = U, & V, e p. = g. b h. isto é equivalente a dizer que

¥ =1 — 2uyw € g,

w' = w + 2upzr € h,
De acordo com o lema anterior essas equacoes equivalem a dizer que

UpGe C he

uOhe - e
para qualquer ug € U,, e isto é o mesmo que

U.ge C he

Uehe C ge

Estas inclusoes ocorrem se, e somente se,

Uepe C pe
0 que é equivalente a
Ape C pe
ja que (Ke)p. = ge C pe por definicao e V.p. C p. pelo Lema 3. d
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Capitulo 3

Algebras de Bernstein n-excepcionais

Neste capitulo estudaremos o conceito de grau de excepcionalidade de uma algebra de
Bernstein, e como esse conceito influencia na dimensao de certos subespacos nas algebras

de Bernstein.

3.1 As subclasses n-excepcionais

Sejam X;, Xo C A subespacos, definamos recursivamente o subespaco XlXén), como

sendo: X1X2(1) =X Xy e X1X2(n) = (XlXén_l))Xg sen > 2.

Diz-se que uma algebra de Bernstein é n-excepcional se n > 0 é o menor inteiro para
o qual se tem Ue(UeVe(")) = 0, para todo idempotente nao nulo e de A. O inteiro n
serd chamado de grau de excepcionalidade de A. Este conceito generaliza o de algebras de
Bernstein excepcionais que sao aquelas em que se tem U, = 0 para todo idempotente nao

nulo e.

Proposicao 11. Seja A uma dlgebra de Bernstein e p C U um p-subespaco de A. Entdo as

sequintes proposicoes sao equivalentes.
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(a) existe um idempotente e tal que p. C L;

(b) para todo idempotente e tem-se p. C L.

Demonstracao

Mostremos que (a) implica em (b). Seja e um idempotente de A tal que p. C L e
seja f um idempotente qualquer de A. Como p. C L, temos g, = U.p. = 0. Observemos
que g C V, assim g tem dimensao invariante e portanto 0 = dim g. = dim gy, logo

0 =gy = Uspy, portanto py C L. E 6bvio que (b) implica em (a).

O lema que demonstramos a seguir serda muito importante para provarmos que toda

algebra de Bernstein de dimensao finita é n-excepcional para algum n.

Lema 6. Seja A = Ke® U, &V, uma dlgebra de Bernstein, u € U, e v,v; € V(i = 1,2, ...).

Para todo inteiro k > 2 tem-se
(i) Ri(u) € L;
(i) Y R, Ruy)Ruyg (1) € L;

og€ESy,

(iii) Ry, Ry, Ru,_,...Ru, R, (1) € L.

V1"

Demonstracao

Seja u' € U,. Demonstremos (i). Por (1.14) e (1.17) temos
ur R2(u) = up ((uww)v) = —(ugv)(uv) =0
e portanto (i) é vélida para k = 2. Suponhamos que R*(u) € L, entao
R (u) = Ry(RF(u)) = RF(u)v € LV C L

e (i) é vélida para k + 1.
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A demonstragao de (ii) decorre diretamente da (k — 1)-ésima linearizagao de (i) na

varidvel v.

Demonstremos (iii). Fazendo k = 2 em (ii) temos Ry, Ry, (u)+ Ry, Ry, (u) =1 € L. Assim
(uvg)vy =1 — (uvy)vy (3.1)
substituindo u por wv; temos ((uvy)ve)vy =1 — ((uvq)vy)vy. Logo
Ry Ry, Ry (u) =1— R, (Wvs € L+ LV, =1L

e portanto (iii) vale para k = 2. Suponhamos que I' = R, R, Ry, ,..Ry,R, (u) € L.

Substituindo vy por v41 em (3.1) e substituindo u por ((...(uvy)ve)...)v; tem-se

((((uvy)va..)vg)vksrr)vr = L — ((((uvy)va)... v )1 ) V1

Ry Ry Ry Roy Ry () =1 — vy € L+ LV, = L

Vk+1

assim (iii) é vélido para k + 1. O
Usaremos o proximo resultado na demonstragao do Teorema 3 a seguir.

Lema 7. Seja A uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + r,s), entdo para todo idempotente

e € A tem-se U6V6(8+k) C L para k > 1.

Demonstracao

O resultado ¢é valido para r = 0 ou s = 0. Suponhamos entao que r,s > 1, sejam
{ui}1<i<r € {vj}1<j<s bases de U, e V., respectivamente. Mostremos primeiramente o resul-
tado pra k = 1. Seja u = (...((uv),)vj,)...)v;,,, com 1 < i <rel < jy,ja, ., Jsp1 < 8 um
gerador de UeVe(SH), existem [ < k, indices tais que j; = jr = j e portanto, aplicando o item
(iii) do resultado anterior para v’ = (...(u;vj,)...)v;—1, temos

u = ((((wv;)vjy -V )V )V sy )V €L

Portanto UeVe(SH) C L. Como L é um ideal conclui-se facilmente que U,V. C L, para

qualquer inteiro k£ > 2. O
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O resultado seguinte mostra que toda algebra de Bernstein de dimensao finita tem um

grau de excepcionalidade.

Teorema 3. Toda dlgebra de Bernstein de tipo (141, s) € n-excepcional para algum inteiro

ncom0<n<s+1.

Demonstracao
Decorre diretamente do lema anterior. Com efeito, ja que UeVe(SH) C L, entao
Ue(UeVe(SH)) = 0 e portanto o grau de excepcionalidade de A é < s + 1. d

Uma conseqiiéncia do teorema anterior é que o grau de excepcionalidade de uma algebra
de Bernstein A é limitado em funcao da dimensao de A conforme veremos no proximo

corolario.
Corolario 7. Seja A uma dlgebra de Bernstein com grau de excepcionalidade n. Se dim A >

2, entaon < dim A — 2.

Demonstracao

Seja A uma dlgebra de Bernstein do tipo (1+7,s) entdo dim A=1+7r+s. Se U2 =0
ention = 0 < dimA —2. SeU? #0entdor > 1es >1. Ser =1 temos U, = (u)
e U(U.V.) = (u(uv);v € V) = 0 por (1.11), entdo n = 1 < dim A — 2. Se r > 2 entdo
n<s+1=dimA—r <dimA — 2. O

3.2 Sobre algebras 2-excepcionais

Nesta secao estudaremos os efeitos sobre a dimensao de certos subespagos quando o grau

de excepcionalidade n for maior ou igual a 2.

Proposicao 12. Seja A = Ke @ U, @ V., uma dlgebra de Bernstein de tipo (1+1,s), se
Ue(UV.) #0 entaor >4, s>2 edim L<r—4.
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Demonstracao

Como U.(U.V,) C V. entao dim U, (U,V,) = dim U.(U.V.) # 0, existem uy, uy €
Ue, v € V, tais que ui(ugv) # 0, mostremos agora que {uy, Uz, u 0, U0} e {0, us(usv)}
sao conjuntos linearmente independentes. De fato, sejam «y, ao, a3, ay € K tais que

a1 U7 + ity + st + ayizv = 0. Multiplicando esta combinacao linear por v, usando

(1.11) e (1.17), e como por (1.14) temos que ug(u1v) = —uy (ugv) # 0, concluimos que oy = 0.
Analogamente multiplicando-se por (u;v), conclui-se que aps = 0. Agora multiplicando a
mesma combinacao linear por u; conclui-se que a3 = 0. Procedendo do mesmo modo para

7 conclui-se que ay = 0.

Sejam 3 e (3 tais que (10 + Bouy(usv) = 0. Multiplicando-se esta igualdade por ury,
segue de (1.2) e da proposicdo 8, que 3, = B, = 0. Portanto dim U, > dim U, > 4 e

dim V, =dim V, > 2 e como dimU, = dim U, — dim L entao dim L < r — 4. O

O corolério seguinte é uma conseqiiéncia imediata da proposicao anterior e de sua de-

monstracao.

Corolario 8. Seja A uma dlgebra de Bernstein com grau de excepcionalidade n > 2, entdao

dim A >7 edim UV > 2.

O corolario seguinte mostra que para algebras de Bernstein de dimensdes maiores a

limitagao para o grau de excepcionalidade das mesmas pode ser melhorada.

Corolario 9. Se A € uma dlgebra de Bernstein com grau de excepcionalidade n e dim A > 5

entdo n < dim A — 4.

Demonstracao
Se r < 3 entao pela proposicao anterior n <1 < dim A — 4.

Ser>4entaon<s+1=dimA—r <dim A—4. O
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3.3 Sobre algebras 3-excepcionais

Nesta secao estudaremos as influéncias sobre a dimensao da algebra e de alguns de seus

subespacos quando n > 3.

Proposicao 13. Seja A uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + r,s). Se Ue(UeVe(Q)) #0

entaor > 8, s >3 edim L <r —38.

Demonstracao

Como UE(UGVB(Q)) C V entao dim Ue(UeV;(Z)) = dim Ue(UeVe@)) # 0 logo existem
u1, us € U, e v1,v9 € V, tais que

ui ((ugv1)va) # 0

Para provarmos nossa proposicao é suficiente mostrar que os conjuntos

{wr, 2, Wy, wWivs, Uty Uz, (urv1)va, (ugvy)v2}
{071, 02, (u1v1) (ugv2) }
sao linearmente independentes.

Sejam aq, as...ag € K tais que

Q1T + ol + QU7 + iUz + QliaUt + 0Tzl + (g v)va + ag(ugvy )ve = 0

multiplicando esta combinagao linear por (ugvy)ve, lembrando que UV, C V. e usando

(1.14), (1.17) e como u;((ugvy)ve) # 0 entdo oy = 0. Analogamente multiplicando esta

mesma combinagao linear, sucessivamente, por (uqv1)vy, UgUs, UzU7, Ug Uz, U1, Uz, Up conclui-

se, respectivamente, que ag = a3 = oy = a5 = ag = a7 = ag = 0.
Sejam (1, (3o, f3 € K tais que
G101 + 202 + B3(u1vr)(ugve) = 0

multiplicando-se esta igualdade por (usv2) e usando (1.11), (1.13) concluimos que 3 = 0.

Agora multiplicando-se por (ujv;) temos que B, = 0 e como (u;v1)(usvy) # 0 entao B3 = 0.0J
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Corolario 10. Em uma dlgebra de Bernstein com grau de excepcionalide n > 3 tem-se

dim UV >6 edim (UV)V > 2.

O préximo resultado nos dd uma cota superior para o grau de excepcionalidade de

algebras de Bernstein com dimensao maior que 9.

Corolario 11. Seja A uma dlgebra de Bernstein com grau de excepcionalidade n, e di-

mensao maior que 9 entdo n < dim A — 8.

Demonstracao

Ser<T7entaon <2<dim A—8. Ser >8entaon < s+1=dim A—r <dim A-8.0J

3.4 O p-subespaco UV +V? nas 4lgebras 0-excepcionais

e l-excepcionais

Nesta secao veremos como o grau de excepcionalidade n de uma algebra de Bernstein

influi sobre o p-subespaco UV + V2% quando n < 1.

Definamos as seguintes funcoes a serem usadas posteriormente nesta secao ¢ : R — N e

R:N — Rem que R(z) = =52 ¢ ¢(2) representa o inteiro tal que ¢(z) —1 < z < ¢(x).

A préxima proposicao da um limitante para dimensao de L nas algebras de Bernstein

que satisfazem dim U, dim V > 1.
Proposicao 14. Seja A uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 4+ r,s)com r,s > 1, entao

dim L <r —¢o R(dim U?).

Demonstracao

Seja M, um subespaco complementar de L em U,, como U, = L + M, entao M, tem

dimensao invariante, ji que U, e L tém dimensdo invariante. Seja z = dim U? e k =
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dim M,. Tem-se que U2 = M2 e portanto z = dim U? = dim M? < &M Resolvendo
esta inequagao, conclui-se que k > R(z). Tomando as solugdes inteiras desta, temos que

O(R(2)) <k <r,assimdim L=r—k <r— ¢(R(dim U?)). O

Como conseqiiéncia da proposicao anterior temos o seguinte corolario, no qual obtemos
um majorante para a dimensao do p-subespaco UV + V2 nas algebras de Bernstein que

satisfazem dim U,dim V > 1.

Corolario 12. Seja A = Ke ® U, ® V., uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 4+ r,s) com

r,s > 1 e grau de excepcionalidade n < 1, entao dim (U.V, + V2) <r — ¢(R(dim U?)).
Demonstracao

Como n < 1 temos U,(U.V,) = 0. Portanto U,V, C L. Por (1.15) tem-se que V? C L,
assim UV, + V2 C L, logo dim (U.V, + V?) < dim L <r — ¢(R(dim U?)). O

Temos a seguir um limitante para a dimensao do p-subespaco (U.V. + V.2) @ V..

Corolario 13. Seja A = Ke ® U, @ V, uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 +r,s) e grau
de excepcionalidade n < 1 entao dim (U, V., + V2) ®V,) < dim N — ¢(R(dim U?)).

Corolario 14. Seja uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + r,s) com r,s > 1 e grau de

excepcionalidade n < 1. Se dim U? > @ entao UV, + V2= 0.

Demonstracao
Para z = dim U2, temos z > # Resolvendo esta inequagao temos que 0 < r <
LvIHe2 — 14+ R(2). Sabe-se que z < w entdo r > R(z), logor—1 < R(z) < r e portanto

®(R(z)) = r. De acordo com o Corolério 12, dim (U, V,+V?) < r—¢(R(dim U?)) =r—r =
0. U

Sejam kq, ko, ..., k,, inteiros distintos pertencentes a {1,2,...,p}, a seguir usaremos a
notagao o(k1, k2, ..., k/:\i, ..., kn) = x que indica que k; é o z-ésimo elemento quando ki, ko, ..., ky,

sao ordenados de forma crescente.
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Seja A = Ke ® U, @V, uma algebra de Bernstein, M C U, um subespago com dimensao

p > 0 e {u; }1<i<p uma base arbitraria de M. Definiremos os seguintes subespacos.

(i) Para ny,ng,n3 € {1,2,3} distintos:
M ing)ng = (Wuj)ug; 1 <i,5,k < p,o(%jk) = nl,o(ijk) = Ny,
o(ijk) = ns);
My, (nang) = (W2 (wjur); 1 <4, j, k < p, o(ijk) = ny, 0(ijk) = ns,
o(ijk) = ns);
(ii) Para ny,ng,n3,ny € {1,2,3,4} distintos:
Mngnsna = ((uwgu)ug)u; 1 <, 5, k, 1 < p,o(ijkl) = ny, o(ijkl) = na,
o(ijkl) = ns, o(ijkl) = na);
Mnino)(ngna) = ((win) (upwy); 1 < 4,5,k < p, o(gjkl) =nq, o(ijkl) = ng,
o(ijkl) = ns, o(ijkl) = n).

. . , . . |
Daqui em diante Cp, k representara o numero binomial k,(L

oy que é o numero de com-

binagoes de p elementos tomados em grupos de k elementos.

Por exemplo:
Mz = (ufuj)ug; 1 < j <i <k <p)e dim Mpys < Cps
Mizas = (((wiu)ug)u; 1 < i <1< j <k <p)e dim Mz < Cpy

Por causa de (1.10),(1.14), da linearizacao duas vezes de (1.16) e por causa da comuta-
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tividade temos que

(ufug)up = —(ujup)u;
(wiwg)ug)w, = —((wug)ug)uy
(wivg)ug)uy = —((upug)ug)u — ((urug)u)w
(

(wivj)up)w = ((ujw;)ug)w
wjug) = ul(uguy)
(wivg)(ugw) = (wiug)(wuy) = (upw) (wiuy)

logo para ni,ne,ng € {1,2,3} distintos

M(mnz)ns = M(nms)nz

Mn1 (ngnd) = Mnl (n3n2)

e para ny, no,n3,ny € {1,2,3,4} distintos

M, nonsng = Miinonans = Muoninan,

My nonang € Muaninong + Mignoning

My, (nang) = My (nano)

Mnynz)(nana) = Mninz)(nans) = Mnana)(nanz)

M(mnz)(nsm) - M(mns)(nzm) + M(n1n4)(n2n3)
Lema 8. Seja A uma dlgebra n-excepcional com n > 1 entao U2 G U, e (U2)* ¢ U..

Demonstracao

Suponhamos que (U2)? = U, entao (U,)? = (U2)*(U?)* C U.V2=0 por (1.15). Suponha-
mos que (]e3 = Ue logO UGQ = UeUg = Ue(Ue(UeQ)) = U6(<U€(U€2>)U€2) == Ue(UeUe(SJrl)) C
U (U VS = 0. 0
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Na préxima proposicao encontramos limitantes superiores para a dimensao de M3, M*

e (M?)? em que M C U é um subespaco de uma algebra de Bernstein.

Proposicao 15. Seja A = Ke® U, DV, uma dlgebra de Bernstein de tipo (1+r,s), M C U,

um subespaco de dimensao p entao

(i) dim M3 < min{r — 1, 1@};

(ii) dim M* < min{s, WXP;M};

. . 2(p2—1)
(iii) dim (M?)* < min{r — 1, 25—},

Demonstracao

Seja {u; }1<i<p uma base arbitraria de M. Demonstremos (i). Pelo lema anterior, M? C

U3 ¢ U,, assim dim M3 < r — 1. Consideremos os seguintes conjuntos:

< p)
)

)

(ug

(wiuj;1 <i<j

(uf
My, = (u? ],1<j<i§p)

{

{

{

IN
3

u;u 1< 7

<
VAN
3

(wiuj)up; 1 < i < j <k <p)
(wiuj)ug; 1 <i <k <j<p)

(wuj)ug; 1 <k <i<j<p)

E claro que M2 = A+ B. Logo M3 = (A+B)M = AM+ BM. Temos que AM = (ufu;j; 1 <

i,j <p)y=DM+Mye BM = ((wu)up;1 <i<j<p,1<k<p)=M+M+M;+M+Ms;.

Segue de (1.13) que (wu;)ur = —(ugpu;)u; — (uguj)u;. Portanto Ms C Mz + M,y logo
= AM + BM = My + My + M3z + My. Assim, dim M3 < 20,5 + 2C,, .

Mostremos agora (ii). Segue do ftem anterior que M* = M3M = (M; + My + Mz +
MO)M = MM + MM + MsM + MyM De acordo com as definigdes dos mesmos tem-se
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que

MM = Mgug)s + Maszy + Measy
MM = Mz + My + Moy
MsM = Migzq + Mgz + M21)s + Mizao + M12)3 + Maza

MyM = Mizaq + Misaz + M(31)2 + Miaza + M(13)2 + Mayz

como

M@z = Maays

Mgy = Mans

M@y = Mz

Moz = Mgz

Mizss = Migaa C Maiza + Mazia = Migza + Maza

Miyza = Mgz C Moraz + Magiz = Migza + Moz
tem-se que

M* = M12)3) + M21)3 + M31)2 + Mig34 + Mazar + Maysz

portanto

dim M4 < Cp73 + Cp,4
Por fim demonstremos (iii). De acordo com os {tens anteriores temos que
M?=A+B

entao
(M?)?> = (A+ B)? = A*> + AB + B?
A? = (uful; 1 <i,j <p,i#p)

(2 B

AB = <U12(Uguk7 1<4,7<p,1<k< p)> = M1(23)M2(13)M3(12)
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B = {(wuy)(wpw); 1 <i < j;1<k<l<p<p)
= A"+ Mz + Maas) + Masya) + Mias) + Mesyaa) + Maaz) + Mases)

+ M3y + Miayas) + Maas) + M3aa2)
pelo visto anteriormente temos que

M) = M3
My = Moz
M3y = Ms3g2
My = Maz)ss
Mogyazy = Mausyeey C Magyeay + Maayes)
logo
(M?)*> = A® + M (23) + Msazy + M3z12)y + M12)34) + M14)(23)

dai
dlm (M2)2 S Cp72 + 30]0,3 + 2Cp74.

A partir deste ponto tentaremos generalizar a proposicao anterior.
Lema 9. Nas condigoes da proposicao anterior para p > 2. Se dim M3 = ’@ entao

dim M? — p(p2+1)

Demonstracao

Como a dimensao de M? é médxima, entdao o conjunto gerador B = {ufu;;1 < 4,5 <
prU{(uuj)up; 1 <i<j<p1l<i<k<p,j#k} élinearmente independente. Provare-

mos agora que o conjunto A = {w;u;;1 < i < j <p} é linearmente independente.

De fato: tomemos uma combinagao linear nula desses elementos

D p—1 p

2
E U, + E E Ozijuiuj =0
=1

=1 i+1

40



multiplicando esta equagao por u; temos

p p
2
QU Uy -+ alj(ului)ul +
=2 j=2

dai segue que

p—1 p
Z Z ozij(u,;uj)ul =0

P p 1 p—1 p p—1 p
Z aiiu?ul + Z —éalju%uj -+ Z Z —aij(ului)uj + Z Z —Oéij (ului)uj =0
=2 j=2

i=2 j=i+1

i=2 j=i+1

Como B ¢ linearmente independente entao a;; = 0 para i > 2, oy; = 0 para j > 2 e oy; =0

para 2 < i < j < p, entao aju? = 0. Multiplicando isto por us, concluimos que aj; = 0, e

portanto A é uma base de M?2.

O

Neste exemplo temos A = Ke® U &V onde U = (uy, ug, us), V = (v1,vy) com caracter

w definido por w(e) = 1, w(u;) = w(v;) = 0 e os produtos definidos por ee = ¢, eu; = u;,i =

1,2,3, ev; =0, j = 1,2 e os produtos restantes definidos por

Uy U2 uz | U1 V2
U1 2’01 V1 + Vg us
Uy | V1 + V2 2U2 —Us

Uus

(%1

(%

U1 V2

Para o subespaco M = (uy,uy) temos p = 2, dim M? = 2 = @ —ledimM?=1=

(1)
Pl g,
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