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Resumo

Estudaremos neste trabalho a existéncia e unicidade de solugao fraca global para a inequagao

variacional nao linear degenerada

K(x,t)u” + A%u+ M(||lul|?)(=Au) + o' > f
u(0) = ug
uw'(0) = uy
0
u ’E: 8_:; ‘2 = O

Onde K(z,t) é uma fungao definida em @ = Qx]0,7[ ,K(z,t) > 0 para todo (z,t) €
(Q , M uma funcao real continua com certas propriedades e f pertence a classe de fungoes
L?(0,T; Hy(9)).

Palavras chave: operador projecao , operador de penalizacao , operador mondtono , op-
erador lipschitziano , problema perturbado aproximado , problema penalizado , solucoes global

fracas , unicidade de solugoes fracas.



Abstract

We will study in this work the existence and uniquenesse of global weak solution for the

degenerated nonlinear variational inequality

K(x,t)u” + A%u+ M(||lul|?)(=Au) + o' > f
u(0) = ug
uw'(0) = uy
0
u ’E: 8_:; ‘2 = O

where K(z,t) is a function defined on @ = Qx]0,T[, K(z,t) > 0 for all (z,t) € @, Mis a
real continuous function and f € L? (0,T; H}(Q)

Key words: projector operator , penalty operator , monotone operator , lipschitzian operator
, approximated perturbed problem , penalized problem , global weak solutions , uniqueness of

weak solutions.
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Introducao

O movimento transversal de viga extensivel de comprimento L, com extremos presos a uma

certa distancia fixa pode ser modelado pela equagao

Pu O L, 0*u
w +p@ + <O’+/O ug(f,t)d§> <—@> =0 (1)

que foi proposto por Woinowsky-Krieger[15], onde p é uma constante positiva, ¢ uma constante
nao necessariamente positiva e o termo nao-linear representa a mudancga na tensao da viga devido

a sua extensibilidade.

A formulagao abstrata de (1) é dada pela equacao
w4 pAPu+ M(|Azul*)Au = 0 (2)

Onde A é um operador auto-adjunto nao limitado de um espago de Hilbert H e M uma fungao

real.

Encontramos no capitulo IIT de Pereira, D.C. [9] o estudo da existéncia e unicidade de solugao

do problema misto no cilindro finito Q@ = 2x]0,7[ de IR |, para a equacio
ko, D + A%+ M( / Vul2da) (—Au) + o =0 (3)
)

Onde K(z,t) é uma fungao definida em Q ,K(z,t) > 0 para todo (z,t) € @ , M uma fungao
continua e outras propriedades , o qual é um problema relacionado com a equacao (1).

O objetivo principal deste trabalho é estudar a existéncia e unicidade de solugoes fracas

globais para o problema (P), abaixo:

K(z, t)u" + A%+ M([Jul]®)(—Au) + ' = f
em @

(P) u(0) = ug, v'(0) =uy; em Q (4)

U|2:g_7;|2:0

Trata-se de uma desigualdade variacional baseada na equagao (3) , onde 2 denota um aberto lim-

itado do IR*, n > 1, com fronteira 0€2 = I" regular. Para cada ntmero real fixo, porém arbitrario
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T > 0, @ denota o cilindro @ = Qx]0, T com fronteira lateral ¥ = I'x|0,T[, K(z,t) > 0 ¢ uma
fungio definida em @, M ¢é uma funcgio real com certas propriedades e f € L? (0,T; H}(Q)).

O estudo das desigualdades variacionais foi iniciado por Stampacchia[10] , Lions-Stampacchia[11]
, Brezis[1] e também por Kinderlehrer-Stampacchia[12] . Em Lions[8] , n6s podemos encontrar o
mesmo tipo de problema para um operador nao linear do tipo hiperbdlico , eliptico , e parabdlico
mas em um caso nao degenerado. A degeneracao de equacao hiperbdlica nao linear traz dificul-
dades no caso de dominio cilindrico , pois a geometria do dominio afeta a exatidao do problema.
A existéncia e unicidade de solucoes fracas regulares local e global em dominios cilindricos para
outros modelos encontramos em vérios trabalhos , por exemplo [3], [4], [10] , [11] , [12] , [13] e
[14].

Dividiremos nosso trabalho em trés capitulos :

O capitulo I é dedicado as notagoes e resultados da Analise Matematica que serao utilizados

nos demais capitulos.

No capitulo IT encontramos a demonstragao do Lema (2.1) , que nos leva a uma solu¢ao u.s
do Problema Aproximado Perturbado e Penalizado referente ao problema inicial (P).Para isso
, utilizaremos o Método de Faedo-Galerkin e as estimativas a priori , para que posteriormente
possamos fazer a passagem ao limite e a verificagao das condigoes iniciais , concluindo assim a

demonstragao do Lema (2.1).

O capitulo III é destinado a demonstragao do Teorema (2.1) , que trata da existéncia e

unicidade de solucao fraca global para a desigualdade variacional

/0 (k(z, t)u",v —u')dt + /0 (—Au, —A(v —u'))dt + /0 M(||lul)®)(—Au, v — u')dt+

T T
"o —u)d —u/)dt.
/O(U,v )tZ/O(f,v u')dt

Para isso , utilizaremos o Lema (2.1) e resultados do capitulo .
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Capitulo 1

Notacoes e Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados que utilizaremos no decorrer deste trabalho

e no que se segue, {2 denota um aberto limitado do IR' dotado da medida de Lebesgue dx.

Definigao 1.1: Define-se por L'(2) o espago das fungoes integrdveis sobre € com valores em

IR . Nesse espaco , define-se uma norma dada por
fullsioy = [ luda)ide

Definicao 1.2: Seja p € IR, com 1 < p < oo. Define-se

LP(Q) = {u: Q — R u é mensurdvel e |u|? € L'(Q)}
Em LP(Q2) considera-se a norma : |Jul| e (0 {/ lu(x |pdx]

Definicao 1.3: Define-se
L>*(Q) ={u:Q — R u é mensuravel e 3 C tal que |u(z)| < C q.s em 2} , com a norma

[u| o) = inf{C; Ju(x)| < C q.s em Q}

Definicao 1.4: Denomina-se espaco de Sobolev de ordem m sobre €2 representando-o por
H™(Q) ao espago das fungoes reais u em ( tais que u € L*(Q) e D%u € L?*(2), para todo |a| < m,
onde m € N, com as derivadas D no sentido das distribuicoes

Em H™(Q) considera-se a seguinte estrutura hilbertiana :
e Produto Escalar em H™((2)

((u,v) Z /D“uDavd:E YV u,ve H™(Q)

|a|<m
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e Norma Induzida por Este Produto Escalar

Yy /£<z>au>2dx

laf<m

Representa-se por HJ*(€2) o fecho em H™(£2) de D(2), onde D(f2) denota o espago das fungoes
indefinidamente diferenciaveis com suporte compacto contido em €2. O produto interno e a norma

em H}(Q) serd representado por ((, )) e || - ||, respectivamente. Além disso, o dual topoldgico

de HJ'(Q2) serd representado por H~"(£2).

Definigao 1.5: Seja X um espago de Banach. Representa-se por LP(0,7;X), 1 <p < o0 0
espaco de Banach das (classes) de fungoes a valores vetoriais u :]0, 7[— X que s@o fortemente

mensuraveis e ||u(t)||x € LP(0,T) com norma

T P
Mhmmm:{AHMW&ﬁ]

Definigao 1.6: Seja X um espago de Banach. Representa-se por L>°(0,7; X) o espago de
Banach das (classes) de fungoes a valores vetoriais u :]0, T'[— X que s@o fortemente mensuraveis

e |lu(t)||x € L*(0,T) com norma

[l or.x) = sup ess|lu(t)||x
o<t<T

Nogao de convergéncia em C§°(0,7") : Diz-se que uma sucessao f,, converge para f em C§°(0,7)

, quando forem satisfeitas as condigoes :
i) todas as f, possuem suportes contidos em um compacto fixo K de |0,T][ ;

ii) a sucessao f, converge para f uniformemente em K , juntamente com suas derivadas de

todas as ordens.

Definigao 1.7: Representa-se por D(0,7") o espago vetorial C§°(0,7") , munido da nocao de

convergéncia acima.

Definigao 1.8: Denomina-se distribui¢ao sobre ]0,T] , a toda forma linear continua sobre

D(0, T).

Notagao : O valor da distribuigdo T em f representa-se por (7, f).

14



Nocao de convergéncia das distribuicoes : Considere-se o espaco vetorial de todas as dis-
tribui¢oes sobre (0,T). Neste espago , diz-se que a sucessao T, converge para T , quando a

sucessao (T, f) converge para (T, f) em IR, para toda f em D(0,7).

Definigao 1.9: Representa-se por D'(0,T") o espago das distribuiggoes sobre (0,T) , com a

nocao de convergéncia acima.

Definigao 1.10: Representa-se por D'(0,7; X) o espaco das distribuigdes vetoriais sobre

(0,T) com valores em X.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Gronwall):
Se g : [to,t1] — IRe h: [ty, t1] — IRsdo continuas tais que g(t) > 0; h(t) >0 e

t
g(t) < Cy+ C/ h(s)g(s)ds, ¥V t € [ty,t1] com Cy > 0e C >0, entdo

to

g(t) < C’gecftto h(s)ds.

/t: - gh(f)hg( (;)L(wsds < /t t Ch(s)ds <= [m (00 e, /t: h(s)g(s)ds)]; <

to

/t: Ch(s)ds <= In (CO e /t: h(s)g(s)ds) I (co e /: h(s)g(s)ds> -

c/t h(s)ds <= In (CO + C/th(s)g(s)ds> <InCy+ C’/th(s)ds =

to to to

t ¢ t
Co + C/ h(s)g(s)ds < e CoeClig M4 \ag por hipétese g(t) < Co + C’/ h(s)g(s)ds.
to to

Portanto,

t
g(t) < Cgecfto h(s)ds

Corolério 1.1: No teorema (1.1), se h(s) =1 e ty = 0, pode se afirmar que

t
o(t) < Co+ C [ gls)ds = g(t) < Coe™
0
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Teorema 1.2 - (Banach - Steinhaus):

Sejam E e F' dois espagos de Banach. Seja (7;);c; uma familia (ndo necessariamente enu-

merével) de operadores lineares e continuos de E em F. Suponhamos que sup ||T;X|| < oo , V
el
r € . Entao
sup || 1;.X || z(e,7) < 00
icl

ou seja, existe uma constante positiva C' tal que |Tiz|| < C||z||,Vx € EeViel
Dem.: Veja [1]

Proposicao 1.1- Seja E' um espago de Banach e (z,) uma sucessdao em E. Se verifica:
(1) [o = = em o (B, B)] [(f,2) — (fo2), ¥ | € P

(I) Se z,, — x fortemente, entdo =, — x fracamente para o(E, E")

(II) Se z,, — x fracamente para o(F, E’), entao ||x,| é limitada e ||z| < liminf ||z,||

(IV) Se z,, — x fracamente em o (E, E') e se f,, — f fortemente em FE'(isto é, || f,— f|lzr — 0),

entao (fn,z,) — (f, )
Demonstracao: Veja [1]

Observagao 1.1- A parte (III) da proposi¢do (1.1) é uma consequéncia do teorema de

Banach-Steinhaus.

Proposicao 1.2 - Seja F um espaco de Banach e (f,,) uma sucessdo em E’. Se verifica:

) [fo 2 f em o(E, )= [(fura) — (f,2),¥ @ € E]

IT) Se f, — f forte, entdo f, — f em o(E', E")

(

(

(I1I) Se f, — f em o(E', E"), entdo f, = f em o(E', E)

(IV) Se f, = f em o(E', E), entao | f,|| esta limitada e ||f|| < liminf || f,||.
(

V) Se Se f, = f em o(E', E) e se z, — x fortemente em E, entdo (f,,x,) — (f, ).

Demonstracao: Ver [1]
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Teorema (1.3)- Seja F um espago de Banach separavel e seja (f,) uma sucessao limitada

em E’. Entdo existe uma subsucessao (f,,) que converge na topologia o(E’, E).

Dem.: Veja [1]

Corolario 1.1- (Compacidade de Aubin-Lions): Sejam 1 < p; < o0, i = 0,1 e By, B, By
espacos de Banach sendo que By e B; sao reflexivos tais que B < B B ((i> indica imersao

compacta). Para 0 < T < oo, consideremos o espago
W ={w; we L»0,T;By) e w € LP(0,T; By)}, com a norma

lwllw = [[wllzro om0 + [[wllLro/1;8:)-

Entao:
(I) W é um espaco de Banach

(I1) W <> LP(0,T; B)

Dem.: Ver [§]

Lema 1.2- Seja g: IR — IR uma fungao Lipschitziana e nao decrescente , com ¢g(0) = 0

entao
(g(u), —Au) >0,V ue H} Q)N H*(Q)
Dem : Ver [1] e [2]
Proposigao 1.3: Seja N = {v € L*(Q); v >0 ¢.s em Q} um convexo fechado do L*(Q).

Portanto, se w € L*()), entao existe um tinico Pyw € N tal que
i) |lw— Pyw| <|w—wv|,VveEN.
A desigualdade i) é equivalente a
ii) Pyw € N
(w— Pyw,v — Pyw) <0,VveEN

Onde Pyw é a projecao de w sobre N.

Dem.: Ver [1]

17



1.1 Operador de Penalizacao

Seja N = {v € L*(Q);v > 0 ¢.s em Q} o conjunto fechado e convexo de L?(2) com 0 € N o

qual tem a seguinte propriedade:
Existe uma contragao p : IR— IR, isto é, |p(y1) — p(y2)| < |y1 — yo|, com p(0) = 0, tal que

(Pyv)(x) = p(v(z)), Vv € L*(Q), onde Py é o operador projecao de L?(2) em N.

Exemplo de contracao :

Consideremos N = {v € L*(Q);v > 0 ¢.s em Q} .Existe uma contragao p : IR — IR, com
p(0) = 0, tal que(Pyv)(x) = p(v(z)), ¥V v € L*(2), onde Py é o operador projecao de L*(f2) em
N.

De fato , basta tomar p(A) = maz{0,A\} = $(|]A| + ).

Note que |,

lp(y1)—p(y2)| = 3l|y1]—lye|+11—y2| < %(Hyl‘_’y2H+‘yl_y2D < Hlyi—ve|+lyi—1v2]) = [1—vo|

Logo p é uma contragao.
Pela proposi¢ao(1.3) temos que: (w — Pyw,v — Pyw) <0,Vv e N
Em particular , tomando v = ¢ + Pyw , ¢ € C§°(2) , ¢ > 0, obtemos
(w — Pyw, (¢ + Pyw) — Pyw) = (w — Pyw, ) <0,V ¢ > 0.

E isto implica dizer que

w — Pyw <0, ou ainda , (w — Pyw, Pyw) <0, desde que Pyw € N.
Agora , tomando v = 0 , temos (w — Pyw,0 — Pyw) < 0, ou ainda , (w — Pyw, Pyw) > 0.
(w — Pyw, Pyw) <0 e (w— Pyw, Pyw) > 0 =(w-Pyw, Pyw) =0 q.s. em €.
Entao , Pyw = 0 ou Pyw = w. Portanto ,

Pyw =w se w > 0e Pyw =0 sew < 0. E isto equivale a dizer que Pyw = max{0,w} , ou

ainda , (Pyw)(z) = p(w(x)).

Definigao 1.11: Definimos o operador de penalizacio 3 : L*(2) — L*(Q2), por 8 = I — Py,
isto é, fv =v — Pyv, Vv € L*(Q), ou ainda , (fv)(z) = v(x) — p(v(z))

Proposicao 1.4: Afirmamos que 3 é monétono, ou seja,(Su — v, u —v) > 0 e Lipschitziano

isto €, [B(u) = B(v)] < au —vl.

18



Demonstracao :
i) # é mondtono. De fato,

(Bu—Bo, u—v) = / [(Bu)z—(Bv)fu(z) —v(a))dz
v(x)]dx.

I
S~
=
&
|
=
g
—~
8
|
=
8
+
=
(o4
~—~
B
=
&
|

~Se u(z) — v(z) > 0, entio
pu(z)) — p(v(z)) < [p(u(z)) — plv(@))] < |u(z) — v(z)]
Logo, u(z) — p(u(z)) — v(z) + p(v(@))][u(z) — v(z) = 0
- Se u(z) — v(z) < 0, entio
—p(u(@)) + p(v(z)) < [p(u(z)) — p(v(@))] < |u(z) —v(z)] = v(z) — ul2).

Logo, u(x) — p(u(x)) — v() + p(v(a))][u(x) — v(z) = 0.
0

!
=
|
4
8
SN~—

Em qualquer caso, (fu — fv,u —v) >
ii)  é Lipschitziano. De fato,

Bu—of = [ |8ulz) = Bota)fde = [ futa) = plu(e) = v(o) + plota)) s <
/Q{\U(%) —v(@)] + [p(u(x)) — p(v(2))|}dz < /Q{!u(x) —v(@)] +[(u(@)) — (v(x)) [} dz =
4/ lu(z) — v(z)|*dr = 4|u(z) — v(z)|* , o que mostra que 3 é Lipschitziano.

Q

Observagao 1.2- Sendo 3 lipschitziano, entao 3 é continuo e 3(S) é limitado para qualquer
subconjunto limitado S C L*(Q) . Além disso , consideraremos também que 3(v) = 0 < v € N,
isto é, ker 6 = N
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucao
Global Fraca

Provaremos um teorema de existéncia de solugao fraca global em ¢ do problema:

K(z, " + A%u+ M([[ul*)(—Au) +u' = f
u(0) = ug
(P) UI(O) = Uy
0
u ’E: 8_Z ‘E =0

No cilindro finito @ = Qx]0,T[, onde Q é um aberto limitado do IR' com fronteira bem
regular I', 7" > 0 é um numero real arbitrario porém fixo, > = I'x]0,T[ é a fronteira lateral do

cilindro @) , onde K e f sao funcoes definidas em ().

2.1 Hipoteses

Hy) K € CHO,T; Hy(Q) N L>®(Q)) com K(x,t) > 0,V (z,t) € Ox]0,T[ eV v > 0 tal que
K(z,0)>v>0

Hs) ‘%—[t{' <a+C(@)K,¥Va>0
R

Hz) M € C'([0,00]) com M(\) > —a,V XA >0; 0 <o < Ag; sendo A; o primeiro valor préprio
de A?u — A\(—Au) = 0.

Observagao (2.1): De acordo com Mikhlin (veja [7]) A; satisfaz:

, | — Aul?
A = f ——
L= o - A Y
Hs) Seja 3 : L*(Q2) — L3(2) o operador de penalizagio definido por 3 = I — Py , onde Py é
o operador projecao de L*(Q2) em N , dado por (Pyv)(z) = p(v(z)) , Vv € L*(Q).
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Teorema 2.1: Nas hipéteses (Hi) - (Hy), se ug € HZ(Q) N HY(Q), uy € H(Q)NN, f e
e L*(0,T; H}(Q)), entao existe uma tinica fungao u : [0, 7] — L*(Q) tal que:

. u € L>(0,T; H3(Q) N HY(Q)) (2.1)
v € L>™(0,T; H3(Q)); u'(t) € N q.t.p te (0,T) (2.2)
. v € L*0,T; L*(Q)) (2.3)

. /0 (k(z, t)u" v —u)dt + /0 (—Au, —A(v —u'))dt + /0 M(||lul|®)(—Au, v — u')dt+
/T(u’,v —u)dt > /T(f,v —u)dt Vv e L*0,T; H (), v(t) € N q.t.p t € (0,T) (2.4)
- u(0) =up e v'(0) =uy (2.5)

O teorema (2.1) serd uma consequéncia do Lema (2.1)

Lema 2.1: Nas mesmas condigoes do teorema (2.1), para cada 0 < e < 1 e d > 0 existe uma

funcao u.s definida em @ tal que:

cuy € L(0, T; H2(Q) N HY(9)) (2.6)
.y € L0, T; H2(Q)) (2.7)
. s € L2(0,T; L*()) (2.8)
¢ (b4 2l Mg + M (s ) (- ) 15 + 30(0) = f em L(Q) (29
- Uss(0) = ug e uls(0) = uy (2.10)

2.2 Problema Aproximado Pertubado Penalizado

Considere o problema pertubado penalizado (2.6) — (2.10), fixados ¢ € Re § € R com
€(0,1)ed > 0.

Seja (w,), N uma sequéncia de Hg(Q2) formada pelas auto-fungdes de —A, isto é, —Aw, =

ow,,
on

AW, W, |r= Ir=0e0 <\ < A <... < divergindo para 400
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A seguir usaremos o método de Faedo Galerkin para obter solugoes u.s do problema pertubado

penalizado.

Considere V,,, = [wq, ws, ..., w,,]| 0 subespago gerado pelas m primeiras fungoes (w,),ecn

Para cada m € N, considere a funcao:

Uesm (t Zgas]m w;(z) € V,, tal que

(2.11)

((k+¢e)u sam(t),wj) (= Atiesm, =Aw;) + M (||uesm ()[|*) (= Atteom, w5) + (s, (t), w5)+

1 !/

g(ﬁ(uaém(t))a wj) = (.fa ’LU]')

Para todo w; € V;,

Uesm (0) = Uy — ug em  HE(Q) N HA(Q)

Uesm

Lsm(0) =up, — up em HZ(Q)N N onde N ={v e L*(Q);v>0 qg.s em Q}

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Pelo Teorema de Carathéodory o sistema (2.12) - (2.14) tem solugao local em [0,¢], 0 <t < T,

e as estimativas a priori nos permitirdo extender a solu¢ao aproximada us,,(t) para o intervalo

[0, 7.

2.3 Estimativas a Priori

1* Estimativa:

Fazendo w; = ulg,, (t) em (2.12), obtemos

(K 4 )uly (8), Ul (1)) + (= Dtteom (), = A, (£)) + M ([[ticsm (D)][*) (= Aticsm (1), 5, (£)) +

(Ulgin (1), Ulsp (t)) + %(M%m(t)), s (1) = (1), ulsm)
Note que, ((K + &)uls,,, ulsy,) = (Kuls,,, ulsy) + (Ul Ulsy) €

1]d 0K
" [ 2 _ 2
(Ku65m7 aém) - 2 |:dt (k7u56m> < at ) s&m):|

Portanto,

(U Eal0) ) = 5 | 050 + g lion O = ()|

—
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M(s) = / M (7)dr. Portanto, M (||uzsm(t)]]?) = / M (7)dr. Assim ,
0 0

(2.15)

(2.16)



LT (s ()]7) = M (om0 )% Hueam( )|?

dt = M([luesm (1)) 7 \Vuasm(t)\2 (2.17)

Por outro lado,

M)t 03, (9) = Mt DI T, 3 0) =
M (e (1) 2) 5 Ve (1) (218)

Assim, de (2.17) e (2.18) concluimos que

1d

M (||tzom (E)]1*) (= Atteom (1), s, (1)) = Qﬁﬂ(llusam(t)lf) (2.19)

Podemos entao reescrever (2.15) como:

OO 03 00) el (O + 1At (0 + ML )] + 20 ()
SO )t (0) = G50 0)) + 20701 0) (2.20)

Note que (B(uy, (), s, (t)) = (B(ulg, () — B(0), s, (£) — 0) > 0, pois 0 € N = ker 5 e 3

¢ monotono.

Portanto,

o [0+ O + 18 (OF + T o )] 420 O < (G 20(0) +

Agora, integrando essa desigualdade de 0 a t, 0 <t <t,, <T, obtemos:

(K, 00, () + €l (D1 + [ Aticsm (O + M(teom(1)]2) = (K (0), u55,,(0)) — i, (0) [
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e t / t Ok , t ,

A O ST O)7)+2 | (615 < [ (Fra(6)) dsi2 [ (706l
0 0 0

Segue que ,

t
(K 25, (1)) + €luls (D + | Atiesm (8)[* + M (||ucsm (1)) + 2/ [ (5)*ds <
0

/

| At + [ M ([[tom|*) [

(%—[fm<>)\ ds-+2 [ 1((5) g (5D s + | (K0) el P+
R 0

Aplicando a desigualdade elementar e a de Cauchy-Schwartz, obtemos:

t
(K 02 (1)) + €luls (D + | Atesm (8)[* + M (|uzsm (1)) + 2/ [ (5)*ds <
0

/

| At + [ M ([[tom|*) [ (2.21)

aK t t
(G )| st [ 1R+ [ lutsu Pl + (600l el
R 0 0

De acordo com a observagao (2.1),

\ o [ = Awf? o [Awf?
= inf ———= inf ——
T wem@) | — AV2w]? T wenze) [Vw]?
Aw|? —|Awl|?
Isto implica dizer que \; < ﬂ, ou ainda, —|Vw|?* > M
[Vawl? A

Usando este ultimo resultado, a definicao de Me ‘Hs, concluimos que

Hua;m(t)HZ

o~ Husém(t)H2
M ([fussm(8)]2) = / M(r)dr > / —odr = —ollussm(®)]]? =
0 0

— 0| Vtesm(t)]? > ;—OlAuegm(t)P, com 0 < o < A
1

Agora, utilizaremos este resultado em (2.21) , obtemos
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t
(K, uZ5 (1)) + €l (D) + | Aucsm (£)* — %|Auasm(t)\2 + / (g (5)[Pls <
1 0

0K /2 ' 2
()| dst [ 1 Pds+ |0, g+ el + Ao+
R 0

at’ Ugsm\S
\M<Hueam!|2>\m (2.29)
Note que
oK oK , /ak ,
d < — d
(G| =| [ G| < [15] [l

E por 'H,, segue-se que:

K| |,
‘ufém(s)hl:{ds S /(CK + C( ‘uaém )‘]Rdx = / ‘u86m< )|2dx+
8t R Q Q

/ K, (s)dz = afuly, () + C(a) (5, u,, (), V a > 0

Portanto,

OK t t
)| ds<a [ fulg(9Pds 4 Cla) [ (Ko (5)ds
ot R 0 0
Substituindo este resultado em (2.22), obtemos:
o ¢ ¢
(R 60) + elignl? 4 (1= 1) 1800 + [ n(6)Ps < a [ g (9P
t t
Cla) [ (B (ds + [ 1F()Pds + (R0, )+ elunnl? + S+
0 0
M (llom 1) I (2.23)

Em (2.13) temos que
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Ugm — ug em HZ(Q) N HY(Q) — HE(Q) — H}(Q)

Logo, [[uom[l — lluoll e |Augm| — |Auq]

Em (2.16) temos que

Uy — up em HE(Q) NN — L*(Q).

Logo, |uim| — |u1|

Concluimos, entao, que |[uom ||, |Atom| € [uim| sdo limitados por constantes independentes de
g,0,met.

Sabemos por Hz que M € C'([0, 00]). Entao M é continua em [0, 00), portanto

M e C?([0, >]). Logo,

laoml| — luoll = M (o [*) — M([luo]>)

Note também que, por Hy; K(0) € H}(2) N L=(9Q).

Portanto,

(K(0), w2l < |K(O)] ] < (sup K(O)) mf? ¢

e

(sup ess K(O)) [ty |> — (sup ess K(O)) |y |?

€ e

t
Além disso, / |f(s)]2ds < oo, pois f € L*(0,T; H}(Q))
0
Concluimos entao que
- t
M (||wom||?), (K(0), u1,m,) € / | f(s)*ds sdo limitadas por constantes independentes de &, 5, m
0

et.
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Assim , de (2.23) , temos
2 / 2 g 2 f 2
(B, U5, (8)) + el ugsy (E)° 4 { 1 — N | Atism (£)]* + (1 —Oé)/o |Usm (s)]"ds <
t
Co + C(a)/ (k,u%, (s))ds (2.24)
0
Onde, 0 < a < 1 e () constante positiva independente de ,0,m e t

Logo pela identidade de Gronwall,
o t

(K3 (0) + el OF + (1= 1) s ®OF + (=) [ WPt <C 229
1 0

onde, C' é constante positiva independente de €,6,m e t

Portanto de (2.25) concluimos que:

(KY2uls, ) é limitada em L>(0,T; L2(€2)) (2.26)

» Yedm edm edm edm

De fato, (K,u (1)) = / Ku (f)dr = / (KY2!, (1)2dz = (K%, (D)2 ¢ Timitado.
Q Q

Além disso,

/
edm

HKl/Qu/

com (t)] , daf segue o resultado

()| o2()) = sup ess |KY*u
t€]0,T'[

(Veuls,,(t)) é limitada em L>(0,T; L*(Q2)) (2.27)

De fato, efulg,, (1)[? = [v/Zuly,, (D] 6 limitado e

edm

|v/EuLs,, (E)|| Lo 0,02 (0) = s]up [ess |Veuls,, (t)]. Dai segue o resultado
telo,T

(Uesm) ¢ limitada em L>(0,T; HZ(2)) (2.28)
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Com efeito, como [Auesm(t)| ¢ limitado, entao |[uesm (t)| a2y ¢ limitado pela equivaléncia de

normas. Além disso,

||u€5m(t)||Loo(0’T;Hg(Q)) = s]up [ess | tesm(t )||H2 . Daf segue o resultado
t€]0,T

(uls,,(t)) é limitada em L*(0,T; L*(Q))

edm

(2.29)

t
De fato, basta observar que i ()22 = [ (g (OFds e que [ fulg, () ¢l
0 0

tado para t €]0, 7.

(B(uls,,(t))) é limitado em L?(0,T; L*())

edm

(2.30)

De fato, como |u’,,(t)] é limitado, entao, pela defini¢ao do operador 3, |3(uLs,,(t))[* é limi-

tado.

t
Portanto, ||ﬁ(u’85m(t))||%2(0’T;L2(Q)) = / |B(uls,,)|?ds ¢ limitado.
0

22 Estimativa

Fazendo w = —Aul,,, (t) em (2.12), obtém-se

(R (1), = A, (8) + (s (1), =Atlsy, (1)) + (= Aucsm(t), —A(=Augs, (1)) +

M (||teom (1) (= Attagm (), = A, (1)) + (5, (£), Aua&m())Jr%(ﬁ(u;sm()) —Augs,(t) =

(f; —Auls, (1))

b
Note que / aAbdz + / VaVbdx = / ag—dr (identidade de Green). Portanto , se
Q Q o9

v

/ a%dr =0, entao — / alAbdx = / VaVbdzx.
oo Ov Q Q

Isto implica dizer que (a, —Ab) = (Va, Vb) = ((a, b))
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Portanto , podemos escrever (2.32)

(1) (Fulsy, (), =Augs, (t) = ((Fuls,, (), ulsn (1))

(1) (ulsy (1), =Auls,, (1) = e((uls, (), ulsn (1))

(I1T) (=Aucsm(t), =A(=Auls,, (1)) = ((=Atesm(t), —Auls, (1))
(V) (=Auesm(t), =Auls,, (1) = (= Aucsm(t), ugsn (1))

(V) (ulsn (1), =AuLs, (1) = (s (1), usm(t)))

(VI) (B(ulsy (1)), =Auls, () = ((B(ulsn (1)), ulsm(t)))

(VL) (f, =Auis, (1)) = ((f, ulsn (1))

Substituindo (2.32) em (2.31), obtemos

(s (1), ulsn (8)) + (Ul (8), Ulsm (1)) + ((=Auesm (), —Auls,, () +

M ([t (O ((= Attagin (t), wls, (1)) + (s () Uls (8))) + %((ﬁ(u;(sm(t)%uéam(t))) =
((f(8), ulsp (1)) (2.33)

Pelo Lema (1.2) , ((6(uLs,, (%)), ulsm(t))) > 0. Portanto,

(B (8), ulsn (1)) + €((uls, (1), wlpn (8))) + ((=Aticsmn (1), —Auls,, (1)) +

M () ) Dt (0,5 (1)) (0, i (0)) < (SO g®)) (230
Note que: (2.35)
(1) (08 0 )13 (0)) = 5 | (200 = (G050 )

(1) (W (), (1)) = 05 01

(HD) (- Aueom (), =Augs, (1)) = 5= | Aucsm(t)
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(V) ((Wem(t), wlsn (1)) = [l (DI

(V) 20((f (8), s ()| < 201 O[O < NP A+ Nt ()11

o (5 ) = (%

alluls, (DI + Cla) (K, uZ,, (1))

W) ) < (0 + C@IK (1) =

R

Substituindo (2.35) em (2.34), obtemos

0 () + 2l (O + | At ()17] + 2l ()] < 210 )+
(G 300)) )| + 200t~ 0D < DO+ e+

aflulsy, (DI + Cl) (K, uZs,, (1)) + 20 M ([uesm (D) [rll — Attesm (6) ][l t50n (1)

Integrando de 0 a t, 0 < t < T, obtemos:

(K w5 (1)) + elltlspm (017 + | Attesm (B)[ + (1 = ) /Ot s (5)[Pds < /Ot 1£ (s)|1*ds+
C(a) /Ot((K, u;%m<8)))d8+2/0t | M ([[uesm (1) Il Attesim (8[| wzgm (t) | ds + [((K(0), wy,)) [t
ellutml? + [| Avgm I* (2.36)

Como j& verificamos, (ues,) ¢ limitada em L>®(0,7T; HZ(Q)) — L>(0,T; H}(2)). Logo,

[tesm (t)]|* ¢ limitada. Portanto, pela continuidade da M, podemos tomar

Ci=_ max M)k

0<A<Juesm (1)]12

30



Podemos entao escrever:

t t
2/0 | M (J[ttesm () 1) Ill Attesin (8) 11250 () | ds < 2/0 C1l| Auesm ()l ucsm (5) [l ds

Além disso, usando a desigualdade elementar, temos

20 || Atgsm(s)

Ne L@t i)l <

I

+ alugsy, (s)

CE | Aucsm(s)]|?
«

Substituindo estes resultados em (2.36), obtemos

(K. 5 (0)) + el (O + A+ (1= ) [ g (s)Pds < [ )5+
Cla) [ (K (ds+ [ s (6)Pds+ [ alls, (s + (K O lsct

elluim|* + [ Augm (2.37)

Note que (2.13) e (2.14) garantem que ||Augy,|| € ||u1m|| s@o limitadas e, além disso, obser-

vando Hy, temos que

(KO 2w < KO, ] < (sggessummu) )| — (sggessnmmu) a2
Portanto,

I((K(0),u2,))|Rr ¢ limitado.

Note também que || f(¢)||* é limitado, pois f € L*(0,T; Hi(Q)). Dessa maneira, podemos

escrever
t
(5, uZ, (1)) + Elltlsmn (O + [[Aucsm (1)1 + (1 — 2a)/0 [uzsm (8)]1%ds < Cot

C’g/o (K, u5,,,(1)) + [[Atesm ()]]?] ds, com 0 < o < % (2.38)
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Pela desigualdade de Gronwall:

(K s () + ellulspn (I + | Atesm ()] + (1 - 20) /Ot luzsm (B)]*ds < Cy

Onde C} é constante positiva independente de €,6,m e t
Portanto , de (2.39) concluimos que:

(kl/Qu’

edm

) é limitada em L>(0,T; Hg(2))
(Veuls,,) ¢ limitada em L*>°(0,T; H3(9))
(ulg,,(t)) é limitado em L>°(0,T; H3(2))
(tesm(t)) € limitada em L°°(0,T; HZ(Q) N H3(Q))

32 Estimativa

Derivando a equagao (2.12) em relacao a t, obtemos

0K

(06 + 20000 + (G (00 0) (=D 1)~ )

M (||zom (8)[1) (= Aty (), w) + %IIusam(t)HQM’(Hueam(t)HQ)(—Ausam(t), w)

(U5 (1), w) + %([ﬁ(uéam(t))l’,w) = (f'(t),w)

Pela identidade de Green ,

%%||u55m(t)||2 = ((Uesm(t), Uegp (1)) = (Uegy(t), = Aticsm (1))

Substituindo este resultado em (2.44) e fazendo w = uZ,, (t), obtemos

n " n " aK / /
(R 0 (00 + (001, 1 (0) + (S 00025 0)) + (=0,
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(2.43)

(2.44)
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M ([ltzom () I) (= Aty (), 1l (£)) + 2(ttesm (£), — Aty (1)

M ([[ttesm (E)12) (= Attcsm (1), sy (£) + (ulsy, (£), uls (£)) + %(W%m(t))]', (ulsm (1)) =

(F1(1), ulsn () (2.45)

Note que: (2.46)

(1) (Rt (0 0250) = 5 | (020 0) = (G080 )|

(1) (1), (1)) = 5 61

(L11) (=Dt (8.~ Dy (1) = £ i, ()
(V) (1), 125 (1)) = a5 (D

) (Grtam®atin0) = (G20
(V1) (3] (15 (1)) = 0

Demonstracao de VI:

(B (D), (g ()] = Timm <5< o 1)) = D (1))) (1) sém@))

= lim 1(ﬂ( tom (4 1)) = B(ulsy (1)), uls (E+ h) = uls, (1))

Como 3 é mondtono ,

(B(uls,(t + D)) — B(uls,, (1)), uls,, (t + h) — uls,,(t)) > 0. Dai segue o resultado.

Substituindo (2.46) em (2.45), obtemos:
d
77 [ sy (8) + el (O + | Aulsy, (O] + 20uls, (O] < 210/ (8), 1l (0) i+
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at » Yedm

\(a—K 2 <t>) LRJF2\M(|’Ueém(t)H2)!IR\(—AU§5m(t)a i (6)
(e (1), — Al (DM (ttn ()12) i (— At (6, 5 (8)) (2.47)

Por (H.2) temos

!(3‘27 ?f?m(”)’;ozluegm( )1+ C(a)(k, ul3,, (1))

Portanto aplicando este resultado, a desigualdade de Cauchy-Schwartz, a desigualdade ele-

mentar em (2.47) e integrando de 0 a ¢, obtemos

(Rl 0) el O+ 8 (O +2 [ a0 s < [ 19+ [ a9t

t
@ [ o)+ Ce) [ 0000 201 [ 10055
0
/ | At 5, (5) [t ()| At () || () |ds + [ (0) ||, (0) [ + €]t (0)*+
| Aty ()] (2.48)
Onde C) é a mesma constante de (2.37) e C5 = max IM' (M) |r
0<A< |ucsm ()12

Agora mostraremos que |u’s,.(0)| é limitada.

Se u”s,.(0) = 0, entao |u’;, (0)] = 0 e, portanto, limitada. Suponhamos, entdo, uZs, (t) # 0.

Fazendo t = 0 e w = u’,,(0) em (2.12), obtemos

(K (2,0) + €)uls, (0), 5, (0)) + (= Attom, —Aus, (0)) + M ([[om |[*) (— Auom, w5, (0))+

(t1m, u5,,(0)) + %(ﬂ (t1m), U5 (0)) = (f(0), w5, (0)).

Por H;, 3y tal que K(z,0) >~ > 0. Portanto,
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(7 + £)uds (0), 15, (0) < [((K(,0) + )uds,, (0), s, (0)) | < [(=Attom, —Aus,, (0)) et
| M ([[tsom | *) 1) (= Atiom, s, (0 ))|R+|(U1m,u;’5m(0))lm+%I( Buim), s (0) gt 1(f(0), uts,n (0))]

Usando o fato de que o operador A é auto-adjunto e, em seguida, aplicando a desigualdade

de Cauchy-Schwartz, obtemos:

(7 + )l (O < 1A% ()]s, (0)] + [ M ([[tom (0) I”) [m| Atton |[ul,,, (0) |+

1
[l [1Z50 (O] + 518 (rm) 1250 (0)] + | £ (O[5 (O)]

1

(7 + &) uls, ()7 < (|A2U0m| M ([[wcsm (1) | Attom| + [wrm] + 16 (urm)] + |f(0)|> -
5 O) (2.49)
Por (2.15), tesm(0) = ugm — up em HZ(2) N H*(Q2).Logo:
tom ||, |Atom| € |A%ug,y,| sdo limitadas
Por (2.16), u’s,,(0) = t1m — w1 em Hg(Q) N N. Logo:

|t1s| € limitada e S(u1m) =0

Por Hz, M (||ugm||?) é limitada.

Note também que f(0) € L?(Q2). Logo, |f(0)| é limitada.
Usando estes resultados em (2.49), obtemos

(v + &)|u’;,, (0)* < Csluls,,(0)], onde Cq é constante positiva independente de €,d,m e t.

Portanto,
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‘usém( )H < 077 ou SeJa ’u55m<0)| é limitada

Voltando a desigualdade (2.48), note que:

(2.50) e H; garantem que |k(0)||ul,,(0)| ¢ limitada
(2.28) garante que |uzg,(t)| € |Atesy(t)] sdo limitados

(2.14) garante que |Auy,,| é limitado
t

e L*0,T;H}(Q)) = / |f'(5)|?ds é limitado
0

Utilizando estes resultados em (2.48), obtemos

(K, (1)) + el (O + | Aty (8)] + (1 ) / s, (s)]ds < Cit

t t
Cle) [ (Ko (s)ds-+ [ Col g (9l (5)lds
0 0

Note que

A (OBl (0] < [ SE180L50 O + 20l 0

Substituindo este resultado em (2.51), obtemos

(K2, (8)) + el (02 + | D, ()] + (1 — @) / s, (5)2ds < Cit

o [tz nass [ S A O + 20l (OF] . Assim,

2

(I, ulf (1) + eluls,, (D)7 + [Auls,, ()2 + (1 — 2a) / [ulsn (5)%ds < Cst
02 2 "2
0 |Au55m< >| +C( )<K7U’5(5m( )) ds
02
Fazendo C1y = max {ﬁ, C’(a)}, temos

(K, g, () + elulsy, (D + | Auls, (O] + (1 — 2a) / w5 (5)%ds < Cst
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Co [[[(h:03,069) + 80t ()l

Pela desigualdade de Gronwall, temos

(i (1)) + eltlsn (O + [ Augg,, (D)7 + (1 - 20) / (W5 (5)*ds < Cuy
Onde C1; é constante positiva independente de &, 6§, m e t.

Podemos entao, afirmar que:

(kY24 ) é limitada em L>(0,T; L*(52))

(Veuls, (1)) é limitada em L>(0,T; L*(Q2))

(ulg,.) é limitada em L>°(0,T; H3(Q))

(u”s,)) é limitada em L?(0,T; L*(2))

(ku//

edm

) é limitada em L*>(0,T; L*(Q))

De fato, por (2.53) e Hj,

/2
| Kuls,, ()] £ (0,T:L2(Q)) = sup ess|Kuls,,(t)| = sup ess {/ |Kuls,, | de}

£€]0,T] t€]0,7]

t€]0,T'[ t€]0,T'[

Com (15 constante positiva e independente de €,,m , t e

Ko = max;c(o1 (sup essK(x, t))

e
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sup ess {/ |20l ()] d:c] < Ky sup ess [/ |KYV20 (t de] < Chy

(2.52)

(2.53)

(2.54)
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(2.56)
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2.4 Passagem ao Limite

Baseado nos teorema (1.3) , e nas estimativas (2.26)-(2.30) , (2.40)- (2.43) , (2.54)-(2.58)
, podemos afirmar que existe uma subsequéncia de (ugs,,), que continuaremos denotando por

(Uesm), tal que:

1) Uesm — ues em L(0,T; HZ(Q) N H3())
ii) uls,, — n em L=(0,T; Hy ()

iii) u”;, —pem L*(0,T; L*())

V) Atesm = x em L=(0,T; L*(Q))

V) VEuls, = Ve em L2(0,T; L(Q))

edm

vi) kuls,,

Xokp em L2(0,T; L2(9))

Vii) B(ulg,,)—p em L(0, T; LA(Q))

Usando as convergéncias no sentido das distribuigoes, temos:

1) Uesm — ues em D'(0,T; HE(Q) N H3(Q))

i) uly,, — uLs em D'(0,T; H3(Q))

111) ugém - ug5 e D/<07 T7 LQ(Q))

V) Auggym — Augs em D'(0,T; LA(Q))
V) VEU — VEuly om D0, T; 17(Q)

edm

vi) kuls, — ku”s em D'(0,T; L*(Q2))

edm

vil) Bluly,,) — Bluly) em D'(0,T; LA(1))

edm

Nota: A afirmativa (vii) decorre do fato de que 3 é continuo (veja observagao(1.2))

Pela unicidade dos limites resulta que:

Uesm = U em L(0,T; HE () N H()) (2.59)
Ulsy, — uly em L(0, T Hg (€)) (2.60)
Ulsm—uzs em L2(0,T5 L*()) (2.61)
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Atgsm = Augs em L®(0,T; L*(Q)) (2.62)
VEuls, 5 JEuls em L0, T3 LA(Q) (263)
ku”s, = ku”s em L°(0,T; L2(2)) (2.64)
Buls)—B(uLs) em L2(0,T; L*(2)) (2.65)

No corolério(1.1) (Compacidade de Aubin - Lions) se fizermos By = HZ(Q) N H3(Q), B =
H(Q), By = L*(Q) e W(0,T) = {w;w € L*(0,T; H3(Q) N H3()) e w' € L*(0,T; L*))} com

a norma

[wllw o) = HwHLQ(O,T;HgﬂH3(Q)) + [[w'l| 20,7522 (0)) entdo,

i) W(0,T) < L*0,T; H:(Q))

i) (tesm) € limitada em W (0,T"), pois

o Uosm = ugs em L0, T; H2(Q) N H3(Q)) — L2(0,T; H2(Q) N H3(Q))

o uls S ulsem L0, T; H3(Q)) — L*(0,T; L*(Q))

De i) e ii), concluimos que existe uma subsequéncia de (ugs,), que continuaremos denotando

por (ugssm), tal que

1) Uesm — ues em L>®(0,T; HY(Q)) (2.66)
i) uls — uly em L(0,T; Hy(9))

Decorre de (2.66) e da continuidade da fungao M que

M (Jluesm|[*) — M ([[ues]|*) (2.67)

Decorre de (2.62) que

Augsy, — Augs, em L0, T; L*(Q)) (2.68)

De (2.67) e (2.68), temos que

M ([[tesml|®) Attesm — M ([Juss|?) Aues em L2(0,T5 L2(R2)) (2.69)

39



Da convergéncia de (2.64) e pela proposicao (1.2)(i), temos
¢
/ (e, (1), 2(8))dt —> / (ks(8), 2(0))dt, ¥ = € L0, T; L2() (2.70)
0
Como L?(0,T; L*(Q)) — L*(0,T; L*(2)), tomemos entao, z € L*(0,T; L?(Q)) tal que

2(z,t) = w(x)d(t), com w € V,, e # € D(0,T) , entao

z(z,t) = w(x)0(t) € L*(0,T; L*(Q))

De fato,

121l 20,7522 () = {/Ot|2|2dt} " = [/OT/le(x,t)Idedt] = [/ /|w (t)] dxdt} v -
[ 00 [ jwteasa] "

Logo, z(z,t) = w(z)0(t) € L*(0,T; L*(2))

T 1/2
= |w()| 20 [ i \H(t)]th} < VT max |0(t)||w(z)| 120

Podemos escrever, entao:
T

/ (K, uls,,(t), t)dt — / (K, uls( VO(t)dt, ¥V w(z) € V,, e VO(t) € D(0,T) (2.71)
0

De (2.61) e pela proposigao (1.1) (i), temos
T

/ (euls,.(t), t)dt — / euls(t O(t)dtY w(z) € V,,, e V O(t) € D(0,T) (2.72)
0

De (2.71) e (2.72), temos

/ (), (8), 0)0(E)dt — / ((k+ £), s (1), w)B(B)dt Y w(x) € Vi
eV 0(t) € D(0,T) (2.73)

De (2.62) e pela proposigao (1.2) (i), temos
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/0 (D), — D))t — /0 Dy (t), — Aw)B(t)dt (2.74)
De (2.69) e pela proposicio (1.1) (i), temos
[ M O - uan@), 0000t — [ MOl -duat w279
De (2.60) e pela proposicio (1.2) (i), temos
/(Eém dt—>/ ds(), w)0(t)dt, ¥ w € Vi eV 0 € DO, T) (2.76)
De (2.65) e pela proposicio (1.1) (i), temos
%/j(ﬁ( ), )8 dt — / Ddt, ¥ w eV, eV 0 eDO,T)  (2.77)

Multiplicando a equagao (2.12) por 6 € D(0,T), fixando myg e integrando de 0 a T', obtemos,

para m > my:
/OT((k + &)ulsy, (), w)0(t)dt + /OT(—Auasm(tL —Aw)f(t)dt +
/oTM(Hum(t)HQ)(_A“M@)’w)e(t)dt + /OT(u/aém(t)aw)e(t)dt-i-
%/OTW“?ém(t))yw)@(t)dt = /OT(f(t), w)(t)dt, ¥ w € V,, eV 0 € D(0,T) (2.78)

Tomando o limite com m — oo em (2.78) e observando as convergéncias (2.73) - (2.77),

obtemos:
/OT((k: + e)uls(t), w)0(t)dt + /OT(—Aua;(t), —Aw)0(t)dt +

éAﬂWMmmFNM®ﬂW@ﬁ+AﬁbwﬂW@ﬁ+
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: /0 (Bu (1)), w)6()dt = /0 (f(t), w)(t)dt, ¥ w € Vi, e ¥ 6 € D(0, T) (2.79)

Portanto, lembrando que z(z,t) = w(z)0(t) € L*(0,T; L*(Q)), podemos escrever

g 1
/0 ((k + e)uls(t) + Alues(8) + M(Jlues (0)[) (= Auas (1)) + uls(t) + £B(uls(1)), 2)dt =

T
/ (f(t),2)dt, ¥V z € L*(0,T; L*(Q2)) (2.80)

0
Segue que:
1
(k- )uly + Alucs + M([Jucs||*) (—Aues) +uls + 56(uis) = f em L2(0,T; L*(Q)) (2.81)
Observagao 2.2: De (2.81) concluimos que A%u_, € L?(0,T;L*()) , isto é , Aus(t) €
L3(2), ou ainda, u.s(t) € H*(Q) e desde que u.s € L>°(0,T; H3(Q) N H3(Q)), concluimos que:

u.s € L0, T; HE(Q) N HY(Q)) (2.82)

2.5 Verificacao das Condicoes Iniciais

Da convergéncia (2.60), temos

uls, = uls em L=(0,T; L*(Q)). Tsto implica dizer que

Uesm

/ (uls,, (), z)dt —>/ uls(t), 2)dt, ¥ z € L'(0,T; L*(Q))

Fazendo z(z,t) = w(z)0(t), com w € L*(Q) e § € C'([0,T]), tal que #(0) = 1 e §(T) = 0,

obtemos:

[ tnwotir — [ty oo

Integrando por partes ambas as integrais, obtemos
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T T
(00000~ [ (st )00t — (o)) — [ ).} )
Segue que:
T T
~(ttomy ) — / (Ui (£), )0 ()t — —(u125(0), w) — / (s (), w)O (1)t (2.83)
0 0
Da convergéncia (2.59), temos
Uesm — Ues em L=(0,T; L*(Q)). Tsto implica dizer que
/ (Uesm (1), 2)dt —>/ ues(t), 2)dt, ¥ 2 € L'(0,T; L*(Q))
Assim, observando que z(z,t) = w(z)0'(t) € L'(0,T; L*(2)), obtemos:
T
/ (Uesm (t), w t—>/ Ues(t "(t)dt, ¥V w € L*(Q) (2.84)
0
Além disso,
Uesm (0) = Ugm — up em HE(Q)NHYQ) = ugym — ug em L*(Q) = ug,, — up em L*(Q),
isto é,
(Ugm, w) — (up,w) V w € L?(Q) (2.85)
Portanto de (2.84) e (2.85)

—(Uom, w) _/o (tesm(t), )0 (t)dt — —(ug, w) —/0 (ues(t), w)0' (t)dt (2.86)

Da unicidade dos limites e de (2.83) e (2.86), temos que (uss(0), w) = (ug, w), e portanto,

u5(0) = ug (2.87)
Agora mostremos que u’s(0) = u;
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Da convergéncia (2.61), temos

/<¢m ﬁ—e/‘ 2)dt Y = € L2(0,T; L2())

Fazendo z(x,t) = w(z)0(t), com w € L*(Q) e § € C1([0,T]), tal que H(0) =1 e 6(T) = 0,

obtemos:

T
/(EM@) t_ﬁ/‘ (t)dt, ¥ w € LA(Q)

0
Integrando por partes , obtemos

, T . T
(02500000~ [ (LoD )00t — [0 000N — [ ).} )
Segue que:
T T
) = [ (i (0 0)0 @t — ~(als0)w) ~ [ (ls(®) )0 B (289
0 0
Da convergeéncia (2.60), temos
T

/ (Uls,, (t), w)0' (t)dt —>/ ulg(t "(t)dt, ¥V w € L*(Q) (2.89)

0
Além disso,
Ul (0) = Uy, — ug em HY(Q) = Uy — ug em L*(Q) = uy,, — uy em L2(), isto é,
(t1m, w) — (ug, w) ¥V w € L*(Q) (2.90)

Portanto, de (2.89) e (2.90), temos

—wmw—ﬁ@@4>www—e%ww—é<%@wwww (2.91)
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Da unicidade dos limites e de (2.88) e (2.91), resulta que (u1,w) = (uLs(0),w), e portanto,

ugs(0) = w (2.92)

Isto conclui a demonstracao do Lema 2.1
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Capitulo 3

Demonstragao do Teorema (2.1)

3.1 Demonstracao da Existéncia de Solucoes

Baseado nas proposigoes (1.1)(iii) e (1.2)(iii), nas convergéncias (2.59)-(2.65) e na observacao

(2.2), obtemos:
D) ues|| oo 0,752 )y < Bminf [[wesm|| Lo 0,752 (@)1 @)) < Cis
i) [[ulsll oo 0,mm2(0)) < Hminf Juls,, [l Leorm2) < Cua
iii) [ulsllr20,m;2(0)) < lminf |[uls,, || z20,7502(0) < Cis
V) [|AUss || oo (0,7:22(0)) < Hminf || Atucsm || Lo 0,102(0)) < Cie
V) | A2 ues| 200, 02(0)) < Hminf || A2 uesm || 20.7:220)) < Chr
vi) [[Veulsll Lo 0,02y < liminf [|\/euls,, |l 0,r:02()) < Cis
vii) [|Kulsl| < (o,rz2(0)) < Uminf [|[kuls,|[r<or2(0) < Cio
viil) || B(uls) |l 20,0200y < liminf || B(uls, ) || 20.r:02) < Cao

Onde C; sao constantes positivas independentes de €, , m e t para ¢ € {13,...,20}
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Baseado nos teorema (1.3) e nas limitagoes (I)-(VIII) anteriores, podemos afirmar que existe

uma subsequéncia de (u.5) que continuaremos denotando por (u.s), tal que

Ues — ug em L(0,T; HZ(Q) N HA(Q))
WLy 2y em L0, T; H3(Q)

us—uf em L*(0,T; L*(Q2))

Augs = Augs em L>(0,T; L*())
A?us—A%us em L?(0,T; L*(2))
Veuls = euy em L*(0,T; L ()
Ku!s = kul em L>=(0,T; L*(Q))

B(uls)—B(uz) em L*(0,T; L*(Q))

Novamente, usando o Lema (1.2) (Compacidade de Aubin-Lions), encontramos uma con-

vergéncia forte para (ugs), isto é,
u.s — ug em L*(0,T; HY(Q)) (3.9)
Decorre de (3.9) e da continuidade da fun¢ao M que
M (||ues||*) — M([Jus]*) (3.10)
Decorre de (3.4) que
Augs — Aus em L*(0,T; L*(2)) (3.11)
De (3.10) e (3.11), temos que
M (||ues||?) Aues — M(JJus]|*)Aus em L2(0,T; L*(Q)) (3.12)
Da convergéncia (3.7) e pela proposigao (1.2) (i), temos
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/ (K, =)t H/ (K, 2)dt, ¥ = € L2(0,T: L3(Q))
De (3.5) e pela proposigao (1.1) (i), temos
T T
/ (A2usg, 2)dt — / (A2us, 2)dt, ¥ = € L2(0, T: L3()
0 0
De (3.12) e pela proposigao (1.1) (i), temos
T T
/ M(||ues||*) (= Auzs, z)dt — / M (||us||*) (= Aus, 2)dt, ¥ = € L*(0,T; L*(2))
0 0
De (3.2) e pela proposigao (1.2) (i), temos
T T
| syt — [ 2y v 2 e 20,7 22(00)
0 0
De (3.8) e pela proposigao (1.1) (i), temos

5/ W), 2)dt —s / 2)dt, ¥ = € L2(0,T: L3(Q)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Passando ao limite, quando ¢ — 0 na equagdo (2.9) do lema (2.1) e observando as con-

vergéncias (3.13)-(3.17), obtemos:

(kug, 2) + (—Aug, —Az) + M(||us||*)(—Aus, 2) + (ug, 2) + %5(%, z) = (f,2),
Yz € L2(0,T; L*(Q))

(3.18)

Novamente, baseado nas proposi¢oes (1.1)(iii) e (1.2) (iii), e nas convergéncias (3.1)- (3.8),

obtemos

1) sl oo 0,152 (0nm () < Hminf [[uss|| oo 0,0 m2()nm4 ) < O
i) ||ull oo 0,7 m2(0)) < Hminf [[ugs | oo o, m2(0)) < Co2

i) |lug|lz20,m5220)) < liminf ||uls||z20,7;20)) < Cos

iv) [|Ausl L o/r2()) < Hminf [[Avgs|| oo (o,r502(0)) < Coa
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V) ||A2u6||L2(O,T;L2(Q)) < liminf ||A2U56||L2(0,T;L2(Q)) < (s

vi) [[Veug| e o.r;r20) < iminf |[veulsl| e orr2) < Co

Vll) ||kugHLoo(o7T;L2(Q)) < lim inf Hku;ﬁ;HLoo(o’T;LQ(Q)) < 027

viil) [[8(ug) [l z20/mi220)) < Hminf [|B(uls) | 2(0,r02(0) < Cos

Onde C; sao constantes positivas independentes de ¢ , d e t , para ¢ = 21, ..., 28

Baseado nos teorema (1.3) e nas limitagoes (I)-(VIII) anteriores, podemos afirmar que existe

uma subsequéncia de (us) que continuaremos denotando por (us), tal que

us = wem L®(0,T; HX(Q) N HY(Q))

wy = u' em L=(0,T; H2(2))

2
[N
S

uf—u" em L*(0,T; L*(2))

w
[\
—_

Aus = Auem L*(0,T; L*(Q)

A?us—A2y em L*(0,T; L*(2)

‘C,OOO
N DN
= W
I — N e T —

*

)
)
Veug = eu” em L(0,T; L*(Q2))
kuf = ku” em L>(0,T; L*(Q))

~—~ ~—~ —~ —~ —~ —~ —~ —~
[\] [\
(@3] [\

Bluz)—p(u') em L*(0,T; L*(Q2))

Seguindo o mesmo raciocinio de (3.9)- (3.12), para sequéncia (us), temos
M (J|us||*) Aus — M ([|u]|*) Au em L*(0,T; L*(52)) (3.27)
Segue de (3.19), (3.20) e (3.21) que (2.1), (2.2) e (2.3) do teorema (2.1) sao satisfeitos. Para

provar (2.5), basta seguir o mesmo raciocinio da verficagao das condigoes iniciais feita no capitulo

I1. Resta entao mostrar que u é a solucao da desigualdade de (2.4) e que v/(t) € N q.t.p t € [0,7]

De fato, temos de (3.18) que

(kug, 2) + (=Aus, =Az) + M([Jus]|*)(—=Aus, 2) + (uj, 2) + %(5(%), z) =
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(f,2),V z € L*0,T; L*(Q)).

Portanto, considerando v € L*(0,T; Hy(Q2)), com v(t) € N q.t.p t € [0,T]. Temos:

T T T
/ (kujs,v — ug)dt + / (—Aug, —A(v — uy))dt + / M (||lus||*) (—Aus, v — uf)dt +
0 0 0
T T4 T
| o=+ [ 500 == [ (o= p)ary = € 0T L)
Note que (B(ug),v — uz) = (B(ug) — B(v),v —us) <0,
pois v(t) € N e ( é monétono.
Segue de (3.28), que
T T T
/ (kuf,v — uf)dt + / (—Aug, —A(v — uj))dt + / M (||us]|®) (—Aus, v — uf)dt +
0 0 0
T T
| o =i [ (g0 = e
0 0
Assim

T T T ¢
/ (Kui;’,v)dt%—/ (—AU5,—Av)dt+/ M(Hu(gHz)(—Au(;,v)dt—i-/ (us, v)dt—
0 0 0 0

(3.28)

T T T T
/ (f,v—us)dt > / (kuj, us)dt + / (—Aug, —Auy)dt + / M (||us]|®) (—Aus, u)dt-+
0 0 0 0

T
/ (s, o)t
0

Temos de (3.20), (3.23), (3.25) e (3.27)

T T T T
/ (Kui;’,v)dt%—/ (—AU5,—Av)dt+/ M(HugHz)(—Au(;,v)dt—i-/ (ug,v)dt—
0 0 0 0

/OT(f,v—ug)dt_>/OT(KU",U)dH/OT(—AU,—Av)dt+/OTM(||u||2)(—Au,v)dt+

20

(3.29)



T T
/ (u',v)dt — / (f,v —u)dt, quando 6 — 0 (3.30)
0 0
Resta, entao analisar a passagem ao limite no segundo membro da desigualdade (3.29).
T
Mostremos que / (kuj, us)dt — / (ku",u")dt, quando 6 — 0 (3.31)
0

De fato,

T T T T
/ (Kuf, us)dt —/ (ku”,u’)dt‘ < / (kug, uwg)dt — / (Kug,u’)dt‘ +
0 0 0 0

/0 [(Kuf,u') — (Ku",u')]dt| <

T T T
/ (Kug7u’)dt—/ (Ku",u’)dt‘ < / |(Kuy,us—u')|dt +
0 0 0

T
{/ | Kl ||us — u'|dt +
0

Pois |kuf| é limitado e, por Aubin - Lions, |uf — u/| — 0, quando 6 — 0. Além disso, por

T
/ [(Kuj,u') — (Ku”,u’)]dt‘} — 0, quando 6 — 0
0

(3.25), (kujf,v) — (ku",v), Vve L*(0,T). Portanto, fazendo v = v/, temos

T T
(Kuj,u') — (Ku",u). Logo / (Kuf, us)dt — / (Ku”,u')dt’ — 0, quando § — 0
0 0

Seguindo o mesmo raciocinio aplicado em (3.31), concluimos que:
T T
/ (—Aug, —Auf)dt — / (—Au, —Au')dt, quando 6 — 0 (3.32)
0 0
T T
/ (uf, us)dt — / (u',u')dt, quando § — 0 (3.33)
0 0
T
Resta analisar/ M (|Jus(t)||*) (—Aus, uf)dt
0

De (2.19) da 1* estimativa, temos

1d—

M (|fus (1)) (= Dug, ) = 5=

M([lus(t)]?)
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Portanto,

| M0 =B it = ST s = 53T as(TYI) = 33T (o) —

ST = 53Tl = | M(a(®]) (=), quando § — 0

Pois M é continua e, por Aubin-Lions, us(7T) — w(7T), quando § — 0.
Portanto,
T T
| MAs )~ dus, i)t — [ 2(Jule) ) (-, quando 6 — 0 (3.34)
0 0
Concluimos, entdo, de (3.30)-(3.34) que u ¢ a solucdo da desigualdade (2.4) do teorema (2.1)

Mostraremos agora que u'(t) € N q.t.p ¢t € (0,7) . De (2.20) e (2.25) na 1* estimativa,

temos

(K3 (0) + b 0]+ (1= ) [Buaan 0 (1) [ g ()Pdst

2

3 /Ot(ﬁ(u;(;m(s)),u’sém(s))ds <C,Vm>mgeVtel0T] (3.35)

E como todos os termos de (3.35) sao positivos, entao, tomando em particular ¢t = T,
< [ 00 st < € (330
Sabemos também da proposigao (1.3), que

(w— Py(w),v — Py(w)) <0,VoveN (3.37)

e pela definigao (1.11), temos

(B(w),v = Py(w)) <0,VveN (3.38)
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Para v = 0, teremos

(B(w), w = Py(w) —w) < 0 < (B(w), B(w) —w) <0 <= (B(w), f(w)) — (B(w), w) <0

> (B(w), B(w)) < (B(w), w) (3.39)
ou ainda
B(w)]? < (B(w),w) (3.40)

Fazendo w = ul,, (t) em (3.40) e integrando de 0 a T', obtemos por (3.36)

edm

/0 B (1))t < / (Bt (1)), g (£)) . < 5C

Tomando o limite quando m — oo, temos

T
lim |B(uLs,, (1) 2dt < 6C
0

edm
m—->00

Temos por Aubin - Lions (2.66) (ii) que

uls, — uls em L*(0,T; L*(Q) (3.41)

edm

Pela continuidade do 3, obtemos

[ 1050t — [ 130ty 0)Pat, quando m — oo 3.2

0 0

Portanto,

[ 1tsanpa <o 519
0

Tomando o limite quando ¢ — 0 em (3.43) e seguindo o mesmo raciocinio de (3.41) e (3.42)

para a sequéncia (u.s) obtemos

0< /0 B ) Pt < 5C (3.44)
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Agora, tomando o limite quando 6 — 0 em (3.44), obtemos
T
/ |B(uj(t))[*dt — 0, quando § — 0
0

Segue entao que

B(uj(t)) — 0 em L*(0,T; L*(2))

Por (3.41) e pela continuidade da (3, temos

Blus(t)) — Bu/(t)) em L*(0,T; L*(2))

Por (3.46) e (3.47) e pela unicidade dos limites, temos

Bu'(t)) =0

O que implica dizer que
u'(t) e N qt.p te€(0,7)

3.2 Unicidade do Problema Nao Linear Unilateral

Provaremos que a solugao do teorema (2.1) é tinica.

Sejam u; e uy solugdes de (2.4) no teorema (2.1). Logo podemos escrever

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

T T T
/ (ks )l v — )t + / (= Ay, Ao — ))dt + / M(Jfus|2) (~ Aury 0 — o )di+
0 0 0

T T
/ (uy, v —uy)dt > / (f,v—uy)dt
0 0

(3.50)

T T T
/ (ks ) v — )t + / (= Ay, A — u))dt + / M(JJus?) (= Aty 0 — )i+
0 0 0

T T
/ <ug,v—ug)dt2/ (Foo—uy)dt ¥ v € L20,T: H{Q)), v(t) € N qtp t€(0,T) (3.51)
0 0
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Considerando na desigualdade (3.50), v = uj e na desigualdade (3.51), v = u} e t um ponto

arbitrario de (0,7) ,temos:

t t t
/ (k(z, t)uy, uy — uy)dt +/ (—Auy, —A(uy — uf))dt + / M (|Jur ||*) (= Auq, vy — ) dt+
0 0 0

t t
[ s =y = [ (5 -ty
0 0

(3.52)

t t t
/ (k(z, t)uly, uy — uy)dt +/ (—Aug, —A(u] — uy))dt +/ M (|Jug||*) (= Aug, u) — ub)dt+
0 0 0

t t
[ it it = [ (g =
0 0

Reescrevemos a desigualdade (3.53) na forma

t t t
- / (k. )y y — o)t — / (= Ay, —A(udy — )t — / M ([ 12) (— A, oy —
0 0 0

t t
[ iy =yt = = [ (1. = i
0 0
Agora, efetuando (3.52)+(3.54), obtemos:
t t
[ et =)~ iyas [ (- = ), A, — )i+
0 0
t t
[ Ml = s = [ M)~ B, = s+
0 0
t
[ = i~ i = 0
0
Fazendo uy — uqy = w, obtemos
t t t
—/ (k(x,t)w", w")ds —/ (—Aw, —Aw')ds —i—/ M (|Jur|*) (= Auy, w')ds—
0 0 0

t t
[ Ml wvds = [ ahs > 0
0 0
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ul)dt—

(3.54)

(3.55)

(3.56)



t
Somando e subtraindo / M (||lur||?)(—Aug, w')ds, obtemos:
0

- [t aras = [ s awas [ aralP-su s

t

/0 () — M (s [2)](— Ao, w')ds — / (! w')ds > 0 (3.57)

Segue que:
—/0 (k(a:,t)w",w')ds—/o (Aw,Aw’)ds—/O M (||ur|*) (= Aw, w')ds+
- [ wuyas = = ) = Ml =B s

Ou ainda ,

¢ ¢ ¢
/ (K(x,t)w”,w')ds—I—/ (Aw,Aw')ds+/ M (|Jur||*)(—Aw, w')ds+
0 0 0

+ [ wtwyds < [ rlP) = Ml ), 0y (359)
Note que:

()

(B, Aw') = £ AP

(-, w) = ((w, 0)) = 3 5

(w/’ wl) — |w/|2

Portanto, podemos reescrever a desigualdade (3.58) :
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1 ['[d 0K 1 [t d 1 st d
i L W) — 2 2 YAl _/ M 2y @2
2/0 [dt( ,w'?) <8t , W )} ds+2/0 dt‘ w ds—|—2 i (|| || )dtHwH ds+
t t
/ ' ds < / M (JerlP) — M (fual))(—Aug, w')ds (3.50)
0 0

Note também que:

d 2 21 _ d 271/ 2 2 2 d 2 1 2 d 2 _
= Ml ) 1) = el P (2 e+ M (e 2) 5 ol = 5 M s )l =
1

d 2 2 / / 2 2
577 MUl P lwllP] = (s ) M ([l [*) e

Substituindo em (3.59), obtemos:

1 [*d t
5/0 %KK’U}Q)—’_’Aw|2+M(‘|U1HZ)H7«U‘|2]dS+/0 |w’]2ds§

t

/0 M (a[2) — M (|fugl|?)) (— Aesg, w')s + / (o, )M |2) oo s+

1 (" (0K
= — d
2 / < o ) ’
Aplicando Hs e a desigualdade de Cauchy-Schwartz temos:
K K
a—,w’2 < oK ,w? ) < (a+ Cla)K,w?) = (a,w?) + C(a)(K,w?) <
ot ot | g
|| [w?] + C() (K, w")
t d t
| 1w [l Ml wlPlds +2 [P <
0 0

t t
2 [ IM(JJull*) = M([Jual*) lw Aus|[w'|ds + 2/ e 1l 1122 ([ 1) el | *ds+
0 0
t

/0 afw|2ds + C(a) /0 (K w?)ds (3.60)

Sabemos que [[u(t)|], ||/ (¢)|| e |Au(t)| s@o limitadas. Sabemos também por Hjz que a fungao
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M é continuamente diferenciavel em [0, 00). Isto nos permite aplicar o Teorema do Valor Médio:

[M([[url?) = M ([Juz]l*)lr < [M'()|mll[ua]* = lluzl|*|m, onde § = (1 = 0)[Ju* + 6]juz|,

0<6<1.

Mas,
| M (€ wrll|wa I* = [luzl*fr < Ce(llunll + [luzlDlwa ]| = luzlllr < Ce(Cr + Ca)[lur — uall =

Cs|jw]]

Portanto, podemos escrever:

(M ([[ur?) = M(JJluz]*)|m < Csllw]| < Ca| Aw

Assim |

| M (JJui||*) — M (||uz])®)|r| Auz||w'| < Cs5|Aw||w’| e, aplicando a desigualdade elementar

1 1
Logo,
2 2 / 1 12 Cs 2
M ([l ][) = M([luzl®) | Ausf || < Slw'” + 7| Awl (3.61)
Além disso,
Cs
[ [ [|M (lua [P [mllw]]* < Crljw]]* < 7|Aw|2 (3.62)

Aplicando (3.61) e (3.62) em (3.60), obtemos

t d t t
|l w130 4 Ml wlPlds + 2 [ wPas < [ (ol + Caw s+
0 0 0

t t t
/ 08|Aw|2ds+/ |w’|2ds+0(a)/ (K,w?)ds
0 0 0

Note que w(0) = w'(0) = 0. Logo ,
o8



t

(k,w’2)+\Aw!2+M(Hu1H2)HwH+(1—a)/0 !w’lzdSS/[C(a)(k,w’2)+09IAw\2]ds (3.63)

0

com 0 < a < 1 e C; constantes positivas, para i =1,2,...,9

[Aw* — [Aw]?
|A1/2w\2 - \Vw|2

De acordo com a obs(2.1): A\ <

Por Hz : M (||u1]]*) > —0, com 0 < 0 < A;.

Logo , M([[ur[*)[lw]]* > —o|Vw|* > —%!Aw\z
1

Aplicando este resultado em (3.63), obtemos

t t
(K,w"™) + (1 — )\i) |Awl|? + (1 — 04)/ lw'|*ds < / [C(a)(K,w™) + Co|Aw|*]ds,
1 0 0

Com0<1—)\z<160<1—a<1
1

Fazendo £ =1 — )\i e C1p = max{C(«),Cy}, obtemos:
1

t

(3.64)

€l w?) + [8wf?) < (K u?) + 8l + (1= a) [ uPds < [ Cul(K,u?) + |AuPlas.
0 0

Ou ainda ,

t t
(K)o 18wl < G 0) 4 [+ 2 [ s < [
0 0

Portanto |,

— (K, w™) + |Aw|*]ds.

t t
(K, w™)+|Aw|? < CH(K,w’2)—|—]Aw|2+C’12/ |w'|*ds §/ Cis[(K,w?) +|Aw|*]ds (3.65)
0 0

1-— C
a€C13=£

§ §

1
Onde 011 = g, 012 =

Pela desigualdade de Gronwall , (K, w™) + |[Aw|* <0

29



Isto implica dizer que |Aw(t)|* = |Jw(t) y = 0, e portanto, w(t) =0 qs. em [0,7].

2
Iz @

Desde que w é continua em [0, 7], w(t) =0, ¥V t € [0,T], isto é, u; = us.
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