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RESUMO

CORDEIROQO, Sebastiao Martins Siqueira. Existécia e unicidade de solucao global um
sistema de edp’s acoplado do tipo Klein-Gordon com nao linearidades do tipo Kirchhoff-
Carrier em dominio limitado. 2006. Dissertagao (Mestrado em Matematica) - PPGME/UFPA|
Belém - PA, Brasil.

Neste trabalho nos propomos a demonstrar a existéncia e unicidade de solucao global
fraca e decaimento exponencial para o problema misto (P):

u’(t) = Mo (|Vu(t)[?) Au(t) + My (Ju(®)?) u(t) — Ad'(t) = f(u(t)) em Q,
V() = My (IVo(£)]?) Av(t) + Ms (Jo(t)]*) v(t) — Av'(t) = g(u(t)) em Q,
(P): || u(t) =v(t) =0em X =T x]0,T]

u(0) = ug, v'(0) =u; em Q

v(0) = vg, V'(0) =v; em

onde para a existéncia de solucao global utilizamos o método de Faedo Galerkin, teorema
de compacidade de Aubin-Lions e desigualdades importantes da Andlise Funcional. Para
unicidade usaremos o método da energia, enquanto que para o comportamento assintotico
utilizamos o lema de Nakao, e também algumas desigualdades da Anélise Funcional.

Palavras Chaves: Existéncia e Unicidade, Comportamento Assintotico, Solucao Global
Fraca.



Abstract

CORDEIROQO, Sebastiao Martins Siqueira Cordeiro. About a coupled system of Klein Gor-
don partial differential equations with no linearity of Kirchhoff-Carrier type in a limited
domain. 2006. Dissertation (Mastering in Mathematics) - PPGME/UFPA, Belém - PA,
Brasil.

In this work we propose to demonstrate existence and uniqueness of local weak solution
for the mixed problem (P):

u’(t) = Mo (|Vu(t)[?) Au(t) + My (Ju(®)?) u(t) — Ad'(t) = f(u(t)) em Q,
V() = My (IVo(£)]?) Av(t) + Ms (Jo(t)]*) v(t) — Av'(t) = g(u(t)) em Q,
(P): || u(t) =v(t) =0em X =T x]0,T]

u(0) = ug, v'(0) =u; em Q

v(0) = vg, V'(0) =v; em

in which for the existence we used Faedo Galerkin Method, Aubin Lions’ theorem of
compactness, important inequalities of Functional Analysis, while for the uniqueness we
used the energy method, due to the solution’s regularity, and also some inequalities of
Functional Analysis. For asyntotic behavior we will use the Nakao lemma‘s and some
inequalities of Functional Analysis.

Words Key: Existence, Uniqueness, Global Weak Solution end Asymptotic Behavior.



Introducao

Neste trabalho analisamos a existéncia e unicidade de solugao Global fraca e compor-

tamento assintético para o problema misto

u"(t) = Mo ([Vu(®)?) Au(t) + M ([u(t)]?) u(t) — Aup, (t) = f(v(t) em @,

V'(t) = Mo (IVo(t)]?) Au(t) + Ms (Jo(t)]*) v(t) — Avy, () = g(u(t)) em Q,

u(t) =v(t)=0em X =T x]0,T] (0.1)

u(0) = up, v (0) =u; em €

v(0) = vy, V'(0) =v; em Q

Onde €2 denota um aberto limitado do IR", n > 1, com fronteira 02 = I' suave. Para
cada nimero real fixo, porém arbitrario 7" > 0, @ denota o cilindro @ = 2x]0,7T[ com

fronteira lateral ¥ = I'x]0,T[. E ainda, —A ¢é o operador auto-adjunto nao limitado

ou 0
definido pela terna {Hg(2), L*(2), a(u, v)}, onde a(u,v) / 7 .
Oxj Ox;
No que se segue, denotaremos por: ((, ), || - |l, (, ), |- | o produto interno e a norma

em H}(Q) e L?(Q), respectivamente.
O problema (0.1) consiste de uma versao estendida em forma de sistema da seguinte

equacao

u' — M </|Vu|2da:) Au+ M, (/|u|2dx) u—Au =f em Q=0Qx]0,T]
Q Q

u=0 em X =00x]0,T] (0.2)

u(0) = ug, v'(0) =u; em Q.

estudada no trabalho Global solutions to Klein-Gordon type equations with non-linearities

of Kirchhoff-Carrier type de J. Ferreira , D. C.Pereira e M.P. Matos, [1].



O problema (0.2) é a vers@o concreta do problema abstrato
u” + M (JJu(t)|]Pdz) Au + My (Ju(t)|?dx) u — Au' = f

u(0) = o, (0.3)

’U/(O) = Ux

onde A é um operador auto-adjunto de um espaco de Hilbert H e os dados iniciais sao
tais que ug € D(A), uy € Ve f € L*(0,T; H). Estudado na dissertacio de mestrado de
Aroldo José de Oliveira, sob orientagdo do Prof. Dr. Marivaldo M. P. Matos, [2].

Cordeiro, Sebastiao S. PPGME/UFPA



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo utilizaremos defini¢oes e nogoes basicas da Teoria das Equagoes Diferenci-
ais, bem como alguns teoremas, lemas e proposicoes que nos auxiliarao como pré-requisitos
necessarios para melhor compreensao dos capitulos subsequentes. Sendo assim, nao nos
preocuparemos nas demonstragoes de possiveis resultados utilizados preliminarmente, pois

mencionaremos as referéncias bibliograficas onde poderao ser encontradas.

1.1 Teoria das Distribuicoes Escalares

1.1.1 Espacos Funcoes Testes

Sejam 2 C IR" um aberto limitado e ¢ : 2 — IR, uma fungao continua. Denominamos
suporte de ¢, ao fecho, em 2, do conjunto dos pontos x pertencentes a {2 onde ¢ nao se

anula. Denota-se o suporte de ¢ por supp (). Simbolicamente, tem-se:

supp (p) = {z € Q¢ (z) # 0} em Q.

Usando a defini¢ao conclui-se que o supp (¢) é o menor fechado fora do qual ¢ se anula,

e vale as seguintes relagoes:

1. supp (p + ) C supp (@) U supp ()
2. supp (@) C supp (¢) N supp (Y)
3. supp (A\p) = A supp (¢), A € R— {0}.

Exemplo 1.1.1. Seja ¢ : (0,1) — R tal que p(z) = 1,Ya € (0,1): Verifica-se que o

supp (¢) = (0,1), nao € um conjunto compacto.

Neste nosso estudo, damos um destaque especial as fungoes ¢ : 2 — IR, com su-

porte compacto contido em {2 que, sejam infinitamente diferenciaveis. Com esse intuito



1.1.2 Convergéncia em C§°(12) 4

definiremos o espagos C§°(£2), como sendo o espago vetorial das fungoes indefinidamente
diferencidveis e suporte compacto contido em 2. Os elementos de C§°(£2) sdo denominados

funcoes testes em (2.

Exemplo 1.1.2. Dados xy € R', r >0, denotamos por B, (zo) a bola aberta de centro
xo de raio v, isto €, B, (xg) = {x € R |[|[x — xo|| <1} . Se B, (x9) C Q) , define-se

v: 22— R

por

7‘2

exp se ||z — ol <7
p (1) = (le—moHQ—rz)
0 se ||lx — xo|| > 7.

Neste exemplo, verificamos que supp (¢) = B.(xg) € um compacto e que C§(S2) é nao
vazio. O espagco C°(Q) é de grande importancia para o nosso estudo, visto que estamos

interessados em estudar funcionais lineares continuos definidos em Cg°(€2).

Observagao 1.1.1. Por um multi-indice, entendemos, uma n-upla o = (o, ..., o) de
nidmeros inteiros nao negativos. Denotamos por |a| = a1+ -+, a ordem do multi-indice

e por D* o operador derivagdo parcial, de ordem |a/,

olel
L
N
Para o = (0,...,0), temos por defini¢io Dp = .

A seguir daremos nogoes de convergéncia em Cg§°(€2), tornando-o um espago vetorial

topoldgico.

1.1.2 Convergéncia em Cj°(2)

Dizemos que uma sucessao (¢ )nen de fungoes em C§°(2) converge para ¢ em C§°(2)

quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:
(i) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (p) C K e supp(p,) C K,Yn € N

Cordeiro, Sebastiao S. PPGME/UFPA



1.1.3 Distribuigoes Escalares 5

(ii ) D*p, — D%p uniformemente em K para todo multi-indice a.

O espago vetorial Cg° (€2), junto com a nogao de convergéncia definida acima é um
espago vetorial topoldgico que denotamos por D(f2), e é denominado espagos das

funcoes testes.

Observagao 1.1.2. Sendo 2 limitado, obtemos D(2) — LP(S2), para todo p, tal que

1 <p<oo, comimersio continua e densa. De fato, dado ¢ € D(Q2), temos que

/Q|s0(x)lp dr < sup |¢ (2)|P m (Q) < oo.

e

Isto prova a inclusao algébrica. Para a continuidade, seja @, — ¢ em D(QY). Mostraremos

que

/Q ou (&) — @ (@) P d — 0,

note que,

/Q’%z () = ()" dr = /K lon () — ¢ (2)|" da.

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim Q!wn(x)—w(iv)!pdﬂf = lim [ fon (z) =@ (2)[" dx

n—o0o n—o0 K

= [ Jim o @) = ¢ @) dr =0,

n—oo

Podemos ainda mostrar que a imersao anterior é densa. Para isso ver [4]

1.1.3 Distribuicoes Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de funcoes sobre €2, introduz-se o conceito de
distribuicoes escalares.
Denomina-se distribuigao escalar sobre €2 a toda forma linear e continua sobre D(£2),

isto é, uma funcao 7' : D(2) — IR que satisfaz as seguintes condigdes:
(1) T(ap+py) =al(p)+ BT(¢)Yp,¢ € D(Q), Vo, 3 € R
(ii ) T é continua, isto &, se (¢, ), converge para o, em D (£2), entao

T(p,) —T(p) em IR

Cordeiro, Sebastiao S. PPGME/UFPA



1.1.3 Distribuigoes Escalares 6

O valor da distribuigao 7" na fungao teste ¢, é denotado por (7', ). Muniremos o espago
vetorial das distribuicoes escalares da seguinte nocao de convergéncia:

Considera-se o espaco de todas as distribuicoes sobre 2. Neste espaco, diz-se que a
sucessao (7,,),.N, converge para T', quando a sucessao ((T,,p)), N converge para (7', )
em IR para toda ¢ € D(Q). O espago das distribuigdes sobre €2, com esta nocao de
convergéncia é denotado por D’'(2).

As distribuicoes que aparecem com mais freqiiéncia sao aquelas definidas a partir de

fungoes localmente integraveis.

Definicao 1.1.1. . Diz-se que uma fungao u : 2 — IR é localmente integrdavel em

Q.quando u € integravel d Lebesque em todo compacto K C ). O espaco das fungoes

1

localmente integrdveis é denotado por L,

(Q). Em simbolo temos:

u€ L, (Q) = / lu(x)| dr < oo
K

para todo compacto K C €.

Exemplo 1.1.3. Seja u € L. (Q) e definamos T, : D(Q) — R por

loc
< Tyyp >= /u(x)gp (x) dz.
Q
Nestas condigoes T, € uma distribuicao escalar sobre Q.
De fato, nao é dificil mostrar a linearidade de T, pois seque da linearidade da integral.
Resta-nos mostrar que T,, é continua; seja dada uma seqiiéncia (p,),.  de fungoes testes

sobre Q0 convergindo em D (2) para uma fungdo teste . Entao

(T o) = (Tu, )| = (T, 00 — )| = /u(g;) (bv — @) () dz| < / [u(z) (py — ) (2)| dz
Q

Q
<suple, ol [ fu()]de —0,
Q
pois, v, —  uniformemente.

A distribuicao T, assim definida é dita gerada pela funcdao localmente integravel u e,
usando o Lema Du Bois Raymond, tem-se que 7T, é univocamente determinada por u,

no seguinte sentido: T,, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em §2. Neste sentido

1

identificamos u com a distribuicao 73, e o espaco L,

(2) das fungoes localmente integraveis

pode ser visto como parte do espaco das distribuicdes D' (Q).

Cordeiro, Sebastiao S. PPGME/UFPA



1.1.3 Distribuigoes Escalares 7

Lema 1.1.1 (de Du Bois Raymond). Seja u € L, .(Q). Entio T, = 0 se, e somente

loc

se, u =0 quase sempre em .
Demonstragao: ver [5]

Vale ressaltar que existem distribuigoes nao definidas por fungoes de L} (), como

loc

pode ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 1.1.4. Seja xq um ponto de 2 e definamos a func¢io 9., : D(Q2) — R dada

por

< gy p >= p(x0).

E fdcil vereficar 0., que € uma distribuigcdo, conhecida por Distribui¢ao de Dirac, em
homenagem ao fisico inglés Paul A.M. Dirac(1902-1984). Entretanto, mostra-se que a
(Q), isto é, nao existeuw € L. ()

loc

1

distribuicao 0., nao € definida por uma fungao w € L;,,

tal que

/Q u(@)p(x)dz = p(z0), Y € D (D).

De fato, suponhamos que a distribui¢ao 6, € definida por alguma fun¢ao

u € L} (Q). Entio tem-se:

loc

< Oy, p >= /Qu(:v)cp(a:)dx = ¢(x0),YVo € D(Q).

Tomando & € D (Q) definida por

£(@) = ||z — zol* p(2)

dat,
E(xg) =< 04y, & >= / u(z) ||lx — x0|\2gp(az)dm =0,V¢e€D(Q).
Q

Pela proposicioes (1.1), seque que ||z — onzu(x) = 0 quase sempre em 2, logo u(x) =0
quase sempre em ), isto é, < Oy, >= 0,V € D(Q), ou seja, p(xy) =0,V ¢ € D(Q),

que € uma contradicao.

~ ~ . / . s’ .
Com essa nogao de convergéncia, D (§2) passa a ser um espago vetorial topologico e

temos a seguinte cadeia de inje¢oes continuas e densas

D(Q) — Lt (Q) — L}

loc

(Q)— D' (Q),1<p< oo,

Cordeiro, Sebastiao S. PPGME/UFPA



1.1.4 Convergéncia e Derivada Distribucional 8

1.1.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o intuito de estudar os espacos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada
distribucional para objetos de D’(£2).

A motivacao no conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada
distribucional, dado por Sobolev, se deve a féormula de integracao por partes do Calculo,
sendo este conceito generalizado para distribuigoes quaisquer em D’ (€2).

Seja T uma distribuicao sobre €2 e o um multi-indice. A derivada no sentido das dis-

tribuicoes de ordem « de T é definida como sendo o funcional linear
DT :D(Q) — IR,
tal que
(DT, ¢) = (-1)"(T, D°¢) 0 € D ().

Segue da definicao acima que cada distribuicao 1" sobre €2 possui derivadas de todas as

1

loe (§£2) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das

ordens. Assim as funcgoes de L

distribuicoes. Observe que a aplicacao
D*:D (Q) - D (Q)
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (2). Isto significa que:

lim T, =T em D' () entao lim DT, = DT em D' (Q).

vV—>00 vV—>00

Observacao 1.1.3. Outro resultado interessante a ser mercionado é que a derivada de

1
loc

1

1oe (82), como mostra o exemplo a

uma fung¢ao L;,.(Q), nao é em geral, uma fun¢io L

Sequir.

Exemplo 1.1.5. Seja u a funcdao de Heaviside, isto €, u € definida em IR e tem a sequinte

forma:

u(x)— 1 se x>0
o 0 se z=<0 '

assumindo qualquer valor em x = Q.

1

FEsta funcao u pertence a Ly,

() mas sua derivada v’ nao pertence a L} (). Com

efeito, basta verificar que u' = dg.

De fato:

00 0
<u,p>=—<uQ >:—/ gol(x)dx:/ ¢ (x)dz = p(0) =< 8y, >,V € D(Q).
0

o

Cordeiro, Sebastiao S. PPGME/UFPA



1.2 Espacos de Sobolev 9

Tal fato, motivard a definicio de uma classe significativa de espacos de Banach de

funcoes, conhecidos sob a denominacdo de Espacos de Sobolev.

Observacao 1.1.4. Se u € C*(IR"), para cada |o| < k , entdo a nocdo de derivada no

sentido cldssico coincide com a nocao de derivada no sentido das distribuicées, isto €
DaTu - TDOAU\VI|O[| S k

¢ uma consequéncia simples da formula de integracdo de Gauss.

1.2 Espacos de Sobolev

Apresentaremos nesta secao uma classe de espacos fundamentais para o estudo das

Equacgoes Diferenciais Parciais, que sao os espacos de Sobolev.

1.2.1 O espago H™ ()

Seja 2 um aberto do IR" com fronteira regular I'. Foi observado na secao anterior que
se u € LP (), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuiges. Viu-se
que D%y nao é, em geral, uma distribui¢do definida por uma fungao de L* (2). Esta-
mos interessados em espagos de distribuigoes u € LP () cujas derivadas distribucionais
permanegam em LP (Q2). Tais espagos serao denominados Espacos de Sobolev.

O espago vetorial L? (), 1 < p < 00, é 0 espago das (classes de) fungoes reais v : 2 — R,
mensurdveis, tais que |v|” é integravel a Lebesgue em ().

Este espaco quando munido da norma

1/p
ol 0 = ( et dx)

¢ espago de Banach Ver [13].
O conjunto de todas as fungoes mensuraveis v essencialmente limitadas em €2 é denotado

por L™ (), define-se a norma de v por

||v||Lw(Q) = supess |v (z)|,Vv € L= (Q).

O espago L™ (2) é também um espago de Banach Ver [14].

No caso particular onde p = 2, temos que L? () é um espaco de Hilbert. Neste caso o

produto interno ¢ dado por

Cordeiro, Sebastiao S. PPGME/UFPA



1.2.1 O espago H™ (Q) 10

cuja norma induzida é:

1/2
W = (/ ]u|2dx) |
12(0) 0

Dados um inteiro m >0e 1 <p < oo, o0 espaco de Sobolev de ordem m sobre €2, é o

espago vetorial denotado por W™ (), constituido das fungoes u € LP () para as quais

Du € L? (), para todo multi-indice a, com || < m. Em simbolo temos

WmP(Q) ={u € LP(Q): D*u € L* (), Vo, multi-indice, com |a| < m}.
O espago WP (Q) serd munido da norma

1/p

Hu“WmﬁP(Q) = Z ||Dau||’2p(g) 1 <p<oo

laj<m

esep=o0

HUHWW“(Q) = Z ||Dau||LOO(Q)‘

laj<m
Em ambos os casos WP (Q2) é um espago de Banach.
O espago W™P () é um espago reflexivo se 1 < p < 0o e separdvel se 1 < p < oo.

No caso particular em que p = 2, o espago W™? (Q) é um espago de Hilbert, denotamos
por H™ (2), isto é,

H™(Q) ={ue L*(Q); D € L*(Q),Va, |a] <m},

as derivadas D%, evidentemente, no sentido das distribuicoes.

Define-se em H™ (£2) o produto escalar
((u,v))gmq) = Z /(Dau, D%)LQ(Q) dx,Yu,v € H™ (Q)
la|<m ¢
com norma induzida por este produto escalar dada por

1/2

_ a, \2
iy = | 3 [ (Do, o

lo|<m
Mostra-se que H™ () é espago de Hilbert separdvel. Ver [4]

Para se ter uma idéia mais apurada dos espacos de Sobolev, descrevemos alguns casos
particulares.

Cordeiro, Sebastiao S. PPGME/UFPA



1.2.1 O espago H™ (Q) 11

Em dimensao n = 1, temos,

’ ! d
Hl(a,b):{uELZ(a,b);u ELz(a,b)}, u :d—?.

Neste caso

b b
2 2 2
fallys i = [ TP+ [ 0
Em dimensao n > 2, teremos

HI(Q):{uELQ(Q);%

8xi€L2(Q)’ izl,...,n}

e neste caso,

HUH?F(Q) = /Q[u(xl,xg,...,xn)]2dx1dx2...d:cn

- ou 2
+ Z;/ﬂ(wz (:c1,a:2,...,:cn)> dzidxs . . . dz,

ou, de modo mais conciso, escrevemos

2 2
ol = / ulPda + / Yl da,
[9] Q

E oportuno observar que, embora o espago vetorial das fungoes testes D (€2) seja denso

em LP(Q), 1 < p < oo, em geral ele ndo é denso em WP (Q). Isto ocorre porque a
norma de W™? (Q) é bem maior que a norma de L? (2) e por isso WP () possui menos
seqiiéncias convergentes. Isto motivou a definigdo dos espagos Wi"* () como sendo a
aderéncia de D (2) em WP (). No caso p = 2 denotaremos esta aderéncia por HJ" (€2).

Os espagos Wi"" (Q) e, em particular os espagos H{" (€2), desempenham papel funda-

mental na Teoria dos Espacos de Sobolev e por conseguinte, na Teoria das EDP’s.

O Trago em H' (Q)

Demonstra-se em [4] que as fungoes de H™ (§2) podem ser aproximadas na norma de
H™ (), por fungao de D (©2), onde D (Q) é o conjunto {¢1559 € D(IRY)} que se pode
definir a restricio a fronteira I' de 2. Dada ¢ € H' (), consideremos uma seqiiéncia

(Yv),enr €em D (ﬁ) com

0, — @ em H'(Q).
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1.2.1 O espago H™ (Q) 12

Definimos o operador 7 : H' (Q) — L*(T') por

70 (p) =l opfp,

sendo o limite considerado na norma de L? (T) ..

O operador 7y, denominado operador de trago, é continuo, linear e seu nticleo é Hj (12).
De forma mais simples escrevemos | em vez de 7y assim podemos caracterizar o espaco
Hj (Q) por: Hj () = {¢ € H' (Q); ¢ =0}. A generalizacao do operador de trago para

os espagos H™ (£2) ocorre de forma natural e, no caso m = 2, temos:
2 2 Dy

O dual topoldgico do espago W™ () representamos por W7 (Q2) se 1 < p < oo com p
e ¢ {ndices conjugados. Se ¢ € W™ (), entao p|,,, € D' (Q).
Quando p = 2, WJ™*(Q) é denotado por H{* (Q), cujo dual recebe a notagao H~™ (Q).

A seguir anunciaremos sem demonstrar o teorema que caracteriza o W= ().

Teorema 1.2.1. Seja T € D' (). Entao, T € WP (Q) se, e somente se, existem
Ga € L1(Q) tais que T = Y, D%g,.

|| <m

Demonstracgao: ver [15].

Proposigao 1.2.1 (Caracterizagao de H~' (Q2)). Se T for uma forma linear continua
sobre Hj (Q), entao existem n + 1 funcoes ug, uy, . .., u, de L*(Q), tais que:

TIUO—FiaUZ

i=1

Demonstragao: ver [5]

De posse destes dois resultados podemos concluir que se u € Hj (), entdao Au €

H~1 (), sendo o operador A : Hj (Q) — H~' (), linear, continuo e isométrico.

Lema 1.2.1 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q2 C IR" um aberto limitado em alguma

diregdo. Se uw € H} (Q), entdo existe uma constante C' > 0 tal que

2 2
|U|L2(Q) <C |VU|L2(Q)~
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Demonstracao: Suponhamos €2 C IR', limitado na direcao do eixo x;. Sendo v €
H{(Q), existe uma sucessao (¢,), N de fungdes de D() tal que ¢, — v em Hj(Q), isto
€,
dp, ov

— e

Como 2 é limitado, existem a e b € IR tais que Vo € 0 a < proj x < bonde a proj x é a

¢, — v em L*(Q) e m L*(Q), i=1,2,...,n.

projecao de x sobre o eixo coordenado z1, agora dado ¢ € D (), e v (a,x1,...,2,) = 0.
Temos:
z1 9
o (T, T, ..., x,) = ?(f Toy ..., xy)dE.

E da desigualdade de Schwartz, obtemos:
2

2
@ (21,2, ., 20) 2 = (/ g‘g (g,mz,...,xn)dg) g(b—a)/ab g—?(f,xg,...,xn) de.
Aplicando o Teorema de Fubini temos:
/|g0(x1,x2,...,xn)\2dx < (b—a) fxg,...,xn)Qdﬁde
? 2
< (b—a) 85 (f,xg,...,xn) dzx.
Portanto,
" ) 1/2
Plizey < (0 a) [Z ad ]
j=1 177 L2(Q)
Logo,

2 2
|U|L2(Q) <C |VU|L2(Q)

Observagao Utilizando desigualdade de Poincaré podemos concluir que em H; (€2), as
normas [[ul g1 (g € [Vulz2q) sdo equivalentes.

De fato; Consideremos a norma em H}(Q2). Se v € Hj(Q), tem-se:
2 2
[0l 9y = [v]720) + [Vl 2 > VUl
Da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, obtém-se:
2
”UH%{l(Q) < (14 C0)[Vulpaq -

Conclui-se das desigualdades acima que em Hj(Q), as normas ||v||g1 o) € V0l 12q) sao

equivalentes.
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1.3 Espacos L”(0,7T; X) e Distribuicoes Vetoriais

Sejam X um espaco de Banach real, com a norma ||.||, , 7 um nimero real positivo e xg
a fungao caracteristica do conjunto E. Uma funcao vetorial ¢ : |0, T[ — X, é dita simples
quando assume apenas um numero finito de valores distintos. Dada uma funcao simples

¢ :(0,7) — X com representacao canonica

p(t) = Z XEi(t),

onde cada E; C (0,7) é mensurdvel, i = 1,2,... k, e os conjuntos FE; sao dois a dois
disjuntos, m (E;) < co e ¢;(t) € X, i =1,2,...,k, definimos a integral de ¢ como sendo
o vetor de X dado por

/0 Pt =Y m(B) .

Dizemos que uma fun¢ao vetorial w : (0,7)) — X é Bochner integravel (B — integravel)

se existir uma seqiiéncia (¢,) de funcoes simples tal que:

veN

(i) ¢, — uem X, q.sem (0,7);

.
(i) _Tim [ o (6) = m (8)]1 dt = 0.

Neste caso, a integral de Bochner Ver [6] de u, é por defini¢ao, o vetor de X dado por

T T
/ w(t)dt = Tim | o (1) dt,
0

n—oo 0

onde o limite é considerado na norma de X.

Uma funcao vetorial u : (0,7) C IR — X é fracamente mensurdvel quando a fungao
numérica t — (P, u (t)) for mensuravel, V& € X', onde X’ é o dual topoldgico de X. Dize-
mos que u é fortemente mensurdvel quando u for limite quase sempre de uma seqiiéncia
(¢v),en de fungoes simples. Em particular, quando u for fortemente mensuravel, entao a
aplicacdo t — |lu(t)]|y é mensuravel Lebesgue.

Denotaremos por L? (0,7;X),1 < p < oo, o espago vetorial das (classes de) fungoes
w: (0,T) — X fortemente mensurdveis e tais que a funcao ¢ — |lu (t)||% ¢é integravel a

Lesbegue em (0,7T), munido da norma

T
P ( [ ol dt)
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Quando p = 2 e X = H é um espaco de Hilbert, o espago L? (0, T; H) é também um

espaco de Hilbert cujo produto interno é dado por

<wvnmjﬂf34 (u(5),0(s)) ds.

Por L> (0, T; X) representaremos o espacgo de Banach das (classes de) fungées u : (0,7 C

IR — X que sao fortemente mensurdveis e tais que t — |lu (¢)||y € L>(0,7). A norma

em L (0,T; X) é definida por

||l |L°°(()7T;X) = SUPESSic)o 1| u(®)]] x -

Quando X é reflexivo e separdvel e 1 < p < oo, entao LP (0,7; X) é um espago reflexivo
e separavel, cujo dual topoldgico se identifica ao espago de Banach L?(0,T;X’), onde p
e ¢ sao Indices conjugados, isto é, 113 + é = 1. No caso, p = 1, o dual topoldgico do espaco
L' (0,T; X) se identifica ao espago L™ (0,T; X'). A dualidade entre esses espagos ¢ dada

na forma :

(u, U>(LP(O,T;X))’><LP(0,T;X) = (u, U>LQ(0,T;X’)><LP(0,T;X)

Definicao 1.3.1. f : [0,T] — X ¢ integrdvel se existe uma seqiéncia {Sy}r de fungoes

vetoriais simples, tal que,

T
/H&@—ﬂmmweammkem.
0

Se f € integrdvel, define-se

T T
/ FOdp = tim | Sp(t)dt.
0

k—o0 0

A expressao fOT f(t)du € dita integral de Bochner de f, em relagdo a p.

Exemplo 1.3.1. Sejam v € LF (0,T;X), 1 < p < oo, e p € D(0,T). Consideremos a
fungao T,, : D(0,T) — X, definida por

TH@—AUSW@M&

onde a integral € calculada no sentido de Bochner em X . A aplicacao T, € linear e continua
de D (0, T) em X e por esta razao é denominada distribuicdao vetorial. A distribui¢ao T, €
univocamente determinada por u e, neste sentido, podemos identificar u com a distribuicdao
T, por ela definida e, portanto, LP(0,T7;X) — D'(0,T;X) com injecio continua e
densa, onde D' (0,T; X) é espaco das aplicagoes lineares e continuas de D (0,T) em X €

denominado espago das distribuicoes vetoriais sobre (0,T) com valores em X.
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1.4 O Teorema Espectral 16

Definigao 1.3.2. Seja T € D' (0,7; X). A deriwvada de ordem n € definida como sendo a

distribuicdo vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por
arr d"p
—— =(-1)"(T, —— T).
<dtn,90> (1) < ,dtn>vwe©(0, )

Por C°([0,T);X), 0 < T < oo, estamos representando o espago de Banach das fungoes
continuas u : [0, T] — X munido da norma da convergéncia uniforme

||u||00([0,T];X) = tgﬁ%{] lu @y --

Por C° ([0,T]; X), denotaremos o espago das funcgoesu : [0, T] — X fracamente continuas,

isto €, a aplicagdo t — (v,u (t))x, x € continua em [0,T],Vv € X".

Quando X = H ¢é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a

continuidade da aplicacao t — (u (t),v),, v € H.

1.4 O Teorema Espectral

Sejam V e H espacos de Hilbert reais, cujas normas e produtos internos serao represen-
tados, respectivamente, por, ||.||, ((,)) e |.|, (). Suponhamos que V' C H, V denso em H
e a injecao de V em H é continua.

A terna {V, H,((,))} determina um operador linear A caracterizado por: o dominio do

operador A é o subespago vetorial D (A) de V' dado por
D(A)={ueV;3f € H tal que ((u,v)) = (f,v),Vv eV}

e Au = f.

Temos entao que
((u,v)) = (Au,v),Yu € D (A) e v e V.

Demonstra-se em M. Mianda [13], que A é um operador auto-adjunto nao limitado de H
e D(A) — V — H, com injegoes continuas e densas, além disso A tem espectro discreto.
Supondo que a imersao de V em H é compacta, segue-se da Teoria Espectral, que existe

um sistema ortonormal completo de H, enumeravel, (w,) constituido de autovetores

JEN?
de A, cujos autovalores correspondentes ()\j)j oy Satisfazem a
O< A <A <o <A\ <)\ = 00 quando j — oo.
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Para cada « real, o operador A® é caracterizado por

D (A%) = {u € H;Z/\?ja |(u,w,)[* < oo}

v=1

Aau:ZXj(u,wy)wy € Hue D(AY).

v=1

Dado u € H, entao

u = Z (u, w,) w,.

v=1

Em D (A®) consideremos o produto interno e a norma definidos, respectivamente, por

(U, V) paay = (A%, A%)

|u’D(Aa) = [A%].

Temos que D (A%*) munido do produto interno (u,v) p(ae) € um espagco de Hilbert e dados
ap, as € R oy > ag > 0, a imersao de D (A*) em D (A*?) é compacta.
Sendo A um operador positivo, entao o operador S = Az estd bem definido, é denomi-

nado raiz quadrada positiva de A e é caracterizado por

D (A%> —v ‘A%

= |Jull,Vu e V.

No que se segue o operador A serd definido pelo terno {V, H, ((u,v))} nas condi¢oes do

Teorema Espectral.

1.5 Outros Resultados Importantes

A seguir enunciaremos mais alguns resultados que serao utilizados posteriormente.
Sejam D C R*™ e f: D — IR". Dizemos que f satisfaz as condicoes de Carathéodory

sobre D se

e f(t,x) é mensuravel em t, para cada x fixo;

e f(t,z) é continua em x, para cada t fixo;
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e Para cada compacto K em D, existe uma funcao real integravel my () tal que

If (t,x)] <mg (t),Y(t,x) € D. (1.1)

Consideremos o retangulo R = {(t,z) € R*; |t — to| < a, [x — xo| < b}, com a,b > 0.

Teorema 1.5.1 (Carathéodory). Seja f : R — IR' satisfazendo as condigoes de
Carathéodory sobre R. Entdo, sobre algum intervalo |t —to| < B (6> 0), existe uma
solucao do problema de valor inicial
X' =f(tX)
{ X (to) = Xo. (1.2)

Demonstracao

Vamos mostrar para o caso t > 7. Definimos a funcao M

M) = 0 (t<7) (1.3)
¢
M(t) = / m(s)ds (t <t <T1+a) (1.4)
M é continua e nao decrescente, pois m(t) > 0
M(t)=0
Portanto, (¢, + M(t)) € R para algum intervalo 7 < t < 7+ 3. Escolhendo 5 de modo

que 7+ 3 < 7+ a definimos as seguintes aproximacoes ¢; (j =1,2,...) por

pit) = & ﬁ§t§r+§) (1.5)
t—B/j &
o) = &+ [ FseieDds (+S<t<rep) (1.6
Note que ¢y (t) =& Vt € (1,7 + )
Fixado j > 1 a integral em (1.6) s6 tem sentido se
2
T<t—é<7+é©7+é_<t§7+—,ﬁ
J J J J

Dal segue, que em (6) tem-se ¢; é continua em 7 < ¢t < 7+ g e, pelo exposto acima,
desde que (£,£) € R a equagao (1.6) define ¢; como uma funcao continua no intervalo

T+ — <t <7+ — e além disso, temos
J

t—0B/7 t—3/j
or(t) =€+ / £ (5, 0(5))ds = |o;(t) — €] = | / £ (s, 0(s))ds|
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t—0B/j t—3/j
www—ghs/ |ﬂaw@n@:>WAw—a53/ m(s)ds

por (1.1) e, portanto,

() =&l < M(t - =) (1.7)

Afirmacao: ¢;(t) é uma funcao continua em 7 < ¢t < 7 + 3. Provamos essa afirmagao
usando inducao finita

n =1 ok!

Suponha que para n = k temos ¢; estd definida em 7 <t < 7+ k76 para 1 < k < j assim

kB

temos @;(t) = 5—1—/ ’ f(s,¢;(s))ds de modo anélogo, concluimos que ;(t) é continua
" (k+Dr (k+1)7
facil ver Zlue p; satisfaz (1].7). Portanto, por indugao, (1.6) define ¢; como urnal7 funcao

kT ) ) ,
em 7T+ — <t< 7+ . Portanto, ¢;(t) é continua em 7 <t < 7+ CE

continua em 7 <t < 7+ 3, para todo j € N satisfazendo

0;(t) r<t<rt+42
pi(t) =€l < M(t=5) 7+2<t<r7

I
o

I/\QIQ

T+

©; €é equicontinua
Devemos mostrar que dado ¢ > 0 existe > 0 tal que para quaisquer t;,t, tais que

[t — to] < d temos |@;(t1) — ¢;(t2)| < € Vj. Sabemos que

wwn—%@nswmrfp—Mm—gﬂ

Sendo M continua em [7, 7 + (] vem que M é uniformemente continua. Logo,

Ih—m=Kh—§%%w—§ﬂ<5éMﬂh—§%ﬂﬂw—§ﬂ<e

Donde segue nossa afirmagao.

¢; é equilimitada

Note que
i) €] < 21(e — Ty
Sendo M continua em [1,7 + (] logo limitada, entdo existe C' > 0 tal que |[M(t)] < C.
Desde que
ORI
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Segue que

o < gl +C vieN

Desta forma, a sequéncia (y;) estd nas condicoes do teorema de Arzela-Ascoli, Assim
existe uma subsequéncia (y;, ) que converge uniformemente em |7, 7+ ] para uma fungao
continua ¢.

Mostremos que tal fungao limite, é solugao de (1.2)

Sendo f(t,z) continua em x para cada t fixo decorre que

f(t, @5, () — f(t,(t)) Vi

E, usando (1.1) segue que
[F(t5) (@) < m(?)

Desde que m(t) é Lebesgue integrével a fungao f estd nas condigoes do teorema da con-

vergéncia dominada de Lebesgue, resultando portanto

i [ s onohds = [ fis.ptsds

Para todo t € [1, 7 + fJ] temos:

t t
en®) =¢+ [ foonDds— [ flspa)ds
T t—0B/jk
Quando, k£ — oo o segundo termo integral tende a zero, e usando as consideragoes ante-

riores vem que
t
o) =€+ [ 1(s0(s))ds
Donde segue o resultado.
Corolario 1.5.1 (Prolongamento de solugao). Seja D = [0,w]|x B, com 0 < w < o0 e

B ={x € RY x| <b}, b>0 e f nas condi¢oes de Carathéodory. Seja ¢ (t) uma solugio
de

X' =f(tX)
X (0) = Xo, |Xo| <0.

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ (t) estd definida, se tenha, |¢ ()] < M,
para todo t € I, M independente det e M < b. Entdo ¢ tem um prolongamento até [0,w] .

Demonstragao: Ver [16].
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Proposicao 1.5.1. Sejam V' e H espacos de Hilbert, V' continuamente imerso em H, u €

LP(0,T;V) eu € LP(0,T;H) , com 1 < p < oo, entaou € C°([0,T]; H)NC? ([0,T];V).
Demonstragao: Ver [5].
Observacao 1.5.1. : Como conseqiiéncia do conceito de topologia fraca e fraco -, seque:

Definigao 1.5.1 (Convergéncia Fraca). . Sejam E um espago de Banach e (u,),cy

uma sequéncia de E. Entao u, — u fraco se, e somente se,
(p,u,) = (pu) ,Vu € E.

Definigao 1.5.2 (Convergéncia Fraca Estrela). Sejam FE um espaco de Banach,

pele (¢v),en uma seqiiéncia de E'. Dizse v, — ¢ fraco -+ se, somente se,
{pv,u) = (p,u) ,Vu € E.

Proposicao 1.5.2 (Compacidade de Aubin-Lions). Sejam By, B, B; espa¢os de
Banach, By e By reflexivos, a imersao de By em B € compacta, B imerso continuamente

em By, e, W o espaco
W = {u € L?(0,T; By); v € L*(0,T; Bl)}

equipado da norma ||ully, = llull 2 7.0+ 1@ | 20,15,y Entdo W € um espago de Banach,

e a imersdo de W em L?(0,T; B) é compacta.
Demonstracao: Ver [5].

Observagao 1.5.2. Como conseqiiéncia da Compacidade de Aubin-Lions, temos que se
(uy), e N € uma seqiiéncia limitada em L* (0,T; Bo) e (u},), . jy wma seqiiéncia limitada em
L?(0,T; By) entao (u,),oy € limitada em W. Dai, seque que existe uma subseqiiéncia

(U ) e v de () tal que w,, — u forte em L* (0,T; B).

Lema 1.5.1. Consideremos X um espago de Hilbert com dual X' e Y um outro espago

de Hilbert tal que X — Y. Seja
W ={ueLl*0,T;X); veL*0,T; X"}

Entao

Demonstragao: Ver [5].
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Lema 1.5.2 (Lema de Lions). Sejam O um aberto limitado do R} xRy, g, e g funcoes
de L1(0),1 < q < o0, tal que

19ullLa0) < Cs g — g
quase sempre em O. Entdo g, — g na topologia fraca de LI(O).
Demonstracao. Ver [5].
Lema 1.5.3 (Lema de Fatou). Seja (f,) uma seqiéncia em M+ (X, M). Entao,
/liTEn inf f,du < lign inf/fndu.

Onde M (X, M) a cole¢ao de todas as fungoes mensurdveis, nao negativas, definidas em

X, a valores reais estendida.
Demonstragao. Ver [17].

Teorema 1.5.2 ( da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,,), uma seqiéncia

de funcoes integrdveis definidas em X. Suponha que
1. (fn), converge q.s. para uma funcao real, mensurdvel, f.

2. Existe uma funcao integravel g, tal que |f,| < g,Vn. Entao,

/ fdp = lim / jm

Teorema 1.5.3 (Representagao de Riez). Sejam 1 < p < oo e p € (LP). Entao eziste

Demonstragao. Ver [17]

um, nico u € LP tal que
o) = [ut¥ fer
Além disso,

lull o = llpll -

Demonstragao. Ver [14].

Como conseqiiéncia destes resultados temos as seguintes identificagoes:

i)L2 o~ <L2>/

i) LV = (LP)
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Teorema 1.5.4 (Desigualdade de Sobolev). Considere 1 < p < N, entdo
WHP(RY) — LP*(RY)

onde px € tal que

111
p p N
e existe uma constante C' = C(p, N) = % tal que

lull oo < ClIVull oy, Yu € WH(RY).
Demonstracgao: ver [9].

Observagao 1.5.3. W™P(RY) — LP*(RN),m > 1, inteiro, tal que

3
D | =
=E

Demonstragdo. Ver [9)].

Proposicao 1.5.3 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP e g € LP com

1
pp>le—-—+—-=1
p P

Entao

foett e [17.5 <171 lgl
Demonstragao. Ver [17].

Teorema 1.5.5 (Banach-Alaoglu). Sejam E um espag¢o de Banach separdvel e E' o

seu
dual topologico. Entao o conjunto
By ={f e E5|fl <1}

é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstragao: Ver [14].
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Teorema 1.5.6 (Regularidade para um problema de Dirichlet). Sejam Q um
aberto de classe C* com T limitado [oucom$Q = RY]. Seja f € L*(Q2) e seja u € Hi(Q)

verificando

/VUV¢+/w=/ﬁp,W€H5(Q)-
Q Q Q

Entio u € H*(Q) e ||ullgz < C||fllzz onde C é uma constante que depende somente de

Q. E mais, se Q € de classe C™2 e se f € H™(Q), entdo
we H™2(Q) com |ullgmsz < C||f] g

em particular se m > & entdo u € C*(Q). Entio se Q € de classe C™ e se f € C*(Q),

entdo u € C(Q).
Demonstragao: Ver [14].

Dizemos que uma seqiiéncia (¢,) converge para ¢ em LF (Q) se |[p) — ¢l 10q) — 0,
1 <p < . Se p e q sao indices conjugados, isto é, % + % =1com 1 < p < oo, entao o
dual topolégico de LP (), que denotaremos por [LP ()], é o espaco L7 (Q). No caso de
1 < p < o0 o0 espago vetorial LP (§2) é separdvel e, para 1 < p < oo, LP (Q2) é reflexivo.

Definicao 1.5.3. Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H uma

seqiiencia de elementos (w,,) de H tais que

(i) |wn| =1 Yn, (W, wm) =0 Vn,m, m #n;
(i) O espago gerado pela (wy,) € denso em H.

A seguinte proposi¢do estabelece que a convergéncia em LP () dd origem a uma con-

vergéncia pontual.

Proposigao 1.5.4. Sejam Q C R™ um aberto, 1 < p < oo, u € LP(Q) e (up),ey uma
seqiiencia em LP () convergindo para u em LP (). Entdo existe uma subseqiiéncia de

(ug), ainda denotada por (uy), tal que
(1) up(x) — u(x), ¢.s. em
(i) |ug ()] < h(x), ¢.5. em Q, Vk €N, com h € LP ().

Demonstragao: Ver [14].
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Observacao 1.5.4. Nas estimativas que obteremos posteriormente, teremos as globais
e locais.Para as globais utilizaremos uma desigualdade fundamental, devido o lema de
Gronwall e para as locais utilizaremos o Lema 1.5.5. Ambos apresentaremos a sequir,

sendo o lema de Gronwall na versdo mais simples.

Lema 1.5.4 (Lema de Gronwall). : Sejam ¢, : [a,b] — R fun¢des continuas e nao-

negativas, o > 0. Se

¢
e <at [ o(s)u(s)ds
entao,
t
¢ (t) < aexp {/ w(s)ds} Vt € a,b].
Em particular, ¢ (t) € limitada e se o =0, entdo ¢ = 0.

Demonstracao. Fazendo w (t) = a + fatgo ()1 (s)ds, decorre da hipétese que ¢ (t) <
w (t) e pelo teorema fundamental do célculo, segue que w' (t) = ¢ (t) 4 (t). Logo,

donde segue,

—2 <P ().

Integrando a ultima desigualdade de

[Stw[voe

até t,obtemos

Assim
t d t
/agln(w(s))dsg/a W (s)ds.
Portanto,
w (1) '
n () = [ v
isto é,

w(t) < aexp (/:w(s)ds), tela,b].

Desta desigualdade e de ¢ (t) < w (t), segue o Lema.

Cordeiro, Sebastiao S. PPGME/UFPA



1.5 Outros Resultados Importantes 26

Lema 1.5.5. Seja v (t) continua e nao-negativa em [0,T]. Se
t
v(t) < Cl+02/ [v(t)—l—v(t)ﬂ ds, 0<t<T,
entao existem Ty > 0 e C' > 0 tais que
’y(t) S C,\V/t € [O,T()] 01,02 Z 0.

Demonstragdao. Sejam ¢ (t) = ft [v () +~ (t)z] ds e Y (t) = Cy + Cyp (t). Decorre da

a

hipotese que
V() < Cr+ Cop (1)
ou ainda,
72 (1) < [Cr+ Cop (1)

e pelo Teorema Fundamental do Cdlculo seque,

/

P )=+ (),
logo,
P ()<Y (1) +Y? (). (1.8)
Por outro lado, Y' (t) = Cayp' (t) < Cy[Y (t) + Y2 (t)], dai seque
V() <C[Y () +Y? ()], 0<t<T (1.9)

observando que

e aplicando em (2), seque

d

y [V (t) e < CoY? (t) e, (1.10)

Integrando a ultima desigualdade de O até T e notando que Y (0) = C1, resulta

t
Y (t) < Cre® + C’ge”t/ Y2 (s) e %ds. (1.11)
0
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Seja z (t) = fot Y2 (s) em2%ds. Assim resulta de (4) que Y (t) < [Cy + Caz ()] et e, nova-
mente pelo Teorema Fundamental do Cdlculo

’

z (1) = Y2 (t) e 2%dt

logo,

donde segue,

Z/ (t) < €C2t
[Ci4+Coz () —

Integrando a ultima desigualdade de O até t, obtemos

t ! t
/ z <t> 2dt S / eCQtdt
0 [01 + CQZ (t)] 0

dai seque,

- < :
{Cl + CQZ (t)] Cl - CQ CQ
ou ainda,

1 1 e 1
[Cl + CQZ (t)] - Cl Cg CQ ’

Agora suponha que,

i—ecthri>0<:> i+i>602t — (st <In 1+%
O, Oy Oy O, Gy~ 2 A
logo,
1 Cy
t<—In(1+—/1|.
02n(+01)
Seja

! c,
= L1y ).
02 n( +Cl>

Onde T* > 0 e escolha Ty tal que O < Ty < T™, entao 0 <t < Ty wsto implica que

1 et 1 1‘1

< | = _
Cl+022(t)_ |:Cl 02 +C2
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ou ainda,

Assim,

por outro lado,

Portanto,
Y(#)<C, 0<t<T,
desta desigualdade e vy (t) =Y (t), seque o Lema
Lema 1.5.6. Se 0 € L?(0,Ty) ev € V, entdo
E(t,x) =0(t)v(z) € LP(0,Tp; V).

Demonstracao. Devemos mostrar que |€ (t,x)|, € L? (0,T}), ou seja,

To
/ 1€ (t, )P dt < .
0

Temos que:
T T T T

| lewara= [Cp@v@pd= [pore@ed =@ [ porde
0 0 0 0

mas decorre da hipdtese que: fOTO 16 (¢)|" dt < .

Assim, segue o Lema.

Lema 1.5.7. Se u,, — u em LP (0,Ty; X), entao
[t ()]l x = Nlu ()] x em LP (0, Tp)
Demonstracao. Queremos mostrar que

[lm )l x = llw ()l x 7007,y = O-
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Temos que:

To
lm )llx = Nl Ol x 700y = /0 [l W)l x = Ml ()l |70 (0,7) 41
To
< [ () - w @)
0
mas decorre da hipdtese que:
To
| i (0 = w@B at — 0
0
e, portanto, seque o Lema.

L3(2) é o espago vetorial das (classes) funcoes definidas em € cujo o quadrado ¢ in-
tegravel a Lebesgue.

Definimos o prduto escalar e norma, respectivamente, em L?*(§2) por

(u,v) = /Qu(:c)v(x)ds,Vu,v c L*(Q)

|ul —/uzdx
0
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Capitulo 2

Existéncia de Solucao Global Fraca

2.1 Resultado principal

Neste Capitulo investigaremos a existéncia de solucao global fraca para o sistema acoplado

de edp’s, caso concreto:

u”(t) = Mo (IVu(t)[?) Au(t) + My (Ju(t)[?) u(t) — Au' = f(v(t)) em @,
V() = My ([Vu()]?) Av(t) + Ms ([o(6)[*) v(t) — Av' = g(u(t)) em Q,
u(t) =v(t)=0em ¥ =T x]0,T]| (2.1)

u(0) = ug, ' (0) =u; em €

v(0) = vy, V'(0) =v; em
Onde €2 denota um aberto limitado do IR", n > 1, com fronteira 0§2 = I" suave. Para cada
nimero real fixo, porém arbitrério 7' > 0, ) denota o cilindro @) = 2x]0, T[ com fronteira

lateral ¥ = I'x]0,T[. E ainda, —A é o operador auto-adjunto nao limitado definido pela

ou Ov
terna {HJ(Q), L*(Q), a(u,v)}, onde a(u,v) / ——dx.
0 Z Oz, Ox;
No que se segue, denotaremos por: ((, )), H H (, ), |.], oproduto interno e a norma

em H}(Q) e L*(Q), respectivamente.

Sendo que estamos considerando o espago H}(€2) munido da norma do gradiente, isto
é, se u(t) € H} (), entao ||u(t)|| = [Vu(t)|.

E assumiremos as seguintes hipdteses:

+ M; € C'([0,00), R), (i=1,2,3) (

Moy(s), Ma(s) > mg > 0,Vs € [0,00), (

() ()>m120,VSE[O,OO), (

- f, g € Lipa(IR) e g(0) = £(0) = 0. (
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Considere ainda a energia associada ao sistema (4.1),
E(t) = [u' &) + [v' ()] + Mo([lu®)]*) + M ([u(®)[*) +Mz(|lv()]*) + M (v (t))
A
onde M;(\) = /Mi(s)ds, (1=0,1,2,3).
0

Teorema 2.1.1. Seja M; (i = 0,1,2,3) fungoes obedecendo as hipdteses (4.2), (4.3), (4.4)
e f, g obedecendo a hipdtese (4.5), existe um nimero fivo T > 0, porém arbitrdrio, tal
que, se {ug,vo} € (HL(Q) N H2(Q))?, {u1, v} € (HX Q) e f, g € L2(0,T; HX()), entio
existe o par de funcoes {u,v} : [0,T] — L*(Q) satisfazendo,
- {u, v} € L%((0, 00); Hy(2)) N L*((0, 00); Hy () N H* (),
- A{ur, vk € L2([0,00); Hy (),
- {u, vu} € L2([0, 00); L*(Q));
d
(@ (@) ) + Mo([[u()]*) (A (8), 2) + Ma(u(®)]) (u(t), 2) = (Aw' (D), 1) = (f(v), );
Vh € V, no sentido D'(0,0),
d
(0, 1)+ Mo (O)1°) (Avm(£), h) + Ms([o()) (v (1), 2) = (A (6), h) = (f(w), );
Vh € V, no sentido D'(0,0),
- w(0) =ug e u'(0) = uy,
- v(0) = vy € V'(0) = vy.

Comentario
Para mostrar a existéncia, usamos os método de Faedo Galerkin, teorema de compacidade

de Aubin-Lions, desigualdades importantes de Anélise Funcional.

Dem.: Por simplicidade, dividiremos a demonstracao do teorema nas segintes etapas:
I - Definir o problema (4.1), em um espago de dimensao finita conveniente, que denomi-
namos Problema Aproximado (PA);
IT - Mostrar que esse problema aproximado possui solugao (global); que chamamos Solucao
Aproximada . Aqui, para a existéncia de solucao global do (PA), mostraremos que este é
equivalente a um sistema de EDO’s de 1a. ordem, e utilizaremos o Teorema de Existéncia
de Carathéodory;
IIT - Obter estimativas a priori sobre a seqiiéncia de solugoes aproximadas, que nos per-

mitam efetuar a passagem ao limite. As quais permitam prolongar a solucao ao intervalo
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[0, oo;
IV - Essa passagem ao limite é o passo seguinte, onde devemos mostrar, a partir das
estimativas a priori, que a sequiéncia de solugoes aproximadas converge, numa topologia

conveniente, para a solu¢ao do problema (4.1).

2.1.1 Problema Aproximado

Consideremos {w;}, K um sistema ortonormal completo de L*(2) constituido de vetores
proprios do operador —A e {\; }j cN @ correspondente sequéncia de valores proprios.
Para cada m = 1,2, 3, ..., seja V,, = [wy, wy, ..., w,,] 0 subspago gerado por wy, wa, ..., Wy,

O problema aproximado (2.6) associado a (4.1), consiste em encontrar uma solucao sob a
forma (w,,(t), v, (t)) = <§: U (H)w; (), zm: D, (H)w;(z) | € Vi, sendo os U, Djp de
classe C'*°, determinados gel modo a satisf;;elr o seguinte sistema:

(up,, h) = Mo (IVul?) (A, h) + My ([ul?) (wm, h) — (Aug,, 7)) = (f (vm), )

(U;;m h) — M, (lVUz) (Avm, h) + Ms (|U|2) (UWM h) - (AU;m h) - (g(um)7 h)

(2.6)
{um(0), v (0)} = {vom, vom } em H&<Q) N H2(Q)7

{17,(0),v7,(0)} = {utm, vim} em Hg ().

VheV,ej=1,...,m. Onde ugy,, Uim, Vom, Vim SA0 as aproximacoes de ug, uy, vg, V1,
respectivamente. Isto é, sendo wug, vy € H}(Q) N H*(Q), podemos aproximé-las por com-

binagoes lineares finitas dos w;, e existem o, Bjm € R(j =1,...,m) tais que

U = Z AjmW; — Up, Vom = Zﬁjmwj — g, forte em Hy(Q) N H*(Q) (2.7)
j=1 j=1
Logo, tem-se u,,(0) = uom € v,,(0) = vom. E, como existe uma unica combinagao linear
dos vetores da base de V,,, segue que ¥;,,(0) = ajp, € ®,(0) = By, (j =1,2,...,m).

Analogamente, uy, v; € Hj (), existem constantes v;p,, 0, € R(j =1,...,m) tais que
m m
Uy = Z%mwj — UL, Vi = Z 0jmw; — vy, forte em H) () (2.8)
j=1 j=1

Logo, tem-se u,,(0) = uyy, € v,,(0) = v1,,. E, como existe uma unica combinagdo linear

dos vetores da base de Vi,,, segue que ¥’ (0) = v, € @7 (0) =05, (j =1,2,...,m).
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Substituindo (u, (), vm(t)) em (2.6), e usando o fato de que {w; }; ¢ um sistema ortonor-

mal completo em L?(2), obtemos

(Z m;fm@)wj(x),wi(x)) — My (|Vun(0)?) (Azwjm@)wm,wi(x))

<
[y

-

A () (

1

‘ij(t)wj(ﬂﬁ),wi(x)> - (AZ\Ij;m(wwj(x)vwi(x)) = (f(om), wi())

J

(

J

NE

q)}’m(t)wj(x),wi(x)) — My (|Vun(t)[?) (Azq)jm(t)wj<x>7wi($))

1

‘ij(t)wj(x),w@-(:ﬁ)) - (Azq’}m(t)wj(iv),wi(l’)) = (9(um), wi(x))

S,
I

-

+Ms (Jum (1)) (

1

Ou seja,
(W5 () = A Mo (| V) Wi (8) + Mi([um|*) @ jim(t) — AW (8) = (f (vm), w;)
\I/]m(O) = Qjm, \If;m(()) = ﬁjm (] = 1, ,m)

(2.9)
% (1) — N Ma(|V0|?) @i (t) + M (| ) @i (t) — 2@, (1) = (9(um), w;)

L Pjm(0) = Yjm, ®n(0) =0 (j=1,....m)

Forma Matricial

Por simplificacao de escrita a forma matricial serd feita apenas para a equagao de cima
no sistema (2.9), sendo o procedimento anilogo para a equacao de baixo.

Fazendo, A = A; e
Uim

, obtemos de (2.9)
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v 0 1 14 (f(vm), w1)
: = - S s :
o MMy (| Vg |?) — My (Jum|?)— —A v’ (f (vm), win)
temos,
X' =AX+B
Fazendo

X X'
() = ()
obtemos a forma,

( X, ) _ ( Om><m [m><m ) < X > +< 0m><1 >
AX + B 2mx1 Amscm Omicm 2mx2m X' 2mx 1 B 2mx1

N N
g ' v

Y’ L Y K

Assim, o sistema (2.9) pode ser reescrito da seguinte forma:

Y' =LY + K = F(t,Y)

o-(38)

Verificaremos que o sistema (2.10) atende as condigoes de Carathéodory.

1) Fixemos Y

Vamos mostrar que L e K sao mensuraveis em ¢.

Para L — < Ome [me )

Ame Ome

sendo
0 1
A= Ny
AMo([Vum[*) = Mi(fum|*)— —A
Como M; (i = 0,1,2,3) sdo continuas, entdao a soma \;M;(|Vun,|?) — M (|unl?) é
continua em ¢t (j = 1,...,m). Logo, A é mensurdavel em t. Portanto, L é mensuravel
em t.
0 (f(Um>,w1)
ParaK:< mxd ):sendoB: ;
Bm><1
(f (vm), wim)
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Como f € Lip,(s) e w; € L*(Q2), entao (f(vy,), w;) é mensuravel. Entao B é mensurével

em t. Portanto, K é mensuravel em t.

2) Seja t fixo

Vamos mostrar que F' é continua em Y.

Note que K ¢é continua em Y, pois é constante em relacao a Y. Para a continuidade de
LY basta mostrar que A é continua em Y.

Seja I;(Y) = ¥, (j = 1,...,m) a projecio do IR*™ — R.. E claro que II; é continua.

Para cada t fixo, como
m

un(t) =Y Wyn(twy,

j=1

a fungao Y+ ||un|* = ((Ums tm)) = (Aty, U, entao
lum® =02, (w;, w))
j=1
donde segue que,

m
=D WA
j=1

e pode ser escrita como

Assim, Y — |Ju,,(t)]|* é continua para t fixo, pois é combinagdo linear finita de fungoes
continuas. De modo andlogo para |u,,(t)>. Dai, \;M;(|Vu,|*) — Miy1(Jum|?) é continua
emY, (j=1,...,m), (i =0,1,2,3). Portanto, fixado ¢, a funcao F(¢,Y) é continua em
Y.

3) Seja K um compacto de H(2) =[0,7] x E, onde E ¢ o conjunto

E={Y € ™ [Ygenns <7, 7> 0}

Devemos mostrar que existe uma fungao real my(t), integravel em [0, 77, tal que
[F(Y) [[geme < mu(t), V(t,Y) € Hy()

Por simplicidade e devido ao fato de que em IR, k € N, todas as normas sao equivalentes,
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denotaremos por ||.||,, & norma do méximo em IR.

Como F(t,Y) = LY + K, temos que,

[E@ Y ) l2mx1 < [[LY [J2mxt + [ K ||2mx1

mas,

ILY [|2mx1 < || Ll2mx2m||Y [|2mx1

entao,

E (Y ) |l2mx1 < | Lll2mxom||Y ll2mx1 + | K 2mx1

Como Y € E, temos que ||Y |lamx1 < 7. Entao a desigualdade acima fica,

I F (Y ) lomx1 < Yl Ll|2mxzm + [ K ||2mx1

Como M; € C'([0,0);R) (i = 0,1,2,3), em particular, em [0,7], segue que todas as
entradas da matriz A sao limitadas por uma constante. Portanto, ||L|| < ¢

Em relagao a matriz K, todas as suas entradas, em valor absoluto, sao iguais a

|(f (), wi)| < | (W)[[w;] = [f(v)]

Entao,

[F(t,Y)] < e+ |f(v)] = ma(t)

onde mg(t) é integravel em [0, 7], pois ¢ é constante e f € Lip,(s).

Portanto, o sistema (2.10) satisfaz as condigdes de Carathéodory, e entdo existe uma
solucao {um(t), v, (t)} € [0,t) X [0,tm), tm < To.

As estimativas a priori, na préxima etapa, nos permitirdo prolongar a solu¢ao w,,(t) e

vm(t) ao intervalo [0, Tp).
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2.1.2 Estimativas a priori

Estimativa 1

Tomando-se h = 2u,, e h = 2v], nas equagoes de cima e de baixo do sistema (2.6),

respectivamente.

(u;m) Mo [Vt (B]2) At (8) + My (fm (8) Y (£) — Al (8), 2u:n<t>)
_ (f(vmu)), 2u;n<t>)
(v:;(w M ([T (8)2) Avm(t) + My (Jom(8)2)om(t) — AV, (8, 2v:n<t>)

= () 20). 20
Agora somando as equagoes do sistema (2.11), obtemos:

Q(u'rfl(t), u;n(t)) — 2M0(|Vum(t)|2) (Aum(t), u’m(t)) + 20, (|um

—2(Aup, (), up, (t) + 2(v) (8), V), (1)) — 2Ma (| Vo (t
M ([t (1)) (1), 1 (1)) — 2(A0l (1), (1)) = 2(f<vm<t>>,u;n<t>)

SN— —~
[N}
SN—
>
S
3
—~
~
S— >
3~
—~
~~
N— S—
SN— SN—

ou melhor,
d, 2 2y 4 2 2y 4 2 / 2
A (01 Mot (1) ot ()2 s (1)) (D 4+ 2] ()]
Ll () Mo o )12) O + M () S a0 + 2l 1)

=2 Flom(0): 1)) + 2 gm0 10

ou ainda,
d, ., 2 d = 2 d — 2 e d, 2 d — 2
S (0 + o (lum (8)I2) + =V (Jum ) +2]|e |+ e O + =T (om(®)?)
+%J\Z,(!vm(t)|2)+2\\v’||2 = 2<f(vm(t)),u;n(t)) + 2(g(um(t)),v;n(t)> (2.12)
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uma vez que, pelo teorema fundamental do calculo

d — , 2
EMO (e (D)) = Mo (lum (D7) — || um (O],

d — ) 2
EMl (lomOIF) = My (lemOI7) — || um (B,

437 2
ST (i (012) = Mz (i 0)]) 5l O

d — e )
E%WWWFMMMW)HMW-

Para o lado direito da equagao (2.12), usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, a

elementar e a hipétese sobre as fungoes f e g, obtemos

< 2| f (vm)| ] + 2] g(wm)| [0,
- < on2fom| Jup,| + a2l [v,]

L oo Fanul, P+ aslum|? 4 sl |?

Integrando a ultima desigualdade de 0 «a t,
|u;@N2+—&%(an@HF)+—MEUumKwF)+20/WMAFds+¢v;a>ﬁ4—ﬁ£(Hwn@ﬂP)
+M3 (Jvm () +2/ Ieal ds<a1/ lul |*ds 4 o / vl |2ds+oz2/ |t |*ds
+o /0 [um|?ds + E(0).

Das convergéncias (2.7), (2.8) e das imersoes Hg () N H*(Q)) — HJ () — L*(Q), temos
que up, — Ug, Vom — vo em HMQ) e uy, — wi, vy, — v em L2(Q). Logo,
My ([[uoml?) = Mo (luoll?) . Mo (lvom®) = Mo (|wo]l?) em Re

M (Jurml®) = My (Jusl®) . My (Jorml®) = Mz (Jor]]?)  em R, de forma que, E(0) é

limitada.

Usando a defini¢ao de ]\//.Tl(s) (1=0,1,2,3), e as hipéteses (4.3) e (4.4), obtemos

t
2+ [0 2+ g [[[tm )+ [[oml|2] + 71 [t + |om]?] + 2/0 [el* + [l']]*] as

¢ ¢ ¢ ¢
ozl/ |u;n|2d3+oz2/ |v;n|2ds—|—a2/ |um|2d8+a1/ v [?ds + E(0).
0 0 0 0
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ou, da imersao L?(0,t; Hy () < L*(0,¢; L*(Q)), temos

t
|%A”+W;F+nmﬂmmw%ﬂme]+nhUUM2+h%F]+QZ:Uhﬂ2+Hvﬂﬂds

t t t t
gal/ |u;n|2+a2/ \v;n|2+azcl/ ||um||2+a102/ loml2 + E(0).
0 0 0 0

Tomando-se ag = max{ay, g, coavy, cran} e ay = min{1, 2, my, }, obtemos

t t
|%ﬁ+%f+MM”W%W+/H%@W%+/H%@W@
0 0

E(0
©) , s
y g

<

t
/0 [l * + 105+ Nl * + v 7] ds. (2.13)

Usando a desig. Gronwall, obtemos |ul,|* 4+ |0/, |2 + [[um|]* + [[um|* < ¢ (cte.).

Isto é,

|u;n| < ¢, (2.14)
[0 | < ea, (2.15)
[t < cs, (2.16)
[oml| < e, (2.17)
t
[l ®lPds < es (2.18)
0
e
t
/H%@W@S%- (2.19)
0

Com as estimativa(2.14), (2.15), (2.16) e (2.17)e usando o corolario do prolongamento
do teorema de Caratheodory, podemos prolongar a solucao u,, (t) e v, (t) ao intervalo [0, co[

Portanto, as seqiiéncias

(um) € (vn) sdo ltdas. em L*([0,00); Hy(Q))
(ur,) € (vy,) sdo ltdas. em L>([0,00); L*(Q)) N L*([0, 00); Hy(2)), .
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Estimativa 11

Tomando h = —2Au,, e h = —2Awv,,, nas equagdes de cima e de baixo do sistema (2.6),

respectivamente, obtemos
(ugl(t) — M0(|Vum(t)|2)Aum(t) + Ml(\um(t)|2)um(t) — Aul (1), —2Aum(t))
= (£(m(0). ~280,00)
(V00 = Ma(190, () A0 ) 4 Ma(Jon () o) = At (8, <2801 )

= g(um(t)), —2Av,,(t)
( )

Somando-se as equagoes, temos

2(up, (£), = Aup (1)) = 2Mo (V' (6)7) (Aum (), = At (t)) + 2M1 (|t (8)7) (wm (), —Auy (t))
+2(Aul, (t), Aum (1)) + 2(v, (), —=Avy (t) = 2Ma |V, (£)]?) (Avm(t), —Avy, (1))
+2(Av), (1), Avy (t)) + 2M;3 (|0 (8)[?) (v (t), —Av(t)) = 2 (f (vm (1)), —Aum(t)>

+2 (g (um(t)), —Avm(t)). (2.20)

Usando a primeira identidade de Green, e fazendo algumas adaptacoes para os produtos

internos, reescrevemos a equagao (2.20) da seguinte forma

d
dt
+%[(vin(t), — At (1)) + 2| Avn(6)] ] + 205 ([[0m(8)7) [ A (0 + 2Ms ([0 (£)]?) [Vom (£)]?

= 2wz, ()17 + 2/, (O + 2(f (vm), At) + 2(g(wn), Aviy ).

[0 (), =Bt (£)) + 2| Aty (8)]*] + 2Mo ([t (1)) | At () + 205 (Jatn()]) [Vt (1)

Integrando esta ultima igualdade de 0 até t < t,, < o0 e, temos:
At () + z/ot Mo (Jlun (0)]7) | A (8)]2ds + z/ot M, (Jun (D)) [V (0)]2ds
+| Avp, (8)]? + Q/Ot M, (||vm(t)||2) | Avy, (1)|?ds + 2/02 Ms (|vm(t)|2) Vo, (t)|*ds =
2(ul (), At () + 2(0l, (£), — A (1)) + 2/; lul (0)|2ds + 2/; ol (8)|Pds

—1—2/0 (f(vm), Auy,)ds + 2/0 (9(um), Avy,)ds + 2(ul, (0), = A (0) + [Auy, (0)° +
2(07,(0), = A (0) + | Avyu (0)]
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Obs.: Trabalharemos apenas o lado direito da tltima igualdade, retornando mais adiante
para a forma completa.
Usando-se a desigualdade de Cauchy-Schwartz a desigualdade elementar e as hipoteses

sobre f e g,temos:

t t
< 2‘u;n(t)‘2+%‘Aum(t)|2+2|v,'n(t)|2+%‘Avm(t)‘2+2/ ||u;n(t)H2ds+2/ o) (8)[[2ds
0 0
t t t t
—l—Oq/ ‘vm|2d3+a1/ ‘Aum‘2d3+a2/ |um|2ds+oz2/ ]Avm|2ds+2|u1m]2+%]Au0m|2
0 0 0 0

1
| A |* + 2|vim|* + i\AUOm\Q + | Avgm [

Usando os resultados da estimativa I, obtemos:

t t t
...§2|u;n(t)|2+2‘v;n(t)‘2+2/ ||u;n(t)||2ds+2/ ||v;n(t)||2ds+a1/ |0 |*dls
—_— Y _JO L, Yo . Jo .

cr cs \ ' ~
Cc9 C10 C11
t ) t ¢ ) 3
2 2 2
+a1/ | Auy, | ds+oz2/ || ds+a2/ |Avy | ds + 2[uim|? += | Augy|
~ ~ N — pr— C15 C16
€12 €13 €14

3
—|— 2|U1m|2 +— |AU0m|2 .
—_—— 2 e —

c17 C18

Donde, segue que:
1 2 ' 2 2 ' 2 2
8 (O +2 [ Mo (1) |Aut (s + 2 [ My (1)) [Tt (0
0 0
1 t 2
FlAun(o)? + 2/ My ([om(8)]12) [ Ao (6)[2ds + 2/ M ([om(8)2) Vo (t)2ds < can,
0 0
onde:
C21 = C7 + €8 + C9 + C1o + Q1C11 + Q€12 + QaCi3 + QaC1a + C15 + C16 + C17 + Cis.
Das hipéteses (4.3) e (4.4), obtemos,
1 2 ¢ 2 ¢ 2 1 9
§‘Aum(t)‘ + 2myg ‘Aum(t)‘ ds + 2my |Vum(t)‘ ds + §]Avm(t)]
0 0

t 2
+2m0/ |Avm(t)‘2ds + 2m1/ |va(t)‘2ds < ¢9.
0 0
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Logo obtemos as seguintes limitacoes:
|Aum‘ S Ca1,
|Avy,| < ca,

t
/ |Aum(t)|2ds < ¢o1,
0
t
/ |Avm(t)‘2ds < ¢o1,
0
t
/ ’Vum(t)|2ds < ¢o1,
0

¢
/ |va(t)‘2ds < Co1.
0

Onde ¢9; é uma constante independente de m e de t, portanto, (Au,,) e (Avy,,) s@o
limitadas em L>(0, 00; L*(2)) o que equivale dizer:
(Um) € (Um) sdo ltdas. em L (0, 00p; Hy () N H?(Q))
(um) € (Un) sdo ltdas. em L* (0, 00; L*(2))
(um) € (vn) sdo ltdas. em L* (0, 000; Hy(Q2))) -

Estimativa III

Tomando-se h = u! e h = v]), nas equagoes de cima e de baixo, respectivamente, do

m?

sistema (2.6), e depois somando-se, obtemos

(%m—me%wmm%w+Mm%@m%@—m%wa=(ﬂw@%%@)
(V0 = Ma (1T ) 1)+ MO8 S 10)) = (5 50

(i (1), i, (8) = Mo (| Vi (8)[2) (Awna (£), iy, (1)) + M (Jum (8)7) (wn (t), up, (2))
— (A, (t), up, (1) + (v (1), v, (8) = Mz (|VUm (8)7) (Ava(t), v, (1))
M (OF) (om(0): (0 = (A0, 010) = (£0n(0),1a(0) + (an(0). 200
usando a identidade de Greem e adesigualdade de Cauchy-Schwarz e as hipéteses sobre f
e g obtemos:
"2 "2 ld 1|2 112 " 7
| Mo (1wl *) | 1A faif, |+ | My () | T T ] + [ M ([foml*) | |Avi] o,
+|M3(|Um|2)‘ V| [V,
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ou melhor:
d d
2u’ |2 + 2\ |2 + EHu;nHQ + EHUMF < 201 | v | Ul | + 20|t |02
2| Mo ([[tmI?) | [AwUm| [um] 4+ 2| My (|t |*) | (] Ty | 4 2| Ma ([om 1) | 1A0m] [0),]
+2| M3 ([vm?) | [vm] [vinl.

Integrando de 0 até ¢t <t,, <t e usando a desigualdade elementar, obtemos:

t t
2/ [ |* + ol |*] ds + Hu'mH2 + HvinH2 < ||u1mH2 + Hvlm||2 ~|—/ [0 v |® + o3| um|*] ds
0 0

+5 IR+ 1) st 2 [ 10l |t s+ 2 [ 1 () )

+2/0 [|Ms ([0m]?) || Avm | ds +2/0 [|Ms ([vm|?) | [om]]* ds

usando as hip6teses (4.3) e (4.4) e agrupando os termos semelhantes, obtemos:

i t
O s i [ < Dol + sl + [ ol + ]

t

t
+2m3/ HAum‘2—|—|Avm|Q]ds+2mf/ [|um‘2+|vm‘2}ds.
0 0

De onde segue que,

1 t
5/ [|u;;|2 + |v7'7’1|2] < c99 (cte.)
0

Portanto,

(ul) e (V1) sao limitadas. em L* (0, Ty; L*(Q2)).

m m

2.1.3 Passagem ao limite

Das estimativas anteriores, temos que:

(um) € (vn) sdo limitadas em L™ (0, Ty; Hy(Q2) N H*(2)) ;

(u,) € (vy,) sdo limitadas em L™ ([0, 00); L*(€2)) N L*([0, 00); Hy (Q));
(up,) € (v) sao limitadas em L* (0, Ty; L*(2)) .

Pelo corolério de Banach-Alouglu-Bourbaki, podemos extrair uma subseqiiéncia de (u,,) e (vy,),

que continuaremos a denotar por (u,,) e (v,,) tal que

Uy, — U € Uy, — v em L (0,00; Hy(Q) N H*(Q)), fraco x (2.21)
u, — ' e v, — v em L (0,00; Hy(Q)) , fraco x (2.22)
ul, — ' e v, — v em L (0,00; L*(Q)) , fracox (2.23)
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up, — u” e vy, — v em L? (0,00; L*(2)), fraco. (2.24)
Convergéncia dos termos lineares
Usando o fato que,
L>®(0,T; X) — L*(0,T; X)
e de (2.21), segue que
Uy, — U € Uy, — v em L? (0,00, Hy(Q) N H*(Q)), fraco

isto é,

(Aty, w) = (Au,w), € (Avy,, w) — (Av,w) Yw € L* (0, 00; L*(Q)) (2.25)
Da convergéncia (2.23) e (2.24), deduzimos que:

(Aul,, w) — (Au,w), e (Av),,w) — (Av",w) Vw € L* (0, Ty; L*()) fraco, (2.26)

(upm, w) — (u",w), e (v, w) — (", w) Vw € L* (0, Ty; L*(2)) , fraco. (2.27)

Convergéncia dos termos nao-lineares
De (2.21) e (2.22), segue que
(um) € (vy) sao limitadas em L* (0, 00; H} () N H?())
(ul,) e (v, sao limitadas em L* (0, 00; H}(2))

m m

Pelo lema de compacidade de Aubin-Lions, com By = Hy(Q)NH?*(QQ), e B = By = Hj(Q),
podemos extrair uma subseqiiéncia de (u,,) e (v,), que continuaremos denotando por

(t) € (1), tal que
Uy — U € Uy — v forte em L* (O, 00; H&(Q))

e usando o seguinte resultado de Andlise Funcional: ”Se u,, — u em LP(0, 00; X), entao

lum||x — |lul|x em LP(0, 00), concluimos que,

[l = Nlull € [Jvmll — o]l em L*(0,00)
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E, passando a uma subseqiiéncia de (u,,) e (vy,), se necessario, podemos supor que

1%, g.s. em [0,00)

[ml* = [ull® € [fom]|* — [|v
e, sendo M; (i =0, 1,2,3) continua, obtemos
Mo([[um|?) = Mo([[ul*) € Ma([lvml|*) — Ma(|[v]*), g.5. em [0, 00) (2.28)

Usando (2.24) e (2.30), concluimos que

Mo ([[ttn|I*) ((tm; b)) — Mo ([[ul*)((u, b)) e
Mo ([[om ") (0, b)) = Ma([[0]*)((v, b)) em L* (0, 005 Hy (2)) (2.29)

Para a convergéncia dos outros termos nao-lineares, note que Hj(Q) < L*(€2). Assim,

My |*) (g, B) — Mi([uf*)(u, h) € M(|vm|*)(0m, ) — Ms(|v[*)(v, )
em L* (0, 00; L*(2)) (2.30)

Passagem ao limite

Multiplicando-se (2.6) por 6(t) € D(0,00) e integrando de 0 a T', obtemos

T

/ (a0 - / Mol (Dt 116+ / M)t 20— | @i
-/ (w100 (231)
[ 6o [ 3ty [ Mllonly om0~ [ (010
= [ .y 2.3

Tomando o limite quando m — oo, e usando (2.25) a (2.30), obtemos

/OT(u",h)e—/OTMO(\|u|y2)(Au,h)e+/OTM1(|u|2)(u,h)9—/OT(Auf,h)e:/OT(f@),h)g

/0 (v" )0 — / My(|Jo]2)(Av, )6 + / My(jul?) (v, 1) — / (A, )0 = / (g(u), )6
VO € D(0,00),Vh € V,,, denso em H}(S).
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Fazendo as integragoes, obtemos, em D’'(),
T T d
/ (u”, h)fdt = (v, h)0|F — / (W', h)8'dt = —((u', h),0'dt) = — <(EU/’ h),G(t)>
0 0

T T
/ (v, h)fdt = (v’,h)e\g—/ (v, h)0'dt = —((v', h),0'dt) = —
0 0

- /OT Mo ([Julf?)(Au, R)8(t)dt = — (Mo (||ul|?)(Au, k), 6(t))
—/OT My(|[v]|?)(Av, B)O()dt = — (My(|[v]|*)(Av, b), 6(1))
/OT My (Juf?) (u, )0(8)dt = (M, (Jul?)(u, h), 0(8))

/OT Ms(J0[2) (v, h)O()dt = (Ms(|v]?) (v, h), 0(t))

- /OT(AU', h)0dt = — ((Au', h)6(t))

- /OT(AU’, h)dt = — (AU, h)6(t))

/OT (F(v),h) 0()dt = ((F(v),h),0(t))

/OT(g(U), ROt = ((g(u), h),0(1)

Donde, reescrevemos (2.31) e (2.32),

< % / (t)> (Mo(J|Jul|*)(Au, k), 0(t)) + (M (|u?*)(u,
= ((f(v), h),0()) em D'(2)
< % : (t>> (AL(]?) (Av, 1), 08)) + (My(Jo]?) (v,
= {(g(u),h),0(t)) em D'(Q)

h),0(t)) —

h),0(t)) —

((Gei0.00)

((Au', )0(t))

((AV', h)6(1))
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Logo,

(Sl ) = Mo(ull) (D, B) + M (), ) — (A7) = (F(0), ) 5. em ©

d
(S, 1) = My(ol[?) (Ao, ) + My (o) (v, h) — (A1) = (g(u). ) g.5. em
2.1.4 Condigoes iniciais
De resultados anteriores temos que
u,v € L*(0,00; Hy (2) N H?())
u' v € L?(0,00; HY())
u”,v" € L? (0, 00; L*(Q))

e, usando resultados de regularidade, concluimos que
u,v € C°([0,00); Hy)
o', v e C%([0,00); L?)
De forma que, u(0),v(0) e v'(0),v'(0) fazem sentido. Consideremos 6 € C*([0,0)), com
6(0)=1e0(T)=0ehe HQ). Como
u, — ' ev, — v, Yu',v" € L?(0,00; Hy(Q)) (2.33)
ou,

(U, w)) = (', w)) e (v, w)) — (v, w)), Vaw € L* (0, 00; Hy(€2))

Tomando w(t) = 6(t)h, com O(t) € L*(0,00), h € H}(2) e integrando de 0 a T, obtemos

/0 %((um,h))e(t)dte /0 %((u,h))@(t)dt

A%((vm,h))e(t)dta/o (o, m)R(1)

Fazendo integragao por partes,

—((um(O),h))—/O ((m, )0 (t)dt — —((U(O),h))—/o ((u(t), h))0' (t)dt(2.34)

—((vm(O),h))—/O ((vmah))9’(t)dt—>—((U(O),h))—/o ((v(t), h))6'(t)dt (2.35)
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De (2.21), obtemos que

/0((um,h))g0dt—>/0 ((u,h))gpdte/o ((vm,h))gpdtﬁ/o (v, h))pdt, (2.36)

VYh € Hy(Q),VYp € L'(0,00). (2.37)
E, da convergéncia dominada de Lebesgue, conclufmos
((um(0), h)) = ((u(0),h)) e ((0m(0), h)) = ((v(0), h)) (2.38)
Ou, como
U (0) = Ugm — Ug € Uy (0) = Vo — vo em H(Q) N H?(Q) — HI(Q) (2.39)
obtemos,
((um(0),8)) = ((uo, b)), ((vn(0),h)) = ((vo, h)),¥h € Hy(Q) (2.40)

Isto é, u(0) = ug e v(0) = vy.

Para provarmos u/(0) = u; e ¢/(0) = v}, usamos as convergéncias (2.8) e (2.22), e de

forma andloga, obtemos
(1, 0), 1)) = ((u1, b)), ((v7,,(0), h)) — ((v1, h))Vh € L*(Q) (2.41)

Ou seja, v/(0) = uy e v'(0) = vy.
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Capitulo 3

Unicidade da Solucao Fraca

Sejam {u(t),v(t)}, {w(t), z(t)} : [0,00] — L*(2) fungdes vetoriais solugdes do sistema
nas condigoes do Teorema 1, e considere ¢(t) = u(t) — w(t) e r(t) = v(t) — 2(t).

Entao,

{7} € (124(0, 00 HY(©) 1 H()))°
{d/,17} € (L°(0, 005 HY(92)))”
{a",r"} € (L2(0, 00, 17(92)))”
Sendo {u(t),v(t)} e {w(t), 2(t)} solucdes do sistema, temos que

u(t) = Mo([[u(®)[1*) Au(t) + Mi(fu(t)P)u(t) — Au'(t) = f(v(t))

v'(t) = Ma([lo(@)]*) Av(t) + Ms(|v()[*)o(t) — Av'(t) = g(u(t))

w”(t) = Mo([[w()[[*) Aw(t) + M (Jw(t)[*)w(t) — Aw'(t) = f(=(1))

(1) = Ma([|2()]*) Az (t) + Ms(|z(1)*)2(1) — A2/ (1) = g(w(?))

Subtraindo, correspondentemente, as equacoes de cima e de baixo dos dois sistemas,

encontramos
() — Mo ([[u(t)||*) Au(t) + Mi(|u(t)]*)u(t) — Ad'(t) — w"(t) + Mo([lw(t)]]*) Aw(t)
=My (Jw(t)]*)w(t) + Aw'(t) = f(u(t) = f(2(1)) (3.1)
V(1) = Ma(|lu(®) ) Av(t) + Ma([vo(t)[*)o(t) — Av'(t) — 2"(t) + Ma([|2(t)[[*) Az (?)
—My(|2(t)*)2(t) + A2 (1) = g(u(t)) — g(w(t)) (32)

Somando e subtraindo os termos My (||u(t)||*)Aw(t), M;(Ju(t)]*)w(t) na eq. (3.1), e
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My(||v(t)[1?)Az(t), Ms(Jv(t)|*)z(t) na eq. (3.2), obtemos

q"(t) = [Mo([lu®)|*) Au(t) — Mo(|lu(®)[|*) Aw(t) — Mo(lw(®)|[*Aw(t)] — Aq'(2)
—Mo([[u(t)[[*) Aw(t) + M (Ju()[*)u(t) — Mi(lu®)[*)w(t) + M ([u®)]*)w(t)
=M (Jw(t)*)w(t) = f(u(t) — f(=(1)) (3.3)

r(t)" = [Ma([lo(®)[I*) Av(t) — Ma((lo(®)[*)Az(t) — Ma([[2(t)][*Az(t)] — Ar'(E)
—My(|[u(B)[I*)Az(t) + M (fo(t)[*)o(t) — Ms(|v(t)[*)2(t) + Ms(|v(t)]*)2(2)
—Ms(|2(t)*)2(t) = g(u(t)) — g(w(t)) (3.4)

Obs.: a partir daqui o processo de desenvolvimento para obtencao de resultados sera
feito apenas para a eq. (3.3), uma vez que é analogo para eq. (3.4).

Agrupando alguns termos adequadamente na eq. (3.3), obtemos

q"(t) = Mo ([[u(®)[I*) Aq(t) + M (Ju(t)]*) a(t) — [Mo ([lu(®)]I*) — Mo (Ihw(t)[]*)] Aw(t)
+ M (Ju(®)]*) = M (Jw(®)]*)] w(t) — Ad'(t) = f(v(t)) — £(2(1)) (3.5)

Sendo M; € C'[0,00[ (i =0,1,2,3), do Teorema do Valor Médio,

7"(6) — Mo (Jlu()]12) Ag() + My (ju®)) alt) — My(&) [[lu(®)] — [we)][?] Aw(t)
FAL (&) [[u(t) P — [w(®?] w(t) — Aq'() = F(u(t)) — F(=(1) (3.6)

onde [u(t)|* < & < lw(t)]* e [u(t)* < & < [w(t)*.
Pela regularidade da solugao obtida, compondo com 2¢'(t), em L? (0, 00; Hj(2)), a eq.
(3.6) , obtemos

("(t),24'(t)) — Mo ([lu(®)]I*) (Aq(t),24'(1)) + My (Ju(®)?) (a(t), 24 (t) — (A1), 24 (1))
—M(&) [[lu@* = w®lP] (Aw(t),2q') + M (&) [[u(t)]* = [w®)]*] (w(?), 24'(t))
= (f((®)) = f(z(1), 24'())

ou

S OF + Mo () S 1a®I” + My (w(0)F) Sla) + 20l ()]
o) (I — )] (A, ) + 20169 [0 — o] (01,61
= (F(o(t) — F(=(0)),24 ()
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos
CAOF + M () S Il + M (u(0)?) 5 g + 200
< 2|M' &) [llu@®]? = [lw@®)[P] [Aw®)] |¢'(?)]
+2[M(&)] ()] = [w®)P] [w®)] | O]+ |f () — f=(t)] 2]q'®)]
Note que,

Hu@I* = @] = llu@l + @Il Hw®l = lw®l] < kllg@)],
(k1 = [lu@| + [lw@®] = [u@®]l + lw@]]])

(@) = Tw®)*] = [lu@)] + [w®)]] [Ju)] - )] < k)],
(k2 = [u(t)] + Jw(®)] = [lu(®)] + [w(®)]])

e da hipdtese sobre f, temos

SN + My (I)]?) S o) + My () % a0 + 20 0)]? < 2eoks O] (1)
20l (B 14 (0] + lo(t) — (0] 26214 (1)

SN + My (IO)I?) % I + s () 2 10 + 204 0 < 2eoks la®] 1'(2)
+2eika a(t)] 10/ (0)] + [0(t)] 262 |4/ (2)] + |=(0)] 2e214'(8).

Aplicando a desigualdade elementar 2ab < a?+b* e tomando ¢z = c2|v(t)[*+c2|2(t)[* e c5 =

cok1 + c1ks + 2¢9, obtemos

S+ 3y (lu()I) 5 1aOIF + M, (0)F) 5 1aOF + 214 O

< e [la@I” + la®) + ld O] + e

0 @F + My () g + My () @] + 200 0 < es laCe)]P + la(o)

G OF] e 3y (l)I?) g+ M (u(0)?) la(o)

ainda,

@R + My (l)I?) (o)1 + My () )] + 200 01 < es g + la(o)

+1a (O] + e5 + [ Mg (Ju(@)?)] 21((u@), ' @D la®OI + M3 (la@)?)] 21ult), o' 0)] la(®)]
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Usando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwartz e observando as limitagoes para
a1, [, ' 0N, ' (0, Mg (lu@)[*)] e [M; (ju(t)]*)], encontramos

d

7 [ () + Mo (lu@)I) la()]* + My (Jult)?) IQ(t)IQ} +2¢ (O < es[lla(®)]”

+1a(®) + ¢ (O] + s

onde ay = [Mg ([[u(®)|)] 2w |/ (D], a2 = [M] (Ju(O)])] 2u@)] [v/(¢)] € cs = max{cs+
204, c5 + 25}

Integrando a ultima desigualdade acima,
2 2 2 ' '
[ () + Mo ([lu®)]1?) la@" + My (Ju)?) la)]” + 2/ lg'(s)1*ds < / cads
0 0

+C6/0 [HCI(S)II2 +la(s) + IQ'(S)IQ] ds + Mo(|[u(0)][*)1g(0)[I* + My (Ju(0)[)|q(0)|*

Das hipéteses sobre M; (i = 0,1,2,3), obtemos

OF +mala)I + o + 3 OF < [ cats o [ [la(o)IP +la(s)” + b (5)] s

Tomando my = min{1, mg, m;}, temos que
2 2 2 ! 2 2 2
/@ + 1) + a0 < ete. + cte. [ [l + la(o)* +1a/(5)7] s
0
Usando a desigualdade de Gronwall, obtemos
2
| OF + lla@®* + la)]* = 0

Donde, segue que |q(t)| = 0, ou seja, ¢(t) = 0.
Logo, u(t) = w(t), Vt € [0, 00[. Analogamente, v(t) = z(t), Vt € [0, co|.
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Capitulo 4

Comportamento Assintético

O objetivo deste capitulo é o comportamento assintético da solugao do problema (4.1),
no caso homogéneo. Em outras palavras, vamos obter o decaimento exponencial em ¢ da

solucao do problema de Cauchy.

u"(t) + Mo (|Vu(t)]?) Au(t) + My (Ju(t)]?) u(t) — Au'(t) =0 em Q,
V" (t) + My ([Vo(t)?) Av(t) + Mz (Jo(t)*) v(t) — Av'(t) =0 em Q,
ut) =v(t)=0em X =T x]0,T] (4.1)

u(0) = ug, v (0) =u; em S

v(0) = vy, V'(0) =v1 em €

Com as hipdteses

- M; € C'([0,00),IR), (i=0,1,2,3) (4
Mo(s), Ma(s) > mg > 0,Vs € [0, 00), (4
Mi(s), Ms(s) > mq > 0,Vs € [0, 00), (4.

. f, g € Lipo(IR) e g(0) = £(0) = 0. (4

O problema (4.1) foi estudado no capitulo 2 pelo Método de Galerkin e as solugoes

u(z,t),v(x,t) obtidas satisfazem:

' %(Ul(t)a h) + Mo(|lu(t)[*) (Awm(t), h) + Mi(lu(t)])(u(t), h) — (Au'(t), h) = 0;
Vh € V, no sentido D'(0, ), (4.6)
' %(U'(t)a h) + Ma([lo(t)]1*) (Ava(t), k) + M(lo(t)]) (v(t), k) — (AV'(t), k) = 0;
Vh € V, no sentido D'(0, ), (4.7)
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Considerando My e My, M7 e M3 com as mesmas propriedades e definidas no capitulo 2

e ]\//E, primitivas de M; com (i =0, 1,2, 3).

Teorema 4.0.2. Dados {ug,vo} € (HH(Q)NH2(Q))?, {ur, 01} € (HH(Q))? e B(t,u,v) =
Ei(t,u)+ Es(t,v) a energia associada ao sistema (P) onde Ey(t,u) = %[|Ul|2+]\/4\0(||u|]2)+
M (|ul?), Es(t,v) = %UU’F—FM\O(HUHQ) + My ([v]?) e {u, v} € solugdo global de (P), entio

E(t,u,v) < aje”
para todo t > 1, onde oy, an sao constantes, positivas.

Para provarmos o teorema acima, usaremos o seguinte lema de decaimento , a saber:
Lema de Nakao

Seja ¢ uma funcao limitada e nao-negativa em IR", satisfazendo:

dnax o(s) < colp(t) — (t +1)]

para todo t > 1, onde ¢y é uma constante positiva. Entao
o) < ce™™, para todo t> 1.

onde « e ¢ sao constantes positivas.
Demonstracgao:

Ver [12].

Demonstracao do Teorema:

Consideremos o sistemas:

(", h) = Mo (J|ull*) (Au, h) + My(Juf*)(u, h) = (Au’, h) =0 (1)

B 0y — My ([[0]]2) (v ) + Ma(jo?) (v, h) — (A B) =0 (2)

Fazendo h = u' e h = v/, nas eqgs. (1) e (2), respectivamente, do sistema acima, obtemos
1d

12 M, 2 2 M. 2 /12 — 0
Sl Ml + M) S~ )

|U'|2 + M2(||U||2 HUH2 + M;(Jv| )1 ! [o]* = [[v']* = 0
2dt 2 dt 2 dt

tomando MZ()\) = fOMi(s)ds, onde 1=20,1,2,3

Daf temos:
g ) flull? d —~ )
Mo (||| )Z/O My(s)ds = EMo(HUH ) = Mo(flull? ) ||U||

— Jul? —
Whllu) = [ M) = GIR(uE) = V() P
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Fazendo o mesmo para Ma(||v]|?) e Ms([v]?), o sistema fica

]_ d — —
5 77 LW * + Mo(l[ull®) + Mi(Jul*)] + [|u/|* = 0 (4.8)
= L[+ Fa(lol) + M) + /| = 0 (4.9)
9 dt v 2( ||V 3|V (Y = .
Denotando,
1 — — 1 — —
Ev(t,u) = 5[0/ + Mo([[ull®) + Mi(Jul’),  Es(t,0) = 5 [[v']° + Ma([v]*) + Ms(|v]*) e
E(t,u,v) = Ey(t,u) + Ey(t,v).
Somando as eqs. (4.8) e (4.9), temos
d
ZEGw )+ P+ [[v]* =0 (4.10)
Ou seja, a energia do sistema é decrescente.
Integrando de 0 a t a eq. (4.10), temos
t
B(t.u.o) + [l + 0] ds = B0, u.0) (4.11)
0
Integrando (4.10) de t1 a to, 0 < t; < t9, temos
to
E(ty,u,v) + / [[|? + [[V'[|*]ds = E(t1, u,v) (4.12)
t1

E, para todo t > 0, temos

t+1
Bt + L)+ [ [+ 2)ds = Etu,e) ou,

t
t+1
D+ s = Bt 0) = B+ L o) = F(7 (4.13)
¢
Portanto, podemos escolher dois pontos t1 € [t,t + 1] e t2 € [t + 2, ¢ + 1], tal que

[ ()] + ([0 (8] < 4F(¢), Vi=1,2.

De fato, temos que

t+ t+1
/[WWHWMms/[WWHWMmzﬂW
t t
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Pelo teorema do valor médio para integrais, existem t; € [t,t + }1] e ty € [t + %,t + 1}

tal que
Le 2 / 2 t / 2 / 2 2
7 Ul @O I” + [l () 1] =/ [l )11 + [0/ (t)[1*]ds < F(2)
t
= [/ (t)|” + [V (t)I* < 4F(t)?
€,
1 2 2 " 2 2 2
!/ / / !/
U @17 + (1) 1] =/ P+ 117 ds < P (2)
t+Z
= [/ () I* + [l (t2)[|* < 4F (1)
Entao,
lu/(t)[1* < 4F(1)* = |lu'(t:)|| < 2F(t), i=1,2 (4.14)
De modo analogo,
lo(t)) < 2P (1), i=1,2 (4.15)
Somando (4.14) e (4.15), temos
(4.16)

[l + ([0} < 4F(2)

Fazendo h = u e h = v, respectivamente, nas eqs. (1) e (2) do sistema (P), temos

(", u) = Mo (|[ul®) (Au, w) + My (Jul?) (v, u) = (Au',u) = 0
(v",v) = Mo ([[v]|*) (Av, v) + My([v]*) (v, v) = (Av',v) = 0

ou melhor,

L) = 2 + My (Hal?) llll® + M ()l + (', w)) = 0

o (4.17)
%(U':v) — [0+ My ([[o]*) lvll* + Ms(jo*)o]* + (', 0)) = 0
Somando as duas eqs. em (4.17), obtemos
%[(uﬁ w) + (v, 0)] = [P+ V] + Mo([lul®)[[ull* + Ma(]|v]*)||v]*
M ([ul*) [l + Ms(Jo])o]* + (v, u)) + (', 0)) = 0
PPGME,/UFPA

Cordeiro, Sebastiao S.



57

Agora integrando de t; até ty, temos

t2

/t Q[Mo(IIU|I2)IIUH2 + Mo([[o]*)lv]*}ds + /t (M (fuf*)ul* + Ms (o) v]*]ds = (u/(t1), u(t1))

— (u'(t2), u(tz)) + (V'(t), v(t)) = (v'(E2), v(t2)) —/ (W', w) + ((v',v))] ds +/ 2[IU’|2 +[V[]ds

t1 t1
Usando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e elementar, temos

to

/Q[Mo(HUHQ)HUHQ+M2(Hv|\2)||v!|2]d8+/ (M () [ul* + Ms(Jo*) o] ds < |/ (£1)] [u(t)]

t1 t1

1 [* 1 (" 1 ["
Hu )] )]+ 10 (0] o] + 0] fotea) + 5 [ NlPds+ 5 [alPds + 5 [ s
11 t1 t1

1 to to
+—/ |v||ds +/ Uu’|2 + \U'|2]ds.
2 t1 t1

ou melhor

. < supess{|u(s)| [|u’(t1)| + |u’<t2)|} + |v(s)] [|U’(t1)| + |U’(t2)|]} + % / 2[||u’||2 + ||v’||2]d«5’

t<s<t+1 t1
1 to to
+§/ [lull® + [Jv]|*]ds +/ [/ + v'|*] ds.
t1 t1

2

w1 dai tem-se
0

Usando o fato Hj — L?, temos que |v'|7, < ¢||[u/]|5: e [v']F2 < cof V]|
0

< swpess{fuls) [Ju (0)] + 1/ (2] + [o(I [[0(0)] + 1 @21}

1 2 1"
+(§ + c)/ /|17 + (][] ds + 5/ [lull® + [[v]]*]ds, onde ¢ =max{ci,c2}
t1 t1

< s[4 (O) + [o(4eF®)] + G+ o) [ [+ WP ds + 5 [ Tl + ol

t<s<t+1 2 1 th

.n§4csumﬂmwﬂ+wme®+%1+®[TWW”HWWW&+EKPWW+HMﬂ%-

t<s<t+1 2 ) 2 Jy

ou melhor,

[%MMWHMNM+/%qw%hﬂwwucmmmmw+Mwww

1 ty t<s<t+1

1 ta 1 ("
#g+ ) [T+ 101)ds + 5 [ Thal? + ol
1

t1
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to

[ Toma = )0l + el + [ Tl + oP])ds < 4 supess(u(s)| + [o(s)] F (2

t1 t1 t1<s<t+1

1 b2 1
+<—+c)/ N2 + 1Y 1P]ds, com mo > —.
29, 2

Fazendo k = min{my, (mo — 3)}, temos

to ]_
k:/ [Hqu + |ul® + ||v||* + |v|2]ds < 4c¢ supess[|u(s)| + |v(s)|]F(t) + (= +o)F(t)%
t1 t<s<t+1 2
P q B % +c 4c
azendo c3 = max |

/ 2[|]uH2 + ul?® + [jv||* + |v|2]ds < 03[ supess“u(s)] + ’U(S)’]F(t) + F(t)z} =G(t)>.

t1 t<s<t+1
Dai temos,

to
/ [l + [ul? + [[o]l* + [v]*]ds < G(t)? (4.18)
t

1

Somando (4.13) e (4.18), temos

to
/ [l ||+ [0+ el + [[oll* + |ul? + [v*]ds < F(t)? + G(t)?

t1

Logo, existe t* € [ty,ts], tal que

[l (E I+ 10" EP + @) + (o) + [u(t)]? + Jo)[* < 2[F(1)* + G(t)?]
(4.19)

uma vez que ty — t1 < %

Sabendo que |[ul? <ce|v]]* <c, e

. flue(*)1?
mewm=A M (s)ds < o u(s")|
. llo(t)]12
mewmzl M(s)ds < Ju(s")|

onde My = max M(s) <ooemmy= max M(s) < oo
0< |ull2<e 0< vl <e
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Entao,

molul® > Mo([[u(t)?) = [|u(e)|> = mioﬁz(HU(t*)H?) (4.20)

Mollvll” = Mo([[o(t)]1?) = [[o(e)]* = mioﬁo(l\v(t*)lﬁ) (4.21)

De modo analogo temos que

t) 2 = (u(t)P) (4.2
o) = — W (Jo(t")) (4.23

Agora, substituindo (4.20) e (4.23) em (4.19), obtemos

I/ ()11 + \!v’(t*)|\2+%[@(\IW*)\P) + Mo([[o(t)]*)] +—[M1(IU( )+ Mi(fo(t)?)]

<2[F(t)* + G(t)?]
Usando a imersao Hy — L? temos

S + 1]+ = [FTa(e)?) + Tl )] + = [V (ue) )+ ot )]
<2[F(t)* + G(t)’]

1
Fazendo ¢4 = ] obtemos

max [i 1
c1’ mo

3|

c$MMMMWW+%WMWW%MMmM+mem+@mwm
<2[F(t)*+ G(t)’]
Donde obtemos E(t*,u,v) < cs[F(t)* 4+ G(t)?]

De (4.12), temos

to
EMMw=MwwH/[WWHMﬂ%

t1

ou

t*
M%mw=ﬂﬂww+/UWW+Wﬂ%
t1
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Assim,
t+1
E(t,u,v) < B(t",u,v) +/ I + '] ds
t
Entao,
t+1
supessE(s) < B(t*,u,v) + / (12 + 112/]7] ds (4.24)
t<s<t+1 t
De (4.13) e (4.24), obtemos
supessE(s) < F(t)* + cs[F(t)* 4+ G(t)?]
t<s<t+1
< F(t)* +cs [F(t)2 + F(t)> + supess[|u(s)| + |v(s)|}F(t)}
t<s<t+1
2
< ceF(t)? + % [ sup ess [|u(s)| + |v(s)|]} , onde cg =1+ 2cs.
2 [t<s<t+1
1
<P (t)? 4+ — supess[|u(s)]* + [v(s)|*], onde §=— > 0.
20 t<s<t+1 Cs
< cF(t)?+ ——2 supess [A//[\l(]u(s)\z) + Ml(yv<s)|2)]
20my t<s<t+1
1
< csF(t)> + —— supessE(s,u,v).
OM t<s<t+1
donde concluimos que
1 2
(1 — ——) supessE(s,u,v) < cgF(t)°, (4.25)
oMy 1<s<t+1
considerando que my > %. Portanto,
supessE(s) < c;F (1) = 7 [B(t,u,v) — E(t + 1,u,v)]
t<s<t+1
com
Cg Cg 665m1
[ R S TS R R
E pelo Lema de Nakao, temos
E(t,u,v) < ae PVt >0, com a,B constantes positivas.
PPGME,/UFPA
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