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Resumo

RODRIGUES, Paulo Fernando. Estimacao Bayesiana para Curvas de Crescimento em Modelos
de Resposta ao Item. 2006. Dissertagao (Mestrado em Matematica e Estatistica)-PPGME/UFPA,
Belém - PA, Brasil.

Neste trabalho, considera-se a situacdo em que individuos sao submetidos ao longo do
tempo a instrumentos de avaliacdo (testes), com o objetivo de medir seus desempenhos (ou
habilidades) em alguma drea de interesse. Por conta disto, é natural admitir-se a existéncia de
uma estrutura de covariancia entre esses desempenhos (habilidades/proficiéncias) no decorrer
do tempo. Os desempenhos sdo obtidos a partir de respostas dadas aos testes, formados por
itens (questoes) com caracteristicas conhecidas, e utilizando-se Modelos da Teoria de Resposta
ao Item (TRI). Para modelar a dependéncia entre as habilidades nos varios periodos observados,
sao estudadas duas estruturas de covariancia: a Matriz de Covariancia Uniforme e a Matriz de
Covariancia nao Estruturada (ou geral). O crescimento das habilidades adquiridas ao longo do
tempo é modelado por curvas de crescimento (lineares e quadraticas), e propoe-se a metodologia
Bayesiana para a estimagao dos parametros de dispersao da distribuicao das habilidades e dos
parametros da curva de crescimento. Sao apresentados resultados empiricos, obtidos através da
realizacao de simulacoes, e resultados de uma aplicacdo a dados reais, obtidos do Projeto de
Desenvolvimento da Escola realizado pelo Governo Federal no periodo de 1999 a 2003.

Palavras-chave: Teoria da Resposta ao Item, Metodologia Bayesiana, Estrutura de Covariancia,
Curvas de Crescimento, Habilidades.



Abstract

RODRIGUES, Paulo Fernando. Bayesian Estimation for Growth Curves in Item Response Mo-
dels. 2006. Thesis (Master in Matematic and Statistic)- PPGME/UFPA, Belém - PA, Brazil.

In this work, is considered the situation in that individuals they are submitted along the
time to evaluation instruments (tests), with the objective of measuring your performance (or
abilities) in some area of interest. Due to this, it is natural to admit the existence of a covari-
ance structure among those performance (abilities/proficiencies) in elapsing of the time. The
performances are obtained starting from answers given to the tests, formed by items (subjects)
with characteristics known, and being used Models of the Item Response Theory (IRT). To
model the dependence among the abilities in the several ones observed periods, are studied two
covariance structures: the Uniform Covariance matrix and the Unstructured Covariance matrix
(or general). The growth of the acquired abilities along the time are modeled by growth curves
(lineal and quadratic), and intends the Bayesiana methodology for the estimate of the abilities
distribution parameters of dispersion and of the growth curve parameters. Empiric results are
presented, obtained through the accomplishment of simulations, and results of an application
to real data, obtained of the Project of Development of the School accomplished by the Federal
Government in the period from 1999 to 2003.

Keywords: Item Response Theory, Bayesiana Methodology, Covariance Structures, Growth
Curves, Abilities.
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Capitulo 1

Introducao

Em avaliacoes psicologicas ou educacionais a varidvel de interesse, na maioria das vezes,
nao é diretamente observavel no individuo. Neste caso, ela é dita ser uma varidvel nao observavel,
habilidade, proficiéncia ou traco latente. Embora essas variaveis sejam caracteristicas implicitas
a cada ser humano, elas podem ser facilmente descritas e listadas, como, por exemplo, a in-
teligéncia, a habilidade em executar uma tarefa, o grau de ansiedade, o nivel de entendimento
de um texto, etc. Elas ndao podem ser medidas diretamente como o peso ou a altura de uma
pessoa, apesar de todas serem caracteristicas implicitas a cada ser humano.

O objetivo das avaliacGes educacionais e psicolégicas é medir tracos latentes no individuo
examinado a partir da observagao de varidveis secundérias, tipo acerto/erro, que estejam rela-
cionadas a eles através de algum instrumento de medida. E razodvel admitir a hipdétese de que
cada respondente responda a um item de acordo com habilidades implicitas. Esses itens podem
ser dicotdmicos (certo/errado) ou nao, e o interesse pode estar em medir habilidades em vérias
populacoes de individuos.

Admitiremos no nosso estudo que se deseje medir apenas uma habilidade, a qual repre-
sentaremos pela letra grega 6. No caso de itens dicotomicos, existird uma probabilidade que o
respondente j da populacao k, com habilidade 6, dard uma resposta correta ao item i, repre-
sentada por Pj;;,. No caso tipico de testes com itens dicotomicos a probabilidade serd pequena
se a habilidade do respondente for pequena ou serd grande se a mesma também o for.

A TRI (Teoria da Resposta ao Item), baseia-se em um conjunto de modelos matematicos
que buscam representar a relacao entre a probabilidade de um individuo dar uma determi-
nada resposta a um item, como funcao de algumas caracteristicas do item e da habilidade (ou
habilidades) do respondente [ver Andrade et al.(2000)]. No caso dicotémico aplicado a drea edu-
cacional, esta relagao é sempre expressa de tal forma que quanto maior a habilidade, maior a
probabilidade de acerto ao item.

Segundo Baker (1992), muitos autores ajudaram na construcao da teoria de resposta ao
item (TRI), em especial dois desses autores, para os quais é importante citar seus nomes e
respectivos trabalhos, Lord e Rash. O trabalho de Lord (1952) ganhou forga nos anos 50 com
a aplicacdo em testes educacionais. Lord iniciou o desenvolvimento formal da teoria, e também

contribuiu para o desenvolvimento de programas para computadores necessarios para por a



teoria em pratica, o que levou posteriormente a redigir um livro classico junto com M. Novick
(1968). O matemadtico dinamarqués Rasch (1960) reforcou os estudos da TRI criando o modelo
de 1 parametro.

Nas tultimas décadas, a TRI vem tornando-se a técnica predominante no contexto de
avaliacoes educacionais em varios paises. No Brasil, a primeira experiéncia ocorreu em 1995,
na andlise de dados do SAEB (Sistema Nacional de Avaliagdo da Educacao Basica). A TRI
permite uma melhor andlise de cada item que constitui o instrumento de avaliagdo e/ou medida,
levando em consideracao suas caracteristicas na estimacao das habilidades. Além disso, a TRI
é extremamente vantajosa, pois permite-nos comparar os resultados produzidos por grupos de
individuos diferentes, mesmo quando sao aplicados testes parcialmente ou até totalmente difer-
entes, 0 que nao ocorre com a teoria classica. Essa propriedade é 1til, particularmente, quando
se deseja avaliar a evolugcao da medida de uma habilidade ao longo do tempo, o que se denomina
de estudos longitudinais (Singer and Andrade (2000)).

Dois pontos béasicos para o desenvolvimento de modelos da TRI sdo: 7) a performance de um
respondente em um teste pode ser prevista por sua habilidade ou trago latente; i) a relagao entre
a habilidade do individuo e a sua probabilidade de resposta ao item pode ser descrita por uma
funcao, conhecida como curva caracteristica do item (CCI), parametrizada pelas caracteristicas
do item de um teste, também chamadas de parametros do item: discriminacao, dificuldade e
acerto casual.

Antes de falarmos sobre os modelos da TRI, faz-se necessario uma explicagdao sobre duas
hipéteses basicas na TRI: a unidimensionalidade e a independéncia local. Sob a hipétese de
unidimensionalidade, admite-se que somente uma habilidade estd sendo medida pelo modelo. Isto
é, o conjunto de itens deve estar medindo um tnico trago latente. A suposi¢ao de independéncia
local postula que, para uma dada habilidade, as respostas atribuidas aos diferentes itens sao
independentes entre si, ou seja, o individuo nao aprende com os itens. Tal pressuposto sera
importante para a estimagao dos parametros nos modelos.

Teoricamente, pode existir uma infinidade de modelos da TRI. Porém, poucos modelos sao
usados na pratica, como por exemplo, o modelo logistico unidimensional de 1, 2 ou 3 pardmetros
para dados dicotomicos, e os modelos de resposta nominal e de resposta gradual para dados
nao dicotomicos (veja Andrade et. al. (2000) para detalhes). Os modelos propostos na literatura

dependem fundamentalmente de trés fatores:
e da natureza dos itens (dicotémicos ou politémicos);
e do nuimero de populacoes envolvidas;

e da quantidade de tragos latentes que esta sendo medida.

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA



Em vérias situagoes praticas, diferentes grupos de pessoas sao avaliados e os parametros
das distribuigoes das habilidades estimados. Um exemplo é o Exame Nacional da Avaliagdo da
Educacao Bésica (SAEB) onde amostras de estudantes da 4% e 8* séries do ensino fundamental
e 3% série do ensino médio sao avaliadas a cada dois anos. Um dos principais objetivos é avaliar o
possivel crescimento dos parametros da proficiéncia (habilidade) média através das séries e anos.
Ja em outras situagoes, principalmente no campo educacional, o interesse pode estar na con-
strucao de escalas de proficiéncia. Por exemplo, alguém pode construir uma escala de proficiéncia
que compreenda estudantes da 12 série do ensino fundamental a 3* série do ensino médio. Para
cada um desses 11 grupos a média e a dispersao das habilidades da populagao precisam ser esti-
madas. Se pudermos representar o crescimento por uma fungdo com poucos parametros, como,
por exemplo, uma polinomial de grau 2, o niimero de parametros para representar a habilidade
média caird de 11 para 3, diminuindo substancialmente a demanda computacional e produzindo

melhores resultados.

Este trabalho baseia-se na situacao onde o mesmo individuo é avaliado ao longo do tempo
e, portanto, é natural supor a existéncia de uma estrutura de covariancia nao trivial (diagonal)
entre as habilidades ao longo do tempo. Dai sao propostas curvas de crescimento de modelos da
TRI para avaliar um grupo de individuos em um certo nimero de instantes. A cada instante, os
individuos sao submetidos a um teste com certa quantidade de itens, tendo ou nao itens comuns.
Serd assumido que todos os parametros dos itens envolvidos neste estudo sao conhecidos, ou seja,

os testes sao construidos com itens calibrados na mesma métrica.

Devido a restricao de positividade dos parametros de dispersao, ocorrem problemas na con-
vergéncia do método de Newton-Raphson para obter os estimadores desses parametros através do
método da méaxima verossimilhanca. Por conta disto, optamos por utilizar a estimacao bayesiana

para contornar esses problemas.

O objetivo dessa dissertacao é, considerando situagoes envolvendo dados longitudinais, ou
seja, aquelas onde um grupo de individuos é acompanhado durante certo periodo de tempo com
alguma estrutura de covariancia, estimar os parametros da curva de crescimento e os parametros

de dispersao da distribuicao das habilidades utilizando estimadores bayesianos.

A estimacao dos parametros populacionais ji foi objetivo de varios trabalhos. Ander-
son and Madsen (1977) mostraram que a estimagao dos parametros da populagdo pode ser
realizada diretamente, sem a prévia estimacao das habilidades individuais. Neste trabalho ele
considerou que os parametros dos itens eram conhecidos. Alguns trabalhos posteriores [veja
Sanathanan & Blumenthal (1978) e Leeuw & Verhelst (1986)] extenderam esses resultados para
a estimagao conjunta dos parametros dos itens e da distribuicao das habilidades, mas somente

para o modelo logistico com um parametro e no caso de uma tnica populacao. Mislevy (1986)

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA



trabalhou com a estimacao dos parametros da distribuicao das habilidades baseado no método
da Mdzima Verossimilhanga Marginal. Bock & Zimowski (1997) extenderam os casos anteriores
para situacoes com varias populagoes independentes. Andrade e Tavares (2000) trabalharam
com a estimacao dos parametros populacionais, considerando dados longitudinais.

Esta Dissertacao é composta de cinco capitulos, além deste que é introdutério, onde os

conteudos destes capitulos sao resumidos abaixo.

e No Capitulo 2, intitulado Curvas de Crescimento, primeiro fazemos as defini¢oes e notagoes
necessarias, apresentamos o modelo a ser utilizado e por fim as diversas estruturas de

covariancias existentes.

e No Capitulo 3, intitulado Inferéncia Bayesiana, primeiro é feita um pequena introducgao a
inferéncia bayesiana, logo apds determinamos a fungéo de verossimilhanga e as prioris para
cada um dos tipos de estruturas de covariancia e finalmente apresentamos os estimadores

dos parametros da curva das crescimento e dos parametros de dispersao.

e No Capitulo 4, apresentamos os resultados da teoria desenvolvida, aplicados tanto a dados

simulados como a dados reais.

e No Capitulo 5, apresentamos as conclusoes e algumas propostas para pesquisas futuras.

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA



Capitulo 2

Curvas de Crescimento

2.1 Definicoes e notacgoes

Considere que um grupo de individuos é avaliado em uma certa area do conhecimento
em m instantes do tempo. A cada instante ¢, os individuos sdo submetidos a um teste com
ny itens cada, tendo ou nao itens comuns. O nimero total de itens distintos serd portanto,
n < ne=y ;" n. Consideraremos também que os instantes envolvidos na andlise correspondem
asérie t = (t1,t2,- -+ ,tm) . Se as séries forem sequenciais e os instantes de avaliagao equipagados,
sera adotado t1 =1, to =2, , t,, = m.

Seja py a habilidade média do grupo no instante t,t = 1,...,m. Em geral, toma-se
ur = f(tyla) sendo uma fungdo continua duplamente diferencidvel com p parametros e
a = (aj,a,...,a,) o vetor de parametros da funcdo. Dai, o vetor de médias para os m
instantes, podera ser escrito como p = (f(t1|e), f(t2|), ..., f(tm|a))’.

Muitas funcoes tem sido propostas na teoria das curvas de crescimento para dados longitu-
dinais. Frequentemente, funcoes simples, tais como a funcao linear ou quadratica, sao apropriadas
para modelar as estruturas longitudinais, mas funcoes polinomiais de ordem maior que dois, e
algumas fungoes nao-lineares, tem sido também aplicadas em vérios casos(ver Lindsey (1993) e
Singer and Andrade (2000), por exemplo). A Tabela 2.1 apresenta alguns exemplos de fungoes

usadas em varias situagoes.

Tabela 2.1 Modelos para curvas de crescimento

Logistic Tripla p; =

71 V2 3
14+e—1(t=B1) + 14+e—2(t—B2) + 1+e—3(t—PB3)

Gompertz e =1 + yae—e Y

Jenns e = o+ ft — eV Tot

Count e = a+ Bt +ylogt
Mitscherlish = o — Pe 7t

Polinomial pi = o + ot + cot? + -+ apt?

Neste trabalho serao consideradas apenas dois tipos de curva de crescimento: polinomial

linear e polinomial quadratica.



2.2 Apresentagao do Modelo 6

2.2 Apresentacao do Modelo

Seja
Pjit = P(Ujit = 1104, ¢;) (2.1)

uma funcao de resposta ao item duplamente diferencidvel que representa a probabilidade condi-
cional de uma resposta correta ao item ¢,2 = 1,...,n4, pelo individuo 5,5 = 1,..., N, no teste
t,t =1,...,m, onde Uj; representa a resposta (bindria), 6;; a habilidade (caracteristica latente)
e ¢; o vetor de parametros (conhecidos) do item. Neste trabalho adotou-se o modelo logistico

de 3 parametros (ML3) em sua versao unidimensional, cuja forma é

1

Piiv = ci+ (1 =) Doy

Ci = (aiabiaci)a (22)

onde a; é o parametro de discriminacao do item ¢, b; é o parametro de dificuldade do item ¢ e
¢; é o parametro de acerto ao acaso do item 7. D é um fator de escala, constante e igual a 1 ou
1.7. O valor 1.7 é usado quando queremos que a funcao logistica renda resultados similares aos
da funcao de distribuicdo acumulada da distribuicao normal padrao.

A seguir, apresenta-se a denominada curva caracteristica de um item (CCI), isto é, a
representacao sob forma de grafico de um particular modelo da TRI, enfatizando as propriedades
de seus parametros.

Como se pode notar, o parametro b; representa o ponto na escala de habilidade em que
um respondente tem probabilidade (1 4 ¢;)/2 de responder ao item i corretamente. Portanto,
quanto maior o valor de b;, mais dificil é o item 4, e vice-versa.

O parametro c¢; representa a probabilidade de um respondente com baixa habilidade res-
ponder corretamente o item 7. Entao, quando nao for permitido ”chutar”, teremos ¢; = 0, como
consequéncia b; representard o ponto na escala de habilidade onde a probabilidade de acertar o
item ¢ é 0,5.

O parametro a; é proporcional & inclinacao da curva em torno de b;. Portanto, itens com a;
negativo nao sao esperados sob esse modelo. Valores baixos de a; indicam que o item ¢ tem pouco
poder de discriminacao (respondentes com habilidades bem diferentes tém aproximadamente a
mesma probabilidade de responder corretamente ao item) e valores muito altos indicam itens com
curvas caracteristicas com bastante aclividade, que discriminam os respondentes basicamente em
dois grupos: os com habilidades menores que b; e os com habilidades maiores que b;.

Assumindo a independéncia condicional das respostas aos itens no teste ¢, dado 6;, temos que

P(U 46, ¢) = [ P(Ujirl6r. €,), (2.3)
iel,

onde I é o conjunto de indices dos itens presentes no teste t, U = (Ujiy, ..., antt), é o vetor

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA



2.3 Algumas Estruturas de Covariancia 7

(ny x 1) de respostas do individuo j no teste ¢ e ¢; = (¢, -..) C;lt) o vetor de parametros dos
itens no teste t. Note que, por conveniéncia e sem perda de generalidade, o indice j foi retirado
do parametro de habilidade, pois nosso interesse consiste na distribuicao de habilidade a cada
instante, ¢ e nao em alguma habilidade individual 6;;. Além disso, assumindo independéncia
longitudinal das respostas aos itens ao longo dos m testes, dadas as habilidades nos m testes,

temos
m

P(U; 10.¢) = HP(Uj‘tWta ¢) = H H P(Ujit|04, C;) (2.4)

t=1 t=1 iEIt

comUj. = (U;-.l, s U;_m)’ sendo o vetor (n. x 1) de respostas do individuo j em todos os testes
e 6 =(0,...,0,) . Finalmente, assumindo que 0 segue uma distribuigdo continua multivariada
com vetor de parametros ¢ de finitos elementos, a probabilidade incondicional, ou marginal, de

U ;.. pode ser escrita como

PWU,ICO) = [ PWU,16.0)g(616)db. (2.5

onde g(0|¢) ¢é a funcao densidade da habilidade. A probabilidade acima dependera dos parametros
(conhecidos) dos itens e de €, somente através de sua distribuigao, em particular do vetor de
parametros ¢ da distribuicao das habilidades, cuja estimacao, como vimos, é o principal objetivo
deste trabalho.

Neste trabalho, consideramos que a distribuicao de 8 é normal multivariada com vetor de
pardmetros ¢ = (p', ') onde p = (p1, ..., i)’ = (f(t1]e), f(ta|ar), ..., f(tm|a)) é o vetor
de médias nos m instantes, com a = (ap,1,...,0p) ¢ ¥ = (¢P1,...,¢g)" é um vetor (d x
1) cujos elementos sao escalares desconhecidos que definem ¥ = 3 (W), a matriz (m x m) de
covariancias, a qual pode assumir diversas formas. Na Secao 2.3 apresentamos algumas estruturas

de covariancia existentes na literatura.

2.3 Algumas Estruturas de Covariancia

Nos estudos longitudinais aparecem diferentes tipos de estruturas de covariancia, onde as
mais comuns consideradas na literatura sao a uniforme, bandas(1) e AR(1). Um ponto negativo
dessas estruturas é que elas assumem que as variancias sao as mesmas ao longo do tempo, algo
que nao é encontrado em muitos estudos longitudinais. Para concorrer com elas, consideraremos
uma estrutura que admite tanto a ocorréncia de variancias diferentes, como de covariancias
iguais, resultando em correlagoes diferentes, chamada estrutura heteroceddstica, a qual depende
de m + 1 parametros, e a nao estruturada, que depende de m(m + 1)/2 parametros. E também
apresentada a estrutura de covariancia diagonal, que pode ser considerada quando as correlagoes

sao pequenas ou nulas.

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA
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2.3.1 Estrutura de covariancia uniforme

Este tipo de estrutura foi utilizado em vérios estudos longitudinais (ver Graybill[1969]
para detalhes). Ele assume que todas as variancias sao iguais, assim como todas as covariancias.

Essa estrutura de covariancia é representada por

1 p e o e p
Y =02 [.) b [.) :
p p o« . e 1

onde ¥ = (p,o0)".
2.3.2 Estrutura de covariancia bandas(1)

Essa estrutura(ver Graybill[1969] e Davinson and Mackinnon[1993] para detalhes), estd
relacionada ao processo de médias-médveis de ordem 1. A diferenca para a estrutura anterior é
que somente as covaridncias entre as habilidades em dois instantes consecutivos sao diferentes

de zero. Essa estrutura de covariancia é representada por

1 p O 0

p 1 p 0
s—52] 0 p 1 0,

000 1

onde ¥ = (p,o0)".
2.3.3 Estrutura de covariancia AR(1)

Essa estrutura (ver Davinson and Mackinnon[1993] para detalhes) assume que as cor-
relagoes entre as habilidades decresce conforme a distancia entre os instantes de avaliagao cresce.
Assim como nas estruturas anteriores, as variancias sao consideradas iguais para todos os ins-

tantes. Essa estrutura de covariancia é representada por

1 p p2 . e pm_l
p 1 p pm2
2 2 1 m—3
=0 p P P ,
pm—l pm—Q pm—3 1

onde ¥ = (p,o0)".
2.3.4 Estrutura de covariancia heterocedastica

Diferentemente das trés estruturas anteriores, nesta estrutura as variancias variam no
decorrer do tempo. Ela assume que as covariancias sao todas iguais, mas nao as correlagoes.

Essa estrutura de covariancia é representada por

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA
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of

012
> = 012

012

— (2 2 /
onde ¥ = (o71,...,05,012)".

2.3.5 Estrutura de covariancia geral (Nao estruturada)

g12

012

012

012
012

012

012
012
012

Sho

No caso geral, aos elementos da matriz de covariancia existe a imposicao de serem nao

estruturados. Ela tem m(m + 1)/2 parametros e é representada por

2
07 012 013
2

012 05 023
2
> = 013 012 03
O1lm O02m O3m

— 2 2 2\

onde ¥ = (07,012, -+, 01m; T4y vy 02my - -+, Omy)-

2.3.6 Estrutura de covariancia diagonal

O1m
02m
O3m

sho

Esta é a estrutura de covariancia mais simples que existe. Ela representa o caso onde as

habilidades de um dado respondente ao longo do tempo sao independentes, um padrao que nao

se espera no nosso estudo, neste caso, as covariancias sao todas iguais a zero. Essa estrutura de

covariancia é representada por

onde ¥ = (02,...,02,).

Neste trabalho serao consideradas apenas dois tipos de matrizes de covariancia: uniforme

e nao-estruturada.

Rodrigues, P.F.
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08 1
06
04

0,2

Prob. de resposta correta

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Habilidade
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Capitulo 3

Estimacao Bayesiana

3.1 Introducao

Na estatistica, toda informacao que se tem sobre uma certa quantidade de interesse ¢
(ndo observéavel), se torna fundamental para continuagao do estudo. Devido o verdadeiro valor
de ¢ ser desconhecido, o objetivo é tentar reduzir esta nossa falta de conhecimento. Além disso,
a intensidade do desconhecimento a respeito de ¢ pode assumir diferentes graus. Na inferéncia
bayesiana, estes diferentes graus de desconhecimento sao representados através da adocao de
modelos probabilisticos para ¢. Assim, é natural que o grau de conhecimento a cerca de ¢ nao
seja o mesmo para todos os pesquisadores, ou seja, é comum a especificacao de modelos distintos.

Considere que a informagao de que dispomos sobre uma certa quantidade de interesse
desconhecida ¢, resumida probabilisticamente através de m(¢), pode ser aumentada observando-
se uma quantidade aleatéria © relacionada com ¢. A distribuigdo amostral p(f|¢) define esta
relagdo. A idéia de que apés observarmos © = 6, a quantidade de informagao a respeito de
¢ aumenta, é bastante intuitiva e o teorema de Bayes é a regra de atualizacao utilizada para

quantificar este aumento de informacao,

p0)r(8)  pOl)n(9)
PO =200~ Tolo.0)do

onde [ [ p(¢, 9)d¢]_1 ¢ uma constante.

Para um valor fixo de 6, a fungao L(¢) = p(6|¢) fornece a plausibilidade ou verossimilhanga
de cada um dos possiveis valores de ¢, enquanto 7(¢) é chamada distribuicio a priori de ¢.
Estas duas fontes de informacao, priori e verossimilhanca, sdo combinadas levando & distribuicao
posteriori de ¢, p(4]0), a qual serd usada para fazer inferéncias. Assim, a forma usual do teorema

de Bayes é

p(¢l0) o< L(¢) x 7(¢) (3-2)

A estimagao bayesiana consiste em estimar os parametros de interesse com base em al-
guma caracteristica da posteriori. Neste trabalho esta estimacgao serd feita através da moda da

posteriori.
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3.2 Prioris

Um importante problema na andlise bayesiana é como definir a distribuicao a priori. Se
alguma informagao a priori sobre o parametro é avaliada, ela deverd ser incorporada a densi-
dade a priori. Se nés nao temos informacao a priori, precisaremos de uma priori com influéncia
minima na inferéncia. Chamaremos esta priori de priori nao informativa. Uma das classes mais
importantes de prioris nao informativas, é a das prioris de referéncia, primeiramente descrita
por Bernardo (1979) e mais tarde desenvolvida por Berger e Bernardo (1989). O método para
derivar a priori de referéncia é também chamado de método Berger-Bernardo. Outra classe muito
importante é a das prioris de Jeffreys. Discussoes mais detalhadas sao encontradas em Box e
Tiao (1973), Berger (1985) e Bernardo e Smith (1994).

No nosso estudo, utilizaremos uma priori de referéncia caso a matriz de covariancia seja uni-

forme, e uma priori nao informativa de Jeffreys caso a matriz de covariancia seja nao-estruturada.

3.2.1 Priori de Referéncia

Por definicdo, uma priori de referéncia é a priori que maximiza a informacao funcional
perdida do experimento. Bernardo e Smith (1994) afirmam que a priori de referéncia para o caso
da presencga de um parametro de pertubacao é baseada no uso de uma parametrizagao ordenada
cujos primeiro e segundo componentes sao (1, \), chamados, respectivamente, de pardametro de
interesse e o parametro de pertubacao. A priori de referéncia para a parametrizacdo ordenada
(n,\) sera entdo construida por condicionamento resultando na forma 7(n)m(A|n).

Quando o vetor ¢ de parametros do modelo tem mais que dois componentes, essa idéia
de sucessivos condicionamentos pode obviamente ser estendida considerando ¢ como sendo
parametrizado ordenadamente, digamos (¢1,...,¢r) e gerando, por sucessivos condicionamen-

tos, uma priori de referéncia, relativa a essa parametrizacao ordenada, da forma

ﬂ((f)) = 7T(¢1)7T(¢2‘(b1) NN W((bk‘(bl’ ooy (ﬁk,l). (33)

Para descrever o algoritmo para produzir essa forma condicionada sucessivamente, primeira
mente precisamos introduzir alguma notagao.
Assumindo o modelo paramétrico p(0|@), ¢ € ®, de modo que a matriz de informagao de
Fisher
92
H(8) = ~Eng { 5055 o019 | (3.4

tenha posto completo, definimos:

L. S(¢)=H'(¢)

2. os vetores componentes ¢l = (D1, 95)s D) = (D41, -+ k),

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA
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e denotemos por S;j(¢) a correspondente sub-matriz superior esquerda j x j de S(¢), e por h;(¢)
o elemento inferior direito de S} L(o).

Finalmente, assumiremos que ® = ®; x --- X &y, com ¢; € P;, i=1,2,...,k, denotemos
por {@é}, [=1,2,..., uma sequéncia crescente de subconjuntos compactos de ®;, e definamos

Bl =@y x - x B

Proposicao 1. Com a nota¢do acima, e sob as condicoes de reqularidade, a priori de referéncia

(@), relativa a parametriza¢io ordenada (¢1,...,¢r), € dada por
l
m(¢) = lim ;(ﬁ)), para algum ¢* € @, (3.5)

onde (@) € definida pelas seguintes recursoes:

1. Para j =k, egbkE(I)i,

1/2
h <¢[k—1]‘¢[k_1]> = (k| d1, -+, Pr1) = [ j{{:kgg}}:l/z o (3.6)
q>§C k k
2. Paraj=k—1,k—2,..,2, e ¢; € P,
4 . exp{ E [In{h;(¢)}"/?
7 (@y-nl@l ) = 7 () {2 ) (3.7)

Joy exp {2 [ (1590} 7] L
onde E {ln {hj(qb)}l/ﬂ — fq’fj] In {hj(¢)}1/2 7r§'+1 (¢m|¢[ﬂ) .

3. Para j =1, ¢y = ¢, com ¢! vazio, e 7'(¢) = m} (¢[o]!¢[o])'

A determinacao da priori de referéncia ordenada serd simplificada se os termos {h;(¢)}
acima, dependerem somente de (b[j], e até mesmo grande simplificagdo obteremos se H (¢) for
diagonal, particularmente, se, para j = 1,...,k, o j-ésimo termo puder ser fatorado em um

produto de uma funcao de ¢; e uma funcao nao dependendo de ¢;.

Corolario 1. Se hj(¢) depende somente de oV, j=1,...,k, entio

k (12
T JHl Jor }:ﬁ;;/? T .
Se H(¢p) € diagonal(i.c., ¢y, ..., ¢x, sdo mutuamente ortogonais), com
h11(¢) 0 R 0
ng-| 0O
0 0 o ha(e)

entdo hj(@) = hjj(¢p), j =1,....k. Além disso, se, neste ultimo caso,

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA
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{h;()}? = £1(8,)9;(0).

onde g;(¢) nao depende de ¢j, e se os @é ’s nao dependem de ¢, entdo

k
m() o< [] fi(¢5)-
j=1

A questao que surge obviamente é qual ordenacao apropriada deve ser adotada em algum
problema especifico. Nao existe teoria formal para guiar tal escolha, mas experiéncia com uma
grande amplitude de exemplos sugestiona que o melhor procedimento é ordenar os componentes
de ¢ com base no seu interesse inferencial.

Como dito anteriormente, quando a estrutura de covariancia for uniforme, adotaremos a
priori de referéncia, entao seja {01, ...,0,} uma amostra aleatéria de uma distribui¢cdo normal

m-variada N,, (0|, £71), onde p é da forma

1. Modelo Linear:

M1 = ap + a1ty
n= i = g + agt; =Ta,

Hm = oo + a1ty

1

onde T =| 1 ¢t ea:<a0>,
. . al
1 t,

2. Modelo Quadratico:

w1 = ag + aity + ast?
p= pi = o + art; + agt? =Ta,

Hm = ag + aity, + 042t2n

1t B
: Qo
onde T =| 1 ¢t t? ea=| a |,
. : . a2
1ty t2
€

1 p - 1
p 1 p

S=c2| " , ,\Ilz(Z),daiqb:{a’,\Il’},
p P 1

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA
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entdo, a sua f.d.p. serd dada por
9(610) = (2m) /2 |21V exp { < (0 - Ta)® (0 - Ta) .

onde apés aplicarmos o logaritmo, teremos

1

(¢) = Ing(6]¢) = 5 In(2m) - 5

5 In|%| - %(0 ~Ta)'S" 10 - Ta). (3.9)

Adotando-se a seguinte parametizacao ordenada:
e ¢ ={p,a% a1,ap}, para o modelo linear
e ¢ ={p,o% az,a1,a0}, para o modelo quadratico

apds alguns célculos (ver Apéndice) obtém-se a matriz de informacao de Fisher H com a seguinte

forma

(3.10)

cuja inversa serd dada por

_ Bt 0
e ]
onde
m(m — 1)[1 + (m — 1)p?] —m(m —1)p
g=| 20-p1+ (nf —1)pl? 20%(1 = p)[1+ (m —1)p]
—m(m—1)p m.
205 (1= p)L 4 ((m —11))p] 204
= 1B1= G = e+ = D
2(1—p)*[L+ (m = 1p>  20°p(1 — p)[1 + (m — 1)p]
-1 _ m(m — 1) m
U T a4 (m- g 2081+ (- 1)
m 2m

Para o modelo linear a matriz C é da forma

[1+ (m —1)p]Ss — pS} Sy

C— 02(1—0)[1S+ (m—1)p] 021+ (m—1)p]
1 m

21+ (m —1)p] 21+ (m —1)p]

entao, sua matriz inversa serd dada por

ma*(1 - p) —a*(1-p)Si
-1 _ S S
¢ 21 )81 o {[1+ (m = 1)p]S; — pS?)
5 5

onde, Si, Sz e S s@o fungoes apenas de T'. Portanto, aplicando-se o algoritmo, e sendo S(¢) =

H~', obtém-se , )
Sy(g) — 2L )Lt (m — 1))

m(m — 1)

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA
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1y m(m — 1)

= M) = 5+ (- )2
Sy(¢) = B~

= S, (¢p)=B

= ha(¢) = 57

[ 2(1—p)?[L+ (m—=1)p]*  20%p(1 = p)[1 + (m —1)p] 0
m(m — 1) m
Sy(d) = | 20°p(L—=p)[1 + (m —1)p] 2041+ (m — 1)p’] 0
m 2m
0 0 m02(; — )
Cmm = DL+ (=1 —m(m—1)p ;
2(1-p)?[1+ (771% —1pP? o(1-p)[1+(m—1)p
1 —m(m—1)p m
=5 O= i - D) 207 :
! ! mo?(1 — p)

= h3(¢) = me(1—p)
Sy(¢p)=H™!

=S, (¢)=H

Como h;(¢) depende apenas de ®ll j=1,..., 4, entdo

4
(o) =] hy(¢)}' "2 ,pe® 1e{1,2,3 -} (3.11)

=1 Jat {hj(p)}'/? do;

Portanto, para a determinacgao da priori, devemos encontar primeiro cada um dos elementos do

produto de (3.11).

m 1/2
{ha(@)}'” {ozu + (m — 1>p1} S
fo 1hal@)) oy [ m A [
4 52 m (o) l [&7))
/_e { [SH (m D } /
{hs(@)}'? {mrﬂ(l - p>} I S
I L N N
3 Ame2(i—pf )0
/_e {m 1(/12 p)} X /_
{h2<¢>}1f _ {557} 2 1
Sy {h2(@)}! 2 do® ¢ (217 g2 EFEE
o Lot o1 02
/6 m(m — 1) 1/2
{m(e)}'? {2<1 —p)?[1+ (m - W}
Joy {a(@)} 2 dp 1 m(m — 1) 2
! /_1+e—l {2(1 = p)?[1+ (m —1)p]? } i

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA
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1
(1= p)[L + (m — 1)p]

/l—el 1 J
et =P F (m =) g

(1=p)[1+ (m—1)p]

m—1

/1—el { 1 N
“14e-t (m(1—p)
m

m[l 4+ (m —1)p]

o

2m + (2 = 3m)e~t + (m — 1)e %

(1= )1+ = D |

(2—m)et+ (m—1)e 2

Substituindo cada um dos elementos encontrados na fungao (3.11), a priori de referéncia

para o modelo linear resultarda em

m(¢) = m(p, 0%, a1, ) o

1

Para o modelo quadratico a matriz C é da forma

o?(1=p)[L+ (m—1)p]

(3.12)

entao, sua matriz inversa serd dada por

[ [1+ (m—1)p]Ss — pS3  [1+ (m —2)p|S5 — pSa 52 ]
o?[1+ (m —1)pl(1 = p)  o2[L+ (m—Dpl(L = p) o[l +(m —1)p]
[1 + (m — 2)p]53 — pSa1 [1 + (m — 1)/)]52 — pSl S
o?[L+(m—1)pl(1—p) o*[1+(m—1)p](1—p) o1+ (m—1)p)

So S1 m
o?[L+ (m —1)p] o?[1+ (m —1)p] o?[1+ (m—1)p] |

(1 =p)gi(t) (L=p)g2(t) (1= p)gs(t)
c1—g2| A=p)ga(t) (1-plga(t) (1- p)gs,(t)
(1= p(t) (1= past) 200

onde, S;, i=1,....4, e g;(t), i=1,...,5, sdo funcoes apenas de T" e g(p, t) é fungao de p e T'. Portanto,

aplicando-se o algoritmo, e sendo S(¢) = H~!, obtém-se

R m— 2
Si(9) = 21 pll[(lm-l-_( 1) D7
1y m(m — 1)
SO Pl (- TP
_ mm-1)
= ) = SR i D
Sa(¢) = B!
= Sy, (¢)=B
= ha(#) = 53
2(1 = p)*[L+ (m = 1)p*  20°p(1 = p)[1 + (m — 1)p]
m(m — 1) m
Ss(@) = | 20%(1—p)[L+(m—1)p 20+ (m—1)p?]
m 2m
0 0

0

0
o?(1 = p)gi(t)

Rodrigues, P.F.
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[ mm =D+ m-1Dp]  —m(m—1)p .
21=p)[1+ (771%)— Dp]* o1 =p)[L+(m—1)p]
S se)= | m 0
s (0) o(1=p)[1+ (m—1)p| 204 X
0 0
I o?(1 = p)g1(t)
1
= ha(f) =
1= 1
2(1—0)2[(1+(7711)—1)p]2 202 p(1—p)[1+(m—1)p] 0
202p(1—p)[1+(m—1 a?[1+(m—1)p?
Su(¢) = p( p)7[n (m—=1)p] [ (2m )p°] 2 2 0
0 0 o (L =p)g1(t) o=(1—p)ga(t)
0 0 o3 (1= p)ga(t) o*(1 - p)a(t)
m(m—1)[1+(m—1)p?]e®2 —m(m—1)po 0 0 7
2P+ m—Dpl? T (m—1)7]
= 207 0 0
1 m—1)p
= 5, () = 02(11_p) 0 28 ga(t) g2(t)
[91()94(t) =95 (1)) [91(t)g9a(t)—g5(t)]
0 0 gz(t) gl(t
L [91(8)g2(8)—95(®)]  [91(t)ga(t)—g5(t)]
91(¢)
= hy(@) =
)= A o (00:(8) — B0
Ss(¢) = H™
=S ¢)=H
m
= 1s(0) = i =y
Como h;(¢) depende apenas de ®Ul j=1,...,5, entdo
5 1/2
hi(é)}
ﬂ-l(qb): { 2 7¢€¢)l7l€{1a2737"'}' (313)
jlel St {hi (@)}17? det;

Da mesma maneira como no caso linear, devemos encontar primeiro cada um dos elementos

do produto de (3.13).

m 1/2

{hs(@)' > {02[1+<m—1>p1} 11

Joy, {hs(6)}'7? da /{ . }I/Qdao / dog

R v

{h4(¢)}11//22 _ El{02(1—P)[91(t)94(t)—gg(t)]}m _ ell :%

Jo (@I /_61{02(1@[919&()?4@)g§<t>]} oy [ don
1 1/2
{hs(@)}'? {om—p)gl(t)} R S

Rodrigues, P.F.
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m \1/2 1
{ha(p)}'* {Tc‘l} 2 1
, {h V2452 pé comyi2 o e 1 2lo?
Joi {ha(e)} j{_l{204} do? jé_lgzd”
m(m — 1) 1/2
{h ()} {2<1 —p)?[L+ (m — 1>p12}

Jor {mi (@)} dp /Hl { m(m — 1)

172
“tqet L2(1 = p)?[1 4 (m — 1)p]? } i

(L—=p)[L+ (m—1)p]

1—e! 1
/—1+6l (1—p)[1+ (T —Da "

_ (1=p)[1+(m—=1)p]
1= 1 m—1
/—1+el {m(l —p) " mlit (m - D)) } t

m
2m + (2 — 3m)e™! + (m — 1)e %
(2—m)et+ (m—1)e 2

(1 o)1+ (m— g n [

Substituindo cada um dos elementos encontrados na funcao (3.13), a priori de referéncia

para o modelo quadratico resultard em

1
o?(1 = p)[L+ (m —1)p]’

() = m(p, 0%, 2, 1, ) (3.14)

3.2.2 Priori de Jeffreys

Segundo Box and Tiao (1973) a regra de Jeffreys diz que a distribui¢ao a priori para um
parametro simples ¢ é aproximadamente nao informativa se ela é proporcional a raiz quadrada
da medida de informacao de Fisher Ir(¢).

Para a distribuigao dos parametros (a;, 3), nés assumiremos que a e X sdo independentes,

de modo que
(o, ) = (o) (X).

Sera suposto, daqui por diante, que a parametrizagao em termos de a é escolhida de modo

que é apropriado tomarmos a como localmente uniforme, ou seja
m(a) o constante.

Para a distribuigao a priori dos m(m + 1)/2 elementos distintos de ¥, a aplicagao da regra

de Jeffreys para a situacao multiparamétrica conduz a priori nao informativa de referéncia
() o< |[Ip(2)|'?,

assim,

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA
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() o [B] 20+,

de onde concluimos que

m(¢) ox B2+ (3.15)

onde ¢ = (o, ¥’), com ¥’ sendo formado pelos m(m + 1)/2 elementos distintos de 3. Para

mais detalhes ver Box and Tiao (1973).

3.3 Estimacao dos parametros

3.3.1 Verossimilhanca

Fagamos agora j representar um dos s padroes de resposta, s < min(N,2"), em vez de
somente a resposta individual j, r; > 0 ser o nimero de ocorréncias do padrao de resposta
J» 7=1,2,....,5, € R=(r1,...,7s) ser o vetor (s x 1) de frequéncias do padrao de resposta U .
Devido a independéncia entre as respostas dos diferentes individuos, R segue uma distribuicao

multinomial dada por

S

2 T ewsicey, (3.16)

L(¢) = P(R|¢,9) = !
J=1777 =1

neste caso, a expressao (3.16) representard a fungao de verossimilhanga, onde a probabilidade

do lado direito da igualdade é dada por (2.5).

3.3.2 Equacoes de estimagao

Dada a funcgao de verossimilhanga L(¢) e a distribuigao a priori 7(¢), entdo a distribuigao

posteriori serd dada por

P(blujit, ¢) oc L(p) (o), (3.17)

ou seja,

N .
m [T (P(U;.|¢, 9))"7 m(e).

A estimagao pela moda da posteriori, consiste em obter o maximo de (3.17). Por questdes

P(@lujit, €) o

de facilidade, iremos usar o logaritmo natural, que serd dado por
In P(¢|ujit, () = const +1In L(¢p) + Inn(¢), (3.18)

dai, o conjunto de equagoes de estimacao para ¢ serd

aln P(¢|uﬂt, C)

96 =0.

Primeiro observe que

Oln P(¢lujit,{)  O0lnL(¢) n Olnw(¢)
G Y op
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Segundo Andrade & Tavares (2000), temos que

onde

(U;.16,¢)g(0]¢)
PU; | ¢)

Note que a probabilidade no numerador é dada por (2.4), a probabilidade no denominador por

(2.5) e g(0]¢p) é a f.d.p. normal m-variada.

G1(0) =PO|U; .. ¢) = - (3.19)

Agora, sendo 7(¢) a priori, para determinar as suas derivadas de 1* ordem, vamos con-

siderar as duas estruturas de covariancia propostas separadamente.

e Covariancia Uniforme:

Para o modelo com covariancia uniforme, a priori é dada por (3.12), portanto

Olnm 0 1
aa(¢) - aaln{02<1_p>[1+<m_ 1>p1} =0
8ln7r(¢):81n{ 1 }: 2(m—1)p+2—m
ap  9p A -p)l+m 1S (T pL+(m— 1)
Olnm(¢) 0

1 1
oo Oo2 1n{oQ(l —-p)[1+(m— 1)p]} T 52

e Nao estruturada:

Para o modelo com covariancia nao estruturada, a priori é dada por (3.15), portanto

8111 7['(¢) o 8 7;(m+1) o
ba =g MBI =0
Oln7(¢) 0

R (AL B TR oy

o O 0Y; 0

3.3.3 Aspectos Computacionais

Para as duas estruturas de covariancia consideradas neste trabalho, as equagoes de es-
timacao nao apresentam solucao com forma fechada e portanto foi necessario aplicar algum
método iterativo para obter a moda da distribuicao posteriori. Neste trabalho consideramos o
método de Newton-Raphson, onde sendo (?b(k) uma estimativa para ¢ na k-ésima iteracao, a
estimativa para ¢ na k+1-ésima iteracao serd dada por

~(k+1)

@

~ (k)

_ g™ _ H - (k)

| @),

onde f(¢) e H(¢), sao respectivamente, as matrizes de derivadas de primeira e segunda ordem
do logaritmo da posteriori que é dado por (3.18) em relagao a ¢.

Este processo iterativo termina quando algum critério de convergéncia é obtido. Sendo

~ (k)

p=[rE")] " r@")
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um vetor (¢ x 1), adotou-se neste trabalho o seguinte critério, Méax|d;;| < 0.001, i = 1,...,q,
onde ¢ é igual ao ntimero total de parametros do modelo.

Tanto para a simulagao como para os dados reais, foi utilizado um programa de com-
putador desenvolvido pelo prof. Dr. Héliton Tavares (co-orientador) utilizando-se a linguagem
Ox (Doornik, 2000), o qual sofreu algumas modificagoes feitas pelo autor para a estimagao dos
parametros envolvidos nos modelos aqui propostos. Este programa estd dividido da seguinte

maneira:

e Corpo do Programa: nesta parte é onde ocorre a leitura das informagoes, leitura dos

parametros, criacao de varidveis, montagem de indices e geracao de quadraturas.

e Parte Principal do Programa: nesta parte sera realizada a leitura dos dados, geracao das
estimativas iniciais e estimacao dos parametros da curva de crescimento quanto e dos

parametros da matriz de covariancias.

e Impressao dos resultados

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA



Capitulo 4

Aplicacao

4.1 Introducao

Neste capitulo aplicamos os modelos propostos em dados obtidos por simulacao e em dados
reais. Na Secao 4.2 trataremos da estimacao dos parametros das curvas de crescimento, linear
e quadratica, e dos parametros de dispersao para dados simulados. Na Secao 4.3 aplicamos a
metodologia proposta a dados reais, obtidos com o projeto PDFE - Projeto de Desenvolvimento
da Fscola, do Governo Federal, explorando as duas estruturas de covariancia abordadas neste
trabalho, uniforme e nao-estruturada.

Para o estudo da simulagao, consideraremos a situagao onde N = 1000 individuos sao
submetidos a testes em m = 5 instantes. Para a probabilidade de acerto a qualquer item, foi
utilizado o modelo Logistico com 3 parametros (ML3). A distribuigdo normal multivariada sera
utilizada para o vetor de habilidades. Os valores adotados para os parametros da distribuicao das
habilidades e para os parametros da curva de crescimento (pcc), sdo apresentados nas Tabelas
4.1 e 4.2, para as Matrizes Uniforme e nao Estruturada, respectivamente. Foram escolhidos
valores distintos para as médias das habilidades, mas proximos uns dos outros de modo que

todos pertencessem a mesma curva de crescimento, linear ou quadratica.

Tabela 4.1 Valores dos parametro da distribuicao da habilidade - Matriz Uniforme

Médias pcc
p1o M2 M3 4 s p o ap a1 Qg

[en)
—
N
w
e~
o
[\]
ot
—

Linear -1 1
Quadratico 0 14 24 3.0 3.2 0,25 1 -1.8 20 -0.2

Cada um dos 5 testes serd constituido por 24 itens, com 6 itens comuns entre cada par
de testes adjacentes, ou seja, o nimero total de itens diferentes considerados nos cinco testes foi
96. Os itens serao de multipla escolha com cinco categorias de resposta. Na Tabela 4.3 temos os
valores dos parametros dos itens (na escala normal, isto é D = 1, 7) utilizados na simulagao. Para
ambas curvas de crescimento, linear e quadratica, os valores para o parametro a (discriminacao)
variou de 0.6 (discriminagao baixa) a 1.4 (discriminacdo alta) e os valores para o parametro b

(dificuldade) variou de -0.7 a 4.7. Os itens com valores altos (baixos) de b foram alocados aos
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Tabela 4.2 Valores dos parametro da distribuicao da habilidade - Matriz nao Estruturada

Médias pcc
M1 M2 M3 Ha M5 Tij [&79] a1 Q2
05 04 03 0.2
Linear 0 1 2 3 4 0.8 06 05 04 -1 1
Quadratico 0 1.4 24 3.0 32 09 07 06 -1.8 20 -0.2
1.1 0.8
1.2

grupos onde os respondentes tem habilidades médias altas (baixas). Isto foi feito para evitar

problemas na estimagao. Para o parametro ¢ (acerto casual) foi considerado somente um valor

(0.20).

Tabela 4.3 Valores adotados para os parametros dos itens

Item  Teste a; b; ci Item  Teste a; b; ci Item Teste a; b; ci
1 1 0.6 -0.7 0.2 33 2 1.4 1.1 0.2 65 4 1.0 3.0 0.2
2 1 1.0 -0.7 0.2 34 2 0.6 1.3 0.2 66 4 14 3.0 0.2
3 1 1.4 -0.7 0.2 35 2 0.6 1.5 0.2 67 4 06 3.1 0.2
4 1 0.6 -0.5 0.2 36 2 0.6 1.7 0.2 68 4 1.0 31 0.2
5 1 1.0 -0.5 0.2 37 2.3 1.0 1.3 0.2 69 4 14 31 0.2
6 1 1.4 -0.5 0.2 38 2.3 1.0 1.5 0.2 70 4 06 33 0.2
7 1 0.6 -0.3 0.2 39 2.3 1.0 1.7 0.2 71 4 06 35 02
8 1 1.0 -0.3 0.2 40 2.3 1.4 1.3 0.2 72 4 0.6 3.7 02
9 1 1.4 -0.3 0.2 41 2.3 1.4 1.5 0.2 73 45 1.0 33 0.2

10 1 0.6 -0.1 0.2 42 2,3 1.4 1.7 0.2 74 45 1.0 3.5 0.2
11 1 1.0 -0.1 0.2 43 3 0.6 1.9 0.2 75 45 1.0 3.7 0.2
12 1 1.4 -0.1 0.2 44 3 1.0 1.9 0.2 76 45 14 33 0.2
13 1 0.6 0.1 0.2 45 3 1.4 1.9 0.2 77 45 14 35 0.2
14 1 1.0 0.1 0.2 46 3 0.6 2.0 0.2 78 45 14 3.7 0.2
15 1 1.4 0.1 0.2 47 3 1.0 2.0 0.2 79 5 06 39 0.2
16 1 0.6 0.3 0.2 48 3 1.4 2.0 0.2 80 5 1.0 3.9 0.2
17 1 0.6 0.5 0.2 49 3 0.6 2.1 0.2 81 5 14 39 0.2
18 1 0.6 0.7 0.2 50 3 1.0 2.1 0.2 82 5 06 4.0 0.2
19 1,2 1.0 0.3 0.2 51 3 1.4 2.1 0.2 83 5 1.0 4.0 0.2
20 1,2 1.0 0.5 0.2 52 3 0.6 23 0.2 84 5 14 4.0 0.2
21 1,2 1.0 0.7 0.2 53 3 0.6 2.5 0.2 85 5 06 4.1 0.2
22 1,2 1.4 0.3 0.2 54 3 0.6 2.7 0.2 86 5 1.0 4.1 0.2
23 1,2 1.4 0.5 0.2 55 3,4 1.0 2.3 0.2 87 5 14 41 0.2
24 1,2 1.4 0.7 0.2 56 3,4 1.0 2.5 0.2 88 5 06 43 0.2
25 2 0.6 0.9 0.2 57 3,4 1.0 2.7 0.2 89 5 06 4.5 0.2
26 2 1.0 0.9 0.2 58 3,4 1.4 23 0.2 90 5 06 4.7 0.2
27 2 1.4 0.9 0.2 59 3,4 1.4 25 0.2 91 5 1.0 43 0.2
28 2 0.6 1.0 0.2 60 3,4 1.4 2.7 0.2 92 5 1.0 4.5 0.2
29 2 1.0 1.0 0.2 61 4 0.6 29 0.2 93 5 1.0 4.7 0.2
30 2 1.4 1.0 0.2 62 4 1.0 2.9 0.2 94 5 14 43 0.2
31 2 0.6 1.1 0.2 63 4 1.4 29 0.2 95 5 14 45 0.2
32 2 1.0 1.1 0.2 64 4 0.6 3.0 0.2 96 5 14 47 0.2

Rodrigues, P.F.
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4.2 Estimacao dos Parametros das Curvas de Crescimento e Dis-
persao

Nesta secao sao apresentados alguns resultados obtidos via dados simulados, considerando
cada uma das duas estruturas de covariancia adotadas, uniforme e geral. As Tabelas 4.4 e 4.5
apresentam as estimativas médias e desvios-padroes para cada um dos parametros de interesse,
onde a simulagao total consistiu em 1000 replicagoes.

Nas Tabelas 4.4 e 4.5, observamos que as estimativas médias dos parametros da curva de
crescimento e parametros de dispersao sao muito proximas dos verdadeiros valores, provando
a eficacia do processo de estimacao dos parametros da curva de crescimento e parametros da
distribuicao das habilidades. Também, os desvios-padroes das estimativas dos parametros da

curva de crescimento sao muito pequenos, principalmente para o caso linear.

Tabela 4.4 Estimativas dos Pardametros (erro-padrao) - Dados simulados - Matriz Uniforme

Parametros da curva de crescimento Parametros de ¥

Modelo Qo a1 a2 p o

Linear -0.9814 0.9885 0.2572 0.9995
(0.0386)  (0.0108) (0.0089)  (0.0005)

Quadréatico  -1.7903 2.0134 -0.2021 0.2674 0.9729

(0.0395)  (0.0336) (0.0061) (0.0096)  (0.0394)

4.3 Aplicacao a Dados Reais

Nesta secao utilizaremos um conjunto de dados provenientes de um estudo longitudinal do
Governo Federal, denominado Projeto de Desenvolvimento da Escola (PDE), cujo objetivo foi
acompanhar o desempenho de uma determinado grupo de estudantes, referente & habilidade nas
disciplinas de Portugués e Matematica, quando submetidos as melhorias propostas pelo projeto.
Foram selecionados individuos de escolas distribuidas por todo o Brasil, e esse grupo, de cerca
de 15 mil criangas em abril de 1999, realizou a 1* avaliagdo antes das melhorias. A partir dai
foram implementadas as melhorias, e o grupo foi dividido em dois, o primeiro foi aquele em
que os alunos foram submetidos as melhorias propostas pelo projeto e um outro grupo chamado
controle, sendo que os dois grupos foram submetidos a mais cinco avaliagoes, realizadas nos
meses de novembro de 1999, 2000, 2001, 2002 e 2003.

Para tornar o conjunto de dados completo e univariado, foram selecionadas todas as criancas
que compareceram a todas as avaliagoes da disciplina matematica, totalizando 1987 criancas.
Estas avaliacGes foram planejadas de forma a tornar comparaveis as escalas dos parametros dos

itens e populacionais, ou seja, haviam itens comuns entre eles.

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA
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Tabela 4.5 Estimativas dos Pardametros (erro-padrdo) - Dados simulados - Matriz nao Estrutu-
rada

Parametros da Curva de Crescimento Covariancias
Modelo ap ay [e %) Tij

0.9883 04829 04451  0.3575  0.2063
(0.0325)  (0.0339)  (0.0602) (0.0663)  (0.0271)

0.9055  0.6781  0.5844  0.4113

(0.0478)  (0.0498)  (0.0513)  (0.0334)

Linear -0.9975  1.0078 0.6908  0.4368  0.5646
(0.0207)  (0.0112) (0.0458)  (0.0407)  (0.0399)

1.0106  0.6883

(0.0379)  (0.0427)

1.1401

(0.0318)

0.9879  0.4921  0.3961  0.3129  0.1898
(0.0443)  (0.0449) (0.0473) (0.0575)  (0.0393)

0.9018  0.6210  0.5456  0.3940

(0.0665)  (0.0494)  (0.0429)  (0.0371)

Quadrético  -1.7606  1.9637 -0.1958 0.5357  0.2586  0.3986
(0.0385)  (0.0353) (0.0052) (0.0537)  (0.0680) (0.0758)

0.9494  0.4694

(0.1305)  (0.0924)

0.9883

(0.0747)

O numero de itens em cada teste sao, respectivamente, 34, 38, 36, 34, 40 e 34. O nimero de
itens comuns é 10 entre os testes 1 e 2, 5 entre os testes 1 e 3, 1 entre os testes 1 e 4, 10 entre
os testes 2 e 3, 4 entre os testes 2 e 4, 7 entre os testes 3 e 4, 3 entre os testes 3 e 5, 1 entre os
testes 3 e 6, 10 entre os testes 4 e 5, 2 entre os testes 4 e 6, e 9 entre os testes 4 e 6 perfazendo
um total de n = 167 itens envolvidos no estudo.

Como os parametros dos itens sao conhecidos, sera feita apenas a estimagao dos parametros de
dispersao e da curva de crescimento, considerando as duas estruturas de covariancia exploradas
neste trabalho. Serao apresentadas as estimativas de todos os parametros envolvidos no estudo,
e para quantificar qual estrutura de covariancia serda a mais adequada, adotaremos o critério

BIC (Bayesian Information Criterion) de Schwarz, que é definido como
BIC = InL(¢; wjis, ¢) — gln(n)

onde In L(¢;uji,¢) é o logaritmo natural da verossimilhanga maximizada, ¢ é o ndmero de
parametros, e n é o nimero de elementos na amostra. A estrutura de covariancia que gerar o
maior valor para BIC serd a escolhida. O erro-padrao associado a cada parametro sera estimado
com base na inversa da matriz de informacgao de Fisher.

Nas Tabelas 4.6 e 4.7 temos as estimativas dos parametros populacionais, quando adotadas

as curvas de crescimento linear e quadratica, respectivamente. Podemos observar que os erros-

Rodrigues, P.F. PPGME/UFPA
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Tabela 4.6 Estimativas dos Pardametros (erro-padrao) - Dados reais - Matriz Uniforme

Parametros da curva de crescimento Parametros de ¥

Modelo Qo aq (o2 p o

Linear -0.2346 0.3478 0.5914 0.8325
(0.0244)  (0.0031) (0.0115)  (0.0262)

Quadréatico  -0.4403 0.4934 -0.0212 0.5866 0.8220
(0.0357)  (0.0196) (0.0028) (0.0117)  (0.0263)

Tabela 4.7 Estimativas dos Parametros (erro-padrdao) - Dados reais - Matriz nao Estruturada

Parametros da CC Parametros de X

Modelo o a1 2 oij

1.0036  0.6166  0.3992  0.3293  0.6666  0.6209
(0.0461)  (0.0353)  (0.0397) (0.0501) (0.0663) (0.0543)

0.8917 04112  0.3186  0.6886  0.6416

(0.0375)  (0.0298) (0.0503) (0.0564)  (0.0357)

Linear -0.4273  0.2992 0.2648  0.0652  0.4156  0.4417
(0.0190)  (0.0047) (0.0290)  (0.0481)  (0.0305)  (0.0298)

0.1890  0.4055  0.4418

(0.0491)  (0.0255)  (0.0359)

1.0626  0.8120

(0.0315)  (0.0287)

1.1920

(0.0459)

1.0130  0.6163  0.4168  0.3129  0.6473  0.5751

(0.0996)  (0.0636) (0.0453) (0.0360) (0.0664)  (0.0604)

0.9065 04333  0.3213  0.6994  0.6177

(0.0651)  (0.0378) (0.0284) (0.0577)  (0.0519)

Quadrético  -0.1809  0.2101  -0,0012 0.2661  0.0625  0.4331  0.4379
(0.0498)  (0.0219)  (0,0030 (0.0273)  (0.0162)  (0.0367) (0.0361)

0.1799  0.4034  0.3902

(0.0246)  (0.0331)  (0.0292)

1.0931  0.7386

(0.0681)  (0.0535)

1.0844

(0.0608)

padroes para as estimativas dos parametros da curva de crescimento sdo pequenos, tanto con-
siderando a covariancia uniforme como a nao estruturada, ja em relacdo as estimativas dos
parametros da matriz de covariancia, temos para o caso uniforme erros-padroes bem menores
que para a nao estruturada.

Nas Tabelas 4.8 e 4.9 sao apresentadas as log-verossimilhangas, nimero de parametros, nimero
de elementos na amostra e os valores para BIC quando adotadas as curvas de crescimento linear e
quadréatica, respectivamente, que serao usados para a decisao sobre qual estrutura de covariancia
melhor se adapta aos dados. O maior valor obtido para BIC ocorreu quando adotada a curva de

crescimento linear como matriz de covaridncia nao estruturada. Com base nisso, optamos por
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4.3 Aplicagcao a Dados Reais 28

Tabela 4.8 Log-verossimilhan¢a associada o cada estrutura de covariancia - CC Linear

Modelo Log-verossimilhanca ¢ n BIC
Uniforme -246.633,65 4 1987 -246.648,84
Nao Estruturada -245.766,48 23 1987 -245.853,82

Tabela 4.9 Log-verossimilhanc¢a associada a cada estrutura de covariancia - CC Quadrdtica

Modelo Log-verossimilhanca ¢ n BIC
Uniforme -248.984,94 5 1987 -249.003,93
Nao Estruturada -246.427,73 24 1987 -246.518,86

eleger o modelo linear para a curva de crescimento com matriz de covariancia nao estruturada,

como o que melhor se ajustou aos dados.
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Conclusoes

Neste trabalho, assumiu-se uma distribuicao Normal Multivariada para as habilidades, mas
em algumas situagoes isto pode nao ser adequado, pois a condicao de simetria nao é assegurada.
Por exemplo, quando os individuos envolvidos no estudo foram pré-selecionados em uma primeira
etapa, tal como ocorre em exames seriados de vestibulares. Nestes casos, devem ser propostos
modelos de probabilidades alternativos. Foram exploradas apenas duas estruturas de covariancia,
uniforme e nao estruturada, mas em muitos casos estas estruturas podem nao ser adequadas.

Também foi adotado um particular modelo para explicar a funcao de resposta ao item, a
Logistica de trés parametros, que também carrega uma caracteristica de simetria. Funcoes de
resposta assimétrica, tal como a skew normal podem ser mais adequadas em alguns casos.

Observou-se que a metodologia Bayesiana foi um poderoso instrumento no processo de es-
timacao dos parametros, uma vez que produziu estimativas coerentes com o espaco paramétrico.
Esta caracteristica da Inferéncia Bayesiana é importante em processos de estimacao onde exis-
tem parametros com restricoes, como foi o caso dos parametros de dispersao aqui estudados.
Nestes casos, a Inferéncia Classica pode produzir estimativas que nao amarrem o suporte dos
parametros.

Em relacao aos resultados da aplicacao da metodologia, verificamos que os resultados foram
bastante satisfatérios, onde foram produzidas estimativas bem precisas, tanto para os dados
simulados como para os dados reais. Em relacao aos dados do PDE, temos a ressaltar princi-
palmente as diferencas entre as variancias das habilidades dos alunos em cada instante, onde
podemos observar que nao existe uma diferenca acentuada entre as variancias nos testes 1, 2, 5
e 6, 0 mesmo ocorrendo com as variancias nos testes 3 e 4. Agora, se considerarmos a diferenga
entre os dois grupos, teremos uma diferenca acentuada, o que reforca a adogéo da matriz de
covariancia nao estruturada.

Em pesquisas futuras, pretende-se implementar este processo de estimacao em outros modelos
da TRI, e considerar outras estruturas de Covariancia, por exemplo, a AR(1) e a Heterocedéstica.
Outros modelos também podem ser considerados para as curvas de crescimento, e combinagoes
dessas propostas também podem estar associadas ao caso em que temos varias populacoes em
estudo (Multiplos Grupos), bem como ao caso em que temos mais de uma area do conhecimento

sendo medida (Multivariada) e/ou o caso em que temos mais de uma proficiéncia influindo
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na probabilidade de acerto ao item (Multidimensional). Pode-se também considerar a imple-
mentacao da estimagao conjunta dos parametros da distribuicao das habilidades e parametros

dos itens.
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Apéndice A

Desenvolvimento das Expressoes do
Capitulo 3

A.1 Expressoes basicas

Primeiramente vamos fazer algumas notagoes:

m
S, = Z P
=1
Spp :Z Z P4

1<i<j<m
_ PyDyp
Sppp = E : titity 1{3,47~--}(m)
1<i<j<k<m
m
_ D4q
Spg= > 0t
i,j=1
i
m
_ Pyqqr
Spar = Y ttt]
id.k=1
i#j#k

com 1 <p,qr<9.
As expressoes a seguir foram utilizadas nas demonstragoes do capitulo 3:

Sg = Sop + 25y
S189 = 53+ Sa1
S9Sy = S + Saz
5184 = Se 4 Siz2 + Ss1 + 25411
S3 = Sg + 2542 + 65922
S3891 = S51 + Sa2 + Sz
S31 = Saz + 2533 + 25411 + 65222
5183 = Se + 2551 + 3542 + 4533 + 25411 + 45321 + 65222
S =mSy — 5%
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A.2 Derivadas parciais

Para chegarmos a expressao de H(¢) dada por (3.10), precisaremos primeiramente deter-
minar as derivadas parciais de primeira e segunda ordem de (3.9) em relagao aos componentes
de ¢ e os respectivos simétricos de suas esperancas, o que sera feito logo a seguir.

Derivando (3.9) em relagdo a a, temos

o 10 ty—
SU$) = 55 [(0-Ta)=7'(0 - Ta)]
10 e
= 55 [27'S71(0 - Ta)]
= T'S Y0 - Ta). (A1)

cujas derivadas parciais de 2% ordem sao dadas por

8721(4)) = ith:—l(e —Ta)
Jdadat - O
0
= —_—T's7'T
Oa *
- —(r'="'7)’
= —rix-ir (A.2)
e
o () = icﬁz*(@ —Ta)
aaal/)i N (‘w,
ox!
= T —Ta). A.
o (01 (A3)
Derivando (3.9) em relagao a cada um dos componentes de ¥, encontramos
0 10 1 ,0x1
8¢il(¢) = 20, In|X| - 5(0 —Ta) 30 0 —-Ta)
1 _, 0% 05!
= -5 [tr (Z 81/%) + (0 —Ta) 90 (0 —To) (A.4)
cujas derivadas parcias de 2% ordem sao dadas por
0? 0?
ox~!
— i _
T 90, 0 —-—Ta) (A.5)

® e = 2 {_; [tr (2—1 az) Lo-Ta)Z e Ta)] }

piOip; O, i O
1[0 ) P!
— _2{8%[t (2 6%”” - Ta) 8wi8¢j(9_Ta)} (A.6)
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A seguir determinaremos os simétricos das esperancas das derivadas parciais calculadas

anteriormente.

g} = #{- ;{ o[ (2 )] +0-rar s 2 0-1a}]
() ol ror o)
- o[ ()] e[ et rae- ]
- oo [ (5| [l A

0? _ ,08!
5w} - p (e rw)
-1
- _Ttaazw EO-Ta)
= 0‘17 (A8>

onde 0, é a matriz nula de ordem ¢, com q=2 para a curva de crecimento linear e =3 para a

quadratica.

—E{ao(?;a,z@)} = —E{-T's7'T}
T'y-ir (A.9)

A.3 Matriz inversa de X

Vimos anteriormente que para a obtengao de (A.7), (A.8) e (A.9) precisamos primeiro
determinar 7! e as suas derivadas parciais, e também T!*X!T, o que ser feito logo a seguir.

Seja 3 dada por

L p - p
p 1 ... p

S =02 N o?[(1 = p) I + pJom) (A.10)
p p o oe. 1

onde I, é a matriz identidade de ordem m e .J,,, é uma matriz (m x m) de uns, entao, sendo X

uma matriz simétrica, sua inversa também é simétrica e pode ser representada seguinte maneira
>~ = pl,, + qJm, onde p, g € R*.
Pela propriedade das matrizes inversas temos que
Ex 2 =1,,

portanto,
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0'2[(1 - p)Im + me] X (pIm + qu) = I,
e realizando o produto, encontramos
o*(1 = p)pIm + [0*(1 = p)g + pp + mpg) Ty = I,

dai,

1

0%(1 — p)p =1, o que resulta em p = m

—pP
PA =)L+ (m—1)p

o%(1 — p)g+ pp + mpb = 0, 0 que resulta em ¢ =

Entao, concluimos que a matriz inversa de (A.10) é dada por

ao

1 1—a
-1
Y= — (Im — me) , (A.11)

coma=1—peb=1+(m—1)p, ou seja,

1+(m—2)p —p —p
s 1 —p 1+(m—2)p - —p
~ 0?1+ (m—1)p](1 - p) : : ‘ :

—p —p o 14+ (m—2)p
Sendo X! dada por (A.11), temos que ¥ = {p, o02}. A seguir determinaremos as derivadas

parciais de primeira e segunda ordem de (A.11) em relagdo aos componentes de W.

Derivando (A.11) em relacdo a o2, temos

ox~t o 1 l1—a
0 w[w(*’m‘ b Jm)}

= ——-y! (A.12)

cujas derivadas parciais de segunda ordem de (A.12) sdo dadas por

0 N I R
d(c?)? do? | o2
1
= 5% ! (A.13)
e

o*x! - 2 _ig—l
da20p op | o2

_ _lo=7

o2 9p

1 |1 1 1 1
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Derivando (A.11) em relacao a p, temos

ox~! 0 1 1—a
o ap[ (I’”‘b Jmﬂ
—1 .
N P I
dp dp |ac? b
. 1,

cujas derivadas parciais de segunda ordem de (?7?) sao dadas por

Pxt a0 (1,
o (%[002<02 )]
1
0—2

2 1
= {agIm—i-a%z[(m—l)a—b—m—i-Z]Jm} (A.16)
e
822_1 822_1
Opda?  9020p
__1om
o2 9p
1 |1 1 1 1
’v~t o (11 1 11
. ap2_8p{aa? Lfﬁb(l‘a‘b)‘]mﬁ
1 2 1
Agora, sendo
s Oln|X|  Oln|X|
2 611)2 N 002
_, 0% _ 1
—or [z <o [m (-5

1 4 1 m

cujas derivadas em relacao a o e p sao, respectivamente,

2 0 my _m @2 0 my
52’2_W{_§}_ﬁ662’1_%{_ﬁ}_o’
Oln|X|  Oln|X|

1) _
o= 0y dp

(m—1)p -1 -1
I 1 m-Dp -1

m(m —1)p

(1 =p)[1+ (m—1)p]
cuja derivada em relacao a p é,

@2 0 { m(m —1)p } _ m(m — 1)[1 + (m — 1)p?]
-

TG\ U=+ m—1pl )~ = pP[L+ (m— D]
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9*xt 2 2 2m
Sl =tr | =X =tr | ST = =
o] = =] = ]

ot ot’
(m—1)p 1 1
291 — 1 -1 1
" [a DY 2} 1 ( ' )p |
do20p (L=p)[L+ (m—1)p] : :
1 1 (m—1)p
m(m—1)p
o*(1=p)[L+ (m—1)g]
1
231—1 _ _ 2 1
i [3 X 2} 4 2(m —1)[1+ (m —1)p7]
o2 (L= 2L+ (m = ]2
1
2m(m — 1)[1 + (m — 1)p?]
(1=p)?[L+ (m—1)p]*
e o valor de T*S 7T para o:
e Modelo Linear:
UADRyN .
t + (m — _ —
% h L —p ’ 1+(mp—2)p —Z 1 t.l
: o2[1+(m—1)p](1—p) o
botm —p —p L4 (m—2)p botm
_ 1 [1+ (m—1)p|S2 — pS7 (1 —p)S
I+ (m=1)p](1-p) (1-p)S; m(1— p)
e Modelo Quadratico:
T's-T .
¢ +(m—2)p —p
-1 : : o?[1+(m—1)p](1—p)
1t t2,
) —p —p
14 (m— 20180~ p% L+ (m— 2] pSar >
=iy | L+ (m—=2)p}Ss — pSa [1+ (m —2)p]S> — pSun (1 —p)S1
(1—p)S2 (1-p)51 m(1 —p)
dai entao, temos que
82 1 1 m 2m
—F | —==1 == |-—+—
) =5 [
_m
52 20t ( )
1 m(m—1)p
_E I
3751 )| =3 9~ e e
—m(m —1)p
20%(1 = p)[1 + (m — 1)p]
_E [82 ((/5)} 1 [m(m — DI+ m—-1)p%  2m(m— 1)1+ (m—1)p?%
Ip? 20 (A=p2[l+(m— %)0]2 (1 =p)?[L+ (m —1)p)?
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e Modelo Linear:

ok _ [1+ (m —1)p]S2 — pS? (1—p)S
- [8a8atl<¢)] = P DA aome ) ]
e Modelo Quadratico:
2
—E [8a88atl(¢)] -
[1+ (m —2)p]Ss — pS5 [L+ (m —2)p|S5 — pSa1 (1~ p)Sy
02[1+(m,11)p](1 2) {1+ (m—2)p}Ss—pSn [L+ (m—2)p|S2 —pSu1 (1 —-p)S
(1= p)S2 (1= p)S1 m(1—p)
Sendo
mm =D+ (m-1p2] _ —m(m-1p
B | 20= P+ m-DpP o(l—p)l+ (m— 1)
—m(m—1)p 2m
o(1—=p)[1+ (m—1)p] o’
seu determinante serd dado por
B| = m(m — 1)[1+ (m — 1)p?] 2m —m(m —1)p —m(m —1)p
21 =p)?[L+(m—=1p]? 02 (1l =p)[l+(m—=1)p] o(l = p)[l+(m—1)p
_mPm—D[1+ (m—1)p"] m?(m — 1)*p°
(1 =p)2[l+(m—1)p]2  o2(1—p)2[l+ (m—1)p)?
CmAm = D1+ (m = D~ (m— 1)p?]
01— p)P[ + (m — )P’
B m2(m —1)
~ (1= L+ (m— DP?
dai teremos que a sua inversa sera
2m m(m —1)p
p-1 _ o?(1=p)*[l+(m—1)p) o? o(1=p)[L+(m—1)p]
m?(m—1) m(m —1)p m(m — 1)[1 + (m — 1)p?]
oL —p) I+ (m—1)p 2(1— p2[1+ (m— 1)p?
2(1 = p)*[1+ (m—1)p*  op(l —p)[1+ (m—1)p|
_ m(m — 1) m
{ ap(l —p)[L + (m —1)p] o?[1 + (m —1)p”] ]
m 2m
Agora, considerando a matriz
[L+ (m — 1)p)S2 = pS? s
o= | (- p)[15+ (m—1)p] o?[1+4 (m—1)p]
1 m
o?[L+ (m —1)p] oL+ (m —1)p]
seu determinante serd dado por
o] = [1+ (m —1)p]Sa — pS? m B Sy Sh
o?(1=p)[1+ ( —1)pl o?*[1+(m—1)p] o*[14 (m—1)p] o*[1+4 (m—1)p]
_mlL+ (m = 1)plS5 —mpS} 5?
ot(1- )[1+( —Dp]* o1+ (m—1)p?
_ m[l+ (m—1)p]S; —mpSt — (1 — p)S}
ot(1—p)[1+ (m—1)p]?
m[l + (m —1)p]S — [L + (m — 1)p] S

L= )L+ (m— L)
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B mSy — S?
= A=t (=1
S

~ (1= p)[l+(m—1)p)
portanto, sua inversa serd

—5 [14 (m —1)p]Ss — pS}
T+ (m—1)g] (1 —p[1+ (m— 1)p]
{ ma*(1 — p) —a*(1—p)S ]

m —Sl
Ol = 2=plltn=)) o?[1 4 (m —1)p] o?[1 4 (m —1)p]

S S
—02(1—p)S; o {[1+ (m —1)p|Ss — pS}}
3 3

A.4 Expressoes da pagina 13

Sendo
[ [1+ (m—1)p|Ss — pS5  [1+ (m —2)p|S5 — pSa 52
o?[1+(m—1)p|(1—p) o?*[1+(m—1p|(1—p) o1+ (m—1)p
c— | LA (m—=2)p]S3—pSu [L+ (m—1)p]Ss — pST S
02[1+(m§1)ﬂ}(1—P) o?[L+ (m—1p](1 —p) o?[1+ (m—1)p]
2 1 m
o?[1 4 (m —1)p] o?[L+ (m —1)p] o?[L+ (m —1)p] |

seu determinante serd dado por

| = m{[l + (m = 1)p}S1 = pSTH[L + (m = 1)p] Sy — pSE}
o0l + (m —1)p]*(1 = p)?

28182{[1 + (m —2)p]S5 — pSar}  SF{[1 + (m — 1)p]Ss — pSF}

oL+ (m —1)p]3(1 — p) oL+ (m —1)p]3(1 - p)
SHL+ (m —1)p]Ss — pS3}  m{[L + (m — 2)p]S3 — pSa1}?
oS[1+ (m —1)p]3(1 - p) oS[1 4 (m —1)p]3(1 — p)?

_ m{[1+ (m —1)p]*S2S4 — p[1 + (m — 1)p]S}Ss — p[1 + (m —1)p]S3 + PQS%S%}+
a o014+ (m —1)p]3(1 — p)?

2(S3 + So){[1 + (m — 2)p]S3 — pSar}  [L+ (m —1)p]S3 — pS7S5

o014+ (m —1)p]3(1 — p) o014+ (m —1)p]3(1 — p)
[1+ (m —1)p]S7Ss — pS7 S5
o014 (m = 1)p]3(1 - p)
m{[1 + (m —2)p]*S5 — 2p[1 + (m — 2)p| S35 + p*S3; }
o1+ (m —=1)pP’(1— p)?

~ mSyS4— 518y — S 2+ (m — 2)p|pS3S2
~ oL+ (m = 1Dpl(1—p)?  oS[1+ (m—1)p]*(1 — p)?

[1+ (m—2)pl{2 —m — [m? — 2m + 2]p} S3

o[l + (m — 1)p]*(1 — p)?
{2+ (4m — 8)p + [2m* — 6m + 6]p*} 93501 — p[2 + (m — 2)p] S5,
o014+ (m —1)p]3(1 — p)?
_ (86 + Sa2) — (S6 + Saz + Ss1 + 25411) — (S + 2512 + 65222) n
001 + (m —1)p|(1 — p)?
2+ (m — 2)p|p(Se + 2551 + 3S42 + 4533 + 25411 + 45391 + 65222) n
o[l + (m —1)p]*(1 — p)?
[14 (m —2)p]{2 —m — [m? — 2m + 2|p}(Se + 2533)+
oO[l+ (m —1)p]*(1 — p)?
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{2 + (4m — 8)p + [2m? — 6m + 6]p?}(S51 + Sa2 + S321)
oS[1 + (m — DpP(1 - p)?
p[2 + (m — 2)p](S42 + 2533 + 25411 + 6S222>
o0l + (m —1)p]3(1 — p)?
(m +1)Sa2 + S51 — 2(m — 2)S33 — 25411 + 25321 — 65222
o5(1— p)2[1 + (m — 1))
Como o numerador da expressdo acima é fungdo apenas de t = (t1,...,ty), entdo o

representaremos simplesmente por g(t), dai

g(t)
(L—=p)2[L+(m—1)p]

Cl= (A.18)

Passemos agora & determinacdo de C~', onde para isso precisaremos primeiro calcular a

matriz cofatora de C, a qual chamaremos de K, cujos elementos sao calculados a seguir.

[1+ (m —1)p]Sy — pS} S
ki = 02[1+(m§1)p](1—p) o2[1+ (m — 1)p]
1 m
a?[l+ (m—1)p] a?[l+ (m—1)p]
=y = 1 (14 (m—1)p]S2 — pS? (1—p)Si
TSI (m —Sl)p]2(1 —p)? (1—p)S m(1 — p)
" oLt (m - D1 p)
[1 4 (m —2)p|S3 — pSn Sy
bip = | L (m DAL =p) o1+ (m —1)p)
2 m
o?[1+ (m —1)p] o2[1+ (m —1)p]
= kip = 1 1+ (m—2)p]S3 —pSar (1 —p)S1
" 04[1 + (m — 1)p]2(1 - p)2 (1—p)Sa2 m(1— p)
(m —1)S5 — Sy

- oI+ (m—1)pl(1-p)
[1+ (m—2)p]S5 — pSar  [L+ (m — 1)p]Sy — pS}
ks = 02[1+(m§1)p](1—p) 02[1+(m§1)p](1—p)

2 1
a2[1+ (m— 1)) a2[1+ (m — 1)p]
e 1 [1+ (m —2)p]S3 — pSar [1+ (m — 1)p]Ss — pS?
v o+ — NP1 = p)? (1-p)Ss (1-p)S
31 — 22
oL+ (m —1)p](1 - p)
[1+ (m —1)p]Sa — pS3 S
ko = | P+ DA =p) P+ (m = 1))
2 m
o?[L+ (m —1)p] o?[1+ (m —1)p]
NP 1 [1+ (m—1)p]Ss —pS3 (1—p)Sa
27 oL+ (m = 1)pP(1 - p)? (1-p)Ss m(1 - p)
mS4 — S%

~ a1+ (m—1)p)(1—p)
[14 (m —1)p]Ss = pS5  [L+ (m —2)p]S3 — pSan

by = | O o Del=p) 4 (m 1] =)
oL+ (m —1)p] o?[L+ (m —1)p]
= feoe — 1 [1+(m —1)p]Ss = pS5  [1+ (m —2)p]S3 — pSa
271+ (m = Dp2(1 - p)? (1-p)Ss (1-p)S1
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_ Sa1 — S32
A+ (m - D0 7)
[1+ (m —1)p]Ss — pS5  [1+ (m —2)p|S5 — pSa

o*[L+ (m —pl(1 = p) 21+ (m—1pl(1-p)
[1+ (m —1)p|S2 — pSi

553 = | L4 (m — 2)plS; — pSan
o?[1 4 (m—=1)p|(1=p) o*[1+ (m—1)p|(1-p)
= fona — 1 [1+(m—1)p]Ss — pS3  [1+ (m —2)p|S3 — pSa
BT+ (m— 1)pP(1 - p)? (1—p)S (1-p)S
Sa1 — S32

oL+ (m—1)p)(1 - p)
Com os elementos calculados acima, teremos que
S (m — 1)53 — 891 S31 — 2599
mS4 — 522 541 — 532

1
K = (m —1)S5 — So;
41 -1 1-—
oL+ (m = Dpl(1 =) S31 — 2592 Sy1 — S32 Sy1 — S32
daf, multiplicando-se |C|~! por K, teremos

-1 _ 0'6(]. - p)Q[]- + (m - 1)/)] (m . 1)55 _ S (m;L;)SE§2521 551 __2522
oM+ (m =1l - p)g(?) 25y L S-S
S31 — 2592 Sa1 — S32 Sy1 — S32

02(1 _ p) S (m — 1)53 — 521 531 — 2522

= T (m — 1)53 — 521 mS4 — S22 541 - 532

g S31 — 252 Sa1 — S32 Sa1 — S32

(1=p)gi(t) (1—p)g2(t) (1—p)gs(t)

_ o2 | A=p)ga(t) (1-plga®) (1- P)i&s(t)
(= pnlt) (1= pt) 5

onde g;(t),i = 1,...,5 sao fungoes apenas de t e g(p,t) é uma fungao de p e t.
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