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Resumo

Neste trabalho estudamos a solvabilidade do problema de Cauchy
u” + M(|AZu?) Au+ My (|A2u)?)u = f
u(0) = ug
u'(0) = uy

onde A é um operador auto-adjunto positivo definido de um espacgo de Hilbert
H e os dados iniciais sdo tais que vy € D(A), w; €V e f € L*(0,T;V).



Abstract

In this work we study the solvability of the Cauchy’s problem
u” + M(|AZu?) Au+ My (|A2u)?)u = f
u(0) = ug
u'(0) = uy

where A is a self-adjoint operator on a Hilbert space H and the initial data
are such that ug € D(A), u; € V and f € L*(0,T;V).
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Introducao

No presente trabalho analisamos a solvabilidade, para o problema de Cauchy
abstrato,
u" + M(|Azu)?) Au+ My (|Azul?)u = f
u(0) = ug (0.1)
uw'(0) = uy

onde A é um operador auto-adjunto positivo definido. V e H sao espacgos de
Hilbert com produto interno e norma representados respectivamente por ((,)),
I.ll e (,), |.], V denso em H, com injecao compacta, as funcées M e M; sao de
classe C'[(0,00),R], M(\) > 0 e M;(\) > 0, VA > 0. O operador A é definido
pela terna {V, H;((,))} nas condigoes da Teoria Espectral. Ainda com relagao

ao problema (0.1), os dados iniciais ug,u; e f sao considerados de modo que
ug € D(A),u; €V e f € L*(0,T;V).

Denotamos por (P*), o problema (0.1) sem o termo nao linear M, (|ul?*)u.
Este problema teve sua origem no modelo matematico que descreve peque-
nas vibracoes de uma corda elastica de comprimento L, presa nos extremos,
quando supomos apenas significativa a componente vertical de tensao.

Usando a Lei linear de Hooke, conforme Kirchhoff, a formulacao matematica

para esse fendomeno é dada por

L 2
o (5_“) dx] Aulz,t) = f,0 <z <L,

P = 2L J, \Ox

onde 73 é a tensao inicial da corda; £ é o médulo de Young do material; p a
densidade; a area da secgao reta da corda e u(x,t) o deslocamento vertical do
ponto x na corda no instante t.

Considerando a Lei de Hooke do tipo,

o S—L
Ton=0|\—7—|



onde ¢ nao necessariamente linear, 7 — 7y é a variagao de tensao e S — L a

variagao do comprimento da corda, obtemos um modelo nao linear do tipo

(P*)
M (s) = mo + ¢(s),

onde my > 0 e ¢(s) é nao linear.

Para o caso concreto, temos como representacao o modelo de Kirchhoff,

w(z,t) — M ( /Q |Vu(x,t)|2dx) Au(z,t) = F(b), (0.2)

onde 2 aberto limitado R" com fronteira bem regular e M(\), A > 0.

Diversos autores estudaram o modelo (0.2) e deram importantes contribuicoes
que mencionamos a seguir:

Em 1940, Bernstein fez analise quando ) é um intervalo limitado da reta
real R, utilizando a série de Fourier. Quando Bernstein supoe M (\) > mg > 0
continuamente diferenciavel, faz algumas restricoes aos coeficientes da série
de Fourier e admite f = 0 obtendo, assim, solugao analitica.

Em 1978, Lions formulou o problema acima de forma abstrata, propondo
seu estudo com M(A\) > 0. Em virtude de sua positiva abordagem, obtiveram
muitos outros resultados.

Dickey, fez sua andlise com () sendo a semi-reta R", para cordas de compri-
mento finito e semi-finito e M(\) = a+b(\), com a > 0, b > 0. Este resultado foi
generalizado em 1979 por Menzala, que admitiu {2 = R", e em ambos 0s casos
os autores utilizaram a transformada de Fourier.

Em 1989, J. Ferreira [8], em trabalho relevante, generalizou os trabalhos
de Dickey e Menzala formulando o problema de forma abstrata, admitindo a
injecao de V em H apenas continua. Em substituicao a transformada de Fourier
o autor usou a técnica de Diagonalizacao de Operadores, que num certo sentido
generaliza a transformada de Fourier. Outros autores utilizaram essa técnica
com sucesso entre eles E. R. Crippa, E. Bisognin, A. T. Cousin, etc. Como
conseqiiéncia obtivemos os casos particulares de () limitado ou ilimitado.

Em nosso primeiro capitulo, apresentamos os conceitos, as nogoes basicas
e os resultados usuais da literatura os quais sao essenciais para os capitulos

subseqiiente.
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Nos capitulos II e III, estudamos o problema regularizado, o qual consiste em
considerarmos os dados iniciais mais regulares, com o proposito de obtermos a
solvabilidade. O método utilizado para o problema da existéncia foi o método

de Galerkin e para a unicidade o método da energia.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo utilizaremos definicoes e nocoes basicas da Teoria das Equa-
coes Diferenciais, bem como alguns teoremas, lemas e proposicoes que nos
auxiliarao como pré-requisitos necessarios para melhor compreensao dos capi-
tulos subseqiientes. Sendo assim, nao nos preocuparemos nas demonstragoes
de possiveis resultados utilizados preliminarmente, pois mencionaremos as re-

feréncias bibliograficas onde poderao ser encontradas.

1.1 Os Espacgos L7(Q))

Definigao 1.1.1. Seja Q@ C R"™ um conjunto aberto. Representa-se por LP(2), 1 < p <
+00, 0 espaco vetorial constituido pelas fungoes f : ) — R mensurdveis, cuja poténcia p,

|f|P, € integrdvel a Lebesgue; isto é:
LP(Q) = {f : Q—R; [ é mensurdvel 6/ |f(x)|Pdr < 400, 1<p< —i—oo}
Q

Gostariamos que esses espagos fossem espacgos de Banach, a fim de lidar com
eles usando as ferramentas de Analise Funcional. Todavia, o que ocorre é que
a “candidata natural” a definir uma norma em LP({2), 1 < p < 400, que é a

funcao ||.||zr ) : £P() — R dada por:

£l = [ / |f<x>|pdxr

é apenas uma semi-norma, uma vez que | f||z») se, e somente se, f =0 quase
sempre em ().
Para driblar essa “deficiéncia” dos espagos £P({2), 1 < p < +oo, procedemos do

modo seguinte. Primeiro, definimos em £?({2) uma relagao binaria ~ definida
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por:
f~g<& f=gquase sempre em )

E facil provar que a relagao ~ é uma relagao de equivaléncia. Assim, faz sen-
tido considerar o quociente de £P(2), 1 < p < +oo, pela relagao de equivaléncia
A colecao de classes de equivaléncia assim obtida forma um espacgo vetorial,

com norma definida por

Mﬂmz{éuwwwr

onde f é um representante da classe de equivaléncia {f}.

Os espacos vetoriais normados assim definidos sao denotados por L*(f2). Eles
exercem um papel fundamental no estudo moderno das Equagoes Diferenciais
Parciais. Como, na verdade, nao ha possibilidade de confusao, é usual, devido
a conveniéncia, escrever f € L?(Q2) e ||f||, para denotar os elementos e a norma
em [P(Q)), onde f é um representante qualquer da classe de equivaléncia em
questao.

Pode-se provar que os espagos LF(Q2), 1 < p < +00, sao todos espagos de
Banach. Além disso, o tnico dos L*(2) que é um espaco de Hilbert ocorre

quando p = 2, com produto interno definido por:

(Fg)e = [ f@lga)ts
Q
Finalmente, para definir L>°({2) é preciso generalizar a idéia de supremo.

Definicao 1.1.2. Uma Fung¢ao mensurdvel f : 0 — R € dita essencialmente limitada
quando eziste g : Q0 — R limitada, tal que f ~ g. A colecao das classes de equivaléncia da

fungoes definidas em ) e essencialmente limitadas é denotada por L>(S).

Pode-se definir uma norma em L*>({2) por:

[ flloo = inf {suplgl;g ~ f}

o lado direito da igualdade acima é muitas vezes chamado o supremo essencial
de f, e denotado por supess f. Prova-se que, com a norma acima, L>*({2) é um

espago de Banach.
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1.2 Convergéncias em um Espacgo de Banach 7

A tabela abaixo apresenta um resumo das principais propriedades dos espagos
LP(§2). Apenas nesta tabela, estamos considerando p # 1, p # 2, e , neste caso,

" 11 _
q é tal que 5+5—1.

Banach Hilbert Reflexivo Separavel Espacgo Dual

LP(Q) sim nao sim sim L1(Q)
LY(Q) sim nao nao sim L>(Q)
L3(%2) sim sim sim sim L3(92)
L>(Q)  sim nao nao nao contém L'(Q)

1.2 Convergéncias em um Espaco de Banach

Seja X um Espago de Banach, com norma |.||x. Por X’ denotamos o dual
topologico de X; que é o conjunto de todos os funcionais lineares e continuos
definidos em X. Prova-se que X' é também em Espaco de Banach, com a norma

dual

[fllxr o= sup{|(f,z)|; 2 € X, ||z]|x <1}

Sejam (z,),en uma sequéncia de elementos de X, e x € X.

Definigao 1.2.1 (Convergéncia Forte). Dizemos que x,, converge forte para x em X, ou,

simplesmente, x, converge para r em X, e anotamos
T, — v em X

quando

[z —2llx =0

Definigao 1.2.2 (Convergéncia Fraca). Dizemos que x,, converge fraco para x em X, e
anotamos

T, ~xem X

quando

<f7xn> - (f,x>,Vf e X'

Agora, sejam (f,).cy uma sequéncia de elementos de X', e f € X'.
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1.2 Convergéncias em um Espacgo de Banach 8

Definigao 1.2.3 (Convergéncia Fraca-Estrela). Dizemos que f, converge fraco-estrela
para f em X', e anotamos

fo > fem X'

quando

<fmx> - <f,CL’>,\V/ZE e X

Na verdade, podemos definir uma topologia em X, chamada de Topolo-
gia Fraca, que induz a convergéncia fraca enunciada acima. Analogamente,
podemos definir uma topologia em X', chamada Topologia Fraca-Estrela, que
induz a convergéncia fraca-estrela. Quando procedemos dessa forma, as con-
vergéncias numéricas usadas nas definicoes acima passam a ser uma con-
sequéncia da maneira como as topologias sao definidas. O leitor interessado
pode consultar [2].

Nao é dificil mostrar que, quando X tem dimensao finita, as trés con-
vergéncias (a fortiori, as trés topologias) coincidem. Além disso, quando X é
reflexivo, as convergéncias (a fortiori, as topologias) fraca de X' e fraca-estrela
coincidem.

As principais relagoes entre estas convergéncias ficam determinadas pela

seguinte proposicao.

Proposicao 1.2.1. Sejam (x,,)nen uma sequéncia de elementos de X, (fn)nen uma sequén-

cia de elementos de X', v € X, e f € X'. Tem-se:

(i) Sex, —»xem X, entao x,, =~z em X.

(ii) Sex, =z em X, entao ||z,|x € limitada, e ||z|x < liminf|z,| x.
(iii) Sex, ~xem X, ese f, — fem X', entao (fn,x,) — (f,z).
(iv) Se f, — f em X', entio f, > f em X'

(v) Se fu > fem X', entio ||fn||x € limitada, e ||f||x < liminf | f,||x-.
(vi) Se f, > fem X', e sex, — x em X, entio (fn,x,) — (f, z).

(vii ) Se X € um espaco de Hilbert, entio x, — x em X se, e somente se, r, — x em

X, ellzallx = llzflx-

Bahia, Marcio Aldo Lobato. PPGME/UFPA



1.3 Teoria das Distribuicoes Escalares 9

Demostragdao: Faremos apenas a prova de volta do item (vii). Para as demais, ver [2].
Por hipdtese, temos x, — x; isto é, (f,x,) — (f,x), para todo f € X'. Do Teorema
da Representacdo de Riesz para Espagos de Hilbert, seque, em particular, que (x,,x) —

(x,z) = ||z||%. Dai,

lzn — 2llx = (20 — 2,20 — 2) = |2allx — 2@n, @) + 2]k — 2]2]% —2[2[% =0.

1.3 Teoria das Distribuicoes Escalares

1.3.1 Espacgo das Funcoes Testes

Sejam (2 C R” um aberto limitado e ¢ : 2 — R, uma funcao continua. Deno-
minamos suporte de ¢, ao fecho, em (), do conjunto dos pontos = pertencentes a
() onde ¢ nao se anula. Denota-se o suporte de ¢ por supp (¢). Simbolicamente,

tem-se:

supp (p) = {x € Qi (z) # 0} em Q.

Usando a defini¢ao conclui-se que o supp (¢) é o menor fechado fora do qual

¢ se anula e valem as seguintes relagoes:

1. supp (p + ) C supp (¢) U supp ()
2. supp () C supp (¢) N supp ()

3. supp (Ap) = A supp (p), A € R —{0}.

Exemplo 1.3.1. Seja ¢ : (0,1) — R tal que p(x) = 1,V € (0,1) :
Verifica-se que o supp (¢) = (0,1), ndo é um conjunto compacto.

Neste nosso estudo, damos um destaque especial as funcoes ¢ : 2 — R, com
suporte compacto contido em () que , sejam infinitamente diferenciaveis. Com
esse intuito defininamos o espagos C§°(£2), como sendo o espago vetorial das
funcoes indefinidamente diferenciaveis e suporte compacto contido em (2. Os

elementos de C§°(§2) sao denominados fungoes testes em ().

Bahia, Marcio Aldo Lobato. PPGME/UFPA



1.3.2 Convergéncia em C§°(12) 10

Exemplo 1.3.2. Dados xy € R*, r >0, denotamos por B, (zo) a bola aberta de centro
xo de raio r, isto €, B, (xg) = {z € R"; ||z — x|l <1} . Se B, (xy) C Y, define-se

p:Q—R

por

1”2 o
so(x>={exp(m) se |lz—xoll <7

0 se ||z — x| > 7.

Neste exemplo, verificamos que supp (p) = B,(xg) é um compacto e que C§°(§2) € ndo
vazio. O espago C°(Q) € de grande importancia para o nosso estudo, visto que estamos

interessados em estudar funcionais lineares continuos definidos em Cg°(€2).

Observagao 1.3.1. Por um multi-indice, entendemos, uma n-upla o = (o, ..., o) de
nidmeros inteiros nao negativos. Denotamos por |a| = ag+- - -+ay, a ordem do multi-indice

e por D* o operador derivagdo parcial, de ordem |a|,

olal

DY = —————.
ey ... 09
Para o = (0, ...,0), temos por defini¢io Dp = .

A seguir daremos noc¢oes de convergéncia em C{°({2), tornando-o um espago

vetorial topoldgico.

1.3.2 Convergéncia em C§°(12)

Dizemos que uma sucessao (¢, ),eny de fungoes em C§°(£2) converge para ¢ em

Ci°(2) quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:
(i) Existe um conjunto compacto K C (2 tal que
supp (p) C K e supp(p,) C K,¥n € N

(ii ) D*p, — D%*p uniformemente em K para todo multi-indice a.

O espacgo vetorial C°(£2), junto com a nogao de convergéncia definida
acima, é um espaco vetorial topolégico que denotamos por D({2) e chama-

mos de espaco das fungoes testes.
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1.3.3 Distribuigoes Escalares 11

Observagao 1.3.2. Sendo 2 limitado, obtemos D(Q2) — LP(S2), para todo p, tal que

1 <p<oo, comimersio continua e densa. De fato, dado ¢ € D(Q2), temos que

/Q o (@) da < sup | (2)P m () < oc.

e

Isto prova a inclusao algébrica. Para a continuidade, seja o, — ¢ em D(2). Mostrare-

mos que

/Q\som)—so(x)\f’dwo

note que,

/Q on (@) — o (@) do = /K on (@) — ¢ () do.

logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim | Jon (z) =@ (@) de = lim [ o, (2) — ¢ (2)]" do
= / lim |¢, () — ¢ (2)|"de =0
Kn—>OO

Podemos ainda mostrar que a imersao anterior é densa. Para isso ver [12]

1.3.3 Distribuicoes Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de fungoes sobre (), introduzimos o
conceito de distribuicoes escalares.

Denominamos de distribuigao escalar sobre {2 a toda forma linear e continua
sobre D(Q), isto é, uma funcdo T : D()) — R que satisfaz as seguintes

condicgoes:
(1) T(ap+BY) =aT(p) + BT (Y)Y, ¢ € D(Q),Va, 5 €R.
(ii ) T" é continua, isto é, se (¢,),.y converge para ¢, em D (1), entao

T(p,) — T (p) em R.

O valor da distribuigao 7" na funcao teste ¢, é denotado por (7', ¢). Muniremos

o espaco vetorial das distribuigoes escalares da seguinte nocao de convergéncia:

Bahia, Marcio Aldo Lobato. PPGME/UFPA



1.3.3 Distribuigoes Escalares 12

Considera-se o espaco de todas as distribuicoes sobre (). Neste espacgo, diz-
se que a sucessao (7,),en, converge para 7, quando a sucessao (< T,,¢ >),en
converge para (7T, ¢) em R para toda ¢ € D(2). O espago das distribuicoes sobre
) com esta nocao de convergéncia é denotado por D'((2).

As distribuicoes que aparecem com mais freqiiéncia sao aquelas definidas a

partir de fungoes localmente integraveis.

Definicao 1.3.1. Dizemos que uma funcao u : @ — R ¢é localmente integrdavel em

Q, quando u € integravel a Lebesque em todo compacto K C €. O espago das fungoes

1

localmente integrdveis é denotado por L,

(Q). Em simbolo temos:

we Ll (Q) e / lu(z)| dz <
K

para todo compacto K C ().

Exemplo 1.3.3. Sejau € L. (Q) e T, : D(Q) — R definida por

loc

< Tuyp >= /u(m)gp (x) dx.
Q

Nestas condigoes T, € uma distribuicao escalar sobre Q.
De fato, nao € dificil mostrar a linearidade de T, pois seque da linearidade da integral.

Resta-nos mostrar que T, € continua; seja dada uma seqiéncia (@) de funcoes testes

veN
sobre Q convergindo em D (2) para uma fungdo teste . Entao

Ty 00) — Tur )| = [T 00 — 0)] = / u(@) (g — ) () de| <
Q

/ () (00 — ) (2)] dz < sup |, — o] / ju (2)| dz — 0,

Q

pois, v, — © uniformemente.

A distribuicao 7, assim definida é dita “gerada pela funcao localmente in-
tegravel u”, e usando o Lema Du Bois Raymond, tem-se que T, é univoca-
mente determinada por u, no seguinte sentido: 7,, = T, se, e somente se, u = v

quase sempre em (). Neste sentido identificamos u com a distribuicao 7, e o

1
loc

espago L; .(Q)) das fungoes localmente integriaveis pode ser visto como parte

do espaco das distribuices D' (Q).
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Lema 1.3.1 (de Du Bois Raymond). Seja u € L}, (Q). Entao T,, = 0 se, e somente se,

loc

u =0 quase sempre em ().

Demonstracao: ver [11]
Vale ressaltar que existem distribuigoes nao definidas por fungoes de L}, (Q),

como pode ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 1.3.4. Seja xo um ponto de 2 e definamos a fung¢ao 0., : D(2) — R dada
por
< O30, 0 >= @(0).

E facil vereficar 65, que € uma distribuicdo, conhecida por Distribuicao de Dirac, em
homenagem ao fisico inglés Paul A.M. Dirac(1902-1984). Entretanto, mostra-se que a

distribui¢do 6, nao é definida por uma fung¢io u € L. (), isto €, nao existe u € L}, ()

tal que

/Q u(@)p(x)dz = p(z0), Y € D (D).

De fato, suponhamos que a distribui¢io o, ¢ definida por alguma fungao u € L}, ().

Entao tem-se:

< Bryip > / u(@)p(x)dz = p(x0), Yo € D(Q)

tomando £ € D () definida por

£(x) = ||z — zol* ¢(2)

dat,
E(xg) =< 04y, & >= / u(z) ||lx — xUHQcp(x)dm =0,V¢eD(Q).
Q

pela proposicées (1.1), seque que ||z — x| u(x) = 0 quase sempre em Q, logo u(z) = 0
quase sempre em ), isto €, < 0y,,p >= 0,V € D(Q), ou seja, p(xg) =0, ¢ € D (),

que € uma contradicao.

~ ~ . / .
Com essa nogao de convergéncia, D ({)) passa a ser um espago vetorial

topologico e temos a seguinte cadeia de injegoes continuas e densas

D(Q) — Lt (Q) — L}

loc

(Q)— D' (Q),1<p< oo,
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1.3.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o intuito de estudar os espacos de Sobolev, introduzimos o conceito de
derivada distribucional para objetos de D’'({)

A motivagao no conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito
de derivada distribucional dado por Sobolev, se deve a féormula de integracao
por partes do Calculo, sendo este conceito generalizado para distribuigoes
quaisquer em D’ (12).

Seja T uma distribuicao sobre 2 e & um multi-indece. A derivada (no sentido

das distribuicoes de ordem « de T é definida como sendo o funcional linear
DT :D(Q2) — R,
tal que
(DT, ) = (—1)*(T, D) ,p € D(D).

Segue da definigcao acima que cada distribuigao 7" sobre () possui derivadas

de todas as ordens. Assim as fungoes de L} (Q) possuem derivadas de todas

loc

as ordens no sentido das distribuigoes. Observe que a aplicagao
D*:D'(Q) - D' (Q)

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (2). Isto significa

que:

lim 7,=T em D' () entao lim DT, = DT em D' (Q).

V—>00 vV—0Q0

Observacao 1.3.3. OQutro resultado interessante a ser mercionado € que a derivada de
uma fungao L}, () ndo é em geral, uma fungio L} (), como mostra o exemplo a

Sequir.

Exemplo 1.3.5. Seja u a funcdo de Heaviside, isto €, u € definida em R e tem a sequinte

forma:

assumindo qualquer valor em x = 0.
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1
loc

Como &y & Li,. (), basta verificar que u' = dy.

loc

De fato:

Esta fungao u pertence a L), (2) mas sua derivada u' = & ndao pertence a Li,. ().

loc

o0 0
<u,p>=—<uQ >:—/ gpl(x)dx:/ ¢ (x)dz = p(0) =< 0y, >,V € D(Q).
0

o
Tal fato, motivard a definicao de uma classe significativa de espacos de Banach de

funcoes, conhecidos sob a denominacdo de Espacos de Sobolev.

Observagao 1.3.4. Se u € C*(R™), para cada |a| < k , entdo a nogao de derivada no

sentido cldssico coincide com a noc¢ao derivada no sentido das distribuicoes, isto €
DT, = TpeV|a| < k.

é uma consequéncia simples da formula de integracio de Gauss.

1.4 Espacos de Sobolev

Apresentaremos nesta secao uma classe de espacos fundamentais para o es-

tudo das Equacoes Diferenciais Parciais, que sao os espacos de Sobolev.

1.4.1 O espago H™ (2)

Seja 2 um aberto do R"” com fronteira bastante regular I'. Foi observado
na segao anterior que se u € L? (), u possui derivadas de todas as ordens no
sentido das distribuigoes. Viu-se que D“u nao é, em geral, uma distribuicao
definida por uma fungao de L?(2) pois estamos interessados em espagos de
distribuigoes u € L? (Q2) cujas derivadas distribucionais permanecam em L” (Q);
logo tais espagos serao denominados Espac¢os de Sobolev.

Dados os inteiros m >0 e 1 < p < 00, 0o espago de Sobolev de ordem m sobre
(2, é o espago vetorial denotado por W7 (Q2), constituido das fungoes u € L? (2)
para as quais D“u € L? (2), para todo multi-indice «, com |a| < m. Em simbolo

temos

WmP(Q) ={ue LP(Q) : D*u € L? (), Vo, multi-indice, com |a < m}
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O espago W™P (Q2) serd munido da norma
1/p

[ullymoey = | D 1D ulf0y | 1<P<o00

laf<m

e se p=o00

HUHWWW(Q) = Z ||Daul|L°°(Q)'

laf<m

em ambos os casos WP (1) é um espago de Banach.
O espago W™P (Q)) é um espago reflexivo se 1 < p < 0o e separdvel se 1 < p < oco.
No caso particular em que p = 2, o espago W™?(Q) é um espago de Hilbert,

denotamos por H™ (f2), isto é,
H™(Q) ={ue L*(Q); D% € L*(Q),Va, |a] <m},

as derivadas D®, evidentemente, no sentido das distribuigoes.

Define-se em H™ (2) o produto escalar

((u, v)) gmq) = Z (D%, D%)LQ(Q) dx,Yu,v € H™ (Q)
la|<m
com norma induzida por este produto escalar dada por

1/2

_ «@ 2
lll gy = EZLWUMMM

laj<m

mostra-se que H™ (1) é espago de Hilbert separdvel. Ver [11]
Para se ter uma idéia mais apurada dos espacgos de Sobolev, descrevemos
alguns casos particulares.

Em dimensao n = 1, temos,

4 / d
' (a,b) = {ue L (@.b)iv € L (a.b)} . u' =T

neste caso

Hwhw=/hwﬁﬁ+/WWW#
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Em dimensao n > 2, teremos

ou

HI(Q):{UELZ(Q);E)—%

e neste caso,

||u\|§{1(9) = /Q[u(xl,xg,...,xn)]zdxldxg...dxn

- ou 2
+ ;L(a—%(m,xm...,xn)) dzridzs ... dz,,

ou, de modo mais conciso, escrevemos

full = [ luPda+ [ Vul*d,
Q Q

E oportuno observar que, embora o espago vetorial das fungoes testes D ((2)
seja denso em [P (), 1 < p < oo, em geral ele nao é denso em W™?(Q). Isto
ocorre porque a norma de W™? (Q) é “bem maior”’que a norma de L” ({2) e por
isso WP (Q)) possui menos seqiiéncias convergentes. Isto motivou a definigao
dos espagos W;"" (2) como sendo a aderéncia de D (2) em W™? (Q)). No caso
p = 2 denotaremos esta aderéncia por HJ"(f2).

Os espagos W;"" (2) e, em particular, os espagos H]" (12); desempenham papel
fundamental na Teoria dos FEspacos de Sobolev e por conseguinte na Teoria
das EDP’s.

O Trago em H' (Q)

Demonstra-se em [14] que as fungoes de H™ ()) podem ser aproximadas na
norma de H™ (), por funcao de D (), onde D (Q) é o conjunto {og;9 € D(R™)}
que se pode definir a restrigao a fronteira I' de Q). Dada ¢ € H! (Q), consideremos

uma seqiiéncia (¢,),., em D (Q) com
¢, — @ em H'(Q)
Definimos o operador 7, : H' () — L? (") por
0 (p) = Hm xfp,

sendo o limite considerado na norma de L?(T'). O operador v, denominado

Bahia, Marcio Aldo Lobato. PPGME/UFPA



1.4.1 O espago H™ (Q) 18

operador de trago, é continuo, linear cujo o nicleo é H! (Q2). De forma mais
simples escrevemos ¢|. em vez de 7,y assim podemos caracterizar o espaco
Hi (Q) por:  H}(Q) = {p e H (Q); ¢, =0}. A generalizagao do operador de

trago para os espagos H™ (1) ocorre de forma natural e, no caso m = 2, temos:
2 2 890
Hy(Q)=qp € H*(Q);¢, =0, 5|F:0 :

Representamos por W17 (Q)) o dual topolégico do espago W;"" () se 1 < p <
oo com p e ¢ indices conjugados. Se ¢ € W4 ((), entao ¢y, € D' (Q).

Quando p = 2, Wén’g () é denotado por H{"(f2), cujo dual recebe a notagao
H~™(Q).

A seguir enunciamos sem demonstrar o teorema que caracteriza o W~=""? (Q).

Teorema 1.4.1. Seja T € D' (). Entao, T € WP (Q) se, e somente se, existem
ga € L1(Q) tais que T = Y. D%,

ja<m
Demonstragao: ver [11]

Proposigao 1.4.1 (Caracterizagao de H™1(Q)). Se T for uma forma linear continua

sobre H} (), entao existem n + 1 fungdes ug,uy, ..., u, de L* (), tais que:
T = g + .
Ho Z 8%

Demonstragao: ver [11]

De posse destes dois resultados podemos concluir que se u € H} (1), entao
Au € H'(Q), sendo o operador A : H} () — H'(Q), linear, continuo e

isométrico.

Lema 1.4.1 (Desigualdade de Poincaré). Seja 2 C R™ um aberto limitado em alguma

diregdo. Se u € H} (Q), entdo existe uma constante C' > 0 tal que
2 2
ulz2(0) < C1Vuli2q)

Demonstracao: Suponhamos 2 C R™, limitado na direcao do eizo x1. Sendo v €
H}(Q), existe uma sucessao (¢,),en de fungoes de D(Q) tal que p, — v em H}(Q), isto
€,
op, ov

IL*(Q), i=1.2.....n.
oz, a%em (), i=1,2,...,n

0, — v em L*(Q) e
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como ) € limitado, existem a e b € R tais que Ve € 1 a < proj x < b onde a proj x € a

projecio de x sobre o eizo coordenado 1. Agora dado ¢ € D () e p(a,z1,...,2,) =0,
temos:
1 a
o (r1,29,...,2,) = ?(5:1:2,..., xy,) d€
e da desigualdade de Schwartz, obtemos:
2 2
) 19
o (@1, 20, ..., 20)|° = ( i a? (&, acg,...,xn)d§> < (b—a)/a a—?(f,xg,...,xn) dg.
aplicando o Teorema de Fubini temos:
2
/‘@(x1,$2,...,$n)‘2d13 < f SUQ,...,In) dédl’g
Q
2
< (b—a)/ (& o, ..., xy,)| dx
NES
dat,
n a(p 2 1/2
|90|L2(Q) <(b-a) [Z . ] :
=1 1 9% L2 @)
portanto,
|u|iz(m <C ’VU|2Lz(Q)
[ |

Observagao 1.4.1. Utilizando desigualdade de Poincaré podemos concluir que em Hj (),
as normas |[ul| g1 gy € [Vulp2q) sio equivalentes.

Demonstragao: Consideremos a norma em Hj(2). Se v € H}(Q), tem-se:
2 2
[0l 1) = [0]F2i0) + [VUli2i0) = VOl
da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, obtém-se:
2
[0llE (@) < (1+ C) [Voliaq

conclui-se das desigualdades acima que em H}(Q), as normas |[v|| i) e VU2 sdo
equivalentes.
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1.5 Espacos L”(0,7T; X) e Distribuicoes Vetoriais

Sejam X um espaco de Banach real, com a norma ||.|y , 7 um nimero real
positivo e yg a funcao caracteristica do conjunto E. Dizemos que uma funcao
vetorial ¢ : ]0,7] — X é dita simples, quando assume apenas um nimero finito
de valores distintos.

Dada uma funcao simples ¢ : (0,7) — X com representagao candnica

k
p(t) = Z XE;Pi-
i=1

onde os conjuntos E; C (0,7) sao mensuraveis, dois a dois disjuntos, com
m(E;) < ooep € X,Vi=12, ... k; entao definimos a integral de ¢ como

sendo o vetor de X dado por

/O PO =Y m(E) .

Dizemos que uma fungao vetorial v : (0,7) — X é Bochner integravel (B —

integravel) se existir uma seqiiéncia (y¢,),.y de fungoes simples tais que:
(1) ¢, — uem X, q.s em (0,7);
g . T
(@) Jim [y llow (t) = om ()]l dt = 0.
Neste caso, a integral de Bochner de u é, por definigcao, o vetor de X dado
por

T T
/ u(t)dt = lim v, (t) dt,
0

n—oo 0

onde o limite é considerado na norma de X. Ver [§]

Uma fungao vetorial v : (0,7) C R — X é fracamente mensurdvel quando
a fungao numérica ¢t — (®,u(t)) for mensurivel V& € X', onde X' é o dual
topologico de X; dizemos que u é fortemente mensurdvel quando u for limite
quase sempre de uma seqiiéncia (y,),.y de fungoes simples. Em particular,
quando u for fortemente mensuravel, entao a aplicagao t — |ju(t)|, é men-
suravel a Lebesgue.

Denotamos por L?(0,7;X),1 < p < oo, o espago vetorial das (classes de)
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fungoes v : (0,7) — X fortemente mensurdveis e tais que a funcao ¢ — |lu (¢)|/%

é integravel & Lebesgue em (0,7), munido da norma

T 1/p
!Whmmxy—(é\mﬁwﬁﬁ)

Quando p =2 e X = H é um espago de Hilbert, o espago L? (0,T; H) é também

um espago de Hilbert cujo produto interno é dado por

T
(U>U)L2(0,T;H) :/0 (u(s),v(s))yds
Representamos por L> (0,7; X) o espago de Banach das (classes de) fungoes
uw: (0,7) C R — X que sao fortemente mensuraveis e tais que t — |lu(t)]|y €
L>(0,7). A norma em L* (0,7;X) é definida por

HUHLOO(O,T;X) = SUpesSicio, | [u(®)]] x

Quando X é reflexivo e separdvel e 1 < p < oo, entao L? (0,7; X) é um espago
reflexivo e separavel, cujo dual topoldgico se identifica ao espago de Banach
L1(0,T; X"), onde p e ¢ sao indices conjugados, isto é, 217 —i—é = 1. No caso, p=1,
o dual topolégico do espago L' (0,T; X) se identifica ao espago L™ (0,7; X’). A
dualidade entre esses espagos é dada na forma integral:

(u, U>(LP(O,T;X))’><LP(O,T;X) = (u, U>L‘1(0,T;X/)><LP(O,T;X)
Definigao 1.5.1. f : [0,T] — X € integrdvel se existe uma seqiéncia { Sk}, de fungdes

vetoriais simples, tal que,

T
| 18460) = £t =0, com - o
0

se f € integrdvel, define-se

/T f(t)dp = lim TSk(t)dt
0

k—o0 0
A expressao fOTf(t)d,u ¢ dita integral de Bochner de f, em relagao a p.

Exemplo 1.5.1. Sejamu € LP (0,7;X), 1 <p<oo, ep € D(0,T). Considere a fungdio
T,:D(0,T) — X, definida por
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onde a integral € calculada no sentido de Bochner em X . A aplicacao T, € linear e continua
de D (0,T) em X e por esta razio é denominada distribuicdo vetorial. A distribui¢do T, é
univocamente determinada por u e, neste sentido, podemos identificar u com a distribuicdo

T, por ela definida e, portanto, LP (0,T; X) — D’ (0,T; X) com inje¢ao continua e densa.

O espaco das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7) em X é denomi-
nado espago das distribuicoes vetoriais sobre (0,7) com valores em X, o qual

denotamos por D' (0,7; X).

Definigao 1.5.2. Seja T € D' (0,T; X). A derivada de ordem n € definida como sendo a

distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

dnT L/ dip
oY= (=T =~ 7).

Por C°([0,T];X), 0 < T < oo, estamos representando o espago de Banach das funcoes

continuas u : [0,T] — X munido da norma da convergéncia uniforme

HUHCO([U,T];X) = tgﬁ% [l ()]l -

Por C° ([0, T];X), denotamos o espago das func¢oes u : [0,T] — X fracamente

continuas, isto €, a aplicagio t — (v,u (1)) x, x € continua em [0,T],Vv € X".

Quando X = H é um espago de Hilbert, a continuidade fraca de u é equiva-

lente a continuidade da aplicacao t — (u(t),v),, v € H.

1.6 O Teorema Espectral

Sejam V e H espacgos de Hilbert reais, cujas normas e produtos internos
sao representados, respectivamente, por, ||.||, ((,)) e |.|, (,). Suponhamos que
V C H, V denso em H e a injecao de VV em H continua.

A terna {V,H,((,))} determina um operador linear A caracterizado por: o

dominio do operador A é o subespaco vetorial D (A) de V dado por
D(A)={ueV;3f € H tal que ((u,v)) = (f,v),Yv eV}

e Au = f.
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Temos entao que
((u,v)) = (Au,v) ,Yu e D(A) eveV

Demonstra-se em Milla [13], que A é um operador auto-adjunto nao limitado
de H e D(A) — V — H, com injecoes continuas e densas, além disso A tem
espectro discreto.

Supondo que a imersao de VV em H é compacta, segue-se da Teoria Espec-
tral, que existe um sistema ortonormal completo (wj)jeN de H, enumeravel,
constituido de autovetores de A, cujos autovalores correspondentes (/\j)jeN'
satisfazem a

O< A <A<~ <\ < A\ =00 quando j — oo.

Para cada a real, o operador A“ é caracterizado por

D (A%) = {u € H;Z)\EO‘ |(u, w,)|* < oo}

v=1

Aau:Z)\,‘}(u,wy)w,, € Hue D(AY).

r=1
Dado v € H, entao
(o)
u= Z (u, wy,) w,.
v=1

Em D (A%) consideramos o produto interno e a norma definidos, respectiva-

mente, por

(s 0) paay = (A%, A%)

|U|D(Aa) = [A%].

Temos que D (A”) munido do produto interno (u,v)p 4., € um espago de
Hilbert e dados ai, as € R, a1 > a3 > 0, a imersao de D (A*?) em D (A*) é

compacta.
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Sendo A um operador positivo, entao o operador S = A2 estd bem definido,

é denominado raiz quadrada positiva de A e é caracterizado por

D (A%) —v, (A% = |lu]| ,\Vu € V.

No que se segue o operador A serd definido pelo terno {V,H, ((u,v))} nas

condicoes do Teorema Espectral.

1.7 Outros Resultados Importantes

A seguir enunciamos mais alguns resultados que serao utilizados posterior-
mente.
Sejam D C R"™' e f : D — R". Dizemos que f satisfaz as condigdes de

Carathéodory sobre D se

e f(t,x) é mensuravel em ¢, para cada x fixo;
e f(t,x) é continua em z, para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D, existe uma fungao real integravel my (t)

tal que

|f (t,z)] <mg (t),Y(t,x) € D. (1.1)

Considere o retangulo R = {(t,z) € R"*Y |t — to| < a, |z — 20| < b}, com a,b > 0.

Teorema 1.7.1 (Carathéodory). Seja f : R — R" satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory
sobre R. Entao, sobre algum intervalo [t — to| < B (8 > 0), existe uma solug¢ao do problema

de valor inicial

X' =f(tX)
{ X (to) ! X, (1.2)

Demonstracao: Vamos mostrar para o caso t > 1. Definimos a funcao M

Mit) = 0 (t<7) (1.3)
M(t) = / m(s)ds (t <t <7+a) (1.4)
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M é continua e nao decrescente, pois m(t) > 0

M(r)=0

Portanto, (t,§ £ M(t)) € R para algum intervalo T <t < 7+ 3. Escolhendo 3 de modo
que T+ B < T+ a definimos as sequintes aprozimagoes ; (j =1,2,...) por
pit)=€¢  (T<t<T+5)
eit) =&+ [ fls.i(9)ds  (r+E<t<T+p)
Notemos que @1(t) =Vt € (1,7 + ).

(1.5)

Fizado j > 1 a integral em (1.5) sé tem sentido se

g p g 20

T<t——-<T+- T+ <t<T+—
J J J J

dai seque, que em (6) tem-se @; é continua em T < t < T +§ e, pelo exposto acima,
desde que (t,€) € R a equagdo (1.5) define @; como uma fungao continua no intervalo

T+ —=<t< 7+ — e além disso, temos
J J

t—B/j t—05/J
pit) = ¢ +/ f(s,0(8))ds = |p;(t) = €| = | / f(s,(5))ds|

t—3/j t—pB/j
-l < [ 1 eids = o)~ < [ m(s)ds
por (1.1) e, portanto,

loy(t) — €] < M(t - §> (16)

Afirmagao: ¢;(t) € uma fungao continua em T <t < 7+ 3. Provaremos essa afirmag¢do

usando inducdo finita

n=1 ok!

k

Suponhamos que para n = k temos @; estd definida em 7 <t <7+ —ﬁ para 1 < k < j
ko /

assim temos @;(t) = & + ’ f(s,9;(s))ds de modo andlogo, concluimos que ;(t)

, , kT ' (k+1)T
é continua em 7+ — <t < 7+ ———
J

k+1 .
+ u E facil ver que ¢; satisfaz (1.6). Portanto, por indugdo, (1.5) define ¢,
J

, portanto, ;(t) € continua em T < t <

como uma fun¢ao continua em 7 < t < 1+ (3, para todo j € N satisfazendo

pit)=¢ T<t<r+5
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p; € equicontinua

Devemos mostrar que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para quaisquer ty,ts tais que

[t — to| < & temos |p;(t1) — ;(t2)| < € Vj. Sabemos que

wwo—%wnswmrﬁﬁ—M@—gﬂ

sendo M continua em [T, T + (3] vem que M € uniformemente continua. Logo,

o=l = I = 5) = (6 = )| < 5 1M1~ 5) — M- D)l < e
J J J J
donde seque nossa afirmacao.
p; € equilimitada
Notemos que |p;(t) —&| < M(t — ?)Vj. Sendo M continua em [T, + (3] logo limitada,
entao existe C' > 0 tal que |M(t)| < C. Desde que

rww—QSMu—%

seque que

;)] < 1§l +C VjeN

desta forma, a seqiéncia (p;) estd nas condigoes do teorema de Arzela-Ascoli, assim
existe uma subseqiiéncia (p;,) que converge uniformemente em [T, 7+ (] para uma fungdo
continua .

Mostremos que tal funcao limite, € solu¢ao de (1.2). Sendo f(t,z) continua em x para

cada t fixo decorre da que
e, usando (1.1) seque que

[F (8 @5 (B)] < mi2)

desde que m(t) é Lebesque integravel a funcdo f estd nas condigcoes do teorema da con-
vergéncia dominada de Lebesque, resultando portanto

i, [ s (s = [ Flssots)is

k—o0

para todo t € [T, 7+ (3] temos:

t

%mﬁ%+/f@%wmw—[ £(5,05.(5))ds

—B/jk
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quando, k — oo o sequndo termo integral tende a zero, e usando as consideracoes ante-

T10T€S VEM QUE
o) =+ [ Flsp(s))ds

donde seque o resultado.
[ |

Corolario 1.7.1 (Prolongamento de solugao). Seja D = [0,w] X B com 0 < w < o0,
B = {x e R*|z| <b, b>0} e f nas condi¢oes de Carathéodory. Considere ¢ (t) uma

solucao de

X' =f(tX)
X (0) = Xo, [Xo| <.

M

e suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ (t) estd definida, se tenha, | (t)| < M,
para todo t € I, M independente det e M < b. Entao ¢ tem um prolongamento até [0,w].

Demonstragao: Ver [12].

Proposicao 1.7.1. Sejam V e H espacgos de Hilbert, V' continuamente imerso em H, u €
LP(0,T;V) eu € LP(0,T; H) , com 1 < p < oo, entaou € C°([0,T]; H)NC? ([0,T];V).

Demonstragao: Ver [5].

Proposicao 1.7.2 (Compacidade de Aubin-Lions). Sejam By, B, By espagos de Banach,
By e By reflexivos, a imersao de By em B compacta, B imerso continuamente em Bi e

W o espaco
W ={ueL?*(0,T;By); v eL*0,T;B)}

equipado da norma ||ully, = llull 20 7.y W | 20,15,y - Entdo W € um espago de Banach,
e a imersdo de W em L?(0,T; B) é compacta.

Demonstracao: Ver [5].

Observacao 1.7.1. Como conseqiéncia da Compacidade de Aubin-Lions, temos que se
(w),en € uma seqiéncia limitada em L*(0,T; By) e (u),), oy uma seqiéncia limitada em
L*(0,T; By) entao (u,),oy € limitada em W. Dai, seque que existe uma subseqiiéncia

(U ) geps de (uy) tal que u,, — u forte em L*(0,T; B).
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Lema 1.7.1. Consideremos X um espaco de Hilbert com dual X' e Y um outro espaco

de Hilbert tal que X — Y. Seja
W ={uec L*0,T;X); v € L*0,T; X")}.

Entao

%(U(t)w(t))y = (1), v(t)) x xo + (u(t), V(1)) x x -

Demonstragao: Ver [3].

Lema 1.7.2 (Lema de Lions). Sejam O um aberto limitado do R} x Ry, g, e g funcoes
de L1(0),1 < q < o0, tais que

gullLaoy £ C, 90— g

quase sempre em O. Entao g, — g na topologia fraca de LI(O).

Demonstracao: Ver [4].
Lema 1.7.3 (Lema de Fatou). Seja (f,) uma seqiéncia em M* (X, M). Entdo,
/lim inf f,du < lim inf/fndu.

onde M*(X, M) a colecao de todas as fung¢oes mensurdveis, nao negativas, definidas em
X, a valores reais estendida.

Demonstragao: Ver [12].

Teorema 1.7.2 (da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (fn), oy wma seqiiéncia

de funcoes integraveis definidas em X. Suponhamos que
1. (fn), converge q.s. para uma funcao real, mensurdvel, f;
2. Eziste uma funcao integrdvel g, tal que | f,| < g,Vn;
entdo f € integravel e

/ fp = lim / Fody

Demonstragao: Ver [12]
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Teorema 1.7.3 (Representacao de Riez). Sejam 1 < p < 0o e ¢ € (LP)". Entao existe

um Unico u € L¥ tal que

.= [urvser
Além disso,
[ull Lo = llepl| -
Demonstragao. Ver [2].
Como conseqiiéncia destes resultados temos as seguintes identificagoes:

i)L* = (L)

@)LV = (LPY
Teorema 1.7.4 (Desigualdade de Sobolev). Seja 1 < p < n, entdo
WEP(R™) — LP*(R™)
onde px € tal que

Y

S|

1 1
prp

e existe uma constante C = C(p,n) = an_jzgp tal que
[ull o < ClIVul| Lo@ny, Yu € WH(R™).

Demonstragao: Ver [1].

Observacao 1.7.2. W™P(R") — LP*(R"™),m > 1, inteiro, tal que
1 1

PP

SE

Demonstragao: Ver [1].
Proposigao 1.7.3 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP e g € L” com
1 1
p,p>1e =+ = =1.

p 7
Entao

facll e / gl < I loo-lgll o

Demonstragdo: Ver [10].
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Teorema 1.7.5 (Banach-Alaoglu-Boubarki). Seja H um espaco de Hilbert. Entao, toda
seqiiencia (Um)nen que € limitada em L>*(0,T;H), com 1 < p < oo e T um real positivo
fixado, possui uma subseqiiéncia convergente na topologia fraca-estrela.

Demonstragao: Ver [22].

Teorema 1.7.6 (Regularidade para um problema de Dirichlet). Seja Q@ um aberto de
classe C* com T' limitado [ou com Q =R7%]. Se f € L*(Q) e uw € Hy(Q) sdo tais que

/vuvswr/uso:/f%vweﬂ&(ﬂ)
Q Q Q

entao u € H*(Q) e ||ul]|gz < C||f|lzz onde C' é uma constante que depende somente de €.

E mais, se Q € de classe C™2 e f € H™(Q)), entdo
u € H™(Q) com [[ullgmsz < CI|fl|zm;

em particular se m > 2, entio u € C*(Q). Ou ainda, se Q € de classe C* e f € C*(Q),

entdo u € C*(12).

Demonstragao: Ver [2].

Dizemos que uma seqiiéncia (y,) converge para ¢ em L? (Q) se |¢, — ¢|| 15y —
0, 1 <p<oo. Se p e ¢q sao indices conjugados, isto é, %+ % =1com 1 <p< oo,
entao o dual topolégico de L” (1), que denotamos por [L? ()], é o espago L7 ().
No caso de 1 < p < oo o0 espago vetorial L” (Q2) é separavel e, para 1 < p < oo,

LP () é reflexivo.

Definicao 1.7.1. Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H uma

sequiéncia de elementos (wy,), - de H tais que

neN
(1) |wnl =1VYn, (wn,wm) =0Vn,meN comm #n;
(ii ) O espago gerado pela (wy), oy € denso em H.

A seguinte proposigao estabelece que a convergéncia em L? ({2) da origem a

uma convergéncia pontual.

Proposigao 1.7.4. Sejam Q C R™ um aberto, 1 < p < oo, u € LP(Q) e (up) ey uma
seqiiéncia em LP () convergindo para u em LP (). Entao existe uma subseqiiéncia de

(uk) geny> @inda denotada por (uy),cy, tal que
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(i) u(x) — u(x), ¢.s. em L
(i) |ug ()] < h(x), ¢.s. em Q, Vk € N, com h € LP (Q).
Demonstragao: Ver [2].

Observacao 1.7.3. Nas estimativas que obtemos posteriormente, temos as globais e lo-
cais. Para as globais utilizamos uma desiqualdade fundamental, devido o lema de Gronwall
e para as locais utilizamos o Lema 1.7.5. Ambos apresentamos a sequir, sendo o lema de

Gronwall na versao mais simples.

Lema 1.7.4 (Lema de Gronwall). Sejam ¢,1 : [a,b] — R fungdes continuas e nao-

negativas, o > 0. Se

so(t)SaJr/sO(S)@/)(S)ds,

entao,

() < aexp Vatws)ds} Vi€ [ab]

em particular, se ¢ (t) € limitada e o = 0, entao ¢ = 0.
Demonstragao: Fazendo w (t) = o+ fat @ (s)v (s)ds, decorre da hipdtese que ¢ (t) <
w (t) e pelo teorema fundamental do cdlculo, seque que W' (t) = ¢ (t)4 (t). Logo,

w () Sw(t) (1),
donde segue,

(1)
w—(t)sw(t)-

integrando a ultima desigualdade de a até t, obtemos

/at%dsg/:ws)ds.

/:j 1n(w(s))dsg/:¢(s)ds.

S

b (5) < oo
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isto ¢,
() < aexp (/:@D(s)ds), telab.

desta desigualdade e de ¢ (t) < w (t), seque o Lema.

Lema 1.7.5. Seja v (t) continua e nao-negativa em [0,T]. Se
v (t) < Cl+02/t [v() +v @) ds, 0<t<T,
entao existem Ty >0 e C' > 0 tais que
v(t) < CVte0,Ty] Cp,Cy > 0.

Demonstragao: Sejam ¢ (t) = ft [v(t) +~ (t)z] ds e Y (t) = Cy + Cop (t). Decorre

a

da hipotese que
v(t) < Cr+ Cap ()

ou ainda,

7 () < [Cr+ Cap ()
e pelo Teorema Fundamental do Cdlculo seque,

() =7 )+ (1)
logo,

o) <Y () +Y*(t). (1.7)

Por outro lado, Y' (t) = Cop' (t) < Cy [V (t) + Y2 (t)], dai seque

V() <G Y () +Y?* ()], 0<t<T (1.8)
observando que
% [V (t)e "] =Y (t)e " + CoY (t) e
e aplicando em (1.8), seque
% [V (t) e < CoY? (t) e, (1.9)
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integrando a ultima desigualdade de 0 até T' e notando que Y (0) = C4, resulta

t
Y (t) < Cre® + CgeCQt/ Y2 (s) e %ds. (1.10)
0

Seja z(t) = [[Y?(s)e 2%ds. Assim resulta de (4) que Y (t) < [Cy + Coz ()] e e,

novamente pelo Teorema Fundamental do Cdlculo
Z(t) =Y?(t) e 2dt
logo,
2 (t) < [Ch + Coz ()] e,

donde segue,

2 (t) < gt
[CL+Coz ()] —

integrando a ultima desigualdade de 0 até t, obtemos
t / t t

/ Z() 2dt§/662tdt
o [C1+ Cyz ()] 0

1 1 et 1
<

_ — + - —,
[Cl + CQZ (t)] 01 o 02 Cg

dai seque,

ou ainda,

1 S 1 _ ec2t + 1
[Cl + CQZ (t)] o Cl Cz CQ ‘

Agora suponha que,

L e 1 e Lo (14 &
_— R — R n R
c, Cy, O c, G, T G 2 )’
logo,
1 C,
te—In(1+=22).
02“(+01)
Seja

1 Cy
T"=—mn({l1+-—=—]).
0211( +C'1>
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onde T* > 0 e escolha Ty tal que 0 < Ty < T, entao 0 <t < Ty isto implica que

c, Oy Oy
ou ainda,
1 oe@® 1]
)< |— — —
Ol—i-CgZ()_{Ol 02 02:|
assim,

por outro lado,

t cat < | _ _
(01+CQZ( ))6 =~ [Cl 02 + 02:|
portanto,

Y (1) <C, 0<t<Ty,

desta desigualdade e 7y (t) =Y (t), seque o Lema

Lema 1.7.6. Se 0 € L?(0,Ty) ev € V, entdo
E(t,x)=0(t)v(x) € LP(0,Ty; V).
Demonstracao: Devemos mostrar que |§ (t,x)|, € L? (0,T}), ou seja,
To
/ 1€ (t, )P dt < .
0

temos que:

To To To To
| eeora= [Towe@ra= [por@pd=pwe [ oo

0 0 0 0

mas decorre da hipdtese que: fOTO 10 (t)|” dt < co. assim, seque o Lema.

Lema 1.7.7. Se u,, — u em LP (0,Ty; X), entao

[um ()l x — llu@)]x em LP(0,To)
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Demonstracao: Queremos mostrar que
Nwm (Ol x = llw Ol V70,2 = O-
temos que:
To
Nwm Ol x = v Ollxlio0m = /O wm (Ol x = Nl Ol |70 0.2) 9
To
< [ (- w @ ot
0
mas decorre da hipotese que:
To
| a6 = w @ e — 0
0

e, portanto, seque o Lema.
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Capitulo 2

Solucao Local

2.1 Teorema 1

Neste capitulo estudamos a existéncia e unicidade de solugao fraca local para

o seguinte problema de Cauchy abstrato:

u" 4+ M(|Azul?) Au+ My (|[Azu|?)u = f
u(0) = ug (2.1)
uw'(0) = uy

onde o operador A definido pelo terno {V, H;((,))} nas condi¢bes da Teoria
Espectral. Para resolvé-lo, supomos os dados iniciais na classe {ug, u;} € D(A) x

V. E as seguintes hipétese sobre as funcoes M e M;:

H.1) M, M, € C* ([0, +o0),R)
H.2) M(s)>mg>0,Vs € [0,+00)
H.3) my > M(s) >my >0,Vs € [0, +0)

Observacgao 2.1.1. Estamos denotando por ((, )),|| - || e (, ),| .| o produto interno e

norma dos espacos V e H, respectivamente.

Seja T' > 0 um numero real fixado, porém arbitrario. Assim, de acordo com
as hipéteses assumidas para esse problema obtemos o primeiro resultado, que

assegura a existéncia de solugao fraca local para o problema (2.1).
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Teorema 2.1.1. Suponhamos que D(A) S Ve que M e M, satisfacam H.1, H.2 e H.3.
Seug € D(A) , uy € Ve f e L*0,T;V), entio existe um Ty > 0, com 0 < Ty < T, e

uma unica fungao vetorial u : [0, Ty] — H tal que,

u € L*(0,Ty; D(A)) (2.2)
u' € L0, Ty; V) (2.3)
u" € L*(0,Ty; H) (2.4)

%(U’(t),v) + M([Ju(®)]I*)((u(t), v) + Mi([u@®)[*)(u(t),v) = (f(),v)  (2.5)

no sentido de D'(0,Ty), Yv € V
w(0) =up e u'(0) = uy (2.6)

Demonstracao: Por questao de simplicidade fazemos por etapas.

2.1.1 Solugoes Aproximadas

Considere {w, }, y uma base hilbertiana de H constituida de vetores préprios
do operador A e {)\,,}VEN os seus valores proéprios correspondente. Tome V,, =
[wi, wy, ..., w,] 0 subspago vetorial de dimensao finita gerado pelos m primeiros
vetores {w;,ws, ...,w, }. Assim, obtemos o seguinte problema aproximado asso-
ciado a (2.1):

Determinar u,,(t) € V,,, com u,,(t) = Zgjm(t)wj (z) e sendo os g;,, de classe C?,
j=1

determinados de modo a satisfazer, V j = 1,2,3,...,m, o seguinte sistema:

(U (1), w5) + M ([[ttn (O I*) (A (8), w5) + M ([t (1) (i (£), w5) = (£ (2), ;) (2.7)

Um (0) = ugm = Zaoywy — ug em D(A) (2.8)
v=1

u, (0) = uyy, = Zﬁluwy —u emV (2.9)
v=1

o qual possui solugao.

Observagao 2.1.2. As convergéncias acima sao devidas a densidade de V,, nos espagos
D(A) e V. Outro sim, € que garantimos a existéncia de solugdo para o sistema acima,
obtendo um sistema equivalente de modo que este satisfaca as condigoes do teorema de

existéncia de Carathéodory, como mostramos a sequir.
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38
Sabemos que:
= Z Gum (t)w, € Vp,
v=1
() = 3 gty € Vi
v=1
v=1
e
Aty (t) = gum(t)(Aw,) = Zgym A\ w, € Vi, (2.10)
v=1 v=1
Zg wl/awj _gjm<t> (211>
logo
M ([[tm () [1) (A (8), wj) = M (Jlum ()]]*) Zgum v(wy, wj)]
de onde obtemos
M ([t (£)]12) (At (£), w05) = M ([t (£)]1) X g () (2.12)

de maneira analoga para

M ([l (D1%) (i (1), w5)

temos

My ([ (D)117) (i (8), wy) = Mi([um()]1%)gjm () (2.13)
agora fazendo t =0 em u,,(t) = igum w, e u

= Z g,m(t)w, segue que:
v=1

= Z Gom (0w, = Z Qag,w, = Ug,, de onde g,,,(0) = oy, (2.14)
v=1 v=1

= Zgl’,m(())w,, = Zﬁlywy = uy,, de onde ¢, (0) = (1,
v=1

v=1

(2.15)
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Assim usando as igualdades (2.10), (2.11), (2.12), (2.13), (2.14) e (2.15); o

sistema do problema aproximado fica Vj =1,2,....m:

I () + XM ([t () 1P) g (8) + My ([t (0)7) g (8) = (F (1), w;)
gim(0) = ag;
9im(0) = B

Notamos que as m equagoes no sistema acima equivalem a uma EDO do tipo

Y’ = F(Y,t) que satisfaz as condigoes do teorema de existéncia de Carathéodory,
de fato:

Iim(t) + A11\4(|Iw(15>li2)

Gim(t) 4 Mi(um(®)*)gim(t) = (f(£),w1)
'gé’m(t) + MM ([[um(6)]*)gm(t)  + |

9im
Mi([lum@)[*)gom(®) = (f(t),w2)

Gn® + A M (O + MmO ) = (1))

gm(0) = an ; G1,,(0) = Bn
Gom(0) = o2 5 95,(0) = [io

escrevendo na forma matricial as equagoes acima, temos:

Gim(t) A1 0 [ Gim(t)
+ M([[um(t)]1?) : +
Gmm (1) mx1 0 Am mxm L G (1) mx1
1 0 Gim(t) [ (f(t),w1)
+ M ([|um ()]1?) : = :
0 Ly L gmam@ | L (f@swn) |
fazendo
A1 0 1 0
B = M(||lum(t)|?) + My([[um(8)])
0 Am |, 0 L P
(1)) ) 1)
o (f(t).wz) X g2rr.L(t) X = 9277;(75)
(FErwm) | Gon®) ] Tonn®) | 1
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9 (t)
o _ o (1)
1
gmm(t) mx1
e também
o1 B
Q2 B2
Xo = . e Xi= .
Aom, ﬁlm

mx1 mx1

o sistema toma a forma matricial abaixo:

X"+BX=C
X(O) = XO € X’(O) = Xl

que podemos reescrever na forma:

=-BX+C

X// —
’ X(0) = Xy e X'(0) = X, (2.16)

para transformar (2.16) em um sistema de 1* ordem, considere:

X X' X
fE] e[ e ]
X' 2mx1 X" 2mx1 X 2mx1
entao,
v=[ 5], e
o 2mx2m 2mx1
Y (0) = Yo

onde [ matriz identidade de ordem m, 0 matriz nula de ordem m e 0* matriz
nula de ordem m x 1.

Fazendo F(Y,t) = [ _OB

acima assume a forma de EDO desejada, que se segue:

I * fles .
1 Y + { y } , temos que o dltimo sistema
2mx2m 2mx1

‘ Y'=F(Y,t)=QY + R (2.17)

Y(0) =Yo
Afirmacgdo: A EDO (2.17) atende as condigoes de Carathéodory, de fato:
i) Fixando Y, temos pela hipétese (H.1), M e M, sao continuas, entao M (||u,,(t)||?)
e M(||un(t)||*) sao continua em t (j = 1,...,m). Logo, —B é mensuravel em t.

Portanto, () é mensuravel em t.
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Agora para R, como f € L*(0,T;V) — L*(0,T;H) e w; € H, segue que (f(t),w;)
é mensuravel, logo C' é mensuravel em ¢, portanto R é mensuravel em .

ii) Fixado ¢, vamos mostrar que F' é continua em Y. Observe que R é continua
em Y, pois é constante em relagao a Y. Para continuidade de )Y basta mostrar
que —B é continua em Y.

Seja I;(Y) = gjm (j = 1,..,m) a projecio do R*™ — R E claro que II; é

continua. Para cada ¢ fixado, como u,,(t) = Zgjm(t)wj, a funcao
j=1

Vo= fum @) = (i (), um (1)) = (At (), 1w (1)

entao |u,,(t)||* = Zg]m (wj,w;) de onde segue que, |[u,(t)|* = Zgjm
j=1
pode ser escrita como

Y — i[H](Y 2

Jj=1
assim,

Y o= Jum(®)]

é continua para t fixo. Dai \;M(||u,(¢)]|?) e Mi(|lun(t)||?) sdo continuas em Y
(j=1,2,...,m). Portanto, fixado t, a fungao F(Y,t) é continua em Y.

iii)Considere K um compacto de E x [0,7], onde E é o conjunto:
E={Y e R"; ||Y|gmn <7 com v >0}
Devemos mostrar que 3 uma fungao real my(t) € L'(0,7T), tal que
| F (Y, t)|lgemxs <my(t), ¥V (Y,t) € Ex[0,T]

x) Estamos Denotando por || . |,x, @a norma do maximo em R

Aplicando em F(Y,t) = QY + R, temos que,
IFY, ) |l2mxr < QY |lzmx1 + | Rl2mx1 < [|@ll2mxzm [[Y [[2mx1 + || Rl|2mx1

mas Y € E, dai ||Y||2mx1 < 7. Entao a desigualdade acima fica,

1E(Y ) [[2mx1 < 7]|Qll2mxam + || Rll2mx1

Sabemos que M, M; € C'(|0,0);R), particularmente em [0, 7], consequente-

mente todas as entradas da matriz —B sao limitadas por uma constante e
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portanto, ||Q| < c¢. Em relagao a matriz R, todas as suas entradas, em valor

absoluto, sao iguais a
[(F(@),wp)l < | fllwsl = 1£]

entao,

[F(Y, 1) < e+ [f] = m(t)

note que my(t) é integravel em [0, 7], pois ¢ é constante e f € L*(0,T; H). Por-
tanto, a EDO (2.17) satisfaz as condi¢oes de Carathéodory, logo existe uma

solucao u,,(t) em [0,t,,), Vm e Vt, <T.

2.1.2 Estimativas a Priori

Como a primeira equagao (2.7) do sistema do problema aproximado é véalida

para todo wj, j = 1,2,--- ,m, segue por linearidade que
(t (£), 0) + M ([[1m () [) (At (), ) + My ([|tm (8)[[) (i (8), 0) = (£(£),0)  (2.18)
¢é valida para todo v € V,,.

Estimativa I

Tomando v = u},(t) na equagao (2.18) e observando que

(Aum (1), 17, (8)) = ((um (), (1))

obtemos:

(e (£), 207, (8)) + M ([t (E)*) (2t (£), 25 (£))) + M ([t ()17 (i (£), 200, (£)) = (f (£), 200, (£))

note que:
(U (0), 18, (1)) = 5 (1), (1)) = 2t (1)
(1), (1)) = 3 (0, 0 (0) = 2 ()]

Assim a igualdade anterior pode ser reescrita como:

1d
2 dt

1d , 2 2
5 771U (O + M (|| ()]%)

(f (), (1))
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_ /0 " M (s)ds

o (e () ] llum (£)]1?
M(Hum(t)H?)_/ M(s)ds > / mods = mollum@I2 > 0 (2.20)
0 0

Seja

dai segue

entdo pelo teorema fundamental do cdlculo e fazendo y = ||u,,(t)||*> temos:
= [80)] = 5 [ MGs)ds = M) = M0
dy dy Jo
pela regra da cadeia obtemos:
LS (um(®)IP) = M 2 2.21
2 M [um(B)) = M|l (0177 || um ()] (2.21)

usando (2.21) em (2.19) segue:

d 2 d = 2 _ /
U OF + Z M ([l (O1) + 28 (o (0)2) (e (), 0, (6)) = 207 (1), (1))

integrando-se de 0 a t <t{,, < T obtemos:
| Gt + [ ST (o) Pids = [ 2(7(5) 0, 6))ds -
/0 2V (Jln (8) %) (i (8), w7 () s
dai,
[t (8 + M (i (1)) = !%(0)!2+J\7(Hum(0)!|2)+/0 2(f(s), up(s))ds —
/02M1(||um( $)I%) (i (5), ur () ds
de onde segue
[l (8) + M (e (1)) < 3 ()] + M ([ (0)]?) +/0 2|(f(s), un(s))lds +
/O 2| My ([l (8) 7] (i (), iy, ()| ds

como 0 <my; < M;(A) <m) VA > 0 temos que

t

/0 210 (1 (3) )] (i (5), e (3)) Pl < 1, / 2 (ta(s). 1 ()P

0
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logo

[ (8)]2 + M ([ (0)]1%) < 05, (0)* + M ([ (0)]7) +/0 2|(f(s), upn(5))lds +

- / (1), 1 ()]s

usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e a elementar 2ab < a?+0?, resulta

que:
(O + Tl (8)]2) < / () 2ds + / () [*ds + / ()|l +

t
- / l (5)[ds + s ? + V(Jlom]2)

Note que nas equagoes (2.8) e (2.9) do sistema do problema aproximado

temos as covergéncias
Uom — ug em D(A)
Ul — UL €MV

e como D(A) — V — H, entao

Ugm — Ug em V

Uy — U em H

portanto, devido ao fato de que M e C°([0,+00); IR) temos as seguintes con-

vergéncias em IR:

[tom || — [|uoll donde [Jugm ||* — [Juo?
|urm| — |u1| donde \u1m|2 — |u1|2

M (|[uomI*) — M([luoll*)

assim, existem constantes positivas ¢, cy, c3 e ¢, independentes de m e t, tais

que:
M(lluoml?) < e
|U1m|2 < ¢
t t
m, / um(s)Pds < s / it (s) [2ds
0 0
T T
<

JRICIRE
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dai
- t t t
|U%@H2+ﬂ4mumﬁﬂf)§c4/nh%&@?d8+7ni/"QW%CﬂFd8+C3/"HwnSNVdS <

t
e+t m) [ s e [ s < e+es [ + (o))

onde c=c;+cp+cyecs= ma:c{(l +m}),cs}.

Substituindo (2.20) na desigualdade anterior temos:

[t (D) + mo|um (1)[* < e+ 05/0 (Jt () + Nl () 1) s

de onde fazendo ¢ = min{l,mq} segue:

t
& Cs
[ ()7 + um()* < — +/ (Jum ()17 + llum (s)I*) (== )ds
Ce 0 Ce
tomando ¢(t) = |ul,(t)]? + ||un(t)||* temos, usando Gronwall, que:
! 2 2 thjds s
P(t) = [ty (D)7 + lum (B[] < ce 0™ = cews
ou seja

lul, ()] < ¢z, Ym,VEt € [0,,,) (2.22)

um(®)]| < cs, Vi, Vt € [0, 1) (2.23)

Com as estimativas (2.22), (2.23) e usando o teorema de Carathéodory,
podemos prolongar a solugao u,,(t) ao intervalo [0, 7| e posteriormente tomando

o supremo essencial temos:
(Um),,eN € limitada em L>(0,T;V)
(Unn) e N € limitada em L*(0,T; H)
Estimativa 11

Tomando v = Au/,(t) na equagao (2.18), obtemos:

(t (1), A, (1)) + M(Ilum(t)lP)(Aum( ), A, () +
My ([ (1) (um (£), Avg, () = (f (), Aug,, (1))
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temos que:

usando estes resultados em (2.24) obtemos

d, 2 2y @ 2 2y @ 2 /
U I+ M ([[un (1) 7 | At (07 + Mi(lum (O7) a1 = 2((f (), w0, (1))
temos também que:

M(Ilum(t)||2)%|Aum(t)l2 + J\41(||um(t)IIQ)%IIW(%)H2 = %{1\4(||um(t)||2)|Aum(t)|2 +

d

M ([t ()] 1 (817} — %[1\4(Ilum(t)ll2)]Iflum(t)l2 = Ml @)l (O]

usando o resultado anterior deduzimos que,
d / 2 d 2 2 2 2 !
[ Um N7+ AM ([ ()7 A ()17 + Ma([[wm ()N lum @17} = 2((£(2), wn (2))) +

d 2 2 d 2 2
2 M (lum )] Awm () + — My (Jum @)l (1)

Agora usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e a elementar 2ab < a?+b?

resulta:
%H%(OHQ + %H‘ﬂ\l%(i)|!2)|A7«wn(t)|2 + M ([ (1) 1 (17} < [F N +
(D11 + !%[M(|!um(t)ll2)]|Aum(t)|2| + \%[M(\Iurn(f)|I2)]|!lwn(2f)\|2

de onde segue que

%{Hu;n(t)H2 + M ([ (D) | A (8) * + M ([t (O e (07 < NSO + [l (D) +
| M (et (1) 121 (a2, 215, () At () + [ M (|1t (£)]1*)|2 (2t (£), 23, () 22 (£) ]

como ||u,,(t)|] varia no compacto [0,c*] e M’, M| sdo continuas, temos

M (Jum (1] < 1 e [M{(Jum(®)]*)] < c2 Ym, ¥t € [0, T]
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pela estimativa (2.23) e usando as desigualdades de Cauchy-Shwarz e a ele-

mentar 2ab < a? + b?, obtemos:
2|((um (8), u ()] < 2l ()| g, O] < Nt (O + [, (O < €5 + [, (2]
usando os dois dltimos resultados acima, deduzimos que

%{Illtin(t)ll2 + M ([l (1) | Avm () + M ([t (O [ (07} < [F @) +
i (17 + eales + [, ()] Aum (B + eales + llun (O 1] llum (O < IO +
(1 + c1¢®) |, (B)1I] + crcal Aum (B)]* + %2!\uin(t)ll2|z4um(t)|2 + cacsc?

fazendo ¢, = cic3, ¢5 = cac3c? € ¢g = max{cy, &, (1 + c2c¢?)} segue que
d
a{Hu;n(t)HQ + Mt () [|2) ] At (£) [ 4 My ([t () [|*) [l (12} < ILF O +
Col| At (8)1 =+ [, (8)[* + 2] At (8) [ |y, () [1P] + €5

usando a desigualdade 2|a|?|b|* < (|a]+ |b])? e tomando ¢(t) = |Au,, (¢)|? + [|ul, (1) ||?,

temos:

%{Il%(t)|!2+M(Hum(t)\I2>\Aum(t)\2+M1(Hum(t)|!2)Hum(t)|!2} < [IF @)1 +es+eslo(t)+(1)?]

integrando de 0 a t esta ultima desigualdade, obtemos
T T
e (O + M ([ () 1) | At (0)* + Mi ([ (0) ) [ (1) [ < /0 1f(®)]1Pds + /0 csds +

t
66/0 () + @(t)]ds + [lum* + M ([[om |*)| Aom|* + Mi([luom|1*) | tom||*

Sabemos que ug,, — uy em D(A), uy, — u; em V e como D(A) — V — H
entao ug, — ug em V, logo M (||uom||*) — M(||uol]?) em IR, pois M € C*(]0, +00)).
Augm|* — [Augl? em IR, portanto M (||ugm,||*)|Avom|? —

M (||uo|*)| Auo|* em R. Analogamente, M (||uoml|*)[luom|* — Mi([luoll*)[uol* em R

Ora, Aug,, — Aug em H, dai

e como [ € L*(0,T;V), tem-se entao que f é limitada e sendo c;7T constante,

também é limitada. Dessa forma, existe uma constante positiva ¢; tal que

T
i 1 + M (l[teom]|*) | Atiom|* + M ([[om I*) 1uom | * + 05T+/ If()*ds < ez, ¥m, V.
0

e dai segue-se que

i (1 + M (e (1) | A (8) * + M ([t () 2 ($)]* < €7 + 06/0 [o(t) + o(t)*]ds
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usando as hipéteses (H.1) e (H.2) na desigualdade acima, obtemos

5 ()1 + o] A, (8) * + 71 lum (B)[* < 7 + 06/0 [o(t) + ¢(t)]ds

ou seja,

e (8)]2 + o] Aunm (B < €5 + o / () + p(t)?)ds

Fazendo cg = min{1,my} temos que

t

T () + p(1)))ds

o(t) = [[ur, (0”4 |Aum (8)]* < —
3 Cs Jo

observe que ¢(t) é continua em [0,7] e nao-negativa. Entao existe 0 < Ty < T'

tal que ¢(t) < ¢, Ym e Vt € [0, Ty]. Logo,

|Aum(t)| <11, \V/m, Vit € [O,T()] (226)

portanto, tomando o supremo essencial temos:

(u,) é limitada em L*(0,Ty; V) (2.27)
(Auy,) é limitada em L*(0,Ty; H) (2.28)

como (u,,) é limitada em L*(0,Ty; V), logo concluimos que:

(um,) € limitada em L*(0,Ty; D(A))

Estimativa III

Tomando v = u// (t) na equagao (2.18) obtemos:

(e (£), 207, (8)) + M (|1t (£)]%) (At (8), 227, (8)) + M ({12 (8) ) (i (8), 117, (£)) = (f (£), 1, (1))

ou seja,

2ty ()7 + 2M ([[tn () %) (At (£), 277, (£)) + 2M 3 (11 (8) %) (i (£), 217, (£)) = 2 (£), w7 (1))
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e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e integrando de 0 a t, obtemos
t t
2 [ Ju )Pds <2 [ M (5)]7) A 5) o ()]s +
0 0
t t
2/ \Ml(l\um(S)HQ)\\um(S)HUZ%(S)!dS+2/ |f ()]t (5)]dls
0 0

note que 2ab < a® + b? que equivale a 2‘[ b= 2(v2a)(5b) < 2a* + 3%, dai

g

/ () 2ds < 2 / 13t () [2)]| At () [P + 2 / 13 (et ()12 1t (5) s +

/]u” (5)|%ds + = /|u" )Pds + = /|u" |ds+2/ |f(s)|]*ds

Das estimativas (2.27) e (2.23) e do fato de que M, M; € C'([0,+o0)) con-

cluimos que existe uma constante positiva ¢, independente de m e t, tal que
t 3 t
2/ i (s)|2ds < c+§/ i (s)Pds
0 0

de onde segue que
1 t
5/ i (s)|2ds < ¢ Yim, Vi € [0, T3] (2.29)
0
logo

(u”) é limitada em L*(0,Ty; H) (2.30)

m

2.1.3 Passagem ao Limite
Das estimativas anteriores temos
(um) é limitada em L*(0,Ty; D(A))

(u,) é limitada em L*(0,Ty; V)
(u”) é limitada em L*(0,Ty; H)

usando o teorema de Banach-Alouglu-Bourbaki e observando que L?(0,Ty; H)

é Hilbert, podemos extrair uma subseqiiéncia de (u,,), que continuamos a de-
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notar por (u,,) tal que:

U, — w em L(0,Ty; D(A)), fraco (2.31)
u,, — u' em L>(0,Ty; V), fracox (2.32)
u — " em L*(0,Ty; H), fraco (2.33)

usando o fato de que L*>(0,T; D(A)) — L*(0,T; D(A)) e (2.31), segue que
U, — u em L*(0,Ty; D(A)), fraco
isto é,
(Atp,w) — (Au,w), Yw € L*(0,Ty; H), (2.34)
da convergéncia (2.33), deduzimos que

(u!,,w) — (u",w), Yw € L*(0,Ty; H), (2.35)

m?

Convergéncia dos termos nao-lineares

Por (2.31), (2.32) e pelo fato de que L>(0,Ty; X) — L?(0,Tp; X) com X Hilbert

segue que

(un) é limitada em L*(0,Ty; D(A))
(ul) é limitada em L*(0,Ty; V)

pelo lema de compacidade de Aubin-Lions, com By = D(A), e B = B, =V,
podemos extrair uma subseqiiéncia de (u,,), que continuamos denotando por
(um), tal que u,, — u forte em L*(0,Ty; V) e dai |Ju,,(t)|| — |Ju(t)|| em L*(0,Tp). E

passando a uma subsequéncia (u,,), se necessario, temos que
[um(®)]* = [[lu(®)]?, quase sempre em [0, T
sendo M continua, temos

M(l[um(®)]12) — M(Ju(®)]2), quase sempre em [0, Ty (2.36)
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além disso, de |u,,(t)||* < ¢ segue que M(||u,,(t)||*) < 7 onde 7 = maz{M(\): 0<
A < ||lum(t)||*}, portanto V 6(t) € L*(0,T;) temos de (2.36)

M ([[uam (B)[17)0(t) — M([[u(t)*)6(2), quase sempre em [0, Ty]

note que:
TO TO
M(Jlun®)|?) <T <= M(Jun®)|*)0t)dt < [ 0(t)dt <
0 0

pois 6 € L*(0,T,) C L'(0,Tp).
Desses dois tltimos resultados, e usando o teorema da convergéncia domi-
nada de Lebesgue, obtemos

[ w0~ [ Moot vo e 20,7
ou seja,
Mlun@?) — M@l em 12(0,Ty) 2.37)
de (2.34) segue que
(Auy,(t),v) — (Au(t),v) em L*(0,Ty), Yv € Vip, com mq fizo (2.38)

usando (2.37) e (2.38), concluimos V6 € L*(0,Ty) e Vv € V,,,, que

M ()]2) (At (8), )00t — [ M(Ju()|2)(Au(t), )0 ()d

0 0
Se, em particular, consideramos 6 € D(0,7T,) C L?(0,T;) obtemos

M ([[wm (OI*) (Avm(t),v) = M(Ju(®)]*)(Au(t), v) em D'(0,Tp); Yo € Vin,  (2.39)

e como V,, é denso em V logo Vv € V.

De maneira analoga temos
Mi(|lum@®1*) = Mi(lu(t)]]*) em L*(0,Tp) (2.40)
e também

(U, w) — (u,w), Yw € L*(0,Ty; L*(Q)), (2.41)
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de onde por (2.41) segue que
(U (1),v) — (u(t),v) em L*(0,Ty), Yv € Vi, com mqy fizo (2.42)
portanto de (2.40) e (2.42) obtemos
M (a2 im(B)0) = M () [P)(w(t),v) em D0, To); Yo € Viry  (2.43)

e como V,, é denso em H logo vale para todo v € H.

Multiplicando (2.18) por 6(t) € D(0,T;) e integrando de 0 a Tj, temos:

/0 O(U;;(t),v)e(t)dt + i 0 M (||t (8)[|?) (A, (1), 0)0(t)dt + (2.44)

To

To
My () (8), 080 = [ (716), 0000
0
tomando o limite na expressao acima, quando m — 400 e usando (2.35), (2.39)

e (2.43) temos V0 € D(0,Ty) C L*(0,Ty) e Vv € V

0

/Oo(u”(t),v)e(t)dt+ OM(||u(t)||2)(Au(t),v)e(t)dt+

0
TO TO

My ([[u(t)[2) (u(t), v)0 () dt = / (f (1), 0)6(0)dt

0 0

note que:
7o " / Tt 7o / / d /
/0 (u"(t),0)0(t)dt = (u'(t),v)0(t)]o" —/0 (w(t), )0’ (t)dt = (. (w'(t), v),0(t))
i O M(|lu(®)[*)(Au(t), v)0(t)dt = (M([|u(t)||*) (Au(t), v), O(t))

My ([lu(®) 1) (u(t), v)0(t)dt = (M ([lu(t) ) (ult), v), 0(1))

[ s = (50,000
logo
(0,00, 0048 + (O (), 0)).00)) + BRI (), 0),6(0) —
((f(t),v),0(t)) VO(t) € D(0,Tp) Vv € V
dai
L (0(0),)+ M) (@0).0)+ My (@) a(0).0) = (F0).0)
em D'(0,Tp) e Vo €V
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2.1.4 Condigoes Iniciais

De resultados anteriores temos que

w e L0, Ty: D(A))
u € L2(0,T0;V)
W' € L0, Ty; H)

e usando resultado de regularidade, concluimos que

u € C°([0, Ty); V)
u' € C°[0, Ty); H)

de forma que, u(0) e v/(0) fazem sentido. Considere 6 € C'(]0, Tp]), com 0(0) =1
e 0(Ty) =0 ewve HI(). Como

ul — ' em L*(0,Ty; V) (2.45)
segue que,
(g w)) — (', w)),Yw € L*(0,To; V)
Tomando w(t) = 0(t)v, v € V e integrando de 0 a Tj, temos
| o — [ .o
isto é,
/0 O (a0), )00 /O S ) oo (2.46)
usando a integrando por partes em ambas as integrais de (2.46), resulta
—((um(0),v)) — /0 0((um(t),v))9’(t)dt — —((u(0),v)) — /0 0((U(t)7v))9'(t)dt (2.47)
de (2.31), obtemos que

/0 (1), v)) it — /0 (ul(t), v))pdt, Yo € V.Y € X0, Ty)

assim

((um(0),v)) = ((u(0),v)), Yv eV (2.48)
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tm(0) = tgm — 1o em D(A) <V
entio
((um(0),v)) — ((ug,v)), Vv € V (2.49)
de (2.48) e (2.49), obtemos
((u(0),v)) = ((uo,v)), Yo € V

portanto u(0) = uo.
Para provarmos que u/(0) = u;, usamos as convergéncias (2.9) e (2.32), e

procedendo de forma analoga, temos
((4(0),v)) = ((u1,v)),Yv € H

logo u/(0) = u;.

2.1.5 Unicidade

Considere u e v fungoes de [0,7y] em L*(Q)) solugées do nosso problema (2.1)

nas condicoes do Teorema, e considere w(t) = u(t) — v(¢). Entao,

w € L>(0,Ty; D(A)) (2.50)
w' € L®(0,Ty; V) (2.51)
w” € L*(0,Ty; H) (2.52)

w () + M([lu(t)||*) Au(t) — M([lv(0)][*) Av(t) + Ma([lut)|*)u(t) -
My(Jlo(®)[*)o(t) =0
w(0) =0e w'(0)=0

(2.53)

somando e subtraindo os termos M (|u(t)||?)Av(t), M(||u(t)||?)v(t) em (2.53); e

agrupando os termos comuns como Aw(t) = Au(t) — Av(t) obtemos:

w’(t) + M(Ju(®)|*) Aw(®) + [M(Jlu)]*) = M([@]F)]Av(t) + Ma(llu@®)F)wt)+q 5y
[My(lu(®)]1) = Ma([[o(®)[*)]v(t) = 0 '
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sendo M, M; € C*([0,+00)) podemos usar o Teorema do Valor Médio em (2.54)

para obter

w”(t) + M([lu(t)]]*) Aw(t) + M (&) [[lu@®)I* = lv(@) 2] Av(t) + Mi(|lu)|*)w(t)+ (2.55)
M () [u(®)|* = lo(@)|Po(t) = 0 .

onde & e & pertencem ao intervalo aberto com extremidades |[u(t)|]* e ||v(t)|*.
Pela regularidade da solugao obtida, podemos fazer o produto interno de (2.55)

com 2w’ € L*(0,T;V) pois w' € L*(0,T;V) — L?*(0,T;V) portanto

(w"(t), 20 (1)) + M (|lu(t)*) (Aw(t), 20 (t)) + M (&) [[lu(t) |* — o) [*](Av(t), 2w'(1))
My ([[u()[*) (w(t), 20 (£) + My (&) [lu@)I* = To@®)[*](v(t), 20/ (1)) = 0

ou seja

%Iw’(t)l2 + M([Ju(t)[* ) @1+ 2M (€)@ = 0@ (Av(E), w' (1)) +

My ([lu(®)] )%Iw( t)|* + 2M(&)[[lu(®)||* — [l (@) I*) (v(t), w'(£)) = 0

usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

d 2 2 d 2 2
Z W (OF + M([u@)*) Z v @ + Mi(lu@)) 7 !w()\ <

< 2IM (€D Uu@® = o@Dl + flo( )II)IIAU( Mw'@1+  (2.56)
+2| My (&) (lu@) = o@D U@ + [0 @D vE)|lw' ()]

note que v,u € L>(0,Ty; D(A)) e D(A) — V — H dai
lu()] = [lo@)]]
@)+ [[o()]]
|M' (&) Av(t)| < c
[Mi(&)lJv(t)] <

< [lu®) —o@)] = [w(@)]]
< [lu@)l + lo@®l < &

assim aplicando em (2.56) resulta que

%Iw’(t)\2 + M([lu(t)]* ) w1 + M ([lu(@)]?) 2 |w( )I* <
2cok|lw(t)||lw'(£)] + 201/{:||w( ) ' (2)]
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tomando ¢, = max{2ck, 2¢c,k} e aplicando a desigualdade elementar 2ab < a’ +b?

segue que

d / 2 2 d 2
Z W OF + M([[u@1”) Z w1 + Mi(lu@)]*) 2 \w()! <
calllw(®)* + [w'(£) ]

de onde

C%{Iw'(t)l2 + M((Ju@) ) w® + Mi([u®) ) w @)} < coflw@)]* + Jw' (6"} +

H M (Ju(t)[|* )||—|IU( WPl ()11 + IM{(HU(t)||2)|I%HU(t)||2||7~U(1t)|2 =
ca{lw® + [w' ()1} + 21M (Ju@) )1 ((u®), v’ E)w @] +
2| M ([[u@®) )1 (), ' ()| [w(t)[*

novamente usando Cauchy-Schwarz e 2ab < a? + b?, segue que

%{Iw’(t)l2 + M(Ju@) ) w®O + Mi([u®) ) w @)} < co{lw@)]* + w6} +
+H2[M (Ju@ I (@)1 + [l OF) w1 + 2005 (a1 A1 + [l @1F) o @)

sendo u € L>*(0,Ty; D(A)) entdao u € L>*(0,Ty;V). Dai segue que |[u(t)||* varia
em [0,c3] e como M’ e M] sdo continuas, entao |M'(||u(t)]|?)| e |M;(||u(t)|?)| sdo

limitadas em IR. Temos também que «’' € L>(0,7Ty; V') logo:
%{lw’(f)\2 + M([[u@®) ) w®)* + Mi((lut)[*)w®)*} <
eo{[[w@®)* + [w' ()P} + callw(®)[|* + eshw(t)?

ou ainda
%{W(t)\z + M([lu@®) ) w®)? + Mi((Jut)]*)w®)?} <
collw()]|* + ea|w' ()] + es|w(t)]?

tomando ¢; = max{cs, s, 2} na desigualdade anterior e integrando de 0 a ¢,

obtemos

[w' () + M (@) [ + M ([Ju@®l*) () < Jw'(0)* + M(|[u(0)]*)[lw(©O)]* +
M ([[u() 1) w(0)* + 07/0 (lw(s)I* + [w(s)* + [w'(s)*]ds
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de (2.53), e das hipéteses sobre M e M; temos
W' @F + mollw@®)* + mi|w®)]* < er /Ot{HUJ(S)H2 + [w(s)]” + [w'(s)|*}ds
de onde segue que
W' OF + [w®]” + [w®)* < ;—72 /Ot[Hw(S)H2 + [w(s)]” + [w'(s)]*]ds

com my = min{1,my,m;} e usando a desigualdade de Gronwall (note que o = 0),

concluimos que
' ()] + w@®)])* + Jw(t)]* =0

dai segue que |w(t)| =0, ou seja, w(t) = 0. Logo, u(t) = v(t), Vt € [0, Ty].

Corolario 2.1.1 (Aplicagao). Considere V. = H(Q)), H = L*(Q), com Q um aberto
do R™, limitado e com fronteira T' regular, entao A = —/\, D(A) = H}(Q) N H*(Q) e

obtemos:

1w e L>(0,Ty; Hy(Q2) N H*(Q))

2. u' € L™=(0, Ty; H} (Q))

3. u” € L*0, Ty; L*(Q))

4, %w(t),v) + M(|\Vu(t))(Vult), Vo) + Mi (Vb)) (ult), v) = (f(1),0)
em D'(0,Ty), Yo € H}(Q)

5. u(z,0) =ug e u'(x,0) = uy, comz € Q.

Demonstracao: Imediata. Basta utilizar o Teorema 1

Bahia, Marcio Aldo Lobato. PPGME/UFPA



Capitulo 3

Solucao Global

3.1 Teorema 2

Neste capitulo estudamos a existéncia e unicidade de solugao fraca global
para o seguinte problema de Cauchy
u" + M(|Azul?) Au+ My (|A2u*)u+ Au' = f
u(0) = g (3.1)
u'(0) = uy
onde as condigoes sobre o operador A sao as mesmas estabelecidas no capitulo
2, bem como as condicoes sobre as funcoes M e M;. Assim, se T' > 0 é um
numero real fixado, porém arbitrario, entao temos o seguinte resultado que

assegura a existéncia de solugao fraca global para o problema (3.1).

Observagao 3.1.1. Estamos denotando por ((, )),|| - |l e (, ),| .| o produto interno e

norma dos espacos V e H, respectivamente.

Teorema 3.1.1. Sejam M e M, fungoes satisfazendo as hipdteses estabelecidas anterior-
mente. Se uy € D(A), uy € Ve f € L*(0,T;V), entio existe uma tinica fun¢do vetorial
w:[0,T] — H tal que,

u € L=(0,T; D(A)) (3.2)
u' € L=(0,T; H)N L*(0,T;V) (3.3)
u" € L*(0,T; H) (3.4)

%(U'(t%v) + M([lu()[*)((u(t), v)) + Mi([u(@)I*)(u(t), v) + (@' (t),v)) = (f(t),v) (3.5)
no sentido de D'(0,T),Yv € V
u(0) = ug e u'(0) = uy (3.6)

Demonstracao: Novamente fazemos por etapas.
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3.1.1 Solugoes Aproximadas

Considere {w, }, y uma base hilbertiana de H constituida de vetores préprios
do operador A e {)\,}  0s seus valores préprios correspondente. Tome V,, =
[wy,ws, ...,wn] 0 subspago vetorial de dimensao finita gerado pelos m primeiros
vetores {w;,ws,...,w, }. Assim, obtemos o seguinte problema aproximado asso-
ciado a (3.1):

Determinar u,,(t) € V,,, com u,,(t) = Zgjm(t)wj(:p) e sendo os g;,, de classe C?,
j=1

determinados de modo a satisfazer, V j = 1,2,3,...,m, o seguinte sistema:

(e (£), ;) + M ([l (O)[*) (At (), wj) + My (i (1) (i (£), w05) + - (3.7)
(A, (1), w5) = (f (1), w;)

Um(0) = Ugm = Z ag,w, — uy em D(A) (3.8)
v=1

ul (0) = uy,y, = Zﬁlywu —u; em V (3.9)
v=1

o qual também possui sulogao. Para justificar a existéncia de solugcao do pro-
blema aproximado procedemos de forma analoga ao que foi feito no capitulo

2.

Note que as convergéncias acima sao devidas a densidade de V), nos espagos

D(A) e V. Por outro lado sabemos que:

U (t) = Zgl,m(t)w,, eV,
v=1

uh, () =Y gl (tw, € Vi,
v=1

U () = g (tw, € Vi
v=1
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e
A (t) = igum(t)(flwu) = Zm:gum(t)A,,wy eV,
v=1 v=1
Zg )Wy, wj) = G (1) (3.10)
(Au Zgum (@0, w7) = Ay (2)
Zgum (A) = 3 ooty € Vi
v=1
logo

M ([[tn ()1%) (At (£), w5) = M (|| (£)][[*) Zgum v(wp, ;)]

de onde obtemos

M (|[am (0)[1*) (At (£), w5) = M ([t (£)]1*) A g (2) (3.11)

de maneira analoga para

M ([t ()1°) (2 (2), w5)

temos
M ([t (8)1%) (i (£) w5) = M ([[tem (8)]*) g (1) (3.12)
agora fazendo t =0 em u,,(t) = Zgym(t)wy eu, Zg om(fw,, segue que:
v=1
= Z Gom (0w, = Z Qgyw, = Ugy, de onde g,,,(0) = oy, (3.13)
v=1
- / - /
=> Gm(O)w, = Biw, = 1, de onde g}, (0) = B, (3.14)
v=1 v=1

Assim usando (3.10),(3.11),(3.12),(3.13) e (3.14), as equagoes do problema

aproximado ficam V j =1,2,....m:

i (8) + XM (11 (D7) g (8) + Myl (0)) g (1) + Ai (1) = (£(2), w5)
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Note que as m equacoes no sistema acima equivalem a uma EDO do tipo

Y’ = F(Y,t) que satisfaz as condigoes do teorema de existéncia de Carathéodory,
de fato:

T+ MM (Jun®O)gim()  + Mi(lun@[)gm®) + g0 = (f(0),

a4 A M(un®)gen(t) + M) [Dgam(®) + agonlt) = ().
) 4 Mm@+ MmO gon(® + Anlan®) = (1), )
© gm(0) = an ;5 91,00 = [n

Gam(0) = g2 5 95,(0) = P2

— . / _
gmm(()) = Qom gmm<0) - ﬁlm
escrevendo na forma matricial as equagoes acima, temos:

Gim(t) At 0 gim(t)
+ M ([|um (8)[) : +
g;:mm(t) mx1 0 Am mxm gmm(t) mx1
My (|t (8)]1%) : T
0 1 mxm gmm(t) mx1
M\ 0 G (t) (f(t),w1)
0 )\m mxm g;nm<t) mx1 (f(t)’ 'LUm) mx1
fazendo
M\ 0 | 1 0
B = M(||lum(®)]?) + My ([lum (1))
0 Am |, 0 L P
A\ 0 [ (f(t),w) Gim(t)
t , W m t
. | e | e
0 Am
mxXm | (f(t),wm) mx1 gmm(t) mx1
Gim (1) 9im(t)
t t
X/ _ 9277?( ) 7 X” _ gQ'rr.L( )
g;rmv,(t) mx1 gg@m(t) mx1
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e também

Qo1 B
Q2 B2
Xo = . e Xj= .
aom mx1 /8177’7, mx1

o sistema toma a forma matricial abaixo:

X"+BX+CX' =D
X(O) = XO € X/(O) = X1

que podemos reescrever na forma:

X"=-BX-CX'+D
X(O) = XO € X/(()) = X1

(3.15)

para transformar (3.15) em um sistema de 1* ordem, considere:

X X' X
=[], ], e [
X' 2mx1 X" 2mx1 Xi 2mx1

0 1 0*
-B -C 2mx2m D 2mx1
Y (0) =Y,

onde [/ matriz identidade de ordem m, 0 matriz nula de ordem m e 0* matriz

entao,

nula de ordem m x 1.

Fazendo F(Y,t) = [ 0

-B
tema acima assume a forma de EDO desejada, que se segue:

‘w:FW@:Qy+R

1 * . .
} Y + [ 0 } , temos que o dltimo sis-
o 2mx2m 2mx1

Y(0) = Y (3.16)

Afirmagdo: A EDO (3.16) atende as condigoes de Carathéodory, de fato:

i) Fixando Y, temos pela hipétese (H.1), M e M, sdo continuas, entiao M (||u,(t)|*)
e M (||um(t)||?) sdo continua em ¢ (j = 1,...,m). Logo, —B é mensuravel em t, e
como —C é constante com relacao ¢t segue dai que também é mensuravel em ¢.
Portanto, () é mensuravel em t.

Agora para R, como f € L*(0,T;V) — L*(0,T;H) e w; € L*(Q), dai (f(t),w;) é
mensuravel, logo D é mensuravel em ¢, portanto R é mensuravel em ¢t.

ii) Fixando ¢, vamos mostrar que F' é continua em Y. Note que R é continua
em Y, pois é constante em relagao a Y. Para continuidade de QY basta mostrar

que —B é continua em Y.
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Seja I1;(Y) = gjm (j=1,..,m) a projecao do IR"™ — IR que é continua. Entao

para cada t fixado temos,
Y [fun (@) = ((um (1), (1)) = (At (), un(t))

Note que u,,(t) = Zgjm(t)wj, logo ||un,(t)|]> = Zg?-m/\j(wj,wj) de onde segue
j=1 j=1

que, ||lu,(t)]* = Zg?m(t))\j e pode ser escrita como
j=1

Y — Y ILY)PN

m
J=1

assim,

Y — Jua(t)]”

é continua para t fixo. Dai \;M(||u,,(t)|]*) e M;(|un(t)|]?) sdo continuas em Y
(j =1,2,...,m). Portanto, fixado ¢, a funcao F(Y,t) é continua em Y.

iii)Seja K um compacto de F x [0,7], onde E é o conjunto:
E={Y e R"™; ||[Y|gem< <~vcomy>0}

Devemos mostrar que existe uma fungao real my(t) € L'(0,7), tal que:
[E (Y, )] gemea < ma(t) , V(Y1) € E % [0,T]

) Denotamos por || . |,,, a norma do méximo em IR

Aplicando em F(Y,t) = QY + R, temos que,
[EY, 1) |2mx1 < |QY [|2mx1 + | Rll2mx1 < [|@Qll2mxzm||Y l2mx1 + [[ R 2mx1

mas Y € E, temos que ||Y|[2mx1 < 7. Entao a desigualdade acima fica,

1E (Y, 1) [[2mx1 < 7[|Qll2mxam + || Rll2mx1

Sabemos que M, M, € C'(]0,);R), em particular, em [0,7T], segue que todas
as entradas da matriz —B e —(' sao limitadas por uma constante. Portanto,
|Q|l < c. Em relagao a matriz R, todas as suas entradas, em valor absoluto, sao
iguais a

(@) w)| < [fllws| = 1f]
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entao,

[F(Y, 1) < e+ [f] = me(t)

note que my(t) é integravel em [0, 7], pois ¢ é constante e f € L*(0,7; H). Por-
tanto, a EDO (3.16) satisfaz as condigoes de Carathéodory, dai existe uma

solugao u,,(t) em [0,t,), VmeVt, <T

3.1.2 Estimativas a Priori

Como a primeira equagao (3.7) do sistema do problema aproximado é véalida

para todo wj, j = 1,2,--- ,m, segue por linearidade que
(y, (£), v) + M ([t () [) (A (t), 0) + M ([Jum () 17) (wm (), v) + (Au, (t),0) = (3.17)
(f(t),v) '

¢é valida para todo v € V,,.

Estimativa I

Tomando v = 2u),(t), na equagao aproximada (3.17) e observando que

(Au, (1), 1, (1)) = (g, (1), 13, (£))) = [z, (8)

obtemos:
200, (0) 1 (1) + 20 (o () (1 (0 w0, () + 20 O = 5 1
(02 ot (6), 1 (1)) 270 (1) |
note que:
200, (1), (1)) = 2 (0, (1) = 5 (1)
20 (1), (1)) = (W (0), 0 (1) = (1)
isto é,

%I%(t)|2+M(H m(®)II* ) Nlwn D1 + 2, (B = (3.19)
—2My ([l ()11%) (i (£), u ()>+2(f( ) Unn (1))
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_ /O " M (s)ds

_ e (811 e (811>
M(||um(t)||2):/ M(s)ds > / mods = mo|lum(H)]*> > 0 (3.20)
0 0

Seja

dai segue

entao pelo teorema fundamental do cédlculo e fazendo y = ||u,,(t)||* temos:
d [— d (Y 5
=[] = £ [ Mes)as = 2r) = Ml 0P)
e pela regra da cadeia
d —
M (lwn (%) = M(|fum (D)1 ) -l (D)1 (3.21)

substituindo (3.21) em (3.19) e integrando-se de 0 a t <t,, < T obtemos:

[ s+ [ T ()20 +2 [t s = [ 200060t 65 -
| 2 ) ) (), ()

dai,

[ fetnoPds+ [ LR unlP)ds +2 [ @)Pds < [ 2(7(6) (o) +
| 2 )P 5. (5

como 0 <my; < Mi(A) <m{ VA > 0 temos que

/O 210 ([t ()2 [t (), ()]s < 0, / (1), 1 (5))|ds

e aplicando na desigualdade anterior obtemos,
t d t d - t t
/ D1t (s)Pds + / L () [2) s + 2 / It (5)2ds < / 21(f (s), 1t (5))]ds +
o ds o ds 0 0
t
- / 2 (utm(s), e, (5))|ds

usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e a elementar 2ab < a?+0?, resulta

/ LA \ds+/ LT (Jum (3)]2 ds+2/ . ( yds</|f )[2ds +
/0 il (5)2ds + / !, (s)|2ds + / e (5)|ds
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logo

t t t
() + BT (1)) + 2 / et (5)]%ds < / F(s)[ds + / ()| 2ds +
0 0 0
t t
m, / ol (5)Pds + / i (5)]2ds + [t (0)2 + M ([l ()
0 0
note que em (3.8) e (3.9) temos as covergéncias

Uom — ug em D(A)

Ul — UL €MV
e como D(A) — V — H, entao

Ugm — Uy €MV

U — Uy em H

portanto, devido ao fato de que M e C°([0,+00); IR) temos as seguintes con-

vergéncias em IR:

[wom| — [luo]| de onde [[ugml|* — [uol|?
|U1m| — |U,1| de onde |U1m|2 — |U1|2

M ([[uomlI*) = M(Jluo*)

assim, existem constantes positivas c¢q,cy, c3 e ¢, independentes de m e t, tais

que:
M(lwonl®) < e
Ui < e
t t
[ Jum(s)Pds < e / et (3)%ds
0 0
T T
/ Fs)ds < / ellf(s)Pds < e
0 0
portanto

il (D + T ([Jum(®)]?) + 2 / et (s)]Pds < e+ (1 + ) / () s +

63/0 [ (5)][*ds < c+05/0 ([ ()1 + Nl () 1) s
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onde ¢ =c¢; + ¢ + ¢4 € ¢c5 = max{(1 +m}),cs}.

Substituindo (3.20) na desigualdade anterior temos:

t t
[t (8) 1%+ 10 [ (8)* + 2/0 [y ()1 %ds < e+ 65/0 ([t ()7 + Il (5)]1) s

de onde fazendo c¢g = min{1l,mq} segue:

mum%w%@Wsé+Au%@W+mamm§ws

tomando ¢(t) = |ul,(t)]? + ||un(t)]|* temos, usando Gronwall, que:

C5t

th
p(t) = [l (O + Jum(8)]]? < ce 0 ™ = ceco

ou seja
! (8)] < e7, Vm, Vi € [0, ) (3.22)
[t ()] < cs, ¥m, ¥t € [0, 6) (3.23)
e ainda
t
/ . ()[ds < co, ¥m, Vt € [0, ) (3.24)
0

Com as estimativas (3.22), (3.23), (3.24) e usando o teorema de Carathéodory,
podemos prolongar a solugao u,,(t) ao intervalo [0, T]. Assim, tomando o supremo

essencial nas estimativas adequadas temos:

(um>meN é limitada em L*>(0,T;V)
)meN € limitada em L=(0,T; H) N L*(0,T; V)

(tr,

Estimativa II
Tomando v = Au,,(t) na equagao aproximada (3.17), obtemos:

(e (£), At (£)) + M ([[tin (8) 1) (At (£), At (£)) + (A (£), Au(t))  (3.25)
M ([t ()7 (i (8), Avn (8)) = (f (1), At (1))
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temos que:

(U (1), A, (1)) = %(’%(ﬂ, At (1)) = (ty, (1), Ay (£))
(At (1), Ay (1)) = 5 Au (1)
(U (£), At (£)) = (W (£), i (£))) = [0 ()
(At (1), At (1)) = [Au (2]
(e (£), A (£)) = (g, (1), 13, (8))) = [, (8)]
usando estes resultados em (3.25) obtemos
d / / 2 2 2 ld 2
7 (Um(8), At (£)) = [l (D17 + M ([lem (@) ) Aum ()17 + 5 2 | Aun (O] +

My ) [um1* = (f (L), Aun(t))
isto é,

120l (0), At (1) + | At ()] + 20 i (1)) At (1) + 2 ()] +
2M ([ (O 1) 1 (O11* = 20 (1), Aun (1))

integrando a dltima igualdade de 0 até t <t,, < T obtemos,

/0 %[2(u;(s),Aum<s))+|Aum(s)\2} ds+/0 2M (||t (5)[1%)] A (5)ds +

/O 20 ([t (3)12) [t (5)] s = / 2jul, () 2ds + / 2(f(s), Aty (5))ds
de onde segue que:
2(ut (), At (£)) — 20t (0), At (0)) + At (B)] — [ A (O) +
/0 O ([t () [2) | At (3) s + / 20, ([t (5)2) [t () |2 =

/0 2[ul, (5)|%ds + / 2(f(s), Aty (5))ds

dai,
Iz‘lwn(t)|2+/O 2M(HM(S)||2)|Aum(8)|2d8+/0 2M ([ () [1*) 1 (5) | *ds <
2| (u, (t), A (t))] + 2/ (u, (0), At (0))] + [Aua (0)] +/0 2wz, ()[[7ds +

/0 21(f(5), At (5))ds
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agora usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e a elementar Q(ﬂa)(%b) <

2a% + %b2 resulta:
t t
!Aum(t)!2+2/0 M(Hum(s)Hz)fAum(S)\QdS+2/0 My ([|tn ()17 1 (5) [IPds <
1 t
2|, (8))* + §|Aum(1ﬁ)|2 + 2|uy,, (0)|[ A (0)] + [ Ay, (0)]? +/ 2[ur,, (s)|*ds +
T ¢ ’
| 1srds+ [ au, (o)
0 0
ou seja,
1 t t
§!Aum(t)!2+2/0 M(Hum(S)HZ)!AM(S)\QdS+2/0 My (||t ()17 |t (5) [IPds <
¢ T
2Rty O + 2l Ao + Auonl? +2 [t (s + [ 17(6)Pas +
0 0

t
/ | Ay, ()| ds
0

das estimativas (3.22), (3.24) e usando as convergéncias de uy,, € ug, podemos

concluir que existe uma constante c3 tal que

20l (1)|* 4 2Jtrm || Atiom| + | Atgm|® + 2 /Ot |lul (s)|*ds + /OT |f(s)]?ds <c3  (3.26)
aplicando (3.26) na desigualdade acima obtemos:
1 t
§|Aum(1ﬁ)|2 <c3 +/O | Ay, ()| ds
e usando novamente o lema de Gronwall segue que:
|Awy, (t)| < cqy, Vm, Vt € [0,t,,) (3.27)
portanto, tomando o supremo essencial temos:
(Auy,) é limitada em L*(0,T; H) (3.28)
com as limitagoes (3.23) e (3.27) conseguimos mostrar que:

(um) € limitada em L*°(0,T7; D(A)) (3.29)
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Estimativa I11

Tomando v = u. () na equacio aproximada (3.17), obtemos:
(0, 01,18~ M ot 6)12) A (), 6)) -+ M ot (02 e (1), 6))
(1), 10(6)) = (F(0) 6, ()
ou seja,
2 ()] + 2Vt (1)) (At (1), 4, 4)) + 2 [t (6)2) (1) 4+
DI = 27(0), (1)

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e integrando de 0 a ¢, temos

2 / () 2ds + [uiy (B < [l ()2 + 2 / M (i (5)[2) ]| Attn ()] [ () s +

2/0 |M1(||um(8)Hz)llum(S)Hu%(S)IdS+2/0 £ ()] |upm (5)lds

note que 2ab < a® + b* que equivale a Q%ab = 2(@@)(\%6) < 24 4 3b?, e como

|tm ()] < erllum(s)]| dai

t t
2/0 [y (5)|*ds + [Ju, (0)])* < Hulm|!2+2/0 (1M ([l () 1%) | At (5) | *dls +
1 ! " 2 2 ! 2 2 1 ' " 2
5 [ lum(s)PPds +2ci | [[Mi(llun(s)[D)llum () [Pds + 5 [ | (s)]ds +
0 0 0
T 1 t
> [Clsras+ L [
0 2 Jo
Sabemos que uy,, é convergente, e também que pelas estimativas (3.23) e

(3.27) e do fato de que M, M; € C*([0,+00)) podemos concluir que existe uma

constante positiva ¢, independente de m e t, tal que

t 3 t
2 [ fun(o)Pds + [, O <t 5 [ ludu(o)Pds
0 0

de onde segue que
1 t
5 / W (s)2ds < ¢ ¥m, ¥t € [0,T] (3.30)
0
logo

(u”) é limitada em L*(0,T; H)

m
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3.1.3 Passagem ao Limite
Das estimativas anteriores temos

(um) é limitada em L*(0,7; D(A))

(ul.) é limitada em L>(0,T; H) N L*(0,T;V)

(u) é limitada em L*(0,T; H)

usando o teorema de Banach-Alouglu-Bourbaki e observando que L?(0,T; H) é
Hilbert, podemos extrair uma subseqiiéncia de (u,,), que continuamos a deno-

tar por (u,,) tal que:

U, — w em L>(0,T; D(A)), fraco* (3.31)

ul, —u em L>(0,T;H), fracox (3.32)

ul —u' em L*(0,T;V), fraco (3.33)

u! — " em L*(0,T; H), fraco (3.34)
usando o fato de que L>(0,T; D(A)) — L*(0,T; D(A)) e (3.31), segue que

Uy — u em L*(0,T; D(A)), fraco
isto é,
(A, w) — (Au,w), Yw € L*(0,T; H) (3.35)

de forma analoga, deduzimos que

(A, w) — (Au,w), Yw € L*(0,T; H) (3.36)

(u w) — (u" W), Yw e L*(0,T; H) (3.37)

Convergéncia dos termos nao-lineares
Por (3.31), (3.32) e pelo fato de que L>*(0,T;X) — L*(0,T; X) com X Hilbert
segue que
(u) é limitada em L*(0,T; D(A))
(ul,) é limitada em L*(0,T;V)
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pelo lema de compacidade de Aubin-Lions, com By = D(A),e B = B; =V, pode-
mos extrair uma subseqiiéncia de (u,,), que continuamos denotando por (u,,),
tal que u,, — u forte em L*(0,T;V). Dai temos que |[u,,(t)|| — ||u(t)| em L*(0,T).

E passando a uma subseqiiéncia (u,,), se necessario, podemos supor que
um () ||* = ||u()]]?, quase sempre em [0,T]
sendo M continua, temos
M(lun®)]?) = M([u(®)]]*), quase sempre em [0,T] (3.38)

além disso, de |lu,,(t)|*> < c segue que M (||u,,(t)]|*) < 7 onde 7 = maz{M()\): 0<
A < ||lum(t)||*}, portanto V 6(t) € L*(0,T) temos de (3.38)

M (lum ()[2)8(1) — M(|[u(t)[2)6(1), quase sempre em [0,T]
note que:
M(Jum(®)]?) <7 / M ([lum(®)]?)0(0)dt < T / b(t)dt <

pois 0 € L*(0,T) c L*(0,T).
Desses dois tultimos resultados, e usando o teorema da convergéncia domi-

nada de Lebesgue, obtemos
T T
| Moot~ [ ar(lu P vo € 120.7)
0 0
ou seja,
M(|lum(@OF) — M([[ut)|[*) em L*(0,T) (3.39)
de (3.35) segue que
(Aup(t),v) — (Au(t),v) em L*(0,T), Yv € V,,, com mq fizo (3.40)
usando (3.39) e (3.40), concluimos V0 € L?(0,T); Yv € V,,, que
T T
| Mm@ A0, 0008~ [ 2o P Aute), 000000
assim mostramos para 6 € D(0,T) C L*(0,T) que

M ([l (OI*) (Aum(t),v) — M(Ju(@)lI*)(Au(t),v) em D'(0,T); Yo € Vi, (3.41)
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e como V,, é denso em V logo Vv € V.

De maneira analoga obtemos
Mi(Jlun®)*) — Mi([u(®)]*) em L*(0,T) (3.42)

e também

(U, w) — (u,w), Yw € L*(0,T; H), (3.43)
de onde segue que
(U (t),v) — (u(t),v) em L*(0,T), Vv € V,,, com mq fizo (3.44)
portanto de (3.42) e (3.44) obtemos
My(|lum (1) (um(t),v) — Mu([lu(®)]]*)(u(t),v) em L*(0,T); Vv € Vi, (3.45)

e como V,, é denso em H logo vale para todo v € H.

Multiplicando (3.7) por 6(t) € D(0,T') e integrando de 0 a 7', temos:

LA @4xw,we@ﬁﬁ+34 M ([t (8)][2) (At (), 0)6(E)E +
/0 (Aut (1), 0)B()d + / Ml (8 (), )0 = (3.46)
Aammw@ﬁ

tomando o limite na expressao acima, quando m — +oo e usando (3.36), (3.37),

(3.41) e (3.45) temos

/ (" (), 0)6(t)dt + / M ([[ut)2) (Au(t), 0)B(t)dt +
/ M (fu(8)[2) (u(t), 0)B(E)dE + / (Al (t), 0)0(t)dt =

/ (f(t),v)0(t)dt V8 € D(0,T) C L*(0,T) e Yv € V.
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note que:

/ (" (£), v)0(t)dt = (u/ (1), 0)O(E)[T — / (o (1), )8 ()t = (5 (1) ), 6(0)

M ([lu(®)[1*) (Au(t), v)0(t)dt = (M (Ju(t)[*)(Au(t), v), 0(t))

/0 My ([lu(®) 1) (u(t), v)0(t)dt = (M ([lu(t) ) (ult), v), (1))
/0 (Au/(t), v)0(t)dt = ((Au'(1), v),0(t)) = (' (2),v)),0(t))

/0 (1), )0t = ((f (1), 0), 00))

logo

<%(U’(t), v), 0(t)dt) + (M ([[u(®)]|*)(Au(t), v), 0()) + (Mi([[u(®)[|*)(u(t), v),0(t)) +

(@' (2),0)),0(t)) = {(f(t),v),0(t)) ¥O(t) € D(0,T) Vv eV

dai

%(U'(t), v) + M([lu)[*)((u(t), v) + Mi([u®)]*)(ult), v) + (@/(8),v)) = (f(t),v)
em D'(0,T) e Vv e V.

3.1.4 Condicoes Iniciais

De resultados anteriores temos que

ue L¥(0,T; D(A)) — L*(0,T; D(A))
u' € L0, T; H)N L*(0,T;V)
u" € L*(0,T; H)

e usando resultado de regularidade, concluimos que

u € C'[0,T];V)
u' € C°([0,T]; H)

Bahia, Marcio Aldo Lobato. PPGME/UFPA



3.1.4 Condicoes Iniciais 75

de forma que, u(0), v/(0) fazem sentido. Considere 6 € C'([0,7]), com §(0) =1 e
9(T)=0eveV. Como

ul, —u' em L*(0,T;V) (3.47)
segue que,
((upy, w)) — (v, w)),Yw € L*(0,T; V)
tomando w(t) = 0(t)v, v € V e integrando de 0 a T, temos
| o nemar— [ (. opear
isto é,
| oo~ [ Lo (3.48)
usando a integragao por partes em ambas as integrais de (3.48), resulta
—((um(0),v)) —/0 ((um(t), v)0 (t)dt — —((u(0),v)) — /0 ((u(t),v))0'(t)dt  (3.49)

de (3.31), obtemos que

/0 (U (1), v))pdt — /0 ((u(t),v))edt,Yv € V,Yp € L*(0,T)

((um(0),v)) = ((u(0),v)), Vv eV (3.50)
Um (0) = ugp — up em D(A) — V
entao

((um(0),v)) = ((uo, v)), Yo € V (3.51)
de (3.50) e (3.51), obtemos
((u(0),v)) = ((uo, v)), Vv € V

daf u(0) = wy.
Para provarmos que u/(0) = u;, usamos as convergéncias (3.9) e (3.32), e

procedendo de forma analoga, assim obtemos
((@'(0),v)) = ((ua,v)), Vv € H

logo u/(0) = u;.

Bahia, Marcio Aldo Lobato. PPGME/UFPA



3.1.5 Unicidade 76

3.1.5 Unicidade

Considere u e v fungoes de [0,7] em H solucoes do nosso problema (3.1) nas

condigoes do Teorema, e considere w(t) = u(t) — v(t). Entao,

w € L=(0,T; D(A)) (3.52)
w' € L0, T; H) N L*(0,T;V) (3.53)
w" € L*(0,T; H) (3.54)

w”(t) + M([[u(®)]]*) Au(t) + M([lo(0)[I*)Av(t) + Ma(|lu(t)|*)ult) -
My([l(®)]*)v(t) + Aw(t) =0 (3.55)
w(0)=0ew'(0)=0

v(t), My(Jlu(t)[*)v(t) em (3.55); e
u(t) — Av(t) obtemos:

somando e subtraindo os termos M (|lu(t)|*)A
agrupando os termos comuns como Aw(t) = A

w () + [M([lu(t)[*) + 1 Aw(t) + [M(Ju(®)]]*) = M([|v(t
My([[u(®)[1*)w(E) + [My([lu®)]*) = Mi([lo(@)]*)]o(t) = 0

sendo M, M; € C*([0,4+00)) podemos usar o Teorema do Valor Médio em (3.56)

para obter

w”(t) + [M([Ju(®)|*) + 1Aw(t) + M (&) [lu(®)[* = [o(@)]]*]Av(t)+ (3.57)
My([lu(®)[1*)w(t) + Mi(&)[[lu@)]* = o(@)*]v(t) =0 '

onde & e & pertencem ao intervalo aberto com extremidades ||u(t)||? e [|v(t)|*.
Pela regularidade da solugao obtida, podemos fazer o produto interno de (3.57)

com 2w’ € L*(0,T;V) pois w' € L>=(0,T; H) N L*(0,T;V) portanto

(w”(8), 2w'(8)) + [M([lu®)[*) + 1] (Aw(t), 20/ (t)) + Mi([[u(t)[I*) (w(?), 2w’ (1)) +
M (E)lu®)* = llo(®)[IP)(Av(t), 20’ () + M (&) [lu®)]]* = [lo@) ) (v(t), 20'(2)) = 0
ou seja

ZJ "(OF + M ((Ju(®)|*) + 1]%Hw(7f)!|2 +2M'(&)[[lu(®)[1* = [[v(®)[I") (Av(t), w'(£)) +

1(\|U(2f)HQ)%\M(??)I2 +2M (&) [[[u®)])* = @) [P (v(t), w'(£) = 0
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usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

d, o 2 d 2 2y 4 2

S OF + M ([u@7) + 1 [lko@I" + Mi([lu@)]") Z lw@®)” <

< 2IM" () ([u( = o@D Uu@l + o@D Av(@)]w' ()] + (3.58)
2IMi () ([u@)]] = lv@ D U@ + lo@DHv@)]w' @)l

note que v,u € L>*(0,7;D(A)) e D(A) — V — H dai

Hu@®I = ol < [lu(t) — @] = [[w@)]]
Hu@I + oIl < flu@] + llo@)] < &
[M (&) Av(t)] < e

( |
| My (&)llo(D)] < ¢

assim aplicando em (3.58) temos

jtlw OF + [M([lu®)]*) + ]illw( B|I* + Ml(IIU(t)IIQ)%Iw(t)I2 < 2cok{fw(t)|||w'(£)] +
2erkl[w(t)[|w'(t)]

tomando ¢, = max{2¢yk, 2c,k} e aplicando a desigualdade elementar 2ab < a? + b?

obtemos
d’t2Mt21dt2M <
1 OF + M Ju@) + 1= [lw@)]” + 1(|IU()||) Iw()l <
el + |w' (X))

de onde segue que

%{!w’(t)\Q + M (@) + llw@* + Mi([u@) ) w®)} < ex{llw®)]* + [w' (@)} +

IM’(Hu(?f)Hz)ll%HU(t)HQ\Hw(t)\l2 + \M{(HU(t)HQ)H%HW)HQ\|'LU@)!2 =
ea{lw®I* + [w' ()1} + 21 (Ju@®) )1 ((ut), v ENw @) +
2| M ([lu@) I (ut), o' @) lw(e) [

novamente usando Cauchy-Schwarz e 2ab < a? + b?, segue que

%{Iw’(lﬁ)l2 + M (@) + Ul @]* + Mi([u@) ) w®)} < ex{llw®)]* + [w' (@)} +
1M (Ju@ I (@)1 + [l O w1 + 2005 (a1 A1 + [l @) o @)
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sendo u € L*>(0,T;D(A)) entao u € L>(0,7;V). Dai segue que |u(t)||* varia
em [0,c3] e como M e M’ sao continuas, entao |M'(||u(t)|?)] e |M;(|lu(¢)]|?)| sado

limitadas em IR. Temos também que v’ € L>(0,T; H) N L*(0,T;V) logo:

%{Iw’(t)l2 + M (@) + llw®* + Mi(Ju@®) ) w®)*} < eo{lw@)* + Jw' ()"} +
callw®)|* + eslw(t)?

ou ainda

%{\w’(t)F + [M([[u®*) + Ullw®* + Mi([lu@)I*) (@)} < csllw®)||* +
calw'(t)|* + es|w(t)|”

tomando ¢; = max{cs, ¢, 2} e integrando de 0 a t, obtemos

[/ ()] + [M([[u)]*) + Ul @) + Mi(Ju@) ) w®)]* < Jw'(0)* +

t
[M([[w(0)1%) + 1 [w(0)[* + My ([|w(0)[[*)|w(0)* + 07/0 [llw(s)I? + [w(s)[* + [w'(s)[*)ds
de (3.55), e das hipé6teses sobre M e M;, obtemos
t
[/ ()| + molw(®)|* + muw(t)|* < 07/0 {lw(s)II? + lw(s)[* + [w'(s)[*}ds
tomando my = min{1,mg, m; }, temos que
t
c
W' ()] + )] + [w(t)? < m_Z/o [lw(s)[I* + [w(s)]* + [w'(s)*)ds
usando a desigualdade de Gronwall (note que o = 0), concluimos que
' ()] + [lw(®)]* + Jw(t)]* = 0

dai |w(t)| =0, ou seja, w(t) = 0. Logo, u(t) = v(t), Vt € [0, T].
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Corolario 3.1.1 (Aplicagao). Considere V.= Hg(Q2), H = L*(Q), com Q um aberto
do R™, limitado e com fronteira T' regular, entao A = —/A\, D(A) = H}(Q) N H*(Q) e

obtemos:

1. u € L™=(0,Ty; H (Q) N H*(Q))

2. u' € L™®(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; Hy(52))

3. u” € L*(0,Ty; L*(Q))

4. %(U’(t), v) + M([Vu(t)*)(Vu(t), Vo) + Mi(|Vu(t)*)(u(t), v) + ((u'(t),v)) =
f(t),v) em D'(0,Ty),Yv € Hy(Q)

5. u(z,0) =ug e u'(x,0) = uy, comz € Q.

Demonstracao: Imediata. Basta utilizar o Teorema 2
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Consideracoes Finais

Ressaltamos que os resultados apresentados nesta dissertacao de mestrado,
sao inéditos e relevantes na area de EDP nao lineares em dominios limita-
dos. Gostariamos de destacar que as técnicas utilizadas neste trabalho, se
aplicam a diversos problemas de EDP abstrato nao-linear, os quais pretendo
dar continuidade nos referidos problemas, visando o doutoramento em EDP.
Tais problemas foram conjecturados pelo meu orientador Prof. Dr. Jorge Fer-
reira, por exemplo, estudar um sistema acoplado nas nao linearidades, e tentar
obter resultados de sobre a existéncia de solugao local e Global, decaimento
exponencial e polinomial, estudar a solvabilidade do problema estudado nesta
dissertacao e do mesmo sistema mensionado acima, porém em dominio com
fronteira movel, dominios exterior e outros tipos de dominios, entre outros

problemas que irao aparecer.
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