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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia da solucao fraca global para a equagao
diferencial parcial do tipo hiperbdlica-parabdlica nao-linear.

(kp(z, ) + ka(z, t)u' — Au— Au" + /|’ v’ = f em Q,
(P) u =10 sobre X,
u(z,0) = ug(x), (ku)(x,0)=u(z) .

Onde kq, ko, f, ug e uqp sao fungoes que satisfazem as condicoes apropriadas,
entao obtemos a existéncia da solucao fraca global com dados iniciais nulos
e nao-nulos respectivamente.

Palavra-Chave:



Abstract

In this work we study the existence of the global weak solution for the
nonlinear partial differential equation of the hyperbolic-parabolic type

(ky(z, ') + ko(z, )t — Au— Au" + |o/)°v' = f in Q,
(P) u=0 on X,
u(z,0) = ug(x), (ku)(x,0)=1u(z),

where k1, ko, f,ug and uq are functions that satisfy appropriate conditions.
We obtain the existence of the global weak solution with null and not null

initial data respectively.
Key Words:
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Introducao

Os estudos de problemas de contorno definido em regioces variaveis teve
inicio em 1923, a partir do trabalho de Francisco Tricomi, que estava in-
teressado em estudar fluidos transonicos, a partir do operador diferencial

Tly) = yZy, + Zyy, (x,y) € D C R%.

Sey >0, T é eliptica; y < 0, T é hiperbdlica e se y = 0, T é parabdlica.
Esse problema diferente originado de uma aplicacao a industria aerondutica
deu origem a uma série de investigacoes. Em 1958, G.Fichera procurou
desenvolver uma teoria geral considerando apenas operadores lineares, uti-
lizando métodos classicos. Um modelo matematico que expressa esse tipo
de problema é determinado por equacoes diferenciais parciais nao-lineares
em dominio cilindricos. O exemplo mais famoso deste tipo de equacao é:

Ut — Ugy = 0,

denominada equacao harmonica de Karman. Esta equacao expressa a com-
pressibilidade de um fluxo de gas em um meio transonico.

Um grande ntimero de trabalhos envolvendo equagoes hiperbdlica-parabo-
lica sao desenvolvidos em dominios cilindricos e apenas poucos destes sao
estudados em dominios nao-cilindricos. No presente trabalho faremos um
estudo detalhado deste tipo de equacao em dominio nao-cilindrico.

Seja (Q um dominio nao-cilindrico do R"*!, com fronteira lateral X.
Seja €2 um aberto limitado do R" com fronteira bem regular I' e T > 0
um numero real fixado, porém arbitrario. Seja @y = €2 x (0,7") um cilindro
com fronteira lateral que denotamos por X’ tal que Q) C Q.



Em () consideremos o seguinte problema misto:

(k1(z, t)u' (x,t)) + ko(z, t)u'(x,t) — Au(x,t) — Au"(x,t)+
[/ (x, t)|Pu (z,t) = f em @

u=0 sobre Y

u(0) =0, (ku')(0) =0,

(P) (0.1)

sendo k1, ko, e f funcoes satisfazendo condigoes apropriadas. O problema

(P) é uma versao nao-linear da equacao:
u" — Au—Au" =0

que modela as vibragoes transversais de uma vareta fina no espaco tridi-
mensional. Para maiores informagoes ver [11].

Os problemas lineares, e nao-lineares, para equacoes e sistemas de equagoes
em dominios nao-cilindricos tém sido tratados por diversos autores dentre
eles: J.L.Lions [9], que introduziu o método da penalizagao para resolver o
problema de exiténcia de solucao. Usando o mesmo método, L.A. Medeiros,
ver [12], estudou a existéncia de solucao fraca para o problema misto:

u' — Au+ F(u) =0 em Q, (0.2)

sendo F'(s) uma fungao continua que satisfazem sF'(s) > 0 e () um dominio
crescente.

J.Cooper e C.Bardos, ver [4], estudaram a existéncia e unicidade de
solugbes para a equagao (0.2) introduzindo o termo nao-linear F(u) =
|u|*u, (a > 0) e considerando a fronteira ¥ de @) globalmente ”time-like”,
e () nao necessariamente crescente.

Em 1970, Strauss, ver [17], estudou o problema (P) com ky = 1, ky = 0,
sem o termo —Au” e com a nao-linearidade considerada em [12], isto é:

W' —Au+ F(u)=f em Q. (0.3)

Podemos destacar, ainda, os trabalhos envolvendo a equacao

ky(x)u"(z,t) + ko(x)u'(z,t) — Au(z,t) = f(z,t) em Q, (0.4)
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sendo ki(z) > 0 e ko(z) > > 0,Vx € Q. Este resultado foi obtido por
Bensoussan-Lions-Papanicolau, ver [1], considerando dados iniciais nao-
nulos. Medeiros, ver [12], estudou a existéncia de solugoes fracas para a
equacao (0.4) mas considerando o termo nao-linear |u|’u,p > 0. Vragov,
ver [18], estudou (0.4) para o caso em que ki, ks dependem de (z,t) €
Q2 x (0,7), mas com condigdes iniciais nulas. Lar’kin, ver [10], estudou
(0.4) com condigoes nao-lineares mais gerais e com kj, ks dependendo de
(x,t) € Q x (0,7T), incluindo também f com fortes restringoes. Em 1988,
D.C.Pereira, ver [14], estudou a existéncia e a unicidade de soluc¢ao para a
equacao:

kl(xu t)U/,(I', t) _ AU,(QE, t) _ AU”(.Z', t) + ‘U(.%‘, t)‘pu(xa t) - f(xa t) em Qv
(0.5)
Comp>Osen:1,2eO<p§%senz?).
Em 1995, Ferreira, ver [7], estudou a existéncia e decaimento exponencial,
quando t — +o0, das solucoes fracas do problema misto para a equacao
hiperbdlica-parabdlica nao-linear:

(k1(z, t)u' (2, 1) + ko (z, t)u' (2, t) + A(t)u(z, t) + F(u) = f(x,t) em Q,
(0.6)
sendo F(s) uma funcdo continua que satisfaz sF(s) > 0, Vs € R e
{A(t),t > 0} uma familia de operadores em L(H}(Q); H1(2)), genera-
lizando a formulagao original de (0.4).

Outros trabalhos que também tiveram significativa relevancia na &area
foram os de: Ferreira-Pereira [8], Ferreira [9] e Ferreira-Lar’kin [10].

O objetivo deste tabalho é mostrar a existéncia de solucoes globais fracas
do problema (P) sobre a hip6tese em que ) é mondtono crescente. Apartir
daqui daremos uma interpretacao geométrica do dominio nao-cilindrico do
problema no qual usaremos as seguintes notacoes:

Q. =int(QN{t=s}),0<t<T

6+ Q= int(@ N {t = 0}),

Qr =int(@N{t="T}),
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' =00, 'y =00 e, =Ul com 0 < s < T fronteira lateral de @
com 9Q = Qy U S UL

|
h_t—///rl/" o, =0x=(0,1
Ik//*"ﬁ—ﬁ, _‘“‘-\\\j
‘\\““h-——-—-**’/ |
i s T =T (0,7}
——
Z=T x0T Fj\x____,,
| —
< B

Figura 1 Interpretacao geométrica

O dominio nao-cilindrico deve satisfazer as seguintes hipoteses:

(H.1). € cresce com t, isto ¢, se {2f = Projy—gy entao Qf C Qf se t < s;

(H.2). Para cada t € (0,7, ) possui a seguinte propriedade de regula-
ridade: Se u € Hj(Q) e u = 0 quase sempre em Q\Q entdo ulo; € Hj(Q).

Identificaremos assim 2y = €2;.

Defiremos a seguir os espacos funcionais que surgem no estudo de pro-
blemas em dominios nao-cilindricos. Esses espacos sao de fundamental im-
portancia para o nosso estudo, pois neles iremos encontrar a solucao dese-
jada para o nosso problema (P). Sejam 1 < p,q < 400 e
L9(0,T; LP(QY) = {f € LU0, T; LP(Q)); f(z,t) = 0 quase sempre em Q\4},
para quase todo ¢ € (0,7), com a norma:
|l ran@n = (Jy 1) qd)7, se 1< g < +oo.

e
[ f |l o 0,720 (0)) = supessicom) || f ()] v (), se ¢ = +o0.
LU0, T; HY(Q)) = {f € LY0,T; H}(Q)); f(z,t) = 0 quase sempre em Q\},
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para quase todo ¢ € (0,7"), com a norma:
T q 1
| lsozsmgon = U IO d0)F, se 1< g < +oo.
e
| £l oo (0,710 02)) = supessie 0.0 l.f ()| ), s€ ¢ = +00
A proposicao seguinte serd importante para o nosso estudo, pois garante
determinar a solucao do problema nos espacos funcionais:

Proposicao 0.0.1. Seja w : Q x (0,7) — R Lebesgue-mensurdvel. Entdao
w(z,t) = 0 quase sempre em Q\ para quase todot € (0,T) se, e somente
se, w =0 quase sempre em Qo\Q.

Dem.: Ver [15].
Os lemas seguintes sao de muita importancia para o nosso trabalho, pois
eles nos dardo subsidios para anédlise do termo nao-linear |u'|’u’ do pro-

blema.

Lema 0.0.1. Se Q2 é um aberto limitado do R" e 0 < p < % sen >3 e
0<p<oosen=1,2, entio H}(Q) — L2 (Q)

Demo.: Ver [12].

Lema 0.0.2. Seja u' € L>®(0, +o0; L*(Q)) tal que u” € L*(0,+o00; HE(R)).
Seja M uma funcao definida por

. 1 em QO\QUQO X {0}
M(z,t) = { 0 em QU2 x {0} (0.7)
entiio [{(M(s)u'(s),u"(5))ds > M (D) (1) — MO (0)]

Dem.: Ver [18].
Para a existéncia de solugoes usaremos o método da penalizacao de Lions,
ver [11], que consiste, mediante ao uso de uma fungao de penalizagao M,

transformar o problema (P) num outro problema penalizado pertubado
(P9), (0 < e < 1) definido no cilindro Q. Isto é:

1 ~
(P%) = kaeud + Ry + kaue = Aue = Dud + el ue + =Muc = f, - (0.8)
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sendo ki, = k1 +€ > 0.
A partir daqui projetamos o problema (P€) sobre um subespago de di-
mensao finita V,,, de H}(£2). Desejamos encontrar as solucgoes aproximadas

tem(t) =Y giem(Dw;j(2),0 <t < tey < T, (0.9)
j=1

solucao do seguinte sistema de equacoes diferenciais nao-lineares

(pemy [ (bt ) 4 (ki 0) + (Rt + (hotl & (=Bt 0)+
(=l ) + (Pt 0) + (M, 0) = (F0), Y0 € Vi

em? em? em?

Aqui usaremos o método de Fuedo-Galerkin para obter as solugoes aprox-
imadas u,, do sistema P“". A seguir mediante estimativas a priori e pas-
sando o limite quando m — oo obtemos a solugao u, de (P€) e finalmente
voltando ao dominio nao-cilindrico, encontramos a solugao de (P).

Estrutura do Trabalho

Este trabalho encontra-se dividido em 3 capitulos, a saber:

Na introdugao do trabalho estao englobadas, a motivacao fisica do prob-
lema, e a historia de alguns problemas do tipo misto em dominios cilndricos
e nao-cilindricos.

No capitulo 1 apresentamos as defini¢oes basicas das teorias das equacoes
diferencias parcias, alguns teoremas, lemas e proposicoes que nos auxiliarao
como pré-requisitos necessarios para melhor compreensao dos capitulos
subsequentes, além da formulacao do problema e das técnicas que serao
usadas para obtermos nossos resultados.

O capitulo 2 sera dedicado ao estudo da existéncia de solucoes globais
fracas do problema (P) com os dados iniciais nulos.

No capitulo 3 estenderemos o resultado do capitulo anterior, considerando
as condicoes iniciais nao-nulas.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo utilizaremos definicoes e nocgoes basicas da Teoria das
Equacoes Diferenciais Parciais, bem como alguns teoremas, lemas e proposi-
coes que nos auxiliarao como pré-requisitos necessarios para melhor com-
preensao dos capitulos subsequentes. Sendo assim, nao nos preocuparemos
com as demonstragoes de possiveis resultados utilizados preliminarmente,
mas mencionaremos as referéncias bibliograficas onde as respectivas de-
mostracoes poderao ser encontradas.

1.1 Teoria das Distribuicoes Escalares

1.1.1 Espacos Funcoes Testes

Sejam {2 C R"™ um aberto limitado e ¢ : 2 — R, uma funcao continua.
Denominamos suporte de ¢, ao fecho, em (), do conjunto dos pontos x
pertencentes a {2 onde ¢ nao se anula. Denotamos o suporte de ¢ por
supp (¢). Simbolicamente:

supp (¢) = {z € U (z) # 0} em Q.

Usando a definigao conclui-se que o supp (¢) é o menor fechado, no qual

¢ se anula fora e valem as seguintes relagoes:

1. supp (¢ + 1) C supp (@) U supp (¥),
2. supp (p¥) C supp (¢) N supp (V) ,

3. supp (A\p) = supp (¢), A € R — {0}
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Exemplo 1.1.1. Seja ¢ : (0,1) — R tal que p(z) = 1,Vz € (0,1):

Verifica-se que o supp (¢) = (0, 1),que ndo é um conjunto compactdNo que
segue, daremos um destaque especial as funcoes ¢ : {2 — R, com suporte
compacto contido em {2 e que sao infinitamente diferenciaveis. Com esse
intuito definiremos o espagos C§°(€2), como sendo o espaco vetorial das
fungoes infinidamente diferenciaveis tal que supp(p) C €. Os elementos de
C3°(€2) sao denominados fungoes testes em (2.

Exemplo 1.1.2. Dados o € R", r > 0, denotemos por B, (xy) a bola
aberta de centro xq de raio v, isto €, B, (xrg) = {x € R"; ||z — zo|| < r} . Se
B, (xg) C Q , define-se:

w: 00— R
por:
2
oy = | o0 (=) e la—anll <7
0 se ||z — x| >
Neste exemplo, verifica-se que supp (@) = B.(x¢) € um compacto e que

Cr(Q) € nao-vazio. O espago C3°(2) € de grande importancia para o nosso
estudo, visto que estamos interessados em estudar funcionais lineares con-
tinuos definidos em Cg°(£2).

Observacao 1.1.1. Por um multi-indice, entendemos uma n-upla o =
(1, ...,qn) de numeros inteiros nao negativos. Denota-se por |o| = ag +
-+ ay, a ordem do multi-indice e por D“o operador derivacao parcial, de
ordem |,

olal
= (67 [0 7%
Oz} ...0x"

Para o = (0,...,0), temos por definicio Do = .

DO(

A seguir daremos nogoes de convergéncia em C§°(£2), tornando-o um
espaco vetorial topologico.
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1.1.2 Convergéncia em C§°(12)

Diz-se que uma sucessao (), .y de funcoes em Cg° (§2) converge para ¢
em C§° () quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:

(i) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (p) C K e supp (p,) C K,Vn € N

(ii ) D%p, — D%y uniformemente em K para todo multi-indice a.

O espaco vetorial C§° (£2), junto com a nocao de convergéncia definida
acima é um espago vetorial topolégico que denotamos por D(€2) é denom-

inado espacos das funcoes testes.

Observacao 1.1.2. Sendo ) limitado, obtemos
D(Q) — LP(Q), para todo p, tal que 1 < p < oo .
com imersao continua e densa. De fato, dado ¢ € D()), temos que
/\gp ]pdx<sug]g0()|m(ﬂ)<oo.
HAS

Isto prova a inclusao algébrica. Para a continuidade, seja @, — @ em
D(QY). Mostraremos que

| le@ = ¢ @pas—o

Llen@ = ¢ @pdo= [ o) - p@P de

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesqgue,

note que,

— [ Jm Jeu @)~ o @) do =0,
K

Pode-se ainda mostrar que a imersdo anterior € densa. Para isso ver [12]

lim Ison( )= @) de = lim [ o, () — ¢ ()" do
K

COSTA, AUBEDIR SEIXAS PPGME/UFPA
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1.1.3 Distribuicoes Escalares

Denomina-se distribuicao escalar sobre () a toda forma linear e continua
sobre D(12), isto é, uma fungao T : D(2) — R que satisfaz as seguintes
condicoes:

(1) T(ap+ py) =aT(p) + BT () Ve, € D(Q),Va,B €R.

(ii ) T é continua, isto é, se (¢,), .y converge para ¢, em D (€2), entao

T(py) — T(p) em R.

O valor da distribui¢ao 7" na funcao teste ¢, é denotado por (T, p). Mu-
niremos o espaco vetorial das distribuicoes escalares da seguinte nocao de
convergencia:

Considere o espaco de todas as distribuicoes sobre {2. Neste espaco, diz-se
que a sucessao (1,),en, converge para T', quando a sucessao (< T}, ¢ >),eN
converge para (T, p) em R para toda ¢ € D(Q2). O espago das distribuigoes
sobre €0, com esta nogao de convergéncia é denotado por D'(€2).

As distribuicoes que aparecem com mais freqiiéncia sao aquelas definidas
a partir de funcoes localmente integraveis.

Definicao 1.1.1. . Diz-se que uma funcao u : 2 — R € localmente in-
tegravel em Q.quando u € integrdvel a Lebesgue em todo compacto K C €.
O espago das fungoes localmente integrdveis é denotado por L},.(Q). Em
simbolo temos:

we Ll (Q) e / u(z)| dz < 00
K

para todo compacto K C €.

Exemplo 1.1.3. Seja u € L} (Q) e definamos T, : D(Q2) — R por

loc

< Ty, >= /u(x)gp(x) dzx.
Q

COSTA, AUBEDIR SEIXAS PPGME/UFPA



1.1 Teoria das Distribuigoes Escalares 12

Nestas condicoes T, € uma distribuicao escalar sobre €.

De fato, nao € dificil mostrar a linearidade de T, pois seque da linea-
ridade da integral. Resta-nos mostrar que T, é continua; seja dada uma
seqiéncia (p,),cy de fungoes testes sobre Q1 convergindo em D () para
uma funcao teste p. Entao

‘<Tm901/> - <TU7§0>‘ = |<TU7SOV - 90>‘ =

pois, p, — @ uniformemente.

A distribuicao T}, assim definida é dita ”gerada pela funcao localmente
integravel u”e, usando o Lema Du Bois Raymond, tem-se que T}, é univo-
camente determinada por u, no seguinte sentido: T, = T}, se, e somente

se, u = v quase sempre em ). Neste sentido identificamos u com a dis-

1

tribuicao 1), e o espago L.

() das fungoes localmente integraveis pode ser
visto como parte do espaco das distribuicdes D' (Q).

Lema 1.1.1 (de Du Bois Raymond). Seja u € L}, (). Entao T, = 0 se, e

loc
somente se, u = 0 quase sempre em Q.

Dem.: Ver [16] .
Vale salientar que existem distribuicoes nao definidas por fungoes de

Llloc(Q), como pode ser visto no exemplo que se segue.

Exemplo 1.1.4. Seja xy um ponto de Q e definamos 6., : D (2) — R
dada por

< 51‘07 QO >: 90(330)

E facil vereficar que d,, € uma distribuicao, conhecida por Distribuigao
de Dirac, em homenagem ao fisico inglés Paul A.M. Dirac(1902-1984).
Entretanto, mostra-se que a distribui¢ao 0, nao € definida por uma fungao
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u e Lt (Q), isto é, nao existe u € L} (Q) tal que

loc loc

/Q u(@)p(a)dz = plav), Ve € D ().

De fato, suponhamos que a distribuicao d,, € definida por alguma funcao
u € L} (Q). Entdo tem-se que:

loc

<G> [ ule)p(a)ds = pla). Yo € D(S).
0
Tomando € € D () definida por

E(w) = [l — wol* ()

dat,
(o) =< Gy, € S /Q u(x) | — x|l p(x)dx = 0,%¢ € D ().

Pela proposicoes (1.1), seque que ||z — xo||* u(z) = 0 quase sempre em €,
logo u(x) = 0 quase sempre em €0, isto €, < 04, >= 0,V € D(Q), ou
seja, p(xg) =0, ¢ € D (), que € uma contradicao.

~ ~ . / .
Com essa nogao de convergéncia, D (§2) passa a ser um espago vetorial
topolégico e temos a seguinte cadeia de injegoes continuas e densas

D(Q) = L7 () = L, (2) — D' (2),1 < p < .

1.1.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o intuito de estudar os espacos de Sobolev, introduz-se o conceito
de derivada distribucional para objetos de D’(€2).

A motivacao no conceito de derivada fraca e posteriormente o conceito
de derivada distribucional, dado por Sobolev, se deve a férmula de inte-
gracao por partes do Calculo, entretanto, este conceito foi generalizado
para distribuigbes quaisquer em D’ (€2).

Seja T uma distribuigdo sobre 2 e @ um multindice. A derivada (no
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1.1 Teoria das Distribuigoes Escalares 14

sentido das distribuicoes de ordem « de 1" é definida como sendo o funcional
linear

DT :D(Q) — R,
tal que
(DT, ) = (—1)*(T, D) ,p € D ().

Segue da definicao acima que cada distribuicao 71" sobre {2 possui derivadas

1

de todas as ordens. Assim as fungoes de L; .

(Q) possuem derivadas de
todas as ordens no sentido das distribuicoes. Observe que a aplicacao

D*:D'(Q) — D (Q)

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (). Isto
significa que se

lim T, =T em D' () entdao lim DT, = D*T em D' (Q).

vV—00 V—0OQ
Observacao 1.1.3. Qutro resultado que wvale a pena mencionar € que
1

a deriwada de uma funcgao de L,

l;l

loc

(Q), nao €, em geral, uma fungdo de
(), como mostra o exemplo que vem a sequir. Tal fato, motivard a
definicao de uma classe significativa de espacos de Banach de funcoes,
conhecidos sob a denominacdo de Espacos de Sobolev.

Exemplo 1.1.5. Seja u a funcao de Heaviside, isto ¢, u € definida em R
e tem a sequinte forma:

()_ 1 se x>0
Y7V 0 se z<0

assumindo qualquer valor em x = Q.

Esta fungdo u pertence a L. () mas sua derivada u' = &y ndo pertence

a L (). Como 6y & L (), basta verificar que u' = dy.

loc loc

De fato:

00 0

< ul,ap >= — < u, go/ >= —/ gol(a:)dx = / go/(x)d:c = ¢(0) =< o, ¢ >,
0 o)

Vo e D(Q).
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Observagao 1.1.4. Se u € C*(R"), para cada || < k , entdo a nogdo de
derivada no sentido classico coincide com a nocao derivada no sentido das

distribuicoes, isto €
DOLTu — TDauv ’Oé‘ S k

Isto € uma conseqiiéncia simples da formula de integracao de Gauss.

1.2 Espacos de Sobolev

Apresentaremos nesta secao uma classe de espacos fundamentais para o
estudo das Equacoes Diferenciais Parciais, que sao os espacos de Sobolev.

1.2.1 O espago H™ ()

Seja €2 um aberto do R" com fronteira bastante regular I'. Foi observado na
secdo anterior que se u € LP (), u possui derivadas de todas as ordens no
sentido das distribuicoes. Viu-se que D“u nao é, em geral, uma distribuicao
definida por uma fungdode LP (). Estamos interessados em espagcos de
distribuigoes u € LP (€2) cujas derivadas distribucionais permanecam em
LP (). Tais espagos serao denominados Espacos de Sobolev.

O espaco vetorial L? (€2), 1 < p < oo, é 0 espago das (classes de) fungoes
?

reais v : {2 — R, mensuraveis, tal que |v|” é integrdvel a Lebesgue em (2.

Este espaco quando munido da norma

1/p
ol = ( [t dx)

é espaco de Banach ver [2].
O conjunto de todas as fungoes mensuraveis v essencialmente limitadas
em €) é denotado por L™ (), define-se a norma de v por

HUHLOO(Q) = supess |v (z)|,Yv € L™ ().

O espago L™ (2) é também um espago de Banach ver [2].
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No caso particular onde p = 2, temos que L* () é um espaco de Hilbert.
Neste caso o produto interno é dado por

(u,v)mm :/Qu(x)v(a:) dz,

cuja norma induzida é:

1/2
lu| | = lul?de ) .
L2(0) Q0

Dados um inteiro m > 0 e 1 < p < 00, 0 espaco de Sobolev de ordem
m sobre (2, é o espago vetorial denotado por W™P (§2), constituido das
fungoes u € LP (Q2) para as quais D% € L? (Q2), para todo multi-indice «,
com || < m. Em simbolo temos

WmP(Q) ={ue L (Q): D*u € LF (), Va, multi-indice, com |a] < m}.

O espago WP () serda munido da norma
1/p

HUHWm,p(Q) = Z I\Do‘ullip(m 1 <p<oo

al<m
esep= o0

HuHWm=°°(Q) = Z HDQUHLOO(Q)'

|a|<m

Em ambos os casos WP () é um espago de Banach.

O espago WP (€1) é um espago reflexivo se 1 < p < oo e separavel se
1 <p<oo.

No caso particular em que p = 2, o espago W™? () é um espaco de
Hilbert, que denotaremos por H™ (€2), isto é,

H™(Q) ={ue L*(Q); D% € L* (Q) Vo, |a] <m},

as derivadas D, evidentemente, no sentido das distribuicoes.

COSTA, AUBEDIR SEIXAS PPGME/UFPA
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Define-se em H™ (1) o produto escalar

((u,v))m@) = Z (D“u, D v)mg) dx,Yu,v € H™ (Q)
la|<m g
com norma induzida por este produto escalar dada por
1/2

_ o, \2
iy = | 32 [ (Do, da

|a|<m

Mostra-se, ver [11], que H™ (£2) é espago de Hilbert separdvel.
Para se ter uma idéia mais apurada dos espacos de Sobolev, descrevemos
alguns casos particulares.

Em dimensao n = 1, temos,

/ / d
Hw%mz{ueﬁgumueL%mm},u=é%

Neste caso

fullyon = [ lw@Pde+ [ @

Em dimensao n > 2, teremos

ou
835@-

fﬂ@n:{ueL%Qy eL%QLizl,”m}

e neste caso,

lalZni = / w21, 29, 1) dayday . d,

- 2
+ ;/9(88;2 (xl,xz,...,xn)) dzidzs . . . dx,,
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ou, de modo mais conciso, escrevemos

HUqul(Q):/|u|2d$+/\Vu|2dx.
Q Q

E oportuno observar que, embora o espaco vetorial das funcgoes testes
D () seja denso em LP (1), 1 < p < oo, em geral ele nao é denso em
WP (). Isto ocorre porque a norma de W™P () é "bem maior” que a
norma de LP (€2) e por isso WP (§) possui menos seqiiénciaconvergentes.
Isto motivou a defini¢ao dos espagos Wy"" (€2) como sendo a aderéncia de
D () em WP (). No caso p = 2 denotaremos esta aderéncia por H}" (2).

Os espagos Wy'? () e, em particular os espagos H{" (), desempenham
papel fundamental na Teoria dos Espacos de Sobolev e por conseguinte, na
Teoria das EDP’s.

O Trago em H! (Q)

Demonstra-se em [14] que as fung¢oes de H™ () podem ser aproxi-
madas na norma de H™ (2), por funcao de D (ﬁ), onde D (ﬁ) ¢ 0 conjunto
{©5; € D(R")} no qual pode-se definir a restricio a fronteira I' de (.
Dada ¢ € H' (Q), consideremos uma seqiiéncia (¢,),cy em D (Q) com

w0, — o em H'(Q).
Definimos o operador 7 : H! () — L*(T") por
0 (p) = lm gifp,

onde o limite é considerado na norma de L*(T").. O operador vy, denom-
inado operador de traco, ¢ continuo, linear e seu nicleo ¢ Hj (Q). Por
simplicidade, escrevemos ¢|. em vez de Yy e, dessa forma, podemos car-
acterizar o espago H{ () por:

HY (@) = {p € H'(Q): ¢, =0}

A generalizagao do operador de trago para os espagos H™ (€2) ocorre de
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forma natural e, no caso m = 2, temos:

1 (@) = {0 e (@), =0, 2k =0},
O dual topolégico do espago Wy'" (2) representamos por W™ (Q) se
1 < p < oo com p e ¢ indices conjugados. Se ¢ € W™™1(()), entao
Plpey € D ().
Quando p = 2, W7 (Q) é denotado por HJ' (), cujo dual recebe a
notagao H " ().

A seguir anunciaremos sem demonstrar o teorema que caracteriza o W~ (Q) .

Teorema 1.2.1. Seja T € D' (R2). Entio, T € WP (Q) se, e somente
se, existem g, € L1(Q) tal que T = > D%,.

|a|<m
Dem.: Ver [16].
Proposigao 1.2.1 (Caracterizagao de H ' (Q2)). Se T for uma forma linear
continua sobre H} (Q), entdo existem n+1 funcdes ug, uy, . . ., u, de L? (),
tais que:
" Ou;
T = :
Ug + 2221: 8$Z
Dem.: Ver [16].

De posse destes dois resultados podemos concluir que se u € H{ (9),
entdo Au € H1(Q), sendo o operador A : H} () — H~1(Q), linear,

continuo e isométrico.

Lema 1.2.1 (Desigualdade de Poincaré). Seja 2 C R™ um aberto limitado
em alguma dire¢io. Se u € H} (), entao existe uma constante C' > 0 tal
que

2 2
ulz2i) < CVulrzq) -

Demonstracao: Suponhamos €2 C R", limitado na direcao do eixo .
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Sendo v € HJ (), existe uma sucessao (¢, ),en de fungoes de D(Q) tal que
¢, — v em H}(Q), isto é,

Opy 00

B, — . em L*(Q), i=1,2,...,n.

¢, — v em L*() e

Como (2 ¢é limitado, existem a e b € R tais que Vo € 2 a < proj x < b
no qual a proj = é a projecaode x sobre o eixo coordenado x1, agora dado
e eD(Q),eqpl(a,x,...,x,) =0. Temos:

X1 agp

gp(xl,xg,...,xn): a_€(€7x2a"-7xn)d€'

E da desigualdade de Schwartz, obtemos:

2

b
|g0(:1:1,x2,...,xn)|2 _ <a (Z_gg(g,xz,...,xn)c%)

b ago 2
< (b-a) [ |or (Craenm)| de
Aplicando o Teorema de Fubini temos:
b 2
/‘Sp(xlaxQJ"'axn)‘Qdaj < (b_a)// a_gp(gax% 7xn) dgdx
Q QJa 65
2 % ’
< (b— — n)| dx.
< 0= [ |5 € a) da
Portanto,
" 19, |2 1/2
Y
Pl 120y < (b—a) [Z 7. ] :
j=1 J1L2 (%)
Logo,

2 2
ulZ2iq) < OVl -

Observacgao: Utilizando desigualdade de Poincaré podemos concluir que

em Hj (), as normas HUHHl(Q) e |Vu|pzq) sao equivalentes.
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De fato; Consideremos a norma em H3 (). Se v € H}(Q), tem-se:
[0llFn ) = [0]720) + WU@(Q) 2 |VU|%Q(Q)'
Da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, obtém-se:
][0y < (1+C) |VU|%2(Q) :
Conclui-se das desigualdades acima que em Hj(f2), as normas |[v| 1o €

V0 12(q) s80 equivalentes.

1.3 Espacos L?(0,T; X) e Distribuicoes Vetoriais

Sejam X um espago de Banach real, com a norma ||.||y , 7 um ntmero
real positivo e yg a funcao caracteristica do conjunto E. Uma funcao ve-
torial ¢ : ]0,T] — X, é dita simples quando assume apenas um numero
finito de valores distintos. Dada uma fungao simples ¢ : (0,7) — X com
representacao canonica

k
=1

Onde cada F; C (0,T) é mensuravel, i = 1,2,...,k, e os conjuntos F;
sao dois a dois disjuntos, m (F;) < oo e p; € X, i =1,2,...,k, definimos
a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado por

A<mwﬁ=§jmum%.

Dizemos que uma fungao vetorial u : (0,7) — X é Bochner integravel
(B — integravel) se existir uma seqiiéncia (¢, ),y de funcoes simples tal
que:

(1) ¢, — uem X, q.s em (0,7);

.. . T
(i) T [l (8) = g (1) dt = 0.
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Neste caso, a integral de Bochner Ver [8] de u, é por definigao, o vetor
de X dado por

T T
/ w(t)dt = tim [ o () dt,
0

n—oo 0

onde o limite é considerado na norma de X.

Uma fungao vetorial u : (0,7) C R — X é fracamente mensurdvel
quando a fun¢ao numérica t — (&, u (t)) for mensuravel, V& € X’ onde X’
é o dual topolégico de X; dizemos que u é fortemente mensurdvel quando

u for limite quase sempre de uma seqiiéncia (¢,) de funcoes simples.

veN
Em particular, quando u for fortemente mensuravel, entao a aplicacao t —
|lu(t)]| x é Lebesgue mensuravel .

Denotaremos por L? (0,7; X),1 < p < 00, 0 espago vetorial das (classes
de) fungdes u : (0,7) — X fortemente mensurdveis e tal que a funcao

t — ||u(t)]|% ¢ integravel & Lesbegue em (0,7), munido da norma

T
Jll o) = ( [ o dt)

Quando p = 2 e X = H é um espacgo de Hilbert, o espaco L?(0,T; H) é
também um espaco de Hilbert cujo produto interno é dado por

1/p

(0 0) o zom = / (u(s), v (3)) ds.

Por L> (0,7T; X) representaremos o espaco de Banach das (classes de)
fungdes u : (0,7) C R — X que sdo fortemente mensuraveis e tal que
t—|Ju(t)]y € L*(0,T). A norma em L*> (0,7"; X) é definida por

HUHLOC(O,T;X) = SUPESSicio 1| [[u(®)]]x -

Quando X é reflexivo e separdvel e 1 < p < oo, entao LP(0,7;X) é um
espaco reflexivo e separavel, cujo dual topolégico se identifica ao espaco de
Banach L1(0,T;X"), onde p e g sdo indices conjugados, isto é, % + % =1
No caso, p = 1, o dual topoldgico do espaco L' (0,T; X) se identifica com
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o espago L™ (0,7;X’). A dualidade entre esses espagos é dada na forma
integral:
(u, U>(Lp(0,T;X))’><LP(0,T;X) = (u, U>Lq(o,T;X')><Lp(0,T;X)

Definigao 1.3.1. [ : [0,T] — X € integrdvel se existe uma seqiiéncia { Sy}
de funcoes vetoriais simples, tal que,

T
[ 11520) ~ @)t — 0, com b — o
0

se f € integrdvel, define-se

/O ' F(H)du = lim /O ' Su(t)dt.

k—o0
A expressao fOT ft)du € dita integral de Bochner de f, em relag¢io a ji.

Exemplo 1.3.1. Sejam v € LP(0,7;X), 1 < p < o0, e € D(0,T).
Consideremos a funcao T, : D (0,T) — X, definida por

onde a integral € calculada mo sentido de Bochner em X. A aplicacao T,
é linear e continua de D (0,T) em X e por esta razao é denominada dis-
tribuicaovetorial. A distribuicao T, € univocamente determinada por u e,
neste sentido, podemos identificar uw com a distribuicao T, por ela definida
e, portanto, LP (0,T; X) — D' (0,T; X) com inje¢aocontinua e densa.

O espago das aplicacoes lineares e continuas de D (0,7) em X é deno-
minado espago das distribuigbesvetoriais sobre (0,7") com valores em X, o
qual denotaremos por D’ (0,7T; X).

Definigao 1.3.2. Seja T € D' (0,T; X). A derivada de ordem n € definida

como sendo a distribuicdo vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

4T Y O
= (—1 T, — T).
(Gre) = (155 e e D 0.T)
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Por C°([0,T];X), 0 < T < oo, estamos representando o espago de
Banach das funcoes continuas u : [0,T] — X munido da norma da con-
vergéncia uniforme

HUHCO([O,T];X) = tgﬁ% Ju ()] x -

Por C° ([0, T];X), denotaremos o espago das funcoes u : [0,T] — X
fracamente continuas, isto é, a aplicagio t — (v,u (1)) x € continua em
0,7],Vv € X'.

Quando X = H é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é
equivalente a continuidade da aplicacao t —— (u (t),v)y, v € H.

1.4 O Teorema Espectral

Sejam V e H espacos de Hilbert reais, cujas normas e produtos internos
serao representados, respectivamente, por, ||.||, ((,)) e |.|, (,). Suponhamos
que V & H, V denso em H e a injecao de V' em H é continua.

A terna {V, H, ((,))} determina um operador linear A caracterizado por:
o dominio do operador A é o subespaco vetorial D (A) de V' dado por

D(A)={ueV;3f € H tal que ((u,v)) = (f,v),Yv eV}
e Au = f.

Temos entao que
((u,v)) = (Au,v),Yu € D(A) eve V.

Demonstra-se em Milla [13], que A é um operador auto-adjunto nao limi-
tadode H e D (A) — V — H, com injecoes continuas e densas, além disso
A tem espectro discreto.

Supondo que a imersao de V em H é compacta, segue-se da Teoria Espec-
tral, que existe um sistema ortonormal completo de H, enumeravel, (wj)j N
constituido de autovetores de A, cujos autovalores correspondentes ()\j)j N’
satisfazem a

O< A <A< <X\ <+ \j = 00 quando j — oo0.
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Para cada « real, o operador A% é caracterizado por

D (A% = {u € H; Y X |(u,wy)|* < oo}

v=1

Aau:Z)\S(u,wy)wy € Hue D(A").

v=1

Dado u € H, entao

oo

u = Z (u, wy,) w,.

v=1

Em D (A%) consideremos o produto interno e a norma definidos, respec-
tivamente, por

(U, U)D(A“) - (Aauu Aav)

|U|D(Aa) = [A%].

Temos D (A®) munido do produto interno (u,v) p(4ey € um espago de
Hilbert e dados aq, ag € R, a3 > ay > 0, a imersao de D (A*?) em D (A™)
é compacta.

Sendo A um operador positivo, entao o operador S = Az estd bem
definido, entao é denominado raiz quadrada positiva de A e é caracteri-
zado por
A2

D (A%) —V,|A%| = ||u||,Yu e V.

No qual segue-se o operador A serd definido pelo terno {V, H, ((u,v))}
nas condicoes do Teorema Espectral.
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1.5 Outros Resultados Importantes

A seguir enunciaremos mais alguns resultados que serao utilizados pos-
teriormente.

Sejam D C R"™! e f: D — R". Dizemos que f satisfaz as condicoes de
Carathéodory sobre D se

e f(t,z) é mensuravel em t, para cada x fixo;
e f(t,z) é continua em z, para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D, existe uma funcao real integravelmy (t)
tal que |f (t,x)| < mg (t), para todo (¢t,z) € D.

Consideremos o retangulo R = {(t,z) € R"; |t — to] < a, |v — x| < b},
com a,b > 0.

Teorema 1.5.1 (Carathéodory). Seja f : R — R" satisfazendo as condigoes
de Carathéodory sobre R. Entao, sobre algum intervalo |t — to| < 5 (8 > 0),
existe uma solucao do problema de valor inicial

X =f(tX)
1.1
{ X (tg) = Xo. (1.1)
Dem: Vamos mostrar para o caso t > 7. Definimos a funcao M
M) =0 (t<7) (1.2)
t
M(t) = / m(s)ds (t <t <71+a). (1.3)

M é continua e nao decrescente, pois m(t) > 0
M(t)=0
Portanto, (t,& + M(t)) € R para algum intervalo 7 < ¢t < 7+ (. Escol-

hendo 3 de modo que 7+ < 7 + a definimos as seguintes aproximagoes
5 (j=1,2,...) por

pit) = ¢ (r<t<7t+

) (1.4)
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t=p/j
eit) = €+ [ feplds rl<t<res (19
Note que p1(t) =&Vt € (1,7 + )
Fixado j > 1 a integral em (1.5) s6 tem sentido se

g g p 2p

T<t——<T7T4+—-7174+=—<t< 7174+ —.
J J J J

Dai segue-se, que em (6) tem-se ¢; é continua em 7 <t < 7 + g e pelo
exposto acima, desde que (t,£) € R a equagao (1.5) define ¢; como uma

. , : 20 L
funcao continua no intervalo 7 + — <t < 7 4+ — e além disso, temos
J J

t—p/j t—=B/j
i) =€+ / £ (s, 0(5))ds = ;1) — €] = | / F(s,0(s))ds|

t=pB/j t=B/j
o —€1< [ I el = o)~ < [ mls)ds
por (1.4) e, portanto,

6
\%@%—ﬂéﬂﬂt—;) (1.6)
Afirmagao: ¢;(t) é uma funcao continua em 7 < t < 7+ 3. Provamos
essa afirmacao usando inducao finita
n =1 ok!
Suponha que para n = k temos ¢; estd definida em 7 <t < 7+ — para
T

1 < k < j assim temos p;(t) = §—|—/ J f(s,¢;(s))ds de modo analogo,
) (k+1)r

J

. E facil ver que @, satisfaz

-
concluimos que ¢;(t) é continua em 74+ — <t <71+

J
(k+ )T

. Portanto,

@i(t) é continua em 7 < t < 7 +

(1.6). Portanto, por inducao, (1.5) define ¢, como uma funcao continua em
T <t <74 (0, para todo j € N satisfazendo

pilt) = ¢ T<t<r+5
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¢; € equicontinua.
Devemos mostrar que dado € > 0 existe 0 > 0 tal que para quaisquer
t1,to tais que [t; — to| < d temos |p;(t1) — ¢;(t2)| < € Vj. Sabemos que

wwu—%@ﬂsmmrjp—Mw—gn

Sendo M continua em [7,7 + (] vem que M é uniformemente continua.

Logo,

|n—mzwn—%—ur{%<6¢Mﬂm-§—er§n<e

Donde segue nossa afirmacao.

¢; € equilimitada

Note que

\ww—agMu—%w.

Sendo M continua em [r,7 + f], logo limitada, entao existe C' > 0 tal
que |[M(t)| < C. Desde que

r%w—QSMu—%

Segue que
;1) < |¢|+C VjeN.

Desta forma, a sequéncia (¢;) estd nas condigoes do teorema de Arzela-
Ascoli, Assim existe uma subsequéncia (¢;,) que converge uniformemente
em |7, T + (] para uma fungao continua .

Mostremos que tal fungao limite, é solugao de (1.1).

Sendo f(t, ) continua em z para cada t fixo decorre da que

f(tv Spjk(t)) - f(ta gp(t)) L

e, usando (1.4) segue que

(050 (B)] < mf(t).
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Desde que m(t) é Lebesgue integravel a fungao f estd nas condigoes do
teorema da convergencia dominada de Lebesgue, resultando portanto

im [ flssentonds = [ 565,060

k—o00

para todo t € [r, 7 + (3] temos:

t

() = ¢ +/ f(s:5.(5))ds —/t f(s,0;.(s))ds.

—B/jx
Quando, k — oo o segundo termo integral tende a zero, e usando as

consideracoes anteriores vém que

o(t) =€+ / F(5,0(5))ds

donde segue o resultado.

Corolario 1.5.1 (Prolongamento de solu¢ao). Seja D = [0,w]x B, com 0 <
w<ooeB={xeR"|z| <b},b>0 e f nas condigoes de Carathéodory.
Seja  (t) uma solugao de

X = f(t7X)
X (0) = Xy, |Xo| <.

Dem.: Ver [.] Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ (t) estd
definida, se tenha, |@ (t)| < M, para todo t € I, M independente de t e
M <'b. Entao ¢ tem um prolongamento até [0,w] .

Proposicao 1.5.1. Sejam V e H espacos de Hilbert, V' continuamente
imerso em H, u e LP(0,T;V) eu € L’ (0,T;H) , com 1 < p < o0, entao
we C([0,T]; H)NC, ([0,71; V).

Demonstracao: Ver [12].

Observacao 1.5.1. : Como conseqiiéncia do conceito de topologia fraca e

fraco ¥, seque:
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Definigao 1.5.1 (Convergéncia Fraca). . Sejam E um espago de Banach
e (uy),cny uma seqiiéncia de E. Entdo u, — u se, e

(pu) = (p,u) ,Vu € E.

Definigcao 1.5.2 (Convergéncia Fraca Estrela). Sejam E um espaco de
Banach, ¢ € E'e (p,),oy wma seqiiéncia de E'. Diz-se p, — ¢ fraco -%k
se, somente se,

(v, u) — (p,u),Yu € E.

Proposigao 1.5.2 (Compacidade de Aubin-Lions). Sejam By, B, By espa¢os
de Banach, By e By reflexivos, a imersao de By em B é compacta, B imerso

continuamente em By, e, W o espaco
W ={ueL*0,T;By); v €L*(0,T;B1)}

equipado da norma |[ully = [[ullr207.5,) + |14l 1207.5,)- Entdo W € um
espaco de Banach, e a imersao de W em L*(0,T; B) é compacta.

Demonstragao: Ver [12].

Observacao 1.5.2. Como conseqiéncia da Compacidade de Aubin-Lions,
temos que se (u,),oy € wuma seqiéncia limitada em L* (0, T; By) € (u),),cn
uma seqiéncia limitada em L*(0,T; By) entao (u,),.y € limitada em W.
Dai, seque que existe uma subseqiéncia (u,, ),y de (uy) tal que u,, — u

forte em L*(0,T; B).

Lema 1.5.1. Consideremos X um espaco de Hilbert com dual X' ¢ Y um
outro espaco de Hilbert tal que X — Y. Seja

W ={ue L*0,T;X); v e L*0,T; X")}.

Entao

 ult). o0y = (1) 0(0)) 0+ Gul0) o (D)
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Demonstragao: Ver [2].
Lema 1.5.2 (Lema de Lions). Sejam O um aberto limitado do R} x Ry,
g, e g fungoes de LY(O),1 < q < oo, tal que
IgullLsio) < C, gu— g
quase sempre em O. Entdo g, — g na topologia fraca de L1(O).
Demonstragao. Ver [12].
Lema 1.5.3 (Lema de Fatou). Seja (f,) uma seqiéncia em M™(X,IN).

Entao,

/lim inf f,dp < lim inf/fnd,u.

Onde M*(X,9M) a colegcio de todas as fungdes mensurdveis, nao nega-

tivas, definidas em X, a valores reais estendida.
Demonstragao. Ver [16].

Teorema 1.5.2 ( da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,),
uma sequéncia de funcgoes integrdavers definidas em X. Suponha que

1. (fn), converge q.s. para uma fungdo real, mensurdvel, f.

2. Existe uma funcao integravel g, tal que |fy,| < g,Vn. Entao f € in-

/ fp = lim / jxm

Demonstragao. Ver [16]

tegrdvel e

Teorema 1.5.3 (Representagao de Riez). Sejam 1 < p < oo e ¢ € (LP).
Entdo existe um unico u € L¥ tal que

()= [urv ser.
Além disso,

lellr = Nl -
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Demonstragao. Ver [2].

Como conseqiiéncia destes resultados temos as seguintes identificacoes:
i)L* = (L)
i) LY = (LPY
Teorema 1.5.4 (Desigualdade de Sobolev). Considere 1 < p < N, entdo
WP (RY) — LP*(RY)

onde px € tal que

111
p p N
e existe uma constante C' = C(p, N) = WN;_lp)p tal que

lull e < ClIVull oy, Yu € WH(RY).
Demonstragao: Ver [2].

Observagao 1.5.3. W™P(RY) — LP*(RY),m > 1, inteiro, tal que

Demonstragao: Ver [2].

Proposigao 1.5.3 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP e g € L com
1

1
pp>le-+==1
p P

Entao

foell e / £gl < 11Fle-llgll -

Demonstragao: Ver [2].
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Teorema 1.5.5 (Banach-Alaoglu). Sejam E um espago de Banach separdvel

e E' o seu dual topoldgico. Entao o conjunto

B ={feE;|fll <1}
¢ compacto na topologia fraca estrela.
Demonstragao: Ver [2].

Teorema 1.5.6 (Regularidade para um problema de Dirichlet). Sejam 2
um aberto de classe C* com T limitado [ou com Q = RY]. Seja f € L*(Q)
e seja u € HY(Q) verificando

/Vuvs0+/us0=/f<p,v<p€HS(Q)-
Q Q Q

Entio u € H*(Q) e ||lul|gz < C||f||z2 onde C é uma constante que depende
somente de Q. E mais, se Q é de classe C™2 e se f € H™(R), entdo

u € Hm”(Q) com ||u|| gm+2 < C|| fl|gm;

em particular se m > %, entdo u € C*(Q). Entdo se Q) é de classe C™ e

se f € C®(Q), entio u € C*(Q).
Demonstragao: Ver [2].
Dizemos que uma seqiiéncia (¢, ) converge para ¢ em LP (1) se

lew = @l o) = 0,

1 < p < . Sepeqsaoindices conjugados, isto €, %—F% =1lcoml <p< oo,
entdo o dual topolégico de L? (Q), que denotaremos por [L? (Q)]', é o espaco
L9(€2). No caso de 1 < p < 0o 0 espago vetorial LP (1) é separavel e, para
1 <p<oo, LP(Q) é reflexivo.

Definicao 1.5.3. Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana
de H uma seqiiéncia de elementos (wy,) de H tais que
(i) |wn| =1 Vn, (wp,wn) =0 VYn,m, m # n;
(i) O espaco gerado pela (w,) € denso em H.
A seguinte proposi¢do estabelece que a convergéncia em LP (§2) da origem
a uma convergéncia pontual.
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Proposicao 1.5.4. Sejam @ C R™ um aberto, 1 < p < 0o , u € LP(Q)
e (up)pen uma seqiéncia em LP () convergindo para v em LP (). Entdo

existe uma subseqiéncia de (uy), ainda denotada por (uy), tal que
(i) ur(z) — u(x), q.s5. em §;

(ii) |ug ()] < h(z), ¢.s. em Q,Vk €N, com h € LP(Q).
Demonstragao: Ver [2].

Lema 1.5.4 (Lema de Gronwall). : Sejam ¢,v : [a,b] — R fungdes

continuas e nao-negativas, o > 0. Se

go(t)sw/go(s)w(s)ds,

entao,

1) < aexp U;WS)CZ‘S] Ve o).

Em particular, ¢ (t) € limitada e se « =0, entao p = 0.

Demonstragao. Fazendo w (t) = a+ [ at ¢ (s) 1 (s)ds, decorre da hipétese
que ¢ (t) < w (t) e pelo teorema fundamental do célculo, segue que w' (t) =

# (1) ¢ (t). Logo,

donde segue,

Integrando a ultima desigualdade de a até t,obtemos

_/atw(swls
/%m ds</¢
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Portanto,

(28 < [ o
( > t € la,b].

Desta desigualdade e de ¢ (t) < w

isto é,

Lema 1.5.5. Se § € L”(0,Ty) ev € V, entdo

E(t,x) =0 (t)v(x) € LP(0,Tp; V).

Demonstragao. Devemos mostrar que |€ (t,z)|, € LP(0,Tp), ou seja,

Ty
/ € (L) dt < oo,
0

Temos que:

/oo\ﬁ(t,xniidt = /0ole<t>v<x>|§3dt=/oO\@(tﬂplv(@l’idt
~ @ [ e

mas decorre da hipdtese que: fOTO 16 ()" dt < oo.
Assim, segue o Lema.

Lema 1.5.6. Se u,, — u em L?(0,Ty; X), entdo

lum @)l x = [lu@)lx em LP(0,T)

Demonstracao. Queremos mostrar que

[ (Dl x = Ml ()l x o7y — O-
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Temos que:

To
Nwm Ol x = llu Ol x2o0m,) :/0 Nwm (O x = llu @Ol x 500z, 9

< / ot () — (1) .

mas decorre da hipotese que:

/0°\|um (t) — u ()| dt — 0

e, portanto, seque o Lema.

L*(Q) é o espaco vetorial das (classes) funcoes definidas em € cujo o
gadrado ¢é integravel a Lebesgue.

Definimos o prduto escalar e norma, respectivamente, em L?(2) por

(u,v) = /Qu(x)v(x)ds,Vu,v c L*(Q)
lul = [, u*dx
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Capitulo 2

Existéncia de solucao global fraca
com dados iniciais nulos

Neste capitulo obtivemos a existencia de solucoes globais fracas para o

seguinte problema degenerado

‘(kl((x, t))|u’(3€’, t)))’ + fpg(&?, t)zé’?(x, t) — Au(z, t) — Au”(z, 1)+

u(x, )P (x,t) = [ em

u=20 sobre ) (2.1)
uw(0) =0, (ku')(0) =0,

(P)

no dominio nao-cilindrico ) contido no cilindro Qy = Q x (0,7), T > 0,
onde €2 é um aberto limitado do R" com fronteira I' bem regular. Conside-
remos {2; definido anteriomente(Introdugao). Daremos a seguir as hip6teses
apropriadas das funcoes ki, ko, f € p.

(A1): ky(z,t) >0, ko(x,t) >d >0, quase sempre em Q;

k€ CH[0,T); L™ (%));

ko € CO([0,T); L™ (%));

pu(a,t) = ko(z,t) — 3|ki(z, )| > d > 0 quase sempre em Q.

(A.2): f e L*0,T; L*(Q)),

O<p<oosen=1oun=2,

2
O0<p<=,sen=>3.

Teorema 2.0.7. Assumimos as hipdtesis:(H.1)-(H.2) , (A.1)-(A.2).
Entao dado T > 0, existe u : () — R na classe:
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we L=(0,T; Hy(%)); (2.2)
€ L2(0,T; HY(Q)): (2.3)
VI € L0, T; L)), (2.4)
W€ L2(0,T; HY(O)) (2.5)

e satisfaz:

(ky(z, )u'(x,t)) + ko(x, t)u/(z,t) — Au(x,t) — Au"(x,t)+
+u' (z, t)[Pu (z,t) = f no sentido de L*(0,T; H ()  (2.6)
u(0) = 0; (k1u')(0) = 0.

Demonstracao: Usaremos o método da Penalizacao de Lions, para obter
a existéncia de solugbes para o problema (P). Seja M a funcao definida
no lema (0.0.2). Considere fo prolongamento de f respectivamente a (),
sendo tal prolongamento definido como zero fora de Q).

Agora, para cada € > 0, consideremos o seguinte problema:

d / I . " Hp,d 1 A
(Pe> : { dt(klﬁue) + kQU’e Aue Aue + ‘U’e| ue + eMue f7 (27)

ue(0) =0 e (kyul)(0) =0.

Aqui (P€) é o problema pertubado penalizado de (P) definido em (0.8).
Como QQ C @y e € C ) entao,

ki € CH[0, T]; L=(Q)) (2.8)
ka € CV([0,T]; L(Q))
f e L*0,T; LX) (2.10)

Provaremos primeiro o resultado a seguir.

Teorema 2.0.8. Sejam ki, ks e f como acima e M nas condicoes do lema
(0.0.2). Entao para cada 0 < € < 1, existe uma fun¢ao ue : Qo — R tal
que:
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we € L2(0, T; H ()
ul € L2(0,T; HY(Q))

V€ L0, T; L3())
u! € L*(0,T; Hy(Q))

e satisfaz (P°)

7 1, o . 7 Npad 1 A
(P°) { kreu? + kyug + koul — Aue — Au! + |ug|Pug + -Mu, = f (2.15)

ue(0) =0 e (kul)(0)=0.
Demonstragao: Para obter a solugao do problema (P€) usaremos o método
de Faedo-Galerkin que nos dard uma sequéncia de solugoes aproximadas
para o problema definido a seguir. Posteriormente, mediante estima-
tivas a priori, mostraremos que essa sequéncia converge, numa topologia
adequada para solu¢ao do problema (P°¢).
Seja {w;} uma base Hilbertiana de H}(Q2) e V,,, = [wy, w2, ws, ....... , Wiy] C
H}(Q2) um subespaco de dimensdo m (dimV,, = m) gerado pelos primeiros
elementos de {w,}. Para todo 0 < € < 1 queremos encontrar:

Uemn (1 Zgﬁm wi(x),0 <t <ty, <T (2.16)

solucao do sistema de equacoes diferenciais nao-lineares em ¢,

(|uem\ ulem7 ) (Muem, ) (f,U),VU € Vin (2-17)
Uen(0) = 0 e ul (0) = 0.
Substituindo u, em (2.17), tomando v = w; e usando o fato de {w;} ser

sistema ortonormal completo em L%*(Q) e ainda (wj, w;) = d;; obtemos

klegjem( ) + kigéem( ) + k2-gjem( ) + )\Jgjem< ) + )\]g]em( )+
(W Gera (8) + £ M G (8) = (f,0) (2.18)
Gem;(0) = (tem;(0),w;) = 0, 90,;(0) = (ug,;(0), ws) = 0
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ou seja
" k/1+k2+|ulsm|p+%M / Aj . _ 1 ra
gjem(t) + k16+5\; gjem(f) + kk_i_}\;gjﬁm(t) _ k16+5\;(f7 U) (219)
Gemj(0) = (e (0),w;j) = 0, gy (0) = (e (0), wj) =0
Temos entao a forma matricial do sistema (2.18)
2 / —
X"+ BX —|—,CX+—D (2.20)
X(0)=0,X'(0)=0

onde
[ K thotug, [P+ M 0
kre+A1
B = : : :
0 I 2% o L
- kle+>\m
S T 1_(f
1+ 0 l<:15+/\1(f’ w1)
C = : - : , D= : ,
. Am__ 1 (7
- 0 kle+>\m - I{ile“rxr/n <f7 wm)
geml(t) [ géml(t) gélml (t)
X = : X' = : X" = :
Jermm (t) L Jemm (t) Jemm (t)
Aqui denotemos a mx1 matriz coluna nula por
0
O = :
0.

Onde B, C, sao matrizes de ordem mxm e D, X, X’, X” sao de ordem

mx1, assim podemos reescrever a equagao (2.19) como segue:

n__ I
{X =-BX'-CX+D (2.21)

X(0) =0,X'(0) =0

Transformemos o problema (2.17) em um sistema de equagoes diferencias
ordinarias (E.D.O.) de 1* ordem nao linear, tomando

/
Y = ))((,}, entao Y’:[))((,,]
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onde

v X/ B X/
| X"| | -BX'-CX+D

B I e R B B g

Aqui O e O sao matrizes nulas de ordem mxm e mx1 respectivamente.

Ou ainda

Reescrevendo a equagao (2.22), temos

, [ O I X O
Y = [_C sllx !l p (2.23)
Aqui I é a matriz identidade de ordem mxm. Agora tomemos:
o0 1
Accn = | G

Fy(X,1) = [g}

Temos o seguinte sistema de Equacgoes Diferenciais Ordinarias

Y©) = & (2.24)

{ Y = E(Y,1)

Onde O é a matriz nula de ordem 2mx2m e F(Y,t) = F (Y, )Y +
F5(Y,t). Nosso objetivo é mostrar que o problema (2.24), logo o problema
(2.17), possui solugao local. Vamos verificar que a fungao F(Y,t) satisfaz
as condigoes de Carathéodory.

1* Condigao de Carathéodory:F'(Y,t) é mensuravel em ¢, para cada
Y fixado.Isto é:

F5(Y,t) sdo mensuraveis em t, para cada Y fixado. Com efeito, F5(Y,t)
é mensuravel em ¢, pois da hipétese (A.1), e ainda, 0 < ):;, j=1..m,
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temos que (k1. +A; > 0) é continua em ¢ e dai ﬁ(f, v) é continua, e pela
le J

hipétese (A.2), temos que f € L*(0.T; L*(€;)) é mensurdvel em ¢, para Y
fixado, logo f é mensuravel em t, e portanto D é mensuravel em ¢t e O

¢ mensuravel em ¢ conseqiientemente Fy(Y,t) é mensuravel em ¢ para Y
fixado.

Fy(Y,t)Y é mensurdvel em t. Basta comprovar que as entradas O, I, — B,

—C'de F1(Y,t) sao mensuraveis .Para B ser mensurdvel devemos provar que
Ki+kot|ul, |P+1M

kie+A1 5 ; 5 ,
em t. A fungao s — |s|” e continua, e portanto a funcao t — |u., (¢)|’

é mensuravel. De fato: Da hipdtese (A.1) k], ko sdo continuas

¢ continua, entao logo mensuravel, por outro lado %M ¢ mensuravel. da

primeira parte temos que —— é mensuravel. Portanto B é mensurével em

15"’ J
t para Y fixado. Portanto —B é mensuravel.

C' é mensuravel em t, pois \;, ¢ = 1,2,...,m sao autovalores do oper-

/ . )\ / / /
ador —A, portanto mensuraveis, logo +jN ¢ mensuravel. Portanto —C' é
le J

mensuravel

Como O e [ sao as matrizes nula e indentidade respectivamente, logo sao

mensuraveis em t.
Portanto Fi(Y,t) é mensuravel em ¢, para Y fixado
22 Condicao de Carathéodory

Suponha t fixado, devemos mostrar que F(Y,t) é continua em Y.
1

E verdade que F5(Y,t) é continua em Y, pois (]7, w;) é continua,

- kle+/)\\;
visto que k; € C1([0,T];C%(Q)) e A;, j=1,2,...,m sdo autovalores do
operador —A, logo ki + A; > 0 é continua, conseqiientemente iN > 0,
le g

logo continua e além disso (]7, w;) é continua, pois fE L*(0,T; L*(2) e nao
depende Y. Portanto Fy(Y,t) é continua em Y para t fixado.

Sabemos que: ki, ke € C°([0,T]; C*(Q)) = k1, ks continua.

A funcdo s — |s|? é continua = a funcdo t — |ul,,(t)|” é continua.

IM(z,t) € L*(Qo).Portanto cada entrada de Fi(Y,t) é continua em Y
para t fixo.
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Agora para cada j = 1,2, ...,m a funcao projecao 7;, definida por
T (YY) = gem (1) (2.25)

onde gem;(t) = (Uem,w;), é continua.
Para cada t fixo a fungdo Y — wu,(t) definida por

Uern () = (X711 Gemjwy) (2.26)

m _ m . . / / . /7

onde ijlggmjwj = ijlﬂj(Y)wj ¢ continua para cada t fixado, pois é

combinacao linear finita de funcoes continuas, e ainda, para cada i € N,
1 =1,2,...,m a funcao projecao

T (Y) = Gemi(t) (2.27)

Onde ¢., ;(t) = (ul,,, w;), é continua.

Dai, para cada t fixado a fungao Y — w.(t) definida por

U (1) = L3 1 Geniti (2.28)

em

Onde X7,¢.,.(t) = X" 7w(Y)w; é continua. Entao Fi(Y,t)Y é continua.
Portanto a fungao F'(Y,t) é continua em Y, para cada t fixado.
3° Condicao de Crathéodory.
Pretendemos mostrar que existe uma fungao real m(t) integravel em [0, 7]
tal que
| E(Y, )Y || gemxm < my(t),V(Y,t) €V (2.29)

Onde K é um compacto de V, e V = E x [0,T] com
E={Y € R ||| gemer < 6,0 > 0} (2.30)

Observagao 2.0.4. As normas em R" (para cadan € N ) sao equivalentes.

Denotemos por ||.||[p X ¢ a norma do mdzimo em RP*1

Temos que
F(Y,t) = By (Y, )Y + Fy(Y, 1)) (2.31)
logo,
[ E'(Y ) [[2mxr < FL(Y, )Y [lamxr + [|F2(Y, 1)) |l2mx1
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note que
NF1(Y, )Y |lamx1 = || F1(Y, t) |lamsam || Y || 2mx1

e dai, temos:

| E(Y, )]l2mx1 < [[F1(Y, ) ||2mxaml|Y l2mx1 + [[F2(Y, 1)) ]|2mx1

como ||Y |lamx1 < 6, ou seja,

| E(Y, ) [[2mx1 < O F1(Y, ) ||l2mxam + | F2(Y, 1)) ||l2mx1

devemos provar que ||[F1(Y,t)||2mx2m, [[F2(Y,1))|l2mx1 s@o limitadas, isto é,
devemos majorar cada entrada de Fi(Y,t), e F5(Y,1).

Note que: (a)||kiellcr o,z < Iki(z, t)|| +€ < 0o = Jei; [[kie]| < ar.
(b) l|K2eller(o,r);00(0)) < 00 = Jez > 05 [[ka (2, 1) ]| < co.
(c) [[N]] S Vi i =1,2,..m =\ < A\
(d) |[N]| € ooV¥iyi = 1,2, ..m = Ay < A
(e) 1K1 (. )l orpscomy)) < 00 = Jes; [|ka(z, )| < cs.
(£) |12M]| <1 (efizado) = |21 M|, < ca, ca > 0.

g) Da desiguadade de Cauchy-Schwarz temos que ||(f, w;)|| < || /]| L2(0,T:L2(Q2))
V9,5 =1,2,....m.

(h) |luem(t)]|” € limitada. De fato, temos que [[Y||2mx1 < 0 = |gemj| <6,
j=1,2,...,m logo

[themj|* = (Z Gemi(D)wy, Z Gemj(t)w;) = Z Gem; (1) (w5, Z Gemj(t)wj) =

Por (a),(b),(c),(d),(e),(g) e como as func¢oes O xm, Imxm sdo limitadas,
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temos que F1(Y,t) é limitada, isto é, existe ¢ > 0,c¢ € R tal que

HFl(Ya t)HQmXQm S C.

Basta tomar

e=maz{ == o Ol [ llmocm

e (D) I1C] < e I 170, T LQ(Qt)) < 00 = Z|flellz2.r:r2 () portanto
C' é limitada e por sua vez Fy(Y,t) é limitada e podemos tomar

(Y0 < - |£0)

e portanto
1
[F(Y.1) < b+ /(1)

Tomemos, agora my,(t) = dc + é|f(7f)\ Note que my(t) é integravel, pois
|f(t)] é integrével, pelo fato de

f e LX0,T; L*(Q)) — L0, T; L* ().

Portanto ||F(Y,t)|| < my(t).

2.1 Estimativas apriori

2.1.1 Estimativas apriori I

Em (P€) tomemos w; = u.,,, isto é.

em?

(kreu? ul )+ (kpul,,ul )+ (koul, ,ul )+ (= Auem,ul,,) + (=Au! ul )

€Em?’ “Uem em? U em eEm?’ “Uem €Em?’ “Uem
1 ~
([t "ty em) + = (M, ) = (f s the). (2.32)

Da primeira férmula de Green e sendo ue,, = 0 em ) teremos:

1d 1d
em|[2 em 1 2
5 7 Vitenlta() = 5 2l (2:33)
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_1d

1d
AW ) = % Py ¢ ’o2 L (2.34
( Uems uem) (Vuenw vuem) 9 dt ‘vuem‘L () 2 dt HuemHH ( )
Temos ainda que
1
(kle Uepy s em) th‘ klfuem‘Q - 5( 1u2m7ulem)' (235)

Substituindo (2.33) , (2.34) e (2.35) em (2.32) e depois integrando
de 0 & t e usando a defini¢ao de produto interno em L?(Q2) obtemos

1 t 1 1
IV et (1) oy + / / 54+ Bolluly () Pelzds + 3 (1) 2y o

+= Huem ||H1+//|u€m (5)| 2dxds + - //\Muem\ drds =

/0( L (s))ds. (2.36)

De Acordo com a hipétese (A.1) 3k} + ko > 0y > 0 e usando a desigual-
dade de Cauchy-Schwartz e depois a desigualdade elementar 2ab < a® + b?

teremos

t
orctl(8) By + 260 / / 3 (5) 2l + [ttem (&) 0y + N (D12

+2//\uem ()T dxds 4 = //|Mu€m 2ds<2/\ cu. (s))|ds
< [V s+ [ o (2.37)

considerando

t
Gun(t) = [V Erctln Oy + 200 [ [ fum(s) s 4+t ()

Ol +2 [ [ 1o 2 + 2 [ [ 130 )P,

Agora, observando que G, > 0, e cada um de seu termos sao também

positivos, segue de (2.37) que:

t t
) < / Zagayds + / ! 2o s
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Como fe L?(2) logo limitada, entdo existe uma constante C; > 0 e, por
ser H}(Q2) — L?(Q2) obtemos

t
Gﬁﬁéa+@/Gﬁwm
0
portanto, pela desiguadade de Gronwall teremos
Gen(t) < C

C > 0 independente de €, m, t. Assim,

t
Vol + 200 [ fuim(s) s + uon (1) g0+ (01

t 2 t
+2/ / ! (s)|"T2dxds + —/ / |Mul, (s)|*drds < C (2.38)
0 Ja €Jo JQ

Da desigualdade (2.38) podemos garantir que:

[tem || oo (0,113 (02)) = Supess||tem| gro) < C, (2.39)

[ Loe 0.7 13 0)) = Supess||ug,llmi) < C, (2.40)

|V Eretl,, || Lo, 02(0)) = supess||/ kictgy,| r2@) < C, (2.41)
’%Mu,em‘B(O,T;LQ(Q)) <C, (2.42)

independente de €, m, t. E como
Hy(Q) — L*(Q) = LX(Q)(0,T, Hy) — L*(0,T,L*(Q)) =

|l 200,722 (02)) < Co
Vm, Vt € [0, te,), independente de €, m, t.

Logo pelo prolongamento de solugoes de Carathéodory podemos estender
a solucao uey,(t) a todo intervalo [0, 7. Dai, segue-se que:
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(Uern (1)) € limitada em L>°(0, T, HiS2);
(ul, (t )) é limitada em L>(0,T; H}(Q2)) — L*(0,T; H}(Q));
krcul, (1)) é limitada em L>(0,T; L*(Q));
) é limitada em L*(0,T; L*(Q2)).

(

(:M

Como os espacos onde as sequéncias acima estao limitadas sdo espagos
de Banach separaveis, podemos deduzir a existéncia de uma subsequeéncia
de (uen(t)) a qual denotaremos por (uey,(t)) tal que:

Uen — U, fraco estrela em L(0,T; HY(Q))

ul, — ul fraco em L?*(0,T; H}(Q)) — L*(0,T; L*(Q))

VEkiul, — k!, fraco estrela em L>(0,T; L*(Q))

M., — 1 Mu fraco em L*(0,T; H}(S2))

2.1.2 Estimativa apriori 11

Em P“" tomemos v = u”  logo

(leuemﬂ em) (k Uemns em) (k2uem’ugm) (_Auemau,e/m>+
1 ~
(= A gy, ugy) + (g, [ ug,, uey,) + (Muerm Uem) = (5 uey(R.43)

1 ~
(k16u6m7ule/m) ( Au,!m? em) +_(Mulem7u,elm) :( 7u”m) -
€
— (k) + B2y, ul) — (=D, ugy,) — ([ubn] Uy, uey,).  (2.44)

€Em? U em

Temos que
(= Augy, uly) = (Vudy, Vug,) = [Vualig) = [utllie — (245)

substituindo (2.45)) em (2.44), usando a desigualdasde trlangular e de
Cauchy-Schwarz e depois integrando de 0 a ¢t obtemos:

t t
/ Ve, (s)ds + / I ()2 + / (M, (s), ul, (s))ds =
0 0
t t
/ F(s)ll (s)]ds + / K+ Rl ()1 (5)]ds + / IVt 1", (5)|ds
0 0 0
t
[ o) a5 (2.46)
0
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Agora usando o lema (0.0.2), e as desigualdades, de Cauchy-Schwarz e a
elementar ab < § a + nb* n > 0 obtemos:

/w%w |w+/WL (5)IP + oM (0 () — 5| M (O}, (0) P
< [ 1Fras e [t \%+—/M%M\MMM%H

/\u 2|2ds+—/ (Ve (s \d5+77/ lu! (s)|*ds +
/|uem (s)|2le ) +?7/ lu! (s)|*ds. (2.47)

Como H}(Q) «— L*»*1) e 4/(0) =0, logo podemos reescrever (2.47)

t
/h@w |mﬁ/m (5)” 4 o M (1)l (1 S—/UI%
ﬂw/mu mm+_/NH+@H%Andmww/uu (s)2|%ds

—/Ww/Hwﬂm/WL )lPds+ - /mm ()20 ds
—|—0277/ ! (s)|*ds. (2.48)

Das estimativas a priori I ey, ul,, sao limitadas , ky € L>(Q), ky €

L>(Q2) logo, também sao limitadas e além disso pelo lema (0.0.1) temos
que H}(Q) — L2+ logo |ul, |Pu’,, é limitada. De fato

T T
1
Hulem|pu/em|%2(07T;L2(Q)) :/o [ty ( )‘L(p—:—l))dt < Cl/o Huému%ﬁf&(ﬂ)
< T (2.49)

Segue-se que

t t
1
| WhatPds+ [ u)lFds + 5 M), 0F
0 0 ¢

t
< c+40277/ | (s)||*ds. (2.50)
0
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e consequentemente

(1 —4n) f(f Hu’e’m(s)H%{&(mds < ¢5 sempre que 7 < 1 logo, temos que

Hu/e/m(S)H%Q(O’T;Hé(Q)) <, (2.51)

C' > 0 independente €, m, t, Vt € [0, t.,,). Portanto,
(u” (1)) é limitada em L?(0,T, HiQ));

em

De maneira analoga a Estimativa I, obtemos

u’  — ! fraco em L*(0,T; H}(2)) quando m — oo

2.2 Analise do termo nao-linear

Temos da primeira estimativa, que (u,,) ¢ limitada em L>(0,T; H}(Q)) e
na segunda estimativa obtivemos que (u” ) é limitada em L*(0, T; H}(Q2)) —
L*(0,T; L*(Q2)), mas temos que H}(Q) — L*(2) = [L*(N)]'. Pelo teo-
rema da compacidade de Aubin-Lions existe uma subseqiiéncia de (ul,,)

em

que ainda denotaremos por (u,,) tal que

ul, — ul forte em L?(0,T; L*(Q)).

Como a fungdo s — |[s|’s é uma fungao continua, logo a fungao t —
lu! (t)]Pul, (t) é também continua e como u!  — u’ em L?(0,T;L*(Q2)).
Temos que,

\ul, [Pul, — |ul|Pul quase sempre em Qy = €2 x (0,7

Agora por (2.49) e pela convergencia acima e do lema de Lions obtemos
a seguinte convergéncia |u, [Pul, — |ul|Pul fraco em L?(0,T; L*())

2.3 Resumo das convergéncias

Uen — U fraco estrela em L®(0,T; HL(Q))
ul, — u fraco estrela em L*(0,T; H}())) — L?(0,T; L*(2))

em

V!, — k!, fraco estrela em L(0,T; L*(Q))

%Mu’em — %Mu’6 fraco em L?(0,T; H} (2))

[, — |7, fraco em L2(0,T; L(€2))

u’  — ! fraco em L*(0,T; H}()) quando m — oo,
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2.4 Passagem do limite

Temos que e, — u. fraco estrela em L>(0,T; H}()), entdo,

) (e, )t — [ (ue,v)dt, Yo € LY0,T; HY(Q)) — D'(Qp) e além
disso Uey — ue em D' (Qy).

Temos ainda que u.,, — u. fraco estrela em L>(0,T; H}(Q2)) conseqiien-
temente

fo (T dt—>f0 ul,v)dt,Yv € L0, T; H () — D'(Qy)

isto significa que

ul, — u. em D'(Qy). Agora, da continuidade de ky e k} decorre que:

koul, — kou. em D'(Qy)

K, — Kl em D/(Qo)

Por outro lado tomando v=wh, 0¢c(D)0;T)e we L*Q), entdo
fo ul, w)0(t)dt — fo w)d(t)dt, Vv e L*(Q)), V0 e D,T).

A funcao t — (ul,,, w) é uma distribuicao em L*Q e

(u!, ,w)— (u,w) em D(0,T) Vwe L*Q).

em?

Portanto

%(u’em,w) — jt(u w) em D'(0,T) Ywe L*N)
consequentemente

D! — L' em D'(0,T; L*(Q)) = D'(Qo).

dt em dt €

Onde Zu! . 4y ¢a derivada distribucional de 1,

vamente. Como wu,, é uma fungao continua e sua derivada existe quase

/

em> U, respectl-

sempre em (0,7, logo
<Ayl 9 >=— OTu;mef( tydt = [ ! 9( )t —< u!’,0 >0 € D(0,T)

dt “em>

Se denotarmos 4 ém =u’ e %u’g =u!, temos que
I @l v)dt — [ (u dt VORS L2(Q))

Tomando v = w@, we L*Q) e 6€D(0,T), teremos

/(em, dt—>/ O(t)dt, Yw € L*(Q)), V0 € D(0,T).

Portanto
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u”  — o’ em D'(0,T; L*(Q)) = D'(Qy).

€em

Consequientemente
kru”  — k! em D'(0,T; L*(Q)) = D'(Qy).
Mas L2(0 T, L*(Q)) = (L*(,T; L*(R))) — D'(Qo), e como u, — u., e

u! . — u! em D'(Qq) e pela continuidade de A em D'(Qy), temos que

em

—AUey, — —Au, em D'(Qy)
—Atep, — —Au! em D'(Qy).

Temos , ainda, que
ul, |Pul, — |ul|Pul fraco em L*(0,T; L*(Q2)).
Tomando v = wh, § € D(0,T) e w € L*(2) entdo

/T(]u Pl w)0(t)dt — /T(|u’€\pu’6,w)€(t)dt, Yw € L*()), V0 € D(0,T).
0 0

Conseqilietemente
P, — [l em D0, T; L)),
Temos, também que:
IMul,, — LMu] fraco em L*(0,T; L*(Q))
Tomando v = wh, 6 € D(0,T) e w € L*(f) entao

T
/ (1M Ugyy, W dt—>/ “Mul,w)0(t)dt, Yw € L*(Q)), V8 € D(0,T).
0

Como L*(0,T;L*(2)) = (L*(,T;L*(2)))" — D'(Qu) conseqiietemente
IMul,, — Mul em D'(0,T; L*(Q)).

As convergéncias obtidas até aqui nos permite passar o limite na equagao

COSTA, AUBEDIR SEIXAS PPGME/UFPA



2.5 Verificagao dos dados iniciais 53

abaixo, quando m — oo

| Gt oensde+ [t oo

_RA(_AWMﬁﬂﬁmw@mﬁgl(—Amg@xmwqut
[l 0, oo+ [ 00, v0)00

l

/0 ((k1cue(t))', v(t)0(t)dt + i (Fau(t), v(x))6(t)dt

+ [ duo, oo+ [ au. o
+ [ o, o@powi+ [ 0o, oo

Como V;, é denso em H{ (1), a igualdade acima é vélida para todo 6 €
D'(0,T), YveV,

Passando o limite quando m — oo em (P“") e usando as convergeéncias
obtidas teremos

1 -
(kreul) + koul — Auem — Aul + [ul|Pul + =Mul(t) = f(t)
€
no sentido de D'(0,T;L*(Q)).

Pelo exposto acima podemos afirmar que que u, satisfaz as condigoes do
teorema 2.0.8

2.5 Verificacao dos dados iniciais

Considerando 6 € C1([0,T7]) tal que (0) =1 e §(T) =0 e v € H} ().
Mas Uy, — ue fraco estrela em L>(0,T; H (). Logo

/0 (e, )0/ (£)dlt — /0 (e, )0 (£)dt. (2.52)
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Por outro lado

ul,, — ul. fraco estrela em L>(0,T; H}(Q)

logo

/ S et / (0Bt (2.53)
0 0

integrando por partes as integrais acima entao usamos a definicao de 6, e
obtemos:

1. —(Uen(0),0)0(0) — [ (e, v)' (t)dt
2. —(tem(0),0)0(0) = [ (tepn, v)8'(£)d.
De (2.52) e das igualdades (1) e (2) obtemos
(ttem(0), v) = (ue(0),v), (2.54)

mas Ue,(0) = 0 — 0 forte em HJ ().
Ou seja

(tem(0),0) — (0,v) (2.55)

por (2.54) e (2.55) e pela unicidade de limite, temos:

(uc(0),v) = (0,v), Vv e HLQ)

Logo, segue-se que u(0) = 0.

Agora verificaremos que (kj.ul)(0) = 0.

Multiplicando o problema P" por 6 € C'([o,T]) tal que §(T) = 0 e
6(0) = 1 e integrando de 0 a T" obtemos:

/0((k1€u’€m)’,v)9(t)dt+/0 (krgu’em,v)ﬁ(t)dt—l—/o (—Atep, v)0(t)dt
g " g I 1 g U v
n / (—Aul', 0)0(t)dE + / (It 0)0(E)dE + / (M, 0)0(t)dt

_ /0 (F.0)0(t)dt
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integrando por partes a 1? integral da igualdade acima, teremos:
T T T
—/ ((kleuém)',v)ﬁl(t)dtJr/ (kguém,v)Q(t)dt%—/ (—Aepp, v)0(t)dt
0T TO (1) T
T / (— A", 0)0()dt + / (I ol 0)0(E)dE + / (M, 0)0(t)dt
0 0 €Jo

- /O (f,v)0(t)dt.

Se m — oo, utilizando as convergéncias obtidas e pelo fato que V,,, é denso
em HE(€) obtemos:

_ /T((kleu’ﬁm,v)e’(t)dt + /T(l@u'ﬁ,v)@(t)dt + /T(—Auc,v)e(t)dt

+/T(—Au'6’,v)0(t)dt + /T(|u'6|ué,v)9(t)dt + % /T(Mule, v)0(t)dt

= / T(f, 0)0(t)dt Vv e HL ().
0

Seja a funcao
t
—L41, 0<t<p
05(t) = g - 2.
5(t) {0; g<t<T. (2.56)

Ora substituindo Q’ﬂ e 03 na expressao acima obtemos:

5 e o)t + / h(e)a 0yt = 0 (2:57)

onde
h(t) = (kut, v) + (= Aue, v) + (= Auf,v) + (Julufv) + H(Mu, ) = (f,0).
Temos que kicul € L>(0,T; L*(Q)) e da igualdade

~

1

(kku/em)/ + kQu/em o Aqu o Au/e/m + |u/em‘pu/em + _Mu/em(t) = f(t)
€

no sentido de D'(0,T;L*(Q))

implica que
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(kreul) € L2(0,T; H Q) = keul € C2([0,T]; LA(Q)).
Como |03(t)| <1, Vte[0,T] entdo
B

lim [ h()8y(0)dt = 0 (2.58)
=0 Jo

sendo (kycul) € L?(0,T; H1(Q)) = kyul € C2([0,T]; L*(2)) resulta que

R R :
lny /O (eatd )t = (el €)(0), ). (2.59)

Passando o limite quando 8 — 0 em (2.57), e de (2.58) e de (2.59 obtemos:

() (0),0) = 0, ¥ € HY(Q)

e pela densidade de H} () em L?*(€2)) temos

(kreu'€)(0) = 0.

O que prova o teorema (2.0.8)

Demonstracao do teorema (2.0.7)

Observemos que as estimativas obtidas sao independentes de €. Portanto,
pelos os mesmos argumentos usado para obter u, de u.,, no qual é solucao
de (P“"), podemos passar o limite quando ¢ — 0, em u, ou a uma sub-

sequéncia de u, tal que:

uc — u fraco estrela em L*(0,T;H}(Q)) (2.60)
u, —  fraco em L*(0,T; Hy(Q)) (2.61)

kiu, — v/kwu' fraco estrela em L*(0,T; L*()) (2.62)

lul|Pu’ — |u/|Pu’ fraco em L*(0,T;L*(Q)) (2.63)
u! — u! fraco em L*(0,T;H;(Q)), (2.64)

1 / 1 / 2 1

—Mu, — —Mu" fraco em L=(0,T, Hy(2)) (2.65)

€ €
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quando m — oo.
Da 12 estimativa obtivemos:

2 t
—/ /|Mu’e|2dt < C, (2.66)
€Jo Ja

onde C' é uma constante positiva independente de e.
Usando a definicao de M obtemos:

/ /3 Q
Mz, ! = { g Qe’z Q?OQC{?OL}J' 0 x {0} (2.67)

Da desigualdade (2.66) temos que 2|Mu.| < C, logo [Mul| < £, pas-

sando o limite quando ¢ — 0 obtemos 0 < |Mu.| < 0. Por defini¢ao
M € L*(0,T; L*(Q)) e de (2.61) segue-se que

Mu. — 0 forte em L*(0,T;L*(Q)). (2.68)
Mas por (2.65) e de (2.68), podemos concluir que:
Mu' =0 quase sempre em Qu\Q U Qy x {0}. (2.69)

Mas, novamente da definicao, M = 1 em Qp\Q U 2y x {0}, como con-
sequéncia obtemos u' = 0 quase sempre em Qo\Q U 2y x {0}. Aplicando a
proposi¢ao (0.0.1) obtemos u(x,t) = 0 quase sempre em Q\); para quase
todo t € (0,7). Como u € L>®(0,T; H}()) teremos que

w € L0, T; Hy(Q)).
De modo anélogo, obtemos:
u' € L*(0,T; L*(€))
V' € L°(0,T; Hy ()
u" € L0, T; Hy ().

Por outro lado, tomando ¢ € D(Q) e pela continuidade de % obtemos:

d d
/—(k‘leu'e)go(x,t)dxdt—>/—(klu’)gp(x,t)dxdt
o dt o dt

COSTA, AUBEDIR SEIXAS PPGME/UFPA



2.5 Verificagao dos dados iniciais 58

isto significa que

d d
g () = (k). (270)

Restringindo a equagao do teorema (2.0.8) a nosso dominio nao-cilindrico

(), usando a definicao de M , f, as convergéncias (2.60)-(2.65), (2.70), a
proposicao (0.0.1) e passando o limite quando € — 0 em (2.7).:
Obtemos

d
%(klu’) + kou' — Au — Au” + |u/|Pu' = f no sentido de
D'(0,T; L*()).  (2.71)

De (2.71) é facil ver que u satisfaz (2.6).

Para mostrar as condigoes iniciais u(0) = 0 e (kju')(0) = 0 usa-se os
mesmos argumentos aplicados para mostrar que u.(0) = 0 e (kyul)(0) = 0,
o que completa a demonstracao do nosso resultado relacionado com os
dados nulos.
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Capitulo 3

Existéncia de solucao global fraca
com dados nao-nulos

Seja ) um dominio nao-cilindrico contido em @y = Q x (0,7),T > 0,
onde () é um aberto limitado do R" com fronteira I' bem regular.

Em @ consideremos o seguinte problema misto,

(k1(z,)u') + ko(z, )u) — Au — Au” + |/ |Pu' = f em Q
(P){ u=0 sobre > (3.1)
u(0) =uy em HF(Q), u/(0)=u em HLQ).

O objetivo deste capitulo serd obter as solugoes globais fracas para o
problema (P) com os dados iniciais nao-nulos. Observagao: A primeira
intensao do nosso estudo foi encontrar as solucoes fracas para o seguinte
problema:

(ky(z, )u') + ko(z, t)u — Au — A + [W/|Pu/ = f em Q
u=0 sobre ) (3.2)
uw(0) =ug em HE(Q), «'(0)=wu; em HQ).

Uma das dificuldades encontradas foi passar o limite no termo nao-linear
|u/|Pu’. Para isso terfamos que fazer a segunda estimativa compondo o pro-

blema aproximado com u”, ao fazer isso nos deparamos com a seguinte
€

dificuldade

t
V! 2 < C 4 / . [12ds,

o que foi impossivel estimar .
A primeira idéia foi tomar \/ki. = Vki + € > /€, assim e estimativa de
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u! . vai depender de e. O que nao é possivel, pois € > 0 (e é pequeno).

A nao ser que Ki(x,t) > d > 0. O que nao satisfaria nossa espectativa,
pois perderiamos o carater hiperbdlico-parabdlico, de forma que teriamos
apenas um problema hiperbdlico e dai teriamos o resultado de existéencia
com ki(x,t) > 0, mas sem o termo ko(z,t)u’.

Para estudar de fato o problema hiperbdlico-parabdlico, conservamos
ki(x,t) > 0, mas tivemos que substituir a dissipagao Au' por uma dis-
sipacao mais forte Au” o que foi posivel estimar u” e consequentimente
passar o limite na parte nao-linear |u'|Pu’.

Faremos a seguir as seguinte hipoteses a cerca das funcoes k1, ko, f e p.

(A.1): ky(x,t) >0, ko(z,t) > d > 0 quase sempre em Q.

ki € CH([0,T); L*=(%))

ko € C([0,T); L*(€%))

p(x,t) = koa,t) — gk (2,8)] > & > 0 em Q

(A.2): f € L2(0,T; L*(S%)),

ug € HY(Q), u1 € HL(Q),

O<p<oosen=1oun=2

0<p< %, sen >3

Teorema 3.0.1. Assumiremos as hipotesis:(H.1)-(H.2), (A.1)-(A.3) con-
sideradas no teorema (2.0.7): Entio dado T > 0, existe u : Q — R na

Classe:

ue L>(0,T; Hy()); (
u' € L2(0,T; Hy (Q)); (
VEu' € L®(0,T; L?(9)), (
u” € L0, T; H} () (

e satisfaz:

(ky(x, t)u/ (x, 1)) + ko(x, t)u/ (z,t) — Au(x, t) — Au"(z,t) + |/ (x, t)|Pu'(x, t)

no sentido de L*(0,T; H1())
u(0) = up; (k1u')(0) = uy.
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Demonstracao: Usaremos o método da Penalizacao de Lions, para obter
a existéncia de solugoes para o problema (P). Seja M a funcao definida no
lema (0.0.2). Considere f o prolongamento de f respectivamente a @),
sendo tal prolongamento definido como zero fora de Q).
Agora, para cada € > 0, consideremos o seguinte problema:
(kreul) + koul — Aue — Au + |ul|Pul + T Mu, = 1
(P) R ue(0) = ug (3.7)
(k1ul)(0) = uy.
Aqui (P€) é o problema pertubado penalizado de (P).
Como QQ C @y e € C entao,

ki € CH[0,T); L®(Q)) (3.8)
ko € C°([0,T]; L°(2)) (3.9)
F e L¥0,T; L*(Q)). (3.10)

Denotaremos por ]?o prolongamento de f respectivamente a )y, sendo
tal prolongamento definido como zero fora de Q).

A prova do teorema (3.0.1) serd uma consequéncia do seguinte resultado.

Teorema 3.0.2. Sejam ki ko e f como mencionado anteriormente e M
definida actma. Entao para cada 0 < € < 1, existe uma funcao u. : Qyp — IR

tais que:
ue € L0, T; HY () (3.11)
ul € L*(0,T; H}(Q)) (3.12)
VE' € L*(0,T; L*(Q)) (3.13)
u’ € L?(0,T; H (Q)) (3.14)
e satisfaz,

Freu” + Kl 4 kgl — Au, — Aul + [ul]Pul + LMul = f
uc(0) =ug em HE(Q) e (3.15)
(kyul)(0) =uy em HE(Q).
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Demonstragao: Seja {w;} uma base Hilbertiana de Hj(Q) e V;, =
[wy, wa, ..., wy,] C Hi(2) um subespago de dimensao m (dimV;, = m) ger-
ado pelos primeiros elementos de {w;}. Para todo 0 < ¢ < 1 queremos

encontrar

Uern (T Zgﬁm wi(z),0 <t <ty <T. (3.16)

Solucao do sistema de equacoes diferenciais nao-lineares de primeira or-
dem em ¢
(leuemv ) (k em? ) (k/ /m + (kQu/em + (_Auemv U) + (_Au/elrm ”U)
em Mu! ) (f ’U) Yv eV,
P (‘u6m| uem? ) ( em? Y ) m 317
() Uern (0) = gy — ug forte em HZ () ( )
ul, (0) = uyy, — uy forte em Hi(S)

€em

Pelo teorema de Carathéodory (P") admite solu¢ao ey, € ([0, tem); Vin)
tal que u! . existe quase sempre em [0; t.,;,,) para algum T > 0. As estimati-
vas a seguir nos permitiram prolongar as solugoes aproximadas ., a todo
intervalo [0, 7.

3.1 Estimativas apriori

3.1.1 Estimativas apriori I'*

Em (P“") tomemos v = u.,,, isto é.

em?

(kléu u, ) (klu u, ) (k2u6m7 ulem) + (_Auema Ufem) + (_Au/e,nw u/em)

em? Uem Em? U em

Q) + (1) = (Frt) (3.18)

Da primeira férmula de Green e sendo u, = 0 em > teremos:

1d , 1d

(_Auema ) (VU’UTL? VU ) - _‘Vu'fm‘LQ(Q) thHuemHHl (3 19)

1d
(A 1) = (VL Vi) = =V el = 57 el (3:20)
2dt T 2dt

€Em? - em

COSTA, AUBEDIR SEIXAS PPGME/UFPA



3.1 Estimativas apriori 63

Temos ainda que

. —(k (3.21)

em? em)

leu’em‘Q

(klf Uemn s em) 2dt’

Substituindo (3.19) , (3.20) e (3.21) em (3.18) e depois integrando
de 0 a t e usando a defini¢ao de produto interno em L?*(Q2) obtemos

1
SV Rl Ol + [ [ G Rll6) P + S en(0)l

1

eyl + [ [ s W%m+£//wmﬁmw—

t ~

[t (s)ds + 5RO + 5l O + Gl P (322

Pela hipétese (A.3) 3k{+ks > & > 0 e usando a desigualdade de Cauchy-
Schwartz e depois a desiguadade elementar 2ab < a? + b%, obtemos.

t
|fQ%NMm+4®//W%@&mkHWMW% e ()2

+2/ /\uem )P dads + = //|]\4u€m 2ds<2/\ cu. (s))|ds

SAV@@@%+Ama&@@%ﬂ¢m®%@PHMMWP
g, (0)]7, (3.23)

tomando

t
Gan = IV ROy + 200 [ [ Iil(s)Fdads + +n (0

t 2 t
Oy +2 [ [ o) deds+ = [ [ 3, (0 Pdaas.

De posse da convergéncia em (3.17) notemos que: ey, (0) = ugm — ug
forte em H} () portanto limitada, além disso u’,,(0) = uy, — ug forte em
H} () logo limitada.

Afirmagcio |/k1.(0)ul,,(0)] é Limitada. De fato,
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[/ F1e(0)ug,,, (0)[7 fQ [F1e(0)[Jurm|*dz = fQ |k1(0) + ellurn|*dz <
(supky +€) Jq |u1m|2daz
Como 0<e<l, k E Cl([O T];LOO(Q)) e Uy, — up forte em H}(Q) —
), logo |v/k1c(0)ul,, Lg < sup(ky + €)|uj|* < C independente de t,
m e e.
Como f € L*(Q) logo limitada, e pelo fato de u/, ser limitada, visto a
estimativa I do Capitulo 3, e voltando a desigualdade (3.23) obetmos

t
VB Oy + 280 [ 0t () s + o () g + e Ol

—I—Q//\uem ()P dxds + = //|Mu€m (5)|*dzds < C (3.24)

onde C' é uma constante, independente de €, m, t.
Da desigualdade (3.24) podemos garantir que:

HuemHLw(o,T;Hg(Q)) = 3Up€88\|uem||H5(Q) <C, (3.25)

[ | £oe 0712 () = Supess||ul, |l gy < C, (3.26)

|V Eretl,, || Lo, 02(0)) = supess|| v/ kictgy, | r2@) < C, (3.27)
2 /

‘EMUem‘LQ(O,T;LQ(Q)) <C, (3.28)

independente de €, m, t. E como
Hy(Q) — L*(Q) = L*(Q)(0,T, Hy) — L*(0,T, L*(Q?)) =

UL, 2001 0200)) < Co

Vm, Vt € [0, te,), independente de €, m, t.

Logo pelo prolongamento de solugoes de Carathéodory podemos extender
a solucao uey,(t) a todo intervalo [0, 7. Dai, segue-se que:

(e (t)) é limitada em L>(0,T, H);

(ul,,(t)) é limitada em L*00(0,T; HE(Q)) — L*(0,T; H}());

em
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(Vkieul,,(t)) é limitada em L>(0,T; L2()(t));

(ful,,) ¢ limitada em L*(0,T; L*(Q2)).

Como os espagos onde as sequéncias acima estao limitadas sao espacos
de Banach separaveis, podemos deduzir a existéncia de uma subsequeéncia
de (uen(t)) a qual denotaremos por (uey,(t)) tal que:

Uemn — U fraco estrela em L°(0,T; HL(Q))
ul,, — ul fraco em L*(0,T; H}(Q2)) — L*(0,T; L*(2))
VEkieu!,, — kel fraco estrela em L>(0,T; L*(9))

%Mu’em — %Mu’6 fraco em LQ(O,T; H&(Q))

3.1.2 Estimativa apriori IT*

Em (P“") tomemos v = u”  logo

(klﬁuerm ugm) + ( 1uem7 u/elm) (k2u6m7 u/e,m) (_ A Uem, U/elm) + <_ A gy, u, )

€Em? “Uem

1

ou seja

1 ~
(k16u6m7u/elm) ( Augnw em) + _(Mu/em7u/6/m) - ( 7u//m) +
€
— (K} + ka)ug,,, upy,) — (—Atten, tpy,) — ([t [Py, tey)- (3.30)

Temos que:
(—Aug,, ugy,) = (Vg Vug,) = [Vialfg) = lullio, — (3:31)

substituindo (3.31) em (3.30), integrando de 0 a t obtemos:
2 1 t
/ Vel (s)2ds + / e ()2 s + ~ / (M, (), (s))ds =
0 0
t ~
/ Fs) e (s)ds + / K+ Rl ()1 ()]s +
0 0
t t
/ Vet [, (5)|ds + / ol ()Pl (5)]ds. (3.32)
0 0
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Agora, usando o lema (0.0.2), e as desigualdades de Cauchy-Schwarz e a
elementar ab < § a + nb* n > 0 obtemos:

[ Whatias + [l ()Pds + o IMEOOF - 3 IMON 0)Pds
<—/|f |ds+77/|u \ds+—/|k'+k2] lul (s)|*ds +

l/W 2m+—/mmm|mw¢/m )2ds + /mmr““
+n / [ (s)[2ds. (3.33)

e como H}(Q) — L*»*1)(Q) e pelas imersoes convenientes, entdo podemos
escrever

2
/\¢%w |d&+/nu $)|Pds + o | Mt (1 s——/Nf ) 2ds
vean [Tl H%mui/mwwﬂwﬁﬂd&mwfﬂu (5)ds

b [ uents)Pds +n [P + 5 [ o

+C477/ |u? (s)|*ds. (3.34)

Da primeira estimativa ., 1., sao limitadas , k; € L>®(Q), ky € L>(Q)
logo, também sao limitadas e, além disso, pelo lema (0.0.1) temos que
HYQ) — L*+D) 1ogo |u!, |Pu, . é limitada. De fato

T T
1
Hu/em‘pulem‘%Q(O,T;LQ(Q)) :/0 |u'eml(t )|L<p++1))dt < Cl/O Huémﬂifé(ﬂ)
< cT. (3.35)

Segue-se que

/W%w |%+/Wz (5)[Pds + o | M (1)l (1)

c+4n/ |u” (s)||*ds. (3.36)
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e consequentemente

(1 —4n) f(f Hu’e’m(s)H%{&(mds < ¢5 sempre que 7 < 1 logo, temos que

Hugm(s)H%?(o,T;H&(Q)) <cg, (3.37)

c independente €, m, t, Vt € [0, t,). Logo pelo prolongamento de solugoes
de Carathéodory podemos estender a todo intervalo [0, 7. Portanto:
(u” (1)) é limitada em L?(0,T, HiQ));

em

De maneira analoga a Estimativa I, obtemos

2

u!  — ! fraco em L*(0,T; H}(Q)) quando m — oo.

3.2 Analise do termo nao-linear

Temos, da primeira estimativa, que (u,,) ¢ limitada em L>®(0,T; Hj())
e na segunda estimativa obtivemos que (u!, ) é limitada em L*(0,T; H}(Q)) —
L*(0,T; L*(2)), pelo fato de H}(Q) — L*(Q) = [L*(Q)]" e pelo teorema

da compacidade de Aubin-Lions existe uma subseqiiéncia de (u., ) que

ainda denotaremos por (u.,,) tal que

ul, — ul forte em L?(0,T; L*(Q)).

Como a fungdo s — |s|’s é uma fungao continua, logo a fungao t —
lul (t)]Pul, (t) é também continua e como u  — u fraco em L*(0,T; L*(Q2))
entao, temos que:

\ul, [Pul, — |ul|Pul quase sempre em Qy = €2 x (0,7)

Agora, por (3.35) e pela convergencia acima e do lema de Lions deduzimos

que:

/

ul, |Pul, — |ul]’ul quase sempre em L?(0,T; L*(Q)).

3.3 Resumo das convergéncias

Uen — U fraco estrela em L>®(0,T; HL(Q2))
ul, — ul fraco estrela em L*(0,T; H}(2)) — L?(0,T; L*(2))

€em

V!, — k!, fraco estrela em L*(0,T; L*(Q))

em

%Mu’ﬁm — %Mu’6 fraco em L*(0,T; HY(Q))
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ul, |Pul, — |ul|Pul fraco em L*(0,T; L*(Q))
1

u”  — u! fraco em L?*(0,T; H}(€)) quando m — oo.

3.4 Passagem do limite*

Temos que e, — u. fraco estrela em L>(0,T; H}(Q)), entdo,

I (e, v)dt — [ (ue,v)dt, Yo € L0, T; HY(Q)) — D'(Qo) e além
disso ey, — ue em D'(Qyp).

Temos ainda que u.,, — u. fraco estrela em L>(0,T; H}(2)) conseqiien-
temente

fo u,,,v)dt — fo ul,v)dt,Yv € LY0,T; H () — D'(Qy)

isto significa que

Uemn — Ue em D'(Qp).

Por outro lado tomando v=wh, 0¢c(D)0;T)e we L*Q), entdo

fo ul,,, w)0(t)dt — fo w)l(t)dt, Vv e L*(Q)), v0 € D(0,T).

A fungao t — (u! (t)) é uma distribuicio em L?Q) entao

em

(ul,,, w) = (u.,w) em D(0,T) VYwe L*Q)
Portanto

d(l, w) — L, w) em D(0,T) Ywe LA(SQ)
consequentimente

Aoyl — Ly em D'(0,T; L3(Q)) = D'(Qo).

dt ~em dt €

Onde 24/ 4o/ é a derivada distribucional de 1/
dt “em? dt €

vamente. Como u.,, é uma fungao continua e sua derivada existe quase

/

em> U Tespecti-

sempre em (0,7, logo

<dyl g >=—[lul, 0t Ll (t)dt =< w0 >,%0 € D(0,T).
Se denotarmos jt ’Em = u’e’m ¢ %u’e =u”, temos que
[l v)dt — [ (ul,v)dt, Yo e LA(Q).

Tomando v = w@, we L*(Q) e 0€D0,T), teremos

/(em, dtﬁ/ O(t)dt, Yw e L2(Q)), V0 € D(0,T).
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Portanto
ull, —ul em D'(0,T; I3()) = D'(Qy).
Conseqiientimente

kru!  — k! em D'(0,T; L*(Q)) = D'(Qo).
Mas L*(0,T; L*(Q)) = (L*(,T; L*(R))) — D'(Qo), e como ., — u., e

ul  — u! em D'(Qp) e pela continuidade de A em D'(Q)y), temos que

—Ateyp, — —Au, em D'(Qo)
—Ate, — —Au, em D'(Qy).

De modo Analogo, temos:
[t |t — U ucVw € D'(Qo)
M., — 1 Mu. em D'(Q)
koul, — koul em D'(Qy)
kiul,, — kju. em D'(Qo).
As convergéncias obtidas até aqui nos permite passar o limite na equagao

abaixo, quando m — oo

Td / / ! /
| ety oanow + [ et o
4 /O (= At (), v(2))0(t)dt + /O (—Aug, (t),v(t))0(t)dt
[ O (®. 00O+ [ (M (0. 0000
R / (kv ()Y, 0(1))0(t)dt + / (ko (), 0() (0t

0 T
+/0 (—Aue(t),v(x))ﬁ(t)dt—l—/o (—Au(t),v(x))0(t)dt

(M (1), v(2))0(t)dt

Como V}, é denso em HE(), a igualdade acima é vélida para todo 6 €
D(0,T), Yv e Hy(Q).
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Passando o limite quando m — oo em (P") e usando as convergéncias
obitidas teremos

((kkulem)/ + kQu’em - Au€m - Au/e/m + |u/em|pu,em + %Mu,em(t) — f(t) no
sentido de D'(0, T; L*(Q2)).

3.5 Verificacao dos dados iniciais*

Considerando 6 € C1([0,T7]) tal que (0) =1 e §(T) =0 e v € H} ().
Mas U, — ue fraco estrela em L>(0,T; H}(R2)). Logo

/ (Uem, v)0' (t)dt —>/ Ue, U . (3.38)
Por outro lado

ul,, — ul fraco estrela em L>®(0,T; H}(Q)

/ (e v dt%/ (3.39)

integranto por partes as integrais (3.39) acima e usando a definigao de 6

logo

obtemos:
1. (= (e (0),0)0(0) = [ (e, v)0 (£)dt
2. (= (e (0),0)0(0) — [ (tepn, v)8'(t)dt
De (3.38) e das igualdades (1) e (2) obtemos
(tem(0), ) — (ue(0),v). (3.40)
Mas U (0) = ugm — ug forte em H(€). Ou seja
(tem(0), v) — (ug, v), (3.41)

por (3.40) e (3.41) e pela unicidade de limite, temos:
(1:(0),0) = (o, ), Vo € HY(Q)
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Logo, segue-se que u(0) = wuy.

Agora verificaremos que (kicul)(0) = u.

Multiplicando o problema (P") por § € C'([0,T]) tal que 6(T) = 0 e
6(0) = 1 e integrando de 0 a T obtemos:

/o ((kleuem),v)ﬁ(t)dt—k/o (k2u€m,v)0(t)dt+/o (— Ay, v)d(t)dt

T T T
[l 000t [ (i 000+ > [ (0, 00000
0 0 0

- / (Fro)6(t)dt
0

integrando por partes a 1? integral da igualdade acima, teremos:

- /OT((kleulem)',v)Ql(t)dt + /OT(kguém,v)Q(t)dt + /OT(—Auem,v)Q(t)dt

T T T
T / (A", 0)0()dt + / (I ol 0)0(E)dE + / (M, v)6(¢)dt
0 0 €Jo

::A(ﬁmmww.

Se m — oo, utilizando as convergeéncias obtidas e pelo fato que V,, é
denso em H}(Q2) obtemos:

_ /T((kleuém,v)e’(t)dt + /T(kgué,U)Q(t)dt + T(—Aue,v)ﬁ(t)dt

0

~

+/T(—Au'6’,v)9(t)dt + /T(|u'6|u'6,v)9(t)dt + %/ (Mul,v)0(t)dt
:i/ﬂﬁvW@MtVUEHMQ)

Seja a funcao

t
41 0<t<f
pr— ﬂ ) -
05(t) {0;5<t§T (3.42)
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Ora substituindo 9’5 e 03 na expressao acima obtemos:

6 B
% /O (kyeul, v)dt + /O h(t)0s(t)dt = 0 (3.43)

onde
h(t) = (ko 0) + (— Dt 0) + (A, 0) + ([ Julw) + L (Mt v) — (F0)
Temos que kicul € L>(0,T; L*(Q)) e da igualdade
(Rrettly)' + kot = Dt — Dl + [l |ty + EMul,, () = f(t) mo
sentido de L>°(0,T; H~1(Q)) implica que
(i) € L2(0,T; H\(Q)) = ke, € CO([0, T L2(92)
Como |05(t)] <1, Vt € [0,T] entdo

B
lim [ (6)05(t)dt = 0 (3.44)
B—0 Jo

sendo (kicul) € L*(0,T; H1(Q)) = kyul € C2([0,T]; L*(2)) resulta que
1 [P
lim = [ (kreu,,v)dt = ((keu'€)(0),v). (3.45)
505 Jo
Passando o limite quando § — o em (3.43), de (3.44) e de (3.45) obtemos:
((k1ct€)(0),v) = (ug,v) Yo € H} ()
e pela densidade de H} () em L*(€2)) temos
(k1cu'€)(0) = uy.
O que prova o teorema (3.0.2)
Demonstracao do teorema (3.0.1)
Observamos que as estimativas obtidas sao independentes de €. Por-
tanto, pelos mesmos argumentos usado para obter u. de uq,, a qual é
solucao de (P“"), podemos passar o limite quando € — 0, em u, ou a uma

subseqiiéncia de u, tal que:

uc — u fraco estrela em L*(0,T; Hy(Q)) (3.46)

u. — ' fraco em L*(0,T; Hi(2)) (3.47)
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kiu, — \/kwu' fraco estrela em L*(0,T; L*()) (3.48)

lul|Pu — || fraco em L*(0,T;L*()) (3.49)
u! —u’ fraco em L*(0,T; H}(Q)), (3.50)

1 / 1 / 2 1

—Mu, — —=Mu'" fraco em L=(0,T, Hy(f2)) (3.51)

€ €

quando m — oo.
Da estimativa apriori I obtivemos:

2 t
—/ /|Mug|2dt§ C, (3.52)
€Jo Jo

onde C' é uma constante positiva independente de e.
Restringindo nossa equagao do teorema (3.0.1) ao dominio nao-cilindrico
(). Usando a definicao de M obtemos:

/ /3 Q
Mz, ) — { 0ol Q?OQC{?OL}J 0 x {0} (3.53)

Da desigualdade (3.52) temos que |Mu.| < C, logo [Mul| < £, pas-

sando o limite quando € — 0 obtemos 0 < |Mu.| < 0. Por definicao
M € L*(0,T; L*(Q)) e de (2.61) segue-se que

Mu. — 0 forte em L*(0,T;L*(Q)). (3.54)
Mas por (3.51) e de (3.54), podemos concluir que:
Mu' =0 quase sempre em Qu\Q U Qy x {0}. (3.55)

Mas, por definigao, M = 1 em Qy\QUSx {0}, como consequéncia obtemos
u’ = 0 quase sempre em Qo\Q U Qy x {0}. Aplicando a proposi¢ao (0.0.1)
obtemos u(x,t) = 0 quase sempre em Q\€); para quase todo t € (0,7).
Como u € L>(0,T; H}(2)) teremos que

w € L=(0,T; Hy(Q)).
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De modo anélogo, obtemos:
u' € L*(0,T; L*(€Y))
V' € L0, Hy ()
u” € L0, T; Hy(Q)).
Por outro lado, tomando ¢ € D(Q) e pela continuidade de % obtemos:

/i(kleu/)<p(sc,t)d:vdt—>/i(klu’)w(x,t)d:vdt
odt: o dt

isto significa que
d d
%(kleué) — E(klul)' (3.56)

Restringindo a equagao do teorema (3.0.1) a nosso dominio nao-cilindrico

(), usando a definicao de M , f, as convergéncias (3.46)-(3.51), (3.56), a
proposicao (0.0.1) e passando o limite quando € — 0 em (3.7),

obtemos:

%(klu') + kou' — Au — Au” + |U|’u" = f no sentido de
D'(0,T; L*()).  (3.57)

De (3.57) segue imediatamente que u satisfaz

(kl(x7 t)u'(:z:, t))/ + k’g(l’, t)u/(xu t) - AU(I, t) - A’U,”(.I', t) + |’U,/($, t)‘pu/(xu t) —
no sentido de L™(0,T;H *(Q)

Para mostrar as condigoes iniciais u(0) = ug e (kyu')(0) = u; usa-se os
mesmos argumentos aplicados para mostrar que u.(0) = u; e (kjul)(0) =
Uui.

O que completa a demonstracao do nosso resultado relacionado com os

dados nao-nulos.
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