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RESUMO

Cunha, Heleno da Silva. Existéncia e unicidade de um sistema de EDP’s em um dominio
tempo-dependente. 2005. Dissertacao (Mestrado em Matemadtica) - CCEN - PPGME/UFPA,
Belém - PA, Brasil.

Neste trabalho abordaremos a questao da exiténcia e unicidade de solucao fraca para
um sistema de equacgoes diferenciais parciais da onda, em um dominio tempo-dependente.
Devido a natureza variavel do dominio, faz-se necessario recorrer a técnicas de topologia
diferencial. Para sermos mais precisos, o conceito de ISOTOPIA emprega-se para tran-
formar o dominio tempo-dependente, por meio de um difeomorfismo conveniente, em um
dominio fixo. A técnica de solugao empregada foi o método de Faedo-Galerkin.

Palavras Chaves: Existéncia, Unicidade, Solucao Fraca, Isotopia.
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Capitulo 1

Introducao

O principal resultado deste trabalho é um teorema de existéncia e unicidade para um
sistema acoplado de equacgoes diferenciais parciais de onda definido em um dominio tempo-
dependente.

Abordar problemas de EDP’s com dominios tempo-dependentes esbarra na inexisténcia
de uma estrutura de traco bem definida. Varias técnicas surgiram para atacar problemas

desse tipo. No presente trabalho, adotaremos a seguintes tatica, a saber:

e Obtencao de um difeomorfismo entre o dominio nao-cilindrico tempo-dependente e

outro cilindrico;
e mudanca de varidavel nas equacoes e nas condigoes de fronteira;
e resolucao do sistema transformado definido em dominio cilindrico;

e resgate das principais propriedades obtidas no sistema definido no dominio cilindrico

para sistema definido no dominio tempo-dependente.

Ressaltamos que o difeomorfismo procurado, deve manter o cardter do problema, tanto
em classe, quanto em condicoes de fronteira, etc. Nesse sentido, o tipo de dominio tempo-
dependente desempenha papel fundamental, posto que o difeomorfismo procurado age
diretamente sobre ele. O ambiente natural, isto é, as técnicas utilizadas para a obtencao
do difeomorfismo encontram-se no ambito da TOPOLOGIA DIFERENCIAL. Vale a pena
lembrar que o préprio teorema do trago também tem carater topoldgico.

Devido a diversidade de tipos de dominos tempo-dependente e técnicas conhecidas,
varias classes de problemas em andlise surgiram nos ultimos anos. Cada uma dessas
classes abrange consideravel quantidade de importantes problemas. A corrida a problemas
definidos em dominios tempo-dependente logo tornou-se uma das fronteiras de pesquisa
em analise. Problemas classicos de andlise logo viram sua devidas versoes adaptadas a

dominos tempo-dependentes. Dai a relevancia de nosso estudo.



Como dissemos acima, existem varios tipos de dominios tempo-dependentes a consid-
erar. Em nosso caso particular, trabalhamos com os chamados dominios ”time-like”*.
Vérios autores abordaram problemas definidos em dominios ”time-like”. Vejamos um
breve resumo das principais referéncias que inspiraram essa esse trabalho. A descricao de
tais trabalhos ficara restrita a apresentacao do problema, defingao do dominio e listagem

dos principais resultados.

e Em 1973, Cooper-Bardos [1] estudaram as equagoes

Uy — Au = f;
uy — Au+ [uffutu=f (p>0),

definidas em um dominio nao-cilindrico @ C IR* x (0,T), T finito.

Denotando por Qy, (0 <ty < T') a interse¢ao de ) com o hiperplano P,, = {(z,t) €
IR* |t = to}, por Q(t) = QNP e por I'(t) = 9Q(t). Definimos por ¥ = Uo<i<r I'(?)
a fronteira lateral de @), a qual supoe-se uma variedade n-dimensional de classe C1.
O dominio @ diz-se:

crescente quando, Q(r) C Q(s), para r < s;
decrescente quando, Q(r) D Q(s), para r < s;

Nestas condigoes prova-se que ¥ é "time-like”. E os principais resultados sao:

1. Existencia e unicidade para a equagao

uy — Au = f, em Q)

u(0,2) = ug, u(0,2) =wuy

0
a—?b:a—ZFO’ (0<i<n)
ug € HY(Q(0)), wp € L*(Q(0)), f € L*(Q)

2. Existéncia e unicidade para a equagao

uy — Au+ |ulfu = f

u(0,x) = ug, u(0,2) = uy,

uly =0,

ug € Hy((0)), wy € L*(Q(0)), f € L*(Q)

O método empregado foi da penalizacao de Lions.

* veja a definicdo (4.1.1)
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e Em 1974, Inoue [5] estudou a equagao uy — Au + u® = f. Mais precisamente:

uy — Au+u® = f, x € Qi)
u(z,0) = ug, x € Q(0)
u(z,0) = uy

u(z,t) =0, x € I8(t)

Defini-se:

éT~: UogthQ<t> x {t} U R’ x [0,T]
Q1 = (Up<sr 002(F) x {t})

Ao dominio impoe-se a condigdo: o angulo é(z,t) entre o vetor normal exterior

~ 3
unitério n(z, t) a 9O e o vetor (0,0,0,1) é tal que% < 0(z,t) < f e[((0,0,0,1), n(z, )| <
1

5
Posto isso, mostra-se a existéncia de um difeomorfismo hiperbélico entre o dominio

tempo-dependente QT e um dominio cilindrico Q7.
Os principais resultados sao existéncia, unicidade e regularidade de solugao. O

método empregado foi de Faedo-Galerkin.

e Em 1974 Cooper [4] Estudou a equagdo homogénea da onda u; — Au = 0 em

um dominio exterior tempo-dependente B(t), com a condigao de fronteira u = 0 em

OB(1).

Para cada t € [0, 4-00) supde-se B(t) um compacto de IR® com fronteira B(t) suave.

Assume-se ainda a exsiténcia de constantes 0 < b < rq tais que

{re R ||x| <blCB) C{xeR ||x| <1}

Sejam:

Q(t) = R*\B(t)

Q = U0<t<+oo Q(t> X {t}

Y = Upcrepoo 92t) x {t}, fronteira lateral, a qual supde-se uma variedade C'*°

Supoe-se, por ultimo, que a fronteira lateral é ”time-like”.

T Esta condicao significa que cada B(t) estd entre duas bolas compactas centradas na origem.

Cunha, Heleno da S. PPGME/UFPA



Os principais resultados sao:

1. Existéncia e unicidade de solugao fraca para o problema

Uy — Au =0, em Q)

u=0, em X

u(z,0) = f(z), em (0)
ut(IL‘,O) = g(CL’), e1m Q(O)

f € Hy((0)), g € L*(2(0))

2. Decaimento da energia.

e Em 1990, Sikorav [9] estudou a equacao linear de onda uy — Au = f em dominio

tempo-dependente. Mais precisamente, a seguinte EDP:

uy — Au = f, em @T

=0, em >’

ou 10u

—+-—=0 X

ov * ¢ ot » o
Para cada t € [0,7] tem-se Q(¢t) C IR" com 09Q(t) = T'o(t) U ;. Entdo, define-se
Qr = Uperer Q1) x {t} € R x [0,T], ¥ = Upe,er Do(t) x {t} e £ =Ty x [0,T].
Supoe-se ainda a existéncia de abertos €2 e Qo(t) tais que 9Q = I'y, 0Q(t) = To(t) e
Qt) = Q\Qo (). A fronteira lateral mével X' é "time-like”. Os principais resultados
sao:

1. Existéencia e unicidade de solugao fraca de:

ug — Au = f, em @T
u=0, emd’

ou 10u
—+-—=0 by

ov * ¢ ot » o
u(y,()) = Uo, ut(y70) =

sendo ug € Hp ) (Q(0)), ur € L2(Q(0)) e f € L*(0,T; L*(Q(t))).
2. Regularidade no bordo.
Deve-se ressaltar que o trabalho de Sikorav [9] é a principal referéncia desta dis-

sertacao e seguimos de perto as técnicas ali contidas.

e Em 1996, Ferreira-Lar’kin [6] estudaram uma EDP hiperbdlica-parabdlica em

dominio nao cilindrico. Mais precisamente

Cunha, Heleno da S. PPGME/UFPA



Kl(xat)utt + KQ(x7t)ut — Au+ fl(t)|u|pu = f’ cm Q\
u=0, em >
u(z,0) = ug, w(x,0) =uy
sendo @ um dominio nao-cilindrico de IR*** e it sua fronteira lateral. As fungoes

K, K5 sao reais e definidas em Q).

Vamos descrever o dominio nao-cilindrico @ Seja €2 um aberto limitado de IR" com
fronteria Y suficientemente suave. Entao definimos, ; = {x € IR" | x = K(t)y, y €
Q}, K € C*0,+00). Vamos representar a fronteira de cada Q; por I';. O dominio

@ ¢ definido como:

Q={(z.t) ER x (0,+00)} = [ Q x{t}

0<t<+oco

e a fronteria lateral X, por:

U Tex{t}

0<t<+o0
Em [6] os autores obtiveram existéncia e unicidade de solugao regular e o método

empregado foi o de Faedo-Galerkin.

e Em 2004, Cacalcante et al [3] estudaram o seguinte sistema de equagoes difer-

enciais parciais:

p1(T)uy — Au+ a(u —v) =0, em Q x (0, +00)

t t
u+/ gl(t—s)%(s)ds:v—i-/ gg(t—s)?(s)ds:o, em I'; x (0, +00)
0

(u(0),v(0)) = (u’,v”)
[ (VPrue(0), v/p2ve(0)) = (Vpru', \/p2v')

sendo as fungoes p1, pa > 0 e 2 é um aberto limitado de IR" com fronteira partida

em parte disjuntas I'g e I';.

Os resultados obtidos foram existéncia e unicidade de solugao fraca, decaimento

exponéncial e polinomial.

Cunha, Heleno da S. PPGME/UFPA



Vejamos como o trabalho estd organizado.

No capitulo 2, descrevemos os conceitos e resultados referente a topologia diferencial
utilizados para demonstrar a existéncia do difeomorfismo adequado entre o dominio nao-
cilindrico tempo-dependente e um dominio cilindrico. No capitulo 3, apresenta-se os ele-
mentos de analise funcional, distribuicoes e espacos de Sobolev necessarios, além de fixar
as notacoes empregadas. O capitulo 4 é o mais importante do trabalho, pois esta devotado
aos objetivos centrais que nos propomos a fazer: existéncia e unicidade para um sistema
acoplado de EDP’s de onda definido em um dominio nao-cilindrico tempo-dependente; é
neste capitulo que apresenta-se o problema, as hipoteses e demonstram-se os resultados

mais relevantes.

Cunha, Heleno da S. PPGME/UFPA



Capitulo 2

Elementos de Topologia Diferencial

Neste capitulo apresenta-se um breve resumo dos conceitos topologicos utilizados no tra-
balho. A referencia para o estudo mais aprofundado do tema e onde pode-se encontrar as

demonstragoes dos teoremas aqui enunciados, estao contidas no livro de (Hirsh?)

2.1 Isotopia

Definicao 2.1.1. Uma isotopia entre duas variedades M e N é uma aplicacao F : M x

I — N, em que cada aplicagcao

Ft:M

N

T

F(z,t)
¢ um merqgulho, Vt € I.

Intuitivamente, uma isotopia é uma familia a um parametro de mergulhos entre M e N.
Lembrando que um mergulho é uma aplicagao diferenciavel injetiva com derivada injetiva

em todos os pontos.

Definicao 2.1.2. O traco de uma isotopia é a aplicagao

F:MxI—NxI

(z,1)

Note que o trago de uma isotopia ¢ um mergulho * e preserva a variavel tempo.

(F(z,1),1)

Se F': M x I — N é uma isotopia, dizemos que os mergulhos Fy e F} sao isotépicos.
Quando M é uma subvariedade de N e [y é a aplicacao inclusao dizemos que F' é uma
isotopia de M em N.

* Reciprocamente, todo mergulho é o traco de uma isotopia
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Definicao 2.1.3. Quando M = N, Fy = Idy, F; € um mergulho, para todo t € I,

chamamos a isotopia de difeiotopia ou ambiénte isotépico.

2.2 Campos de Vetores e Difeotopias

Agora, veremos que os campos de vetores da variedade produto M x I tem uma importante
conexao entre as difeotopias de M.

Cada ponto m € M pertence a um tnico arcE(z x I) := {F(x,t) € M;t € I}. Os
campos de vetores tangentes a esses arcos formam um campo de vetores nao nulo Xz em

M x I. E existe H: M x I — TM tal que
Xp(z,t) = (H(z,t),1) € My x R= Ty (M x I).
A isotopia F' é o fluxo ® do campo X aplicado a M x 0.

Definicao 2.2.1. Um campo de vetores tempo-dependente é uma aplicagao G : M x
I — TM. Quando a métrica riemanniana for completa e |G(x,t)| < K, para uma certa

constante K, diremos que G ¢é de velocidade limitada em M.
Temos entao o seguinte teorema

Teorema 2.2.1. Seja G um campo de vetores tempo-dependente em M com velocidade

limitada. Entao, existe uma unica difeotopia F: M x I — M tal que

OF
W(w,t) = G(F(x,t),t).

Definicao 2.2.2. suporte de um campo de vetores G : M x I — I ¢ o fecho do conjunto
{z € M;G(x,t) #0}.

suppG = {x € M;G(z,t) # 0}.
Quando suppG é compacto, entao GG tem velocidade limitada.
Teorema 2.2.2. Todo campo de vetores tempo-dependente de suporte compacto gera uma

difeotopia. Em todo campo de veotres tempo dependente em uma variedade compacta gera

uma difeotopia.

Cunha, Heleno da S. PPGME/UFPA



2.2 Campos de Vetores e Difeotopias 9

Definicao 2.2.3. O suporte, suppF C M, da isotopia F' : M x I — N € o fecho do
conjunto {x € M; F(x,t) # F(x,0),Vt € I}

suppF = {x € M; F(z,t) # F(z,0),Vt € I}.

Teorema 2.2.3. Se M ¢ uma sub-variedade compacta da variedade N, F': M x I — N
¢ uma isotopia de M e F(M x I) C ON ou F(M x I) C N —ON. Entdo, F se estende a

uma difeotopia com suporte compacto em N.

Cunha, Heleno da S. PPGME/UFPA



Capitulo 3

Elementos de Analise Funcional e
Espacos de Sobolev

Este capitulo contém resultados cldssicos de analise funcional e espacos de Sobolev uti-
lizados no trabalho, assim como estabelece os conceitos basicos e notagoes adotadas. As

demonstrg¢oes dos resultados enunciados podem ser encontradas em [8] e/ou [2].

3.1 Espacos de Banach

Definicao 3.1.1. Um espaco vetorial V' é dito normado, quando existe uma func¢ao N :

V — IR, chamada de norma, tal que:
1. N(z) > 0,Vx € V e N(z) =0, somente quando x = 0;
2. N(z+vy) < N(x)+ N(y),Ve,y € V;
3. N(az) = |a|N(z),Vz €V e Yae R

A primeira propriedade diz que a fungao norma nunca é negativa, a segunda propriedade
é chamada de desigualdade triagular e a terceira estabelece o carater homogéneo da fungao
norma. Tendo a funcao norma a disposicao, entao o espaco vetorial V' torna-se um espaco

métrico, basta por d(z,y) = N(z —y).

Definicao 3.1.2. Um espaco vetorial normado e completo para norma induzida é chamado

de espago de Banach.

Definicao 3.1.3. Denotaremos por V* o conjunto das fungoes f : 'V — IR lineares e

continuas, isto é:

V*={f:V = R|f € linear e continua}

O conjunto V* é chamado de espa¢o dual de V.
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O espago dual V* possui uma norma natural:

f

ve = sup |f(z)] (3.1)

|z|v <1

Teorema 3.1.1. O espaco dual V* com a métrica induzida pela norma (3.1) € um espago

de Banach.

3.2 Convergeéncia Fraca

Definicao 3.2.1. Dizemos que uma sequéncia (:vn)neN em um espaco de Banach V' con-

verge fraco para x € V', quando:

f(@a) = f(x), Vf € V"

A convergéncia forte, isto é, a induzida pela norma implica em convergéncoa fraca. No
entanto a reciproca é falsa, no caso geral, valendo no caso de dimensao finita. Pensando a
topologia fraca de outra maneira, ela se trata da topologia ”menos fina” que faz as funcoes

lineares de V em IR continuas.

3.3 Teorema de Hanh-Banach

Teorema 3.3.1. Seja V' um espacgo vetorial e p uma semi-norma, isto €,

plaz) = ap(z), Ve e V e a > 0;

p(z+y) < p(z)+ply), Yo,y e V.

Sejam G um subespago de 'V e g : G — IR uma aplicagao linear tal que, g(z) < p(z),

Vo € G. Entdo, existe uma funcao f : E — IR satisfazendo:

A funcao f é dita uma extensao da funcao g.

Cunha, Heleno da S. PPGME/UFPA
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3.4 Espacos Reflexivos

Uma vez construido o espaco dual V* e este sendo um espaco vetorial, podemos pensar

no seu dual V**, o bidual. Temos entao:

V= ={f:V*"—= R|félinear e continua}

O espago bidual V**, possui uma norma natural, dada por:

f

vee=sup  |f(9)] (3.2)
geV*
lglv- <1

Os espacos dual e bidual podem ser relacionados através da seguinte aplicacao:

:;3 — Jx): V' - R
fo= @)
ou seja J(x) : V* — IR é dada por (J(x), f) = f(z), Vf € V*.

A funcao J é uma isometria entre os espagos V e V**. De fato:

[J(@)lv-=sup  [{J(z),f)l= sup |[{f,2)]=|z|v
fevr: fev:
|flv- <1 |flve <1

Assim, concluimos que J também se trata de uma aplicacao injetiva. A isometria J é

denominada de projegao canonica. Quando a aplicacao J é sobrejetora o espago é chamado
de REFLEXIVO.

3.5 Topologia Fraca Estrela

A topologia fraca estrela é a "menos fina” na qual as fungoes de V** sao continuas. Dizemos

uma sequéncia de fungoes (f,,), N converge fraco estrela se para cada z € V, tivermos:

fu(x) = f(2)

Definicao 3.5.1. dizemos que um espaco normado V € separdvel, quando existe um sub-

conjunto enumerdvel e denso.
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Teorema 3.5.1. Toda sequéncia de fucionais lineares continuos e limitados, definidos em

um espaco reflexivo, possui uma subsequéncia que converge fraco estrela.
Os espacos duais gozam das seguintes propriedades:
e I/ é reflexivo se, e somente se, V* também o é;
e Se V* é separavel, entao V' também o é;
e I/ ¢ reflexivo e separavel se, e somente se, V* também o é.

Teorema 3.5.2 (Banach-Alaoglu-Boubaki). Se V' é um espago reflexivo e separdvel.

Entao, a bola unitar: fechada € compacta na topologia fraca estrela.

Este teorema é fundamental neste trabalho. No entanto o usaremos de forma implicita

através do corolario abaixo.

Corolario 3.5.1. Um espaco V' € reflexivo se, e somente se, toda sequéncia limitada

possui uma subsequéncia convergindo fraco estrela.

3.6 Os Espacos L’

Lema 3.6.1. Seja (f,) uma sequéncia de fungdes nao-negativas. Suponha que:
sup fndx < 00.
ne N/

Entao, a funcdo definida por:
f(z) = lim inf f,(x)

ne

possui as sequintes propriedades:
1. fe LY(IRY);

2. fdx < lim inf frndx.

R neN R

Definicao 3.6.1. O suporte de uma funcao f: Q) — IR é:

suppf = {x € Q| f(x) # 0}
E representamos por Cy(2) o congunto das fungoes continuas que possuem suporte co-

pacto contido em ().
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Teorema 3.6.1. Seja Q C IR' um aberto. Entao o conjunto Cy(Q2) € denso em LP(S2).

1 1
Teorema 3.6.2 (Desigualdade de Holder). Tomemos 0 < p < 1 e q tais que — + — = 1.
p q

Sejam f e g tais que |f|P € LY (Q) e |g|? € L' (). Entao:

[ 1@g@lds < ([ I@Paats [ lotopanl

Teorema 3.6.3 (Desigualdade de Minkowski). Sejam f,g € LP(Q2), com p > 1. Entao:

/!f + gla)Pda)t < /|f ) Pda? /|g 2k

A desigualdade de Minkowski verifica que a funcao f — [[, |f (:L‘)’pdl']% ¢ uma norma.
3.6.1 Teorema da Representacao de Riez e Convergéncia Fraca

em [P

Teorema 3.6.4 (Teorema da Representacao de Riez). Sejam Q um aberto de R* e T

um operador linear limitado definido em LP(QY). Entao, eriste uma fungao w € L%(S2),

1 1
-+ — =1, tal que:
p q

T(v) = /Qw(x)v(x)dx, Ve Q.

De posse do teorema da representacao de Riez é possivel caracterizar a convergéncia
fraca nos espagos LP. Dito de outra maneira, uma sequéncia u,, converge fracamente para

uma funcao u, em LP, se e somente se:

/unvdx — / uvdz, Yv € LY(Q).
Q Q

Teorema 3.6.5. Toda sequéncia limitada em LP, p > 1, possui uma sub-sequéncia que

converge fraca em LP(£2).

3.7 Distribuicoes

3.7.1 Espaco das Funcoes Teste

Definigao 3.7.1. Denotaremos por Ck(Q) = {f € C(Q) | D*f € C(Q), Va € N, |a] <
k} e por C*(Q)={f € C(Q) | D*f € C>*(Q), Ya € N"}
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Definigao 3.7.2 (Suporte de uma fungao). O suporte de uma fung¢dao é o conjunto deno-

tado por suppf e definido como:

suppf = {x € Domf | f(z) # 0}

Seja K C 2 um compacto. Vamos denotar por
D ={f € C=(Q) | suppf C K}.

3.8 Espacos de Sobolev

3.8.1 Os espagos WP

Definigao 3.8.1 (Derivada Fraca). Diremos que uma fun¢do u possui derivadas fracas

em LP(Q)), se existem fungoes v; tais que:

/ 0 doe = — /vigadx, V.
8@ Q

Convencionando as seguintes notagoes, se & = (ayq, ...,a,) € N" e x = (21, ..., x,) € R,

entao:

9 | 0\,
_<8_:1:1) ...(a%) ,

Para um nimero 1 < p < oo, definimos:

U] pmp = Z / |Da\pd:€] quando 1 < p < oo,

0<|a|<m
| 1,00 = Jpax. | D%, quando p = co.

Agora definimos o espago W™P como sendo:

wmr(Q) ={ve LP(Q) | D% € LP(Q), Y|a| < m} (3.3)

As principais propriedades dos aspagos W"P({2) estao reunidas nos teorema abaixo.
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Teorema 3.8.1. Sejam 2 um aberto de IR', m € N el < p < oco. Entdo:

1. Os espagos W™P(Q) sao completos;

2. Os espagos W™P(Q) sao separdveis, reflexivos e uniformemente convezos.

Um espago de fundamental importancia é:

H™(Q) = {u e Cn(Q) | Julwme < 00} """

Vale a seguinte inclusao:

WmP(Q) ¢ H™(Q).

Definimos ainda, os espago W;"?(€2) com sendo o fecho dos espago C§°(2), com respeito

a norma de W™?(Q). O dual do espaco é denotado por W= (Q)

3.8.2 Desigualdade de Poincaré

A desigualdade de Poincaré é utilizada para adotar no espago Wy"*(£2) uma outra norma,

a saber |Vu|rr(q). No entanto esta desigualdade nao se aplica a qualquer dominio.

Teorema 3.8.2 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q@ C IR um aberto limitado numa

dire¢ao. Entao, existe uma constante positiva C' = C(Q,p) tal que:
‘U|W01’p(ﬂ) S C'VU’LF(Q)

3.9 Distribuicoes Vetoriais

Denotaremos por LP(a, b, X)) o conjunto:

LP(a,b, X) = {f mensuravel | s — |f|x € LP(a,b)}

O espacgo acima munido da norma:

b
1
lurtan) = [ 17 xds)
é um espacgo de Banach. Quando X é reflexivo, LP(a, b; X') também o é. Se p > 1, entéo o
dual de LP(a,b, X) se identifica com L* (a, b; X*), %+z% = 1. Por ultimo, se X é reflexivo,

entdo LP(a,b; X) também o sera.
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Defini¢ao 3.9.1. Seja P uma parti¢ao de |a,bl], isto é P = {a = aj,as, -+ ,a,, = b}.

Diremos que uma fungdo f : [a,b] — X € de variagdo limitada quando:

Var(f,|a,b]) = supz |f(ar) — flar—1)|x < oo.

PEP

Em que P denota o cunjunto das partigoes de |a,b]. Denotaremos por V B(a,b, X) o

cunjunto das fungoes de variagao limitada em X.

Teorema 3.9.1. Seja X um espaco reflexivo e seja f uma fungao de variag¢do limitada.

Entao, f € derivdvel quase sempre e:

df 1
Y e LY a b X).
g € L (b, X)

Mais ainda:

/ |—(s)|ds < Var(f,[a,b]),

dt( s)|ds < jtVarf( ), quase sempre em |a,b|

Definigao 3.9.2. Diremos que uma funcdo f :]a,b[— X € absolutamente continua sobre
X, se para todo € > 0 eziste um 0 > 0, tal que para toda sequéncia de subintervalos |a;, b;,

disjuntos dois a dois, verifica:

Z!az b|<5:>z:|faZ b)| < e

Assim como no caso de fungoes escalares, as fungoes absolutamente integraveis também
sdo de variagdo limitada. Além do mais, a aplicagao s — V}(s) é absolutamente continua

e:

b d
Vi(s) = | —V(s)ds.
)= [ GV
Seja D((a,b); X) o espago das fungdes infinitamente diferencidveis com suporte com-

pacto contido no intervalo [a, b] e tomando valores em X.

Definicao 3.9.3. Diremos que uma fungio f € LP(a,b; X) possui derivada fraca em
LP(a,b; X), se eziste uma fungdo v € LP(a,b; X) tal que:
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b b
/ f(s)d/(s)ds = —/ v(s)a(s)ds, Ya € D(a,b).
Definimos o espaco
W'P(a,b; X) = {f € L*(a,b; X) | f possui derivadas fraca em L?(a,b; X)}.

Este espaco munido da norma abaixo torna-se um espaco de Banach:
‘f|p = |f|Lp(a,b;X) + |f/|Lp(a,b;X)

3.10 Teoremas de Compacidade

O principal resultado desta seccao é o teorema de compacidade de Albin-Lions, embora
nao se aplique neste trabalho, sua utilidade em problemas nao lineares é fundamental.

Sejam By, B e B espacos de Banach, sendo By e By reflexivos e tais que By C B C By,
sendo a imersao de By em B compacta.

Definimos os espaco:

W ={velL”0,T;By) | v € LP(0,T;By)},

para T finito e 1 < pg, p1 < 0o. O espaco VW munido da norma abaixo é Banach.

[vlw = [vlLeoi80) + [V'] Lo 0,784
Lema 3.10.1. Sejam By C B C B; espacos de Banach, com a imersio de By em B
compacta. Entdo, para todo n > 0 existe uma constante C(n) > 0 tal que:
lvls < nlvls, + C(n)|vls,-

Teorema 3.10.1 (Albin-Lions). Sejam 1 < py,p1 < 00 e como no lema acima. Entdo, a

imersao de YW em L (0,T; B) é compacta.

O teorema de Albin-Lions pode ser melhorado. Para sermos mais precisos, temos o

teorema de Kim:
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Teorema 3.10.2. Seja u,, uma sequéncia de funcoes tais que:

u, — u, fraco estrela em L>(0,T; H(Q)),
u — ', fraco em L>(0,T; H*(Q)).

Para —1 < a < (< 1. Entao:

up, — u forte em C(0,T; H"(2))

para todo r < [3.

3.11 Teorema do Traco

As fungoes que compodem os espagos com os quais estamos trabalhando sao as integraveis
a Lesbesgue, por isso ao se falar da restricao de uma funcao a fronteira de um conjunto
pode gerar disparidades, uma vez que estas funcoes diferem a menos de um conjunto de
medida nula e a fronteira de qualquer conjunto possui medida nula. O conceito de trago e o
teorema do traco vem justamente para contornar essa dificuldade. A base para construcao

do conceito de trago repolsa nos chamados espacos fracionarios.

3.11.1 Os espagos H*(I')

Seja 2 um aberto do IR'; denotaremos por I' a sua fronteria, a qual suporemos uma
hiperficie n-dimensional diferencidvel de classe C™. Construiremos os espagos H*(I") para
s < m.

Seja (h;, Vi), i = 1,...,n uma familia de cartas locais para I' e seja a; uma parti¢ao da

unidade associada a V; N I'. Toda funcao sobre I' pode ser escrita como:

n

U= Z(aiu)

i=1
A funcao hju(z) := u(h;(x)) estd definida sobre um quadrado Q) e sobre I'. Assim, a

funcdo hjo;u pode ser definida sobre IR*" da seguinte maneira:

* _ u(hZ(x))> em Q
hiu(z) = { 0, fora doe Qo

Define-se:
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H (D) ={u | hifau € HS(R1), Vi=

1,...,n}
Verica-se que o espaco H® é um espaco de Hilbert.

3.11.2 Teorema do Traco em Hm(]Rflfl)

Vamos denotar por:

R ={x=(x,x,) eER | ¥ e R, x, >0}

Os principais resultados sao:

Teorema 3.11.1. A aplicagio

m—1

v HMRY) — [ H™TR R

=1

u o (ul(2)0), ..., um ", 0))
¢ linear, continua e sobrejativa

Corolario 3.11.1. Seja f uma fungao tal que:

f € L*0,00; HY(IRY)),

f' € L*(0, 00; L*(IRY)).
Entao:

f € (0,00, H2(IRY)) N L>®(0, 0o: H (IR))

Corolario 3.11.2. Seja f uma fun¢ao tal que:

f € LP(a,b; H*(IR")) N LY(a, b; H(IR")).
Entao:

f e L'(a,b; H'(RY)),

para

Cunha, Heleno da S.
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1—A

A
__|_—
p q

As+ (1 —=XN)r, VA e[0,1].

1
l )
u

3.11.3 Espacos Intermediarios

A peca fundamental no teorema do traco sao os espagos intermediarios, os quais faremos
aqui uma breve introducao.
Sejam B; e Bs espacos de Banach contidos no espago X. Seja S = B; + By 0 espaco

soma, de Banach, munido da norma:

luls = inf{|b1|p, + |b2|B, | w=b1 4+ ba, by € By, by € By}

Introduzimos agora o espaco:

WPY = {f :]0,400 — By | t"f € LP(0,+o0; By), t"f € LP(0,+00; Bs)},

o qual é completo com a norma abaixo:

|ulywr = maX{|tnf‘LP(a,b;Bl)> |tnf/|Lp(a,b;Bg)}'
Lema 3.11.1. Denotemos por 6 = %4— v. Se 0 <0 <1, entdo para toda f € WPV, existe

o limite:

P%ﬂt) =0b, em S
Agora estamos em condicoes de definir o espaco dos tracos.
Definigao 3.11.1 (Espago dos Tragos). Sejam v,p como no lema anterior. Entao, defin-
1M0S:

0 ={f(0) | f e WP}

O espaco dos tracos munido da norma

|U|Tu,p = inf{|U,|Wu,p | u = f(O), f - WV,p}
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é completo.

Verifca-se ainda que o espago C*°([0, +oo[; B;) é denso em W"P.

Teorema 3.11.2. Sejam A\ = % + v, p, q e satisfazendo 1 < p < qg<oo0, 0 <A< 1.
Entao:
TVP(LY(), LP(Q)) C L"(2)
I 1-X A

em que — = —— + —
r q p

Uma vez definidos os espacos TP, o proximo passo é caracteriza-los.

Seja o espaco

7T ={velPR) | Z/ £ Ty — v|P.dt < oo},
i=1 /0

sendo Tiu(x) = (g, ooy i1, Ti + £, Tis1, ooy Tn),

o qual, munido da norma

n 0
lufb = |v|§p(Rn) + Z/ tV=P| Ty — b dt < oo,
i=1 70

torna-se um espaco de Banach. Mais ainda, o espaco 7 é um espaco intermediario entre
WHP(IRY) e LP(IR™), isto ¢, WHP(IR") € 7 C LP(IR™)

Daqui em diante, para facilitar a notagao, vamos representar 77 (W?(IR"), LP(IR"))
simplesmente por TP,

O préximo teorema caracteriza o espago 7 e isso permite observa-lo como em espaco

intermedidrio de W'?(IR") e LT(IR").

Teorema 3.11.3. Seja 0 < v + % < 1. Entao vale a sequinte identidade:

T =17,

sendo as respectivas normas equivalentes.

3.11.4 Espacgos Fracionarios de Sobolev W*?

De posse dos espacos intermediarios discutidos na subsecao anterior, estamos em condicgoes

de definir os espagos fracionérios de Sobolev W*P quando s € IR
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Definigao 3.11.2 (Espagos Fracionérios de Sobolev). Denotemos por W*P(IR") aos espagos:

WP(IRY) = W™P(IRY), se, m =s € N;
WP(IR") = {u e W*P(IR") | D*u € T' "%, sendo lal]=mes=m+o, 0<o <1}

Os espagos fracionarios de Sobolev sao espacos de Banach, para tanto basta muni-los

da norma:

|u|€‘/s,p = |u|€‘/'rn,p + Z ’Dau|T1_G__%7p,

lal=m
Mais ainda, os espacos fracionarios de Sobolev sao reflexivos para todo s € IRe seu dual

topoldgico é o espagco W 5P,

3.11.5 Os espagos W*P(I") e o Teorema do Trago

Seja 2 um aberto limitado de IR', denotaremos por I' a sua fronteira, qual serd, por
hipétese, uma variedade de dimensao n — 1 e classe C"™.

Definiremos os espagos W*P para s < m. Sejam (h;,V;) (i = 1,...,v) uma familia de
cartas locais de I' e seja «; a familia de particoes da unidade associada a V; N I'. Entao,

toda funcao u, definida sobre I' pode ser escrita como:

14
u = E ;.
i=1

As fungoes hfu(z) = v(h;(z)) estao definidas sobre um quadrado Q. Entao, definimos:

hiu(z) = { 0, fora de Q, i

Definimos, entao o espago:

WP(0) = {u | b (o) € W2(R), V=1, ..,v}

O espago acim é um espaco de Banach, quando munido da norma:

n
|[ulwsw(r) = Z | B (i) | s (o1 -
=1

Seja 2 um aberto de classe C™. Definimos os espaco:
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W= (Q){wp | w e WH(IRY)],

o qual munido da norma

|w|wsr) = inf{|v|wsr@me) | v =w em Q}

é um espaco de Banach.

Temos o seguinte resultado de desidade.

Teorema 3.11.4. Sejam s = m + o, sendo m um inteiro e 0 < o < 1, e  um aberto de

classe O™, Entdo, D(Q) ¢ denso em W*P(Q).

Agora estamos em ponto para enunciar o teorema do trago, vale resaltar que embora a
versao apresentada seja para abertos limitados do IR", a mesma pode ser extendida para

abertos limitados em uma direcao.

Teorema 3.11.5 (Teorema do Trago). Seja v a aplicagao

dada por

10) = (0(8), (D), -t () = (@ ho B o 02 ).

Entao, I' admite uma estensao continua:
m—1 .
v WR(Q) - [ WD),
k=1

Ou seja existe uma constante C' > 0 tal que:

m—1
Z |7k(w)|wmfk7%,p(11) < C|w|wm,p(g)
k=1

para toda fungdo w € W™P(().

Corolario 3.11.3. Seja f uma fungdo tal que:

f € L7(0, 00 W(Q)),
f € 17(0, 400 L7(92)).
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Entao:

£ € C(0, +00; W #P(Q)) N L*(0, +oo; W' 52(Q))

Cunha, Heleno da S. PPGME/UFPA



Capitulo 4

O Sistema

4.1 Consideracoes iniciais

O objetivo deste trabalho é estudar o seguinte sistema de equagoes diferenciais em um

dominio tempo-dependente:

(

p1(Y)uy — Au+ alu—v) = f, em @T
p2(y)ve — Av —alu—v) =g, em Qr

4.1
u=v=0, emI'o(t) (Condicao de Drichlet) (4.1)
Oou 10u Ov 10v . _
| 50 + cat =35 + cor =0, em 'y (Condi¢io de Robin).
Sendo Qr = | J Q) x {t} C R x [0,T], 9Q(t) = Ty(t) UTy e py, p2 > d > 0. Como
0<t<T
se pode observar a fronteira de cada €Q(t) estd partida em I'¢(t) (parte mével) e I'y (parte

fixa).

Seja ¥/ = U [o(t)x{t} e assumiremos que ¥’ se trata de uma hiperficie n-dimensional
0<t<T

suave.

Definicao 4.1.1 (time-like). Tomando (y,t) € ¥', denotando por v(y,t) = (vy,v) a

normal exterior a X' no ponto (y,t). A superficie X' é "time-like”, se:
ve| < Jvyl,¥(y,t) € X (4.2)

Vamos supor que existem Qy(t) e €2 tais que:

082 (t) = To(t); (4.3)
00 =T'; (4.4)
Q(t) = Q — Q(t). (4.5)

Tomando X =T’y x {t}, acrescentaremos as hipGteses
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dX', %) >0 (4.6)

Qo(t)NT1 =10 (4.7)

Um modelo geométrico de dominio ”time-like”, nestas condicoes, pode ser obsevado no
) s b

trabalho de Cooper-Bardos [1] e ilustrado na figura (4.1).

A

_>2'
tF— —> Q()

_>z’

Figura 4.1 Modelo para o dominio @T

O lema a seguir estabelece as condigoes necessarias para definir os espagos de Sobolev

tempo-dependentes nos quais trabalharemos.

Lema 4.1.1. Fizado T > 0, sejat € [0,T]. Entdo, existem uma constante a(T) > 0, um
intevalo [t1,ts] contendo t, com ty —t; = a(T) e um dominio aberto Oy # () tais que

O,c (] ().

t1<7<t2

Demonstracao

Seja @ um nimero de Lebesgue para o compacto [0,T]. Dado t € [0, 7], entao ¢ pertence
a um intervalo aberto [t1, 5] C [0, 7] com toa—t; = a.. Como [ty, t5] é compacto a intersecc¢ao
i, <r<t, 20(7) € aberta e nao vazia. Assim basta tomar O; aberto em (7, .., Q0(7).

Intuitivamente, o lema nos informa que o dominio @T comporta um cilinndro de altura
.

De posse desse lema é possivel obter a desigualdade de Poincaré-Friedrichs tempo-

dependente

[0l L2@0 ) < [/ IVol[*dx] (4.8)
Q)
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tp — —> Q1)

— 0,

(

Figura 4.2 Cilindro de altura o

E assim definir nos espagos de Sobolev tempo-dependentes H%O(t)(Q(t)) ={ve H (Q@))|v=

0 em I'y(t)} a sua respectiva norma
[ IvelPast. (4.9)
Q(t)

O espaco Hp, (,y(2(t)) estende-se naturalmente e de forma continua a [*(f2), basta por
v = 0 no interior de Qy(t), Vv € H%O(t)(Q(t)).

Defini-se entao os espacos de Hilbert:

L2(0, T; Hy, 4 (2(1))); (4.10)
L0, T; L*(Q(1))). (4.11)

e suas respectivas normas:

T

(// Vo 2dzdt)b: (4.12)
o Jow
T 1

( / / of2dadt)s. (4.13)
o Jaw

4.2 Formulacao Fraca do Problema

A formulagao fraca do sistema, consiste em acoplar dados iniciais. Considere, entao o

seguinte sistema:
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prug — Au+ a(u —v) = f, em @T
P2y — Av —a(u—v) =g, em Qr

u=v=0, em Y’

ou 1 Ou @ 1 Ov

av+g+8t_av+z—|—a:0, em % (4.14)

0
u(y. 0) =g o aa—jj@,m —u
(Y

’U(y,O) =1p € E(:%O) = U1
sendo

Uo, Vo € H%O(o)(Q(O)ﬁ
uy, vy € L2(2(0));

4.15
p1, p2 € WER(Q(t)) e pr1,p2 > d > 0; (4.15)
fr9 € L*(0,T; L*(Q(1))).

4.3 Definicao de Solucao do Problema em Dominio
Moével

Para o estabelecimento do conceito de solucao fraca, trabalharemos com a primeira equagao
do sistema (4.14), sendo os calculos para a segunda equagao do sistema (4.14) andlogos.

Seja ¢ € Hr,w)(§2(t)), com p(T") = 0. Multiplicando a primeira equagao de 4.14 por ¢
e integrando de 0 a 7" temos:

T T T T
/ 1 pdt — / Aupdt + a/ (u—v)pdt = / fepdt.
0 0 0 0

Integrando por partes,

T T T T
—utplcploT + / u(p1v)edt — / Aupdt + a/ (u—v)edt = / fo.
0 0 0 0

Como QO(T) = 07 ut(o) = U,

T T T T
u1p1(0)(0) + / ui(prp)edt — / Aupdt + a/ (u—v)pdt = / fdt.
0 0 0 0

Integrando em €)(s) e aplicando o teorema de Fubinni,
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/ u1p1(0 ds+/ / «(p10) dsdt—/ / Awpdsdt
Q(s) Q(s)
—i-a/ / u— v)pdsdt = / / fedsdt.

0 Q(s)

Aplicando a fémula de Grenn, obtemos:

/ u1p1(0)p(0)ds +/ / t(p1p)rdsdt + / / VuVpdsdt
Q(s) Q(s)
/ / —(pdsdt + 04/ / (u—v)pdsdt = / fodsdt.
9Q(s) v Q(s) 0o Ja(s)

Como 9Q(s) =To(s) UTy e Ty(s) NTy = 0, temos

/ u11(0 ds+/ / (p19) dsdt—i—/ / VuVdsdt — / / —cpdadt
Q(s) T 80
/ / g&dadt—f—oz/ / u—v)pdsdt = / fodsdt.
To(o 0 Q(s)

0 10
Mas u =0 em I'y(t) e 8_Z = —Ea—:: em I'. Entao,

/ u11(0 ds+/ / t(p1p) dsdt—l—/ VuVdsdt
s) %5)
/ / godadt + a/ / u—v)pdsdt = / / fodsdt.
C r, O 0 Jags)

De maneira anédloga, tem-se uma expressao semenlhante a equacao (4.16), para a se-

(4.16)

gunda equagao do sistema (4.14):

T
/ v1p2(0 ds—l—/ / (p20p) dsdt+/ VvVgodsdt
Q(s 0
/ / gpdadt — a/ / u—v)pdsdt = / / gpdsdt.
C 1"1 Q(s)

Defini-se a solugao do problema fraco (4.14) como sendo o par ordenado de fungdes

(4.17)

(u,v) tal que:

(u, %) € L2(0.T; Hi, o (1)) x L2(0,T; L(Q(1)), u(y,0) = up s
(0, 50) € L0, Hy (1))  L(0.7: L), v(y.0) = o
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e verifica o sistema abaixo

(
/ u1p1(0)p1(0)ds + / / t(p1p1)edsdt + / / VuVpdsdt
ngs) Qj()
/ / <p1dadt + 04/ / (u—v)pdsdt = / fprdsdt.
C ot Q(s) 0 Jag)

/ v102(0)2(0)ds + / / t(p2ipa)rdsdt + / / VoV podsdt
s) Q
/ / wgdadt — a/ / (u — v)padsdt = / / gpadsdt.
C r, 0 0 Jas) Q(s)

para quaisquer fungdes @1, o € L*(0, T Hy ;) (2(1))) tais que % a(‘?_t L*(0,T; L*(92(1)))
e 1 (T') = po(T) = 0.

(4.19)

4.4 Existéncia do Difeomorfismo Global

Para resolver o sistema, vamos demonstrar a existéncia de um difeomorfismo que tran-
formarda o dominio tempo-dependente (nao-cilindrico) em um dominio fixo (cilindrico).
Resolveremos o sistema no dominio fixo e resgataremos a solucao para o dominio mével
através do difeomorfismo.

As técnicas necesséarias a demonstragao do difeomorfismo foram resumidas no capitulo

1.

Definicao 4.4.1. Um difeomorfismo ¥ : 5T — Qg, dado por U(y,t) = (Y(y,t),t) =

(V1(y, 1), ..., Yy, 1), t) € dito hiperbdlico, quando a matriz abaizo é simétrica positiva.

Dy, O g O Oy g

A= (GOGIT = (GG

(4.20)

Observe que

O O O O¢n O oy 17T

oy OYn, oy oy ot ot
A= N N :

OYn OYn OYn OYn ot ot

OV Oy O Oy
A Xn 1 ] J
(@35 ncns 5 = Z By Oy O Ot
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Teorema 4.4.1. Se Y/ e uma hz’perf{cie “time-like”. Entao, X' € o traco de uma isotopia

(¢¢)o<i<T, com e 1% H H

Demonstracao

A demonstracao consiste em induzir uma isotopia através de um campo de vetores em
Y. A existéncia do campo de vetores oculta-se na geometria de X, isto é, no fato de ser
"time-like”.

Seja Z = (—wvwy, |v,]?), entdo o campo X = Z/|v,|? = (Y, 1) esta bem difinido e possui
a componente Y estritamente menor que um. Introduzindo a notacao Vi, = T'o(tg) X to,
vemos que X é um campo de vetores nao-nulo em 0%, sendo 9%' = Vi U Vp, adicionado
os pontos interiores a Vj e exteriores a Vr e aplicando o teorema (2.2.1), temos que existe
um difeomorfismo ¢ tal que

¢ : To(0) x [0,7] — ¥’

dado por ¢(z,t) = (¢4(x), 1), tal que

0 Oy

oot = (1) = (X, 1) (1.21)
o6

SE =Yoo (4.22)

Geometricamente o teorema (4.4.1) estabelece uma deformagao difeomorfica entre >/ em
[o(0) x [0,T]. O lema abaixo estende o campo de vetores de ¥/, de forma que poderemos
estender a deformacgao ¢.

O proximo passo é estender o difeomofismo em ¥/ a todo dominio @T. Isso sera feito

via o lema abaixo.

Lema 4.4.1. Existe um campo de vetores em Y definido em Q tal que:
° 17|2/ =Y
oY = 0, em numa vizinhanca de X';
o maxg, ||V = maxy [|[Y].

Demonstragao
Seja (V,0) uma vizinhanga tubolar de ¥/, isto é, 0 : X' x|—1, 1]— V'é um homeomorfismo
e ¥’ x {0} é homeomorfo a 3.

Ja que dist(3,X) > 0, podemos supor que VN Y = (). Definimos, entao 57, por
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{ Y = (8(z,u) = p(ju))Y (z.1), em V (4.23)
Y =0, foradeV

sendo p uma func¢do ”bump”com suporte compacto em | —1,1[ e n]1ax = p(0). Clara-
ue|—1,1

mente, Y é a extencao de Y.
De posse do lema acima, podemos extender o difeomorfismo que estava definido apenas
em X' a um difeomorfismo definido em Q7. Mais uma vez utilizaremos o conceito de

isotopia.

Teorema 4.4.2. Existe um difeomorfismo ®, que preserva a varidvel tempo, tal que:
o &=1d, em Qy x [0,T] e numa vizinhanca de 3;
o [|06(x, 1) /0t < B < 1,¥(x,t) € Q0) x [0,T];
o U ¢ hiperbdlico, sendo ¥ = 1.

Demonstracao
Pelo lema 4.4.1, existe um campo de vetores nao-nulo, }7, em (2. Pelo teorema (2.2.1)

exsite uma difeotopia 5 1 Q x [0,T] — Q, tal que:

o (09/0t)(z,t) =Y (d(z,1),1);
[ g(, O) = ]dM,
° 5: Idys, numa vizinhaca de I'y, com Y =0.

Tomando ® = ®l5 e ¥ = d~! o teorema fica demonstrado.
De forma a ilustrar as idéias da deformagao e com base no modelo geométrico para o

dominio @7, a figura abaixo sintetiza como se processa a mudanca de variavel.

4.5 Solugao no Dominio Cilindrico

De posse do difeomorfismo ¥ : Qp — Qrp, dado por U(y,t) = (¥(y,1),t) = (Y1(y, 1), ..., Yn(y, 1), 1) =
(x,t), vamos fazer nas equagoes do sistema (4.14) a mudanga de varidvel (z,t) = W(y, t).

Sejam w(z,t) = uwo W (y,1), z(z,t) = wo U (y,t), f(z,t) = fo ¥ (y,1), g(z,t) =
go U (y,t), or(z,t) = pro Ul (y,t) e oa(x,t) = pp o U 1(y,t)
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4.5.1 Mudanca de Variavel nas Equacoes

Pela regra da cedeia,

Ou _ O(woV)
o ot
T Zom o "

Entao,

ou? "9 o, Ow ? 8wt
o ;& (8:)&1) Z 0502 ot
_ z": 2": 0 Ow Y, aqpl Owy O, Z ow w?
& = 9, 0m, Ot 0F | ot of oz, 02

= wy+ 22 87~Ut a%

Pela regra da cadeia,

Ow ? Xn: 8 w am%
8x 3752 =1 axixj ot ot .

n

Owy {5

tt
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ou aw oV
OYr,
O 3yk
Entao,
d*u "9 Owd;  Ow O
a_yl% - Z (5_%8901 Oy, * 0_xzé?_y,%)
_ Z Z 0w O, 0 Zawa v,
i=1 \j=1 axj 81;% ayk 8yk aﬂfz aykz
_ i Pw O a% Z ow 6’ z/;Z
- O0x;0x; Oyy, Oyy, 0x; 8yk
Assim,

n
0%u

Au

I
2N

<)
[}

k=1
B Z z": O*w  OY; O, Zawawl
N O0x;0x; Oy, Oy, dx; Oy}
B z": a2w o, awj Z aw O?
B pll 0z;0x; Oyi, Oyy, 8% oy

Assim pjuy — Au+ a(u —v) = f, definida em @T, se reescreve em (Qp da seguinte

maneira:

8wt 81/12 Ow ? "L QPw O; O
wt”LQZ < Dz, o Z  Dwx; OF Ot o
4.24

& 8211) 81/11- &ij Ow 8w2 -
B (ijk; O0x;0z; Oyi, Oyy, ZZ ox; 8yk talu—v) =1

Agora, vamos reagrupar a equacao (4.24) com relacao aos termos wy, w; e w. Logo,

Z o 0y 3%’ o,
3961373 Oy, Oy, Yot ot

"L Qw, O t
o1Wy + 207 — Vi Z

_— 03:1 ot
N g (4.25)
2 ~
+Z <31/1 a(;i) +a(w—2z2)=f.

Observe que
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"L 0 osity 8w "L QPw
i et 4.26
Z 0x; (ajax ) Z O le ajamj@xi (4.26)
3,0=1 -1
Substituindo a equagao (4.26) na equacao (4.25),
" Jw, OY; "9 6% ow
2 - o | @
P Z oz, ( ]895) Z Dz, O,
Z i ( ) ra(w—2)-
=1 k=
Donde podemos concluir:
Ow; O, "0 [_ Ow
2 _ — (@,=—
it + ”1; z; O z_jl oz, (‘”axi
e (T o (4.27)
w i Oaij _
+;8xi<;8yk+ L at)m( -
Definindo os operadores:
il
as(z,t, D) = — . i('di) + ig(x t) (4.29)
2\4s by - = axj 1 8:61 - 1\ 8371 .
Sendo:
O
hy = —: 4.30
5 (4.30)
~ " o2 oa; o,
bi(z,t) = . el L 4.31
k=1 =1
De forma que a equagao (4.27) toma o seguinte aspecto:
orwy + a1 (z, t, D)w, + Ga(z,t, D)w + a(w — 2) = f, em Q. (4.32)
De maneira andloga, temos para a segunda equacao do sistema (4.14)
oozt + a1 (z,t, D)z + as(x,t, D)z — a(w — z) =g, em Qr. (4.33)
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Para a(x,t, D) e as(z,t, D) definidos como abaixo:

ay(x,t,D) =202 aihi@, t); (4.34)
i=1 7

0 0 " 0
as(z,t,D) = — —(@ij=—)+ > bi(z,t)=—. (4.35)

2 z,]zl 61’] J (%Z ’LZI 8%

Sendo:
i
h; = TR (4.36)
an ’L] adj

Z St ougy (4.37)

- Zawza% mazm (4.38)

4,7=1

Devido as propriedades do difeomorfismo ¥ e a positividade das funcoes o; e g9, as €

ay sao operadores elipticos satisfazendo as seguintes propriedades:
1. Clij = CLji e CLij = (ljz';
2. a;; = 01 e @;; = 02, em uma vizinhanca de ¥;

3. existe uma constante o > 0 tal que >, @68 > ad & e > i1 @ig6i&G >
«Q Z?:l 5127 para todo (.flf, t) < @T'
4.5.2 Mudanca de Variavel nas Condigoes de Fronteira

Seja v4 = Av. Entao,

0 "0
U (Aw,va) = a,-jvia—;i

ij=1

y(0)ur

Pela segunda propriedade de a;;, temos que

ow ow
=

— T 4.
5o 50 em Iy (4.39)

Analogamente,
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0z 0z
— = 0y— r 4.4
8UA 09 av, emn 1 ( O)
Portanto, as condig¢oes
ou 10u
—t —— = P
ov (ot 0, em
ov 10v
e p
ov (ot » o
sao ambas transformadas em
ow 10w
—— =0 >
oo Tcar "
0z 10z
- = >
2 ) C ot O, e

respectivamente.
Ja as condigbes u = v = 0 em X' sdo transformadas em w = z = 0 em I'y(0) x [0, 7.
Entao o sistema 4.14, definido em @T, se reescreve, via o difeomorfismo ¥, da seguinte

maneira:

oWy + ar(x, t, D)w, + ag(x, t, D)w + a(w — z) = f, em Qr
oozy + a1(x,t, D)z + as(x,t, D)z — a(w — z) =g, em Qr

w=z=0em Y

ow 1 3_@0 0z 1 0z

4 = = 0g— + — + — = Y
N T T T T T O e (4.41)
0
w(x,0) =wp e a—lf(x,()) = wy
z
\ 2(x,0) =z e E(az,O) =2z

4.5.3 Definicao de Solucao do Problema em Dominio Fixo

Os célculos do conceito de solugao serao feitos sobre a primeira equagao do sistema (4.41).
Denotando V' := Hf, ,(2(0)) e H := L*(22(0)).
Seja ¢ € V' . Multiplicando a primeira equagao do sistema (4.41) por ¢ e integrando

em (0), temos:
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/ T1Wyp + / ay(z,t, D)wyp + / as(z,t, D)wp + a/ (w—2)p = / fg&.
€2(0) ©(0) £2(0) ©(0) ©(0)
Substituindo os operadores a; e as,

awt
2 7, d 7 d
/Q(O)Uﬂutt@‘f‘ /002‘ [pas — Z/ z; aﬂa )903
+ / / w— 2)pds = fgods.
Z Q(O)( ) Q(0)

Aplicando a férmula de Gauss e levando em consideragao que 9§2(0) = I'o(0) U T e

Fo(O) N Fl - @,

/ oW — 2 Z/ 0 Zalcpwtds +2 Z/ o1 hipwev;df
©(0) i (0)
= ~ Ow OJp - _ Ox
2 hspwyvidd Pl dpn 2L de
+ Z/ oohipwiv;al + Z/ ajaxz 8m] ”ZI /Fo(o)ajaxj PU;

zgl

ow~ -
_ Z / awa %de + Z o) axllmpals + &/gz(o)(w — x)pds = fods.

i,j=1 i,j=1 Q(0)

Mas, w = 0 em I'y(0); sendo ¥|y, = Id, entao h; = E;il

" Ow ow

ainda, QUi 5— = 0177,
85Ej ov

= 0, para todo 7 = 1, ...,n. Mais

em I';. Assim,
ij=i

Oh; . Ow 0 1 1 ow
/ o wypds — 22/ Spwtd + Z/ ”8 69() C T do
Q(0) ij=1 Ti OTj Ly 1 (4.42)

+ / —bigpds + a/ w— x)pds = / f@ds.
izl Q(0) Ox; 9(0)( ) Q(0)

De forma anédloga, para a segunda equagao do sistema (4.41), temos a seguinte expressao:

Oh;oap / - 0z &p 1 1 0z
ds — 2 ds a; ——pdl
fuo o0 Z/ e Z 10,00,y oz 00

+Z/

Zc,ods + a/ (w— x)pds = fods.
Q(0) Q(0)
(4.43)
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Observacao 4.5.1. Denotaremos por

. Ow Oy
at,w, p1) = Z/Q 9 0,

i,j=1 (0)

- 0z (‘3<p

t Z QOQ Z/ Qjj 831:1 396]

3,7=1

= ow dp
@ (t,w, 1) Z/Q ]8:(:1 (91;]

i,7=1

o 0z dp

@tz ¢2) Z/ ]8@ o,

i,7=1

e assim por diante. As fungoes a;j, a;; sao fungoes C* definidas no compacto Qp. Isso

. s a s
faz com que as formas bilineares a;j, a;j, a;;, a;;, etc, sejam continuas e coercivas. Vamos

denotar as constantes de continuidade e coercividade por a e A, a' e A’, respectivamente.

Defini-se a soluc¢ao do sistema (4.41) como sendo o par ordenado de fungoes (w, z) tal

que:
( Jw
(w, at)EC’(OTV)><C’(0,T,V);
e C(0,T,V) x V(0,T,V);
() €COTY) < VO.IY) "
w(x,0) = wy, E(az,O):wl
2
L 2(51570)2207 E(%,O):Z

e satisfaz ao sistema abaixo:

(

1%01 ~ ow 8@1
-2
/ o1Wyprds Z/ oz, wtds—{—ZJZl/(O ij 8:171 3%
1 ow
do
C/ oy Ot FAGa Z/

nglds + a/ (w—z)p1ds = / fg@lds;
Q(0) Q(0)

8h02g02 3 828902
0221 pads — 2 / zds + / a;
L, e z as Y [ 6,020

2,7=1

1 10z
do + / 5, ds—l—a/ w—x ds:/ gpads.
C v 0y 08 Z oz, 7 Q(o)( )@ Q(0) 2

(4.45)

Para quaisquer funcgoes oy, oo € L*(0,T;V)
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4.6 Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucao Fraca

Uma vez estabelecido o conceito de solugao, estamos em condigoes de enunciar o principal

resultado desta monografia.

Teorema 4.6.1. Sejam (wg, w1), (20, 21) pertencentes ao espago V. x H e ]?, g pertencentes

ao espago L?(0,T; H). Entdo, o sistema 4.41 admite solucio tinica (w,z) tal que:

(w, 2% & (0.7 x O(0.T: 1

(. %) € C0.T3V) x €0, T; 1)
0 0
S lr Sl € L0, T3 L*(I)).

Demonstracao
Vamos resolver o sistema pelo método de faedo-Galerkin. Para efeitos de organizacao

dividiremos a demosntracao nas seguintes subsecoes:

O problema aproximado;

Primeira Estimativa a Priori;

Segunda Estimativa a Priori;

e Passagem ao Limite;

Verificacao dos dados iniciais;

Unicidade.

4.6.1 O Problema Aproximado

Seja o sistema
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- 8w8<p1
o1 W1 — 2 / (hip1)w; + / Q;j
/9(0) 1WttF1 Z 0) 8331 1)Wt Z Jaxl ax]

7,7=1

—wpr + / _gi¢1 + Oé/ (w—2)p1 = / f901
/n Zl Q(0) Ox; Q(0) Q(0)

- 0z 8g02
—9 hi 4.46
/Q(O) iy Z/ 891;1 )zt Z / 89@ 835] ( )

1,j=1 Q(0)

— 2P + / z<,02 / (w—2)p2 = / g2
/r1 Z Q(0) Q(0)

w(z,0) =wy, z(x,0) =z
wt(l‘70) = Wr, Zt($70) =z

\

COIIl V1, P2 € V.
Seja {w1,ws, ..., W, ...} uma base ordenada e ortonormal de V' = H%O(O)(Q(O)), tal que

cada subspago V™ = [wy, ...,wp,] é denso em V. Sejam as fungoes aproximadas

t)=> at)w(r)
t) = Bilt)wi(x)

ambas no espago V" = [wy, ..., w].
Agora, considerando o problema aproximado abaixo, quer-se encontrar fungoes w™, z™ €

V™| tais que:

o1wi P — 2 / (hipr)w;™ + / a; += | —wio
/@ ; Z i z BT R
+ /

z901+04/ (w™ — 2" :/ fsm
Q(0) Q(0)

8g02 1 1
0224 o — 2 (hip2)z" + / Qjj—— +—/ —2z" P2
/(0) " Z Q(0) 8951 ' Z Q(0) ! (‘3902 axy ¢ Jr, o2
+ / z902 04/ (W™ — 2™)py = / g2
Z Q(0) Q(0)

(4.47)
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Para quaisquer 1,2 € V™ com

w™(z,0) € V™ e 7n11£1;o w™(z,0) = w(zx,0); (4.48)
2™(x,0) e V™ e nll_rpoo 2™(x,0) = 2z(z,0); (4.49)
wy*(z,0) € H™ e 7715%0 wy*(z,0) = wi(x,0); (4.50)
2z (x,0) € H™ e n},l—I»noo 2" (z,0) = z(x,0). (4.51)

O sistema se encontra nas condig¢oes do teorema de existéncia e unicidade. Logo podemos

concluir a exiténcia de uma solugao local (w™, z™), definida no intervalo [0, t,,].

4.6.2 Primeira Estimativa a Priori

Para primeira estimativa a priori vamos fazer p; = wj", o = z;* e somar as duas equagoes

do sistema (4.47). Temos, entao:

" 0 0
/Q(o) (Ulwttwt + 022y 2 ) iz1/9(0) (a%( Wy )wt + 3xi( % )Zt > +

[

> L (5o wa)

J/

Z/ 8wm8wt ey 02" 0z N
Y Ox; Ox; 7 O Oz,

z] 1
III IV
1 1 m\2 o m __ . m mo__ —
e g v [ e - )
v Vi
| (Fur+ger)
Q(0)

(4.52)
Vamos analisar os termos da equagao () separadamente.

Analise de I: Facilmente ve-se que:

/'wWM%+@%4> e + ey (4.53)

Analise de II: Aplicando a regra do produto temos:
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2 [ (Gt + gy = 230 [ S e )

Aplicando a férmula de Gauss, temos:

%

_22/ ( (haw}” )wm+£(hiz;’“>z§”> = —22n;/ gfj (i) + ()°)

Sendo cada 7; um vetor normal unitdrio, ¥V i = 1,...,n. Como 9((0)) = I'; U T'¢(0),
I''NTH(0) = 0. Como estamos no espago aproximado V™, entao wi™ e 2™ sdo ambas nulas

em ['y(0). Portanto a ultima expressdo acima toma o seguinte aspecto:

_2;”;/9(0 (ai(hwt '+ 51z zt)_ z/ T () + ()
—2; / (@ G

* sdo limitadas por constantes
i
postivas, V¢ = 1,...,n. Tomando por ¢ a maior delas. Temos:

As fungoes h; sao C'*° no compacto @ , portanto h; e
¢ T

_22/ ( W+ aa(hzt zt)<CZ/ + ("))

Donde concluimos, pelas desigualdades de Cauchy-Schartz e fundamental, que:

Z/ ( (haw")wi™ + %(hiz;”)z?) <

(1w + 1227 s + hi Bagey + 12" Baqe) -

(4.54)

N o
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Analise de I11]: Para a expressao abaixo, observa-se que os termos b; e b; sao limitados,
pois se tratam de fungoes C'*° no compacto ). Tomando por ¢ a maior das constantes

que limitam E e E, temos:

- ow™~ 02"~ - ow™ 0z™
00 Z b ) <c m_ 9% m
Z/Q(O)(axib v+ (O)axibzwt)_C;/g(O)<8xiwt +8xl-zt>

i=1
Aplicando as desigualdades de Cauchy-Schartz e fundamental vemos que:

ow™~ W 0zm~
Z/ ( +8_x'ibiwt)§

<

8w " m
Z o+ |H+| ‘H+|t|H

=1

(Jw™y + |Zm|v + |wi | + |ZZn|H)

N Ol N ol

(4.55)
Anélise de IV: Devido as propriedades dos coeficientes a;; e @;;, as expressoes de que

aparecem em [V sao formas bilineares continuas e coercivas. Vamos denotar por

ow™ owy”

a(t,w™, wy") Z / Gt
= Ox; Oz,

al 02" 02"
alt Z / i Or; Ox;

3,j=1

Observe que

d
a'd(t,w ;w™) = 2a(t,w™, w) +a'(t, w™, w™)
d
%a(t,zm, 2™) = 2a(t, 2™, ") +a'(t, 2™, ™),
d ~It m /\I m m
sendo @' (t, w™, w™ ”EI/ (9:182 e a( ;1/

Portanto a expressao IV toma o seguinte aspecto:

Z/ = ow™ owy” VG 02" 0z"\ 1d( (b ™, w™) + a(E, 2, 2™)
Q(0) Y Ox; O Y 5, or; ) 2dt T (4.56)

i,j=1
(@t W w™) +a(t, 2", 2™))

Analise de V: Temos, pelas desigualdade de Cauchy-Schwartz e fundamental, que:

[ R PR DA &
2o (P ) = ey + Sy @)

q r, 91

Cunha, Heleno da S. PPGME/UFPA



4.6 Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugao Fraca 46

Analise de VI: Temos pelas desigualdades de Cauchy-Schwartz, fundamental e trian-

gular:

(™ + 12"+ w5+ 1275

o[ (- - <
Q(0)

e

Como o espaco V' esta continuamente imerso em H, existe uma constante positiva & tal

que | - |4 < k|- |?. Portanto, para a desigualdade logo acima, temos:

m m m « m m - .
a/@(o)(w — 2" (wi" = ") < E(k\w 2, 4 |23 + w4 |203). (4.58)

Analise de VII: Aplicando as desiguladades fundamental e Cauchy-Schwartz, temos:

(1T + 191+l + 1275 (4.59)

N| —

/ (Fup +3m) <
Q(0)

Substituindo as expressoes (4.53), (4.54), (4.55), (4.56), (4.57), (4.58) e (4.59) a equagao

aproximada (4.6.2), temos:

s (VT + Ve + At w™) + a2, )

1
C(|\/—|L2F1)+|\/—|L2(F1)§

c
(|w 5+ 12 5+ (w7 (T1) + 12772 (T1)

§(|wm‘v + 2™ + Wy + 12 )+ (4.60)
a(t,w™, w™) +a(t, 2™, 2™)
(k?|wm|v + k2™ + oy + 12 )

(|f|H+|g|H+ W% + |20 H)

As formas bilinerares a'(t, w™, w™) e @'(t, 2™, 2™) também sao continuas. Portanto ex-

istem constantes C , C' > 0 tais que:

@t wm,wm) <

@t 2" 2™ < O

Tomando C = max{C", 6’}, a desigualdade (4.60) se transforma em:
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Ll + et +
a(t,w™, w™) +a(t, 2™, 2"))

1 2
<(|\/—’L2(F1 + ’f’ﬂ(rg) <

2(|w 5+ 25+ |wf? |L2(F1)+|Zt 72 )
FS (B + |+ e+ () +
Cluw™[} + ="}

5 (™ K|+ + 127 )

1, ~ ~
S (7R + 15+ ol + 12 1)

Agrupando os termos semelhantes obtemos:

1d " "
5 77 (Vo[ + Vol +
N(t w™ w™) +a(t, 2™, 2™))

1
72 (T1) + |

C(!

2
\/_J—Z‘LZ(IH)) <
1, ~ -

(7 + 1)

c m m
S (0 B + 20 Bary)

/o1

c a Val m m
+(5 + 5+ O™ + ")

c ¢ o 1 m
+(§+§+§+ 2)(|wt 7+ 12" [7)

Para as funcoes oy, 09 temos d < 01,0, < D, portanto:

1 1 1 1

VD S Ve Ve SV

Levando a ultima desigualdade logo acima, temos:
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1d m m
5 7 IV i + |Vl +
a(t,w™, w™) +a(t, 2", "))
c— (VD

+(W)(|wt|i2(r1) + |Zt|%2(F1>) <

1~y o
§(|fﬁ{ +191%)

C (0] — m m
+(z 4+ 5 + O (W™ +[2"17)

2 2

c ¢ o 1 m m
Hg+ g+ 5+l + 1)

A constante ¢ pode ser tomanda suficientemente grande, de forma que:

c— (VD

Ccl = >0

(VD

o C C o
_+_

1 ~ - [& 1
Tomando ¢y := max{§(|f\fq + 1917, sttt tgt 5} Temos:

Vd d

TE(W?@I + 2 Faltw™, w™) Falt, 2", 2™)) + 01(|wt|%2(r1) + |Zt\%2(r1))

<o+ (|w™F + 12" + w3 + 127 5)-

Integrando de 0 a ¢, temos:

Vd - . '
7(|’w3:n|%1 + 2" 5 + alt, w™, w™) +a(t, 2™, 2") + 01/0 (lwil 22 oy + 122l 22(ry) )t <

t
ot [ QB+ 127+ By + 127 e
0

Devido a continuidade da formas bilineares @, a, temos que:

klw™3 <a(t,w™, w™);

klz™f3 <a(t, 2™, 2™).

Entao:
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\/C_Z m m m m !
5 (il + 127 + k™ [y + k|2 |2v+61/ (fwelZary) + l2eliaqe,))dt <
0

t
[w™ (0)[% + 2™ (0) + |wy (0)7 + |ZT(0)|%+03+/ (™[5 + 110 + lw [ + |2 ) dt.
0

Devido a convergéncia dos dados iniciais [w™(0)|%,, |z™(0)[3, [w(0)|%, |2(0)|% sao
t

limitados. Levando em conta que ¢; (|wt|%2(r‘l) > 0, temos:
0

Vd
2

t
ot [ QB+ 17+ By + 127 .
0

wi|y + 12 5 + ko™ 4+ k2T <

Pelo lema de Gronwal |w"|%,, [2/"|%, |w™|%, |2™|3 sdo limitados. Portanto as solugoes
locais podem ser extendidas ao intervalo [0, 7).
Facilmente, tem-se ainda que |wy|r2(r,) € |2¢|r2(r,) s80 também limitadas.

Resumindo:

w™ e z™ sao limitadas em L*°(0,T;V); (4.61)
wy" e 2" sao limitadas em L>(0,7; H); (4.62)
w™ e 2" sdo limitadas em L>(0,T; L*(T1)). (4.63)

Veremos adiante, na segunda estimativa, que a limitagao de w;" e 2" em H, pode ser

melhoradas para uma limitacao em V.

4.6.3 Segunda Estimativa a Priori

Na segunda estimativa vamos fazer ¢, s = w; (I = 1,...,m) e derivar em ¢. Assim,
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(

/ m a m
/ o Wihwy — 22/ < (hiw)w™ + %(hiwl)wtt) +
Q(0) 7
Z/ a ow” &ul +a Oui” % +1/ iwmu} +
ij ox; 895] @ij Ox; Ox, ¢ Jr, \o1 =l

2,7=1

Z/ <8wt bw; + Ow g;wl) —i—a/ (wy* — 2wy :/ Flu
~ Joq) \ Ozi Oz; Q(0) (0)

& 0 0
oz — 2 / < hiw)z" + ——(hw zm>+
/Q(O) 2~ ; (0) 8xi( l) t (9:1:1-( l) tt

n

Z/ 5’827”%—1— oz &ul 1 1zw n
oo \ "9 0x; 0x; 7 0w; Ox; grl i

ij=1
n

0z, 02"~ ) / / -
bjw, + — bw -« wy' — 2w, = gw
Z/Q (5% Wt G i Q(O)( 2w o

\ =1

Multiplicando cada equagdo do sistema por o] (t) e 5/'(t), respectivamente e somando

em [ temos:

/Q(O) T1Wy Wy — 22/ <

Z/ ,v, ow™ awtt +58wtm 3wtt +l iwmw i
Q(0 ij Oz, Oz; Y Oz; Oxy ¢ Jr, \ou bt

zyl

ow;" ow™~, ~
Z/ ( p L b, i Wyt + o7 blwtt) + 04/ (w0 — 2" Jwy = flwy
i—1 7/ (0) Li Li Q(0) Q(0)

0
/ O'QZtttZtt 22/ ( h//ztt + (h Ztt) m +
Q(0)

n

Z/ A/ ozm aZtt 8zt aztt Z 5 4
oo \ 7 O axj ”a o, g I et

2,7=1
n

02"~ —
Z/ ( B L b, i 2t + b Ztt) / — 2" )z = / J 2t
i=1 7 Q(0) Li 2(0) (0)

9 m
wtt)wt —+ a_.l’i(hiwtt)wtt> +

\

Somando as duas equagoes do sistema e agrupando, temos:
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m m
/ (1w + o2z 2) +
0(0)

n

- a / m a /! m 8 8
_22/(0) (8mi(hiwtt)wt + a—xi(hmtt)zt ) _2;/9(0) (a—%(hzwtt) wy + =— oz, —(h; ztt)ztt)

g V

2

_ ow™ ow}? 0z™ 0z " ow;"™ Ow 0z" 0z
~ o~ tt oWy OWy t O%u
Z /Q( ( @i Or; Ox; Ty ox; 81,’]») +”Z1 /Q(O ( " or; Ox; ay ox; 8%)

(. S/

ke .
/1“ (U_1wttwt Zttzt)+z/ ( a bl tt+at b@ 2y + 0 b/ Wy +%bgzﬁ>+
- 1
ke ,

a/ (W™ — 2™ (wi} — 2}) = / (?wtt + 9 2u)
Q(0) Q(0)

(. J /
' ~~
8 9

(4.64)
Agora vamos analisar cada termo da equacgao acima em separado.

Analise de 1: Facilmente vé-se que:

/ (1w + o9zinzg)) = Ea(lv O1Wy ﬁg + [Vo22it ‘%I)
Q(0)

As funcdes o; e o9, satisfazem as desigualdades d < oy, 09 < D, de forma que vd <

Va1, 1/72 < V/D. Donde:

Vid d

Gl ) < [ il + orsfig) (1.65)

Analise de 2: Pela férmula de Gauss:

- Zil /Q(O) (

0
ox

m m a n maw . 8;;
i(h;wtt)U}t O, I, M)A ) B _2i21/§z(0) i (wtta_x; +Ztta_$z> -

n
— / m,, m m.m
= 2§ / hi (wigwi™ + 2 2") mi-

i=1 711
Em que cada ; (¢ = 1,...,m) é um vetor normal unitario. Limitando as fungoes,

conforme na primeira estimatica, por ¢ e aplicando as desigualdades de Cauchy-Schartz e

fundamental, temos:
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- 0 0 - ow 0z
-9 Bao™w™ I m < m|2 t m|2 t12)
;/9(0) (8:E,< Wi Jwy" + Ers = (hiz) 2 ) > C;/ﬂ(o) <|wtt’ + |21 | Ers
22/ (wpw™ + 272" -
i=1 Y11
Donde concluimos que:
/ m m a /
_22 hz wiy Jwy" + Ers = (hiz)z" ) < e(lwily + 121 F + [wly + 1471%) —
d
T (|w 220y + |Z;n|%2(1‘1))
(4.66)

Analise de 3: Pela regra do produto, temos:

0
o h m — (h:z™) 2™ | =
§ /Q(O) (8:1:1 AWy Jwiy + Gmi( ZZtt)Ztt)

Ohi , o ow oy Ohi s 92
—Z/Q(O) (8—%(10”) + hi_axi Wy + a_xi(ztt) + hia_xiztt

owgy 0 0z 0 .
Observe que 8; wi = %(wg})Q e 8:: PAIES o (2/)?. Entao:
— Z/ (hywi )wyy + i(hlzm)zm =
axl tt tt 8$Z tt )7t

-3 [ (Gtm+ )+ S i+ (i)

Aplicando a formula de Gauss:

—Z/ < hawiw? +a‘9 (hi ztt)ztt) = —g/g(o) (Z—Z((w$>2+(zﬁ>2>)+

7,

sendo cada eta; um vetor normal unitario as ;. Somando os termos semelhantes:
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m\ .m ]' m 2 m\2
- Z h (hawg) )wii + ) (hizy )z, _5 + (2)%)
h
/ D) wtt (211 )2)772
- . Oh .
Limitando as funcoes e Vi=1,...,n, temos:
T
m a c - m\2 m\2
—Z hz i)Wy + 2— oL (hizi) )z ) < EZ o) ((wtt) + (27) )_
' i=1
. hl m\2 m\2
5((wtt) + (21 )" )ni
i=1 711
Dai, temos:
a c mY |2 mY\ |2
_Z hiw tt) Wy + =— O (h Ztt)ztt < 2 (|(wtt)|H+ ’(Ztt)’H) -
' o (4.67)
hi m\2 m\2
Z E((wtt) + (21 ) )i
i=1 YT
Anilise de 4: Conforme a observacao (4.5.1), note que:
(t w™ wtt) dt( /(t>wm7w1§n)) - 5”<t7wmthm) - 5/(t’w;n’w;n) (468)
N d . N .
a(t, 2™,z = a(a'(t, 2o —al(t, 2" ) —al(t, 2 2T (4.69)
Andlise de 5: Também conforme a observagao (4.5.1), vé-se que:
m m 1 d -~ m m 1""/ m m
&(t7wt 7wtt) = §£<a(tawt ) W )) - 5& (tawt » Wy ) (47())
m m 1 d ol m m 1/\/ m m
a(t, 2", z;) = —%(a(t, Z"2")) — 2¢ (t, 2" 2") (4.71)
Analise de 6:
T K 1d [ w” 2"
/1“1 <0_1wttwt Rt 2t ) T odr (|\/t—|%2(rl) + |\/t—|%2(rl)) (4.72)
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~ o~ ~/ ~/ J—
Analise de 7: As funcoes b;, b;,b; eb; , Vi =1,...,n, definidas em @, sao C'*°, portanto

limitadas por uma constante ¢. Temos entao:

- 8wt azm/\ 8 aZmA
bz m t bz b/ b, m <
ZZI/Q(O) < axz Wi+ @CL’Z Ztt 81‘ wtt axz zztt) >

Ezn:/ owy” W oz" oy 8wmwm n 0z" m
— (0) axl tt 8$2 tt axz tt axz tt .

Pelas desigualdades de Cauchy-Schartz e fundamental

a owy" ~ 02"~ W™~ ozm
bwy, + —=b;z;, + —— b’ wiy + bi;?)g
;/Q ( Ox; O Oz, 0z; (4.73)
) (|wt |V+2|wgﬁ1|H |2 |v+ |wm|v‘|’ |Zm|V+2’Ztt ’H)

Anailise de 8: Pelas desigualdades de Cauchy-Schartz, fundamental e triangular:

(W™ + 12" 5 + w3 + |2 5 +). (4.74)

oo

o / (W™ — 2w — =) <
Q(0)

Analise de 9: Pelas desigualdades de Cauchy-Schartz e fundamental:

~ - 1
L e < G071+ il + 1 (4.75)

Agora, vamos utilizar as igualdades e desigualdades (4.65)-(4.75), de forma que a

equagao (4.64) se transforma na seguinte desigualdade:

\/_Ed

{lwiy 17 + |20 [ +

2 dt
- - 1
: fa’(t,wm, wit) +a'(t, 2™, 2") + §a(t, wi, wit) +a(t, 27, # )} +

wy" 2" d m
2dt ’\/a_le r1)+|\/_0—2‘L2(r1) +£{|wt 122 (1) + 12125 (T1) }+

h; 4.76
[ S+ s < (4.76)

=1

3 _ 1 c

(e+e+ ) wipli + 12 7) + (e + (v + [2"f7) + 2(!wm!2v 12"+
B R 3

”(t wm w) +a’(t, 2™, ) + Zd (Ewt, wt) + =adl (t 27 27

2 2

(\f’!HH 'T4)

Agora vamos limitar as formas bilineares do segundo membro da desigualdade. Pela
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observagao (4.5.1), existem constantes g”,ﬁ”,g’,g’ tais que a;; < A”,A;’] < A”,Ng’j <

Al , @ < A E aplicando as desigualdades de Cauchy-Schartz e fundamental temos:

A" (™[ + i )

~ 1,

(2,27, 4 < S A+ 1)

3., . . 3+ 3~
ga'@,wt,wnsg (" \H>< SAC(up )
3

em que C' é a constante de continuidade da imersao de V em H.

Assim, a desigualdade (4.76) simplifica-se em:

Vd d

{lwii 17 + |2} +

. 1 .
{da "(t,w™ wi) +a'(t, 2" 27 + 5&(75, wt, wit) + a(t, 27", zé")} +

QU

m

N —
&.lg

n

t
w 2 d
; {|\/_0_1 %z(pl) + |—\/0_2 %2@1 } dt {‘wt L2(Ty) + [2" L2(F1)} +
h

Z; I El(wtzt+zt2t)77i < (4.77)
3 1 14, 1~
(Ge+ Tt 5+ 5 A"+ S AN (Wil + |2 [7)+
c 35 34
(c+§+§A’C+§A’ J([wi [y + |2 [3)+
_ 1 ~ 1 ~
(54 A+ A ([0 + 27 )+
272 2
(173 + 15 %)

N |

Para facilitar a notacao vamos tomar por M a maoir das constantes que aparecem no

segundo membro. Entao:

ﬁld

{|wtt |H |Ztt |H} +

2 (dt
d R 1. R
g | & G + a2 A + salt vt w) +at &7 zw} +
1d wy” 2" d -
2dt {| o %2(1“1) + |\/0—2 %2(1“1 } i {‘wt 12(1) + |z} |%2(F1)} + (4.78)

IIM

h; m m
> [ 5w s < Mgy 4+ )
1
MPE+ 7 )
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1 1
As fungoes ——, —— e h;, 1 = 1, ...n, sao limitadas inferiormente por constantes posi-

N

tivas. Tomando a menor dessas constates por m e multiplicando por m. Temos:

d

7 {lwit |} + =i 3} +
d
dt
d

7 {|w?1’%2(r1) + ’Zﬂ%z(rl)} + Jwalp, + zulf, <

My (w3 + |25 + o[y + 1271 ) + M

(4.79)

- . 1. .
a(t,w™ w) +a'(t, 2™, z") + §a(t, wt, wit) + a(t, 2", z;”)} +

(Também foi levado em consideragao que, pela primeira estimativa, w™ e 2™ sao limi-
tadas)

Integrando de 0 a ¢, temos:

- ~ 1 -
i + 250+ @ (G w™ wp) + @ (27, 27) + Galt, i, wit) +alt, 27, 27)+

t
Wit 2o ryy + 120 T2y +/ (lweel?, + l2ulf,) <
. 0
2 2 2 2
M, / (el + 12 + ol + 2 2)+

0
M35 + (dados iniciais)

Rearumando da seguinte forma:

1~ m m ]'A m m
‘w?tlﬁl + ‘Zl?‘%l + §a(t7wt y Wy ) + §&<t7 2t R )+

t
b e + o + [ (ol +lealt) <

a"'g

limitado .
St W) — @t 2, ) + M / (w2 + 120 + o + 2 2)+
M3 + (dados iniciais)

As formas a(t, wy*, wi"), a(t, z", z;"), que aparecem no primeiro membro sao coersivas,

de forma que podemos utilizar a seguinte limitacao:

alw| <ttt wale| < a2, =)

Quanto as forma a’(t, w™, w}"), a@'(t, 2™, 2]"), que aparecem no sgundo membro, primeiro

-~/

limitamos os coeficientes a;;, @;;, depois aplicamos as desigualdades de Cauchy-Schartz e

5
m

fundamental, em seguida utilizamos as limitagaes de w™, 2™, wy", z;", obtidas na primeira
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estimativa, mais a continuidade da imersao de V' e H, para verificarmos que, neste caso,

sao limitadas. Portanto, temos:

t
Jwii |7 + 125 17 + Wiy + 1275 + /O (Jweelp, + l2ult,) <

~

v~

t >0 (4.80)
A@ﬁ(@ﬁ%+vmz+mﬁﬁ+vm%+
M,

Entao:

il + 2T+ ol + |5 <

A@/kmmz+vmz+m¢@+vm%+
0

My

Pelo lema de Gronwall, constatamos que:

wyy e zy sao limitadas em H (4.81)

wy" e 2" sao limitadas em V' (4.82)

Ainda podemos retornar a desigualdade (4.80) e verificar que:

w e 2z sdo limitadas em L*(T';) (4.83)

4.6.4 Passagem ao Limite

Das estimativas a priori, temos o seguinte:

wy € zy sao limitadas em L*°(0,T; H); 4.84

wy e z; sao limitadas em L*(0,7;V); 4.85
w; e z sdo limitadas em L>°(0,T; L*(T;)); 4.86

(
(
(
(4.87

)
)
)
w e z sao limitadas em L*(0,7;V). )

Os espagos V e H sao reflexivos, entdao L*(0,7;V) e L*(0,7; H) também o sao.
Considerando a continuidade da imersao de L?(0,T;V), L*(0,T; H) e L*(0,T; L*(T))
em L>*(0,T;V), L=(0,T; H) e L>(0,T; L*(T';)), respectivamente, e aplicando o teorema
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(3.5.1), vemos que existem subsequéncias (as quais representaremos pelo mesmo indice)

tais que:

wi e 27 convergem fraco estrela em L*(0,T; H); (4.88)
wi™ e 2" convergem fraco estrela em L*(0,T;V); (4.89)
wi™ e 2" convergem fraco estrela em L?(0,T; L*(T)); (4.90)
w™ e 2™ convergem fraco estrela em L?(0,T;V). (4.91)

Estas convergéncias equivalem a dizer que:

m m .
hd /wttSOl_)/wttSpl e/ZttSOQH/Ztt%,
0 Q I9) 0
m m .
o /wt%H/thOle/Zt 902_>/Zt9027
Q Q Q Q
m m .
hd / Wy P1 — Wp1 e/ Zp P2 — ZtP2;
Fl) I I '

./(pl—>/w9016/2(,02—>/2902;
Q Q Q Q

Vgol, P2 € V.

Em particular, devido a regularidade dos termos envolvidos, usando a linearidade das

derivadas temos:

L] / 01%??901 - 01WP1;
(0) ©(0)

n n a
° 2 / hip)w)* — 2 / —(hip1)wy;
izl () 9 (e Zl Q(0) TS

ow™ Oy = ~ 0w dp1
° Z/ @ij 5’x ax] ”Z::l /Q(o) Qij ox; (9xj7

1,j=1

1 1
— WP,

rno C r, 91
i ow™m~ 8w~
) zzl /Q(O) axz L Z/ ox; 19017

° a/ (w™ = 2M)p1 — a/ (w — 2)p1;
Q(0) Q(0)
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/ 022{?802—>/ 0121t¥P2;
Q(0) Q(0)

- 0
° 2 i02)2" — 2 —(hips)2s;
2/(0 o (lup) Z/() o ()
aSOQ " A aZ 8@2
° Z/ i 8:01 (%cj Uzzl /Q(O 7, &cj

i,7=1

1 1 1
b Zt P2 — C
r, o

C r, 01
92 ~
* Z/ 1802 —>Z/(0) (9; e

° —a/ (w™ —2™)p1 — —a/ (w — 2)pa;
(0) 2(0)
Vo, e V.

Zt(1027

Somando os termos listados logo acima, verificamos que (w, z), de fato, sdo soluges do
sistema (4.41).

Aplicando o corolario (3.11.1), temos que

(w, 88_15) e C(0,T;V) x C(0,T;V); (4.92)
(, %) € C(0,T; V) x C(0,T; V). (4.93)

4.6.5 Convergéncia dos Dados Iniciais

De (4.92) e (4.93) constatamos que faz sentido calcular w(-,0), z(-,0), w'(-,0) e Z/(+,0).

Verifica-se ainda que:

lim w™(0) = w(0);

m—-+0oo

lim 2™(0) = z(0);

m——+oo

lim  w;"(0) = w(0);

m—-+00

lim 2"(0) = 2/(0).

m—-—400

Das aproximagoes (4.48), (4.49), (4.50) e (4.51) e da unicidade do limite, temos que:
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w(-,0) = wp;
2(+,0) = 20;
we(+,0) = wy;
w(+,0) = 2z

4.6.6 Unicidade

Para a unicidade, vamos tomar duas solucoes e verificar que sao iguais. Devido a regular-
idade das solugoes o método empregado serd o da energia.
Sejam (w, z) e (w, z) solugoes do sistema. Entao, o par ordenado (w,z) = (w —w, z — 2)

é solucao do sistema

(

~ 8@8@1 1 1
-9 e o =
/Q 01 W P1 Z/ 1901 wt—i- Z/ ;i prs aij + C/ o w1+
8w~ _
S [, Gehenra [ @=2e-0
©(0)

= 0 0z 8@2 1 1
O2Zsp2 — 2 / —(hip2)Z; + / Qj + = —Zrpat
/Q( ' ; Q(0) 5% ! Z e 8% ¢ Jr, 02 ¢

i,7=1

- 0% ~ L
Z/ﬂ 8—%61902 - Oé/ (U) — Z)QOQ =0.

i=1 (0)

(4.94)
Para quaisquer fungoes @1, py € V.

Procedendo como na primeira estimativa a priori, chegaremos na seguinte desigualdade:

Vd

Wty + [zl + kil + Mzl <
t

/ (D2 + 2 + [l + |20 de
0

Donde, pelo lema de Gronwall as fungoes w e Z devem ser ambas nulas. Assim, teremos

W =1 e z = z. Provendo dessa forma a unicidade.
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4.7 Retorno ao Dominio @T: Existéncia e Unicidade
de Solucao Fraca

Uma vez provado o teorema de exixténcia e unicidade para o sistema defiinido em dominio
cilindrico. Vamos estabelecer um teorema semelhante, porém no dominio nao cilindrico

@T. O primeiro passo serd dado pelo lema abaixo.

Lema 4.7.1. O operador Iy : L*(0,T; H} ((Q(t))) — L*(0, T V), dado por Ip(u) = uo®,
¢ um isomorfismo e seu inverso Iy : LQ(O T;V) — L*(0,T; Hy, ) (2(t)) € dado por
Iy(w) = wo V. O operador Jp : L*(0,T; L*(Q(t))) — L*(0,T; H), dado por Js(u) =
wo ® é um isomorfismo e seu inverso Jy : L*(0,T; H) — L*(0,T; L*(Q(t))) € dado por
Jy(w) =wo V. Sendo ® e ¥ difeomorfismos definidos no teorema (4.4.2)

Demonstracao
A demonstracao serd feita apenas para o operador I, uma vez que a verificagao para

o operador Jy é andloga.

e Linearidade: Sejam ui, us € L*(0,T; Hy, () (Q(t)))- Entdo,

Lp(ul + kUQ) = (u1 + kug) od = Uy © P+ /{UQ od = [@(Ul) + k[q:.(’l,tg)

e Injetividade: Sejam uy,up € L?(0,T; H%O(t)(Q(t))) tais que I, = I,, isto é, uj o ® =

ug o ®. Entao, uy = us.

e Sobrejetividade: Dada uma fungao w € L*(0,7T;V), basta tomar v = w o ¥ que
I@(U) = w.

Observacao 4.7.1. Neste trabalho estabelecemos dois conceitos de solugcao, uma para o
sistema definido no dominio mdvel e outra para o sistema definido em dominio fizo. FEsses
dois conceitos sao equivalentes via mudanga de varidvel para integrais. De fato, se (u,v)
¢ solugcao do problema (4.14). Entao, substituindo (u,v) por (Jw,Jz), sendo J a matriz

jacobiana do difeomorfismo VU, o sistema (4.14) transforma-se no sistema (4.41).

Feita essa observacao podemos enunciar o teorema de existéncia e unicidade para o

sistema (4.14).

Pela primeira estimativa PPGME/UFPA



4.8 Sistema com Condigao de Dirichlet Nao-Homogénea 62

Teorema 4.7.1. Sejam ug, vy € Hy, (2(0)), ur, v € L*(Q(0)) e f, g € L*(0,T; L*(Q(1)))-

Entao, o sistema (4.14) possui uma unica solugao (u,v), tal que:

{ u,v € L2<07 T; HIl‘O(t)(Q(t)))v
ug, vy € L*(0,T; L2(Q(t))).

Mais ainda, a aplicacao de
(Hry(0)(€2(0)))* x (L*(€(0))* x (L*(0, T3 L*((1))))*

(L*(0, T5 Hyyy (Q(1))))* x L*(0,T5 L*((t)))* x (L*(0, T5 L*(I'1)))*

dada por

(UO,UQ,Ul,'Ul, f’ g) = (U7U7Utavtaut|rlavt|f‘1)

é linear e continua.

4.8 Sistema com Condicao de Dirichlet Nao-Homogénea

Nesta secao estudaremos a questao da existéncia e unicidade para o seguinte sistema com

condicao de Diriclet nao-homogénea, porém com dados iniciais nulos:

( prug — Au+ alu—v)=f, em QNT
pavy — Av —a(u—v) =g, em Qr

Ju Ov 1 Ov (4.95)

v
L - ot
p1, p2 € WH2(Q(t)) e p1, p2 > d > 0;
f.g € L*0,T; L*(Q(2)));
p,q € L*(Y)

O primeiro passo para resolver o sistema (4.95) serda dado pelo lema abaixo.
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Lema 4.8.1. Dado o sistema "adjunto”
( prug — Au+afu—v) = f, em Qr
Py — Av —alu—v) =g, em Qr
u(y,t) =0, em X’
v(y,t) =0, em ¥
1 Ou Ov 1 Ov (4.96)
v

com

P1, P2 € WLOO(Q(t)) € P1, P2 Z d > 07
f,9.€ L*0,T; L*(Q(1))).

Entao, o sistema (4.96) possui solucao fraca unica (u,v), tal que

Demonstracao

u,v € L*(0,T; Hy, 1y (Q1)));

ug, v, € L*(0,T; L*(Q(1)));

Uy, vy € L2(0, T (H%0 UONE
(1))

€ L*(0,T; L*(09(1))).

Y

u'|p,, V' |r, € L*(0,T; L*(T
ou Ov
v’ du

A idéia é promover no sistema (4.96) a mudanca de varidvel ¢ — T — ¢, de forma a

colocé-lo em condigoes para aplicar o teorema (4.7.1). Sejam as fungoes u = u(T —

t=v(T—t)ef=f(T—

t),g = g(T —t) e considere o sistema

t),
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priiy — ANi+ o —0) = f, em | J QT —1t)x {t}
0<t<T
paly — AV —a(i —0) =g, em [ J QT —1t)x {t}

0<t<T

Uy, t) =0, em Xy = [ J To(T —t) x {t}

0<t<T
$ U(y,t) =0, emSp= | J To(T—1) x {t} (4.97)
0<t<T
Ou 1,00 _ B 1 Wy emyy =
ov ¢ ot ov ¢ ot T

(y.0) = 0 a—Z(y,m — 0
| U(y,0)=0e 8_;)('%0):0

Segundo o exemplo que adotamos para ilustrar as idéias, a figura (4.8) ilustra o aspecto

do dominio U Q(T —t) x {t}. Intuitivamente, é como se ”virassemos de cabega para
0<t<T

baixo” o dominio Q7.

_»2
tF— —> (T 1)

— 3

Figura 4.3 Modelo para o dominio U QT —t) x {t}

0<t<T

Observe que o dominio U Q(T — t) x {t} possui as mesmas carcterfsticas de Qr,
0<t<T
em particular /. é time — like. De forma que o teorema (4.7.1) aplica-se ao sistema

(4.97), isto é, para o sistema (4.97) temos existéncia e unicidade se solu¢do. Tomando a
transformacao inversa de t — T — ¢, verifica-se que para o sistema (4.96) também possui
solugao unica.

Para retornar ao sistema (4.95), devemos rever o conceito de solugdo uma vez que a nao

temos mais a homogeneidade na condi¢ao de Dirichlet.
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Apéndice A

Outros Resultados

A.1 Teorema de Carathéodory

Definicao A.1.1. Sejam D C R um aberto e f : D — R™. Dizemos que f satisfaz as

condigoes de Carathéodory se:

1. Para cada x fizo, f(x,t) é mensurdvel em t;
2. Para cada t fizo, f(x,t) € continua em x;

3. Para cada compacto K C D, existe uma fungdao real e integrdvel my(t) tal que

|f(z,1)] < mg(t), V(z,t) € K.

Teorema A.1.1 (Teorema de Caratéodory). Sejam R = {(x,t) € R"™™ | [t — ty] <
a, |[t—x0| <b, a,b >0} e f: R— R" satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory. Entao,
existem um itervalo [t —to| < B (6 > 0) e uma fungdo X : |t —to| < B — | — x| < b,

solucao unica do problema de valor inicial

X' = f(t, X)
{ X (o) = o (A1)

Como se pode observar, o teorema de Carathéodory estabelece existéncia e unicidade do
problema (A.1). Porém, essa solucao é local, isto é, estd definida em um intevalo |[t—to| < 3.

O préximo teorema é uma condigao suficinte para o prolongamento de solucao.

Teorema A.1.2 (Prolongamento de Soluc¢ao). Sejam —oo < w™ < 0 < wt < +oo,
B={zeR"||z|<b}, D=[w ,w]xBef:D— R"nas condigoes do teorema de

Carathéodory. Se ¢ é a solucao local do problema de valor inicial

X' = f(t,X)
{ X(to) = Xy

ele(t)] < M, vVt € I onde ¢ estd definida, para M independente de t. Entao, ¢ pode

ser prolongada ao intervalo [w™,w™]
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Lema A.1.1 (Lema de Gronwall). Seja ¢, : [a,b] — R fungoes nao-negativas e continuas.
Se

o(t) <a+ /tgo(s)w(s)ds, Vt € [a,b].

Entao,

Rt
p(t) < a0,

Em particular, ¢ é limitada, e se a« =0, entao ¢ =0
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